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Zusammenfassung:

Die vorliegende Arbeit soll einen Beitrag zum theoretischen Verstédndnis verschiede-
ner mathematischer Bildbearbeitungsverfahren liefern. Sie enthélt Theoreme iiber das
Verhalten von Minimierern des sogenannten Mumford-Shah Funktionals in einer Di-
mension. Aufgrund dieser neuen Theoreme kann man sicher sein, da} beim mathe-
matischen Zugang iiber solche Funktionale die wesentlichen Merkmale eines Bildes
(Unstetigkeiten in der Helligkeit) erhalten bleiben. Ein weiterer Teil der Arbeit ver-
gleicht verschiedene Varianten von Diffusionsfiltern. Insbesondere wird der Zugang von
Perona und Malik analysiert und anhand numerischer Simulation studiert.

Abstract:

This thesis is intended to make a contribution to the theoretical understanding of
different mathematical image processing methods. It contains theorems about the be-
haviour of minimizers of the so called Mumford-Shah functional in one dimension.
These new theorems show, that in the mathematical approach via such functionals
the essential features of an image (discontinuities of brightness) are preserved. Ano-
ther part of the thesis compares different variants of diffusion filters. In particular
the approach of Perona and Malik is analyzed and further investigated by means of
numerical simulation.
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0 Einleitung

Kaum ein anderes Gebiet in der Mathematik hat sich in den letzten zehn bis fiinf-
zehn Jahren so schnell ausgebreitet und etabliert wie die mathematische Bildbearbei-
tung. Aufgrund der Leistungsstirke heutiger Computer ist es iiberhaupt erst moéglich
geworden, dem Datenvolumen und der Komplexitit der hier angewendeten Metho-
den gerecht zu werden. Das gesamte Gebiet ist zudem sehr facettenreich. Neben der
Segmentierung und Restaurierung von Bildern beinhaltet es auch Bereiche wie Bild-
kompression, Bearbeitung von Bildsequenzen (Filmen) oder Kantenerkennung. Die
dabei verwendeten mathematischen Techniken sind demzufolge ebenso vielfiltig und
behandeln neben der Minimierung nichtkonvexer Funktionale auch andere Fragestel-
lungen aus der Variationsrechnung sowie Methoden der partiellen Differentialgleichun-
gen, wie zum Beispiel Viskositétslosungen und schwache Losungen. Auflerdem werden
Kriimmungsfliisse aus der Differentialgeometrie oder Teilbereiche der Fourier-Analysis
benutzt.

Die vorliegende Arbeit widmet sich der Segmentierung und der Restaurierung von Bil-
dern. Bei der Bildsegmentierung kommt es darauf an, die signifikanten Objekte und
deren Rénder aus einem Bild zu extrahieren, wie es zum Beispiel bei der Auswertung
von Satellitenfotos oder Rontgenbildern in der Medizin von Bedeutung ist. Als Bild
wird eine Abbildung v aufgefafit, die auf einem Gebiet {2 definiert ist, wobei die Ele-
mente aus {2 in ein reelles Intervall abgebildet werden. 2 versteht man in der Regel
als ein Rechteck, das die Mafle des Bildes widerspiegelt. Die Elemente aus €2 werden
als reelle Bildpunkte oder im numerischen Zusammenhang als Pixel bezeichnet, und
die Wertemenge beinhaltet die Grauwerte der Bildpunkte. Dabei handelt es sich ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit um das Intervall [0, 255], das die Grauwerte von 0
(schwarz) bis 255 (weif) enthélt. Um nun ein vorgegebenes Ausgangsbild zu segmen-
tieren, versucht man mit Hilfe variationeller Methoden das von Mumford und Shah
[MS89] eingefiihrte Funktional

Fu,K) =« / \Vu|® dz + 8 (u — up)? dz + v H" Y (K)

O\K Q\K
zu minimieren. K beschreibt hierbei die Menge aller Unstetigkeitsstellen von u, die die
Kanten des Bildes représentieren. Das vorliegende Funktional hat sich fiir die Bildseg-
mentierung als Standard etabliert.
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Die Bildrestaurierung hingegen beschiftigt sich mit der Wiederherstellung eines ge-
storten Ausgangsbildes. Dabei hingt die Methodik von der Beschaffenheit dieses An-
fangsbildes ab. So kénnen bei der Dateniibertragung Fehler im Anfangsbild entstehen,
die zur Folge haben, daf} das Bild einzelne zerstorte Pixel oder gar ganze Locher auf-
weist. Es konnen auch Bildméngel wie Verschwommenheit und Unschérfe durch den
fotografischen Vorgang selbst entstehen. Bei der Bildrestaurierung werden zeitabhingi-
ge partielle Differentialgleichungen verwendet, welche die Evolution des Anfangsbildes
hin zu einer verbesserten Qualitit beschreiben. Da die relevanten Teile eines Bildes -
wie beispielsweise die Konturen - aus Unstetigkeitsstellen in der Bildfunktion bestehen,
die es zu erhalten oder zu erzeugen gilt, ist die zugehorige partielle Differentialgleichung
haufig von hoher Komplexitéit und fithrt in den meisten Féllen zu mathematisch nicht
korrekt gestellten Probemen. So kommt es vor, daf fiir die verwendeten Gleichungen
keine oder nur eine sehr schwache Losungstheorie existiert. Eine solche Gleichung ist
die anisotrope Diffusionsgleichung von Perona und Malik [PM90], deren Eigenschaften
wir untersuchen und anhand numerischer Simulation diskutieren werden. Schliefllich
wird ein Zusammenhang des bei der Segmentierung verwendeten Mumford-Shah Funk-
tionals und der Perona-Malik Gleichung aufgezeigt. Auflerdem sehen wir, daf} einige
Evolutionsgleichungen fiir grofle Zeitwerte Segmentierungseigenschaften besitzen.

Aufbau der Arbeit

Die Arbeit ist in vier Kapitel unterteilt. Dabei beschéiftigen wir uns in den ersten
beiden Kapiteln mit der Bildsegmentierung anhand des Mumford-Shah Funktionals.
Im ersten Kapitel wird das Funktional erldutert. Dabei wird auf die unterschiedlichen
Funktionenklassen eingegangen, in denen man nach Minimierern sucht. Desweiteren
werden Existenz und Eigenschaften von Minimierern sowie verschiedene Approxima-
tionsmethoden angegeben.

Im zweiten Kapitel wird das Funktional in einer Raumdimension betrachtet. Innerhalb
dieser werden Minimierer zu Ausgangsbildern in Form von Treppenfunktionen explizit
berechnet. Dabei wird das Funktional zunéchst unter der Nebenbedingung minimiert,
dafl die Anzahl der Unstetigkeitsstellen des Minimierers vorgegeben ist. Spater wird
diese Anzahl sukzessiv erhoht. Aus der anschlieBend nachgewiesenen Konkavitiat des
Energiefunktionals in Abhéngigkeit von den Unstetigkeitsstellen lassen sich Aussagen
iiber die Lage der entsprechenden Stellen treffen.

Das dritte Kapitel liefert eine Ubersicht iiber verschiedene Bildbearbeitungsmethoden,
die sich anhand partieller Differentialgleichungen beschreiben lassen. Dabei werden die
Eigenschaften verschiedener Methoden analysiert, wobei ausfiihrlicher auf die aniso-
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trope Diffusionsgleichung von Perona und Malik eingegangen wird. In diesem Kontext
wird die Stufenbildung diskutiert und anhand numerischer Beispiele verdeutlicht.

Im vierten Kapitel wird schliellich ein Zusammenhang zwischen dem Mumford-Shah
Funktional und der Perona-Malik Gleichung erldutert. Auflerdem werden Stabilitéits-
aussagen fiir eine anisotrope Gleichung angegeben, die aus dem Mumford-Shah Funk-
tional abgeleitet wird. Diese besagen, dafl das restaurierte Bild in der N&he des Aus-
gangsbildes liegt.

Bemerkungen

An dieser Stelle soll kurz auf die abgebildeten Figuren und Fotos sowie die Software-
pakete, die zur deren Erstellung benutzt wurden, eingegangen werden. So sind die im
zweiten Kapitel angegebenen Abbildungen und die Energiewerte mit dem Computeral-
gebraprogramm Maple erstellt und berechnet worden. Dieses Programm diente auch
dazu, die Korrektheit der umfangreichen algebraischen Umformungen zu iiberpriifen.
Die Abbildungen 1.5-1.7, 3.1, 3.3-3.6, 3.8 und 3.9 wurden mit dem freien Software-
paket MegaWave (http://www.cmla.ens-cachan.fr/Cmla/Megawave) der Ecole Nor-
male Supérieure de Cachan bearbeitet und visualisiert. Abbildungen und Bilder, die
aus der Anwendung der anisotropen Diffusionsgleichung hervorgehen (3.11-3.12, 3.14-
3.16, 3.18 und 4.1), entstanden mit einem von Dr. H.-G. Reschke implementierten
Programm, welches er im Rahmen seiner Dissertation [Res01] iiber eine parabolische
Version der Minimalflichengleichung erstellt und dariiber hinaus auf Probleme in der
Bildbearbeitung angepafit hat. Die dadurch entstandenen Daten wurden von mir in
eine graphische Gestalt iiberfiihrt.

Dank

An dieser Stelle danke ich Herrn Prof. Dr. B. Kawohl. Bei der Anleitung zu dieser Ar-
beit fand er stets die Zeit auf alle Fragen einzugehen, wodurch eine iiberaus angenehme
Arbeitsatmosphire entstanden ist.

Dr. Alfred Wagner danke ich fiir die vielen Diskussionen und Hinweise und fiir das
stets offene Ohr.

Desweiteren danke ich Dr. Hans-Giinther Reschke fiir das Anpassen und zur Verfiigung
stellen seines Programmes.



1 Das Mumford-Shah Funktional

1.1 Funktionenklassen

Im Jahre 1989 fithrten David Mumford und Jayant Shah [MS89] ein Modell zur Bild-
segmentierung ein. Gesucht ist darin ein Paar, bestehend aus einer Abbildung » und
einer Menge K C ), wobei die Menge K die Unstetigkeitsstellen der Abbildung u
darstellt. Das Funktional, welches durch (u, K') minimiert wird, besteht aus drei Kom-
ponenten und besitzt die folgende Gestalt:

Flu,K) = o / VuP dz+ 8 | (w—uo)? dz+y HOD(K).  (L1)
K K

a, und v seien hierbei nicht negative Konstanten, uy € L*(Q2) das Ausgangsbild

und £~V (K) das (n — 1) - dimensionale Hausdorffma§ von K (fiir n = 2 die Liinge

von K). In ihrem Artikel [MS89] verfafiten die beiden Autoren die folgende Vermutung:

Vermutung: Es existiert ein Minimierer von F derart, daff die Unstetigkeitsmenge K
aus der Vereinigung von CY' - Kurven ~y; besteht. Auferdem endet jede Kurve als
abbrechende Kante (’crack-tip’), schneidet den Rand von Q oder trifft auf zwei weitere
Kurven in einem Knotenpunkt (Triple-Punkt). Im letzteren Fall bilden jeweils zwei
Kurven einen Winkel von 120° (siehe dazu auch Abbildung 1.1).

Triple-Punkt cracktips

Q

Abbildung 1.1: Formen von C!! - Kurven des Minimierers
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Hierbei bemerken wir, daf - sofern die Mumford-Shah Vermutung zutrifft - diese Regu-
laritéitseigenschaften des Minimierers zu Verfilschungen des Ausgangsbildes fiihren, da
aufeinandertreffende Kanten innerhalb des Anfangsbildes ug stets in Winkel von 120
Grad iiberfiihrt werden. Dies fiihrt dazu, da8 Gabelungen (Abb. 1.2) bzw. Kreuzungen
(Abb. 1.3) verfilschte Formen annehmen.

/\

S|
[ 2
120°

Abbildung 1.2: Eine Gabelung unter Einflu} des Mumford-Shah Funktionals

—

Abbildung 1.3: Eine Kreuzung unter Einflu des Mumford-Shah Funktionals

Das Beispiel der Kreuzung verdeutlicht bereits, dal wir keine Eindeutigkeit der Lésung
erwarten konnen, sofern die Vermutung zutrifft. Die Verfilschungen, welche aufgrund
der Vermutung auftreten, lassen sich intuitiv erkliren, indem wir lediglich den Haus-
dorffteil des Funktionals betrachten. Bei der Minimierung dieses Terms erhalten wir
fiir die Kantenmenge eine Art Minimalflachengleichung in einer Dimension, bei deren
Losung sogenannte Steinerpunkte oder -knoten auftreten, die durch die 120-Grad-
Winkel charakterisiert sind. Die Steinerpunkte treten in minimalen Steinerbiumen
auf. Dabei versucht man, eine vorgegebene Menge von Punkten in der euklidischen
Ebene durch Liniensegmente so zu verbinden, daf} ein zusammenhingender Graph
minimaler Linge entsteht. Anwendung finden die Steinerbdume z.B. im Chip-Design
bei der Verdrahtung von Netzen zwischen verschiedenen Anschliissen (Pins) oder auch
beim Opaque-Square Problem (siehe dazu auch [Kaw97]).
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Bevor wir uns mit der weiteren Analyse des Funktionals befassen, suchen wir eine ge-
eignete Klasse von Funktionenrdumen, in der wir nach dem Minimierer (u, K') suchen,
da wir a priori nicht davon ausgehen konnen, daf§ K aus der Vereinigung von relativ
glatten Kurven besteht. Zunéchst einmal betrachten wir K C () als abgeschlossene
Menge und v € WH2(Q2 \ K). Wir beobachten, dal das Funktional in der Hinsicht
minimal ist, als daf} keine der drei Komponenten weggelassen werden kann, ohne daf}
das Infimum des Funktionals zu Null wird. Setzen wir beispielsweise o« = 0, so nimmt
das Funktional fiir v = ug und K = () das Minimum 0 an. Analog ist dies fiir u = 0
und K = () der Fall, sofern wir 8 = 0 setzen. Fiir v = 0 wird das Infimum 0 durch
eine Folge von Treppenfunktionen u,, mit u,, — ug in L?*()) angenommen, da fiir diese
Folge Vu,, = 0 gilt.

Bemerkung 1.1 Der Fall § = 0 wurde fir festes K von Mumford und Shah [MS89],
Morel und Solmini [MS94] bzw. von Massari und Tamanini [MT91] untersucht. Eine
Betrachtung des Funktionals auf dem Raum der stickweise konstanten Funktionen
erfolgt im Abschnitt 1.3.2 auf Seite 17.

Eine der Hauptschwierigkeiten des Mumford-Shah Funktionals ist die Tatsache, dafl
das Auffinden der beiden Unbekannten v und K auf unterschiedliche Weise erfolgt.
Zum einen ist u eine Abbildung auf einer Menge der Dimension n, wihrend K le-
diglich eine (n — 1) - dimensionale Menge darstellt. Desweiteren ist es von Interesse,
eine Topologie zu finden, bzgl. derer F' unterhalbstetig ist und minimierende Folgen
gewisse Kompaktheitseigenschaften aufweisen, um z.B. die direkte Methode der Va-
riationsrechnung anwenden zu koénnen. Jedoch scheitert dieses Vorhaben daran, dafl
die Abbildung, welche eine Borelmenge E auf ihr (n — 1) - dimensionales Hausdorff-
maf} abbildet, nicht unterhalbstetig bzgl. einer kompakten Topologie ist. Um dies zu
veranschaulichen, betrachten wir die folgenden beiden Beispiele:

[J. Beispiel: Wir definieren

.
51 = -0,5_
T 11 13
52 «— -O,Z- U[E,Z]
T 17 131 [15] [37
— Jo,=lul=2lul=2lul2 L ete
53 _0’8_ U[4’8]U[2’8}U[4’8] e
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Der Hausdorff-Abstand zweier Mengen A und B wird durch

dist (A, B) = max (sup dist(a, B),sup dist(A, b))

a€A beB

definiert, wobei dist(p, Q) = infyeq|p — ¢| den Abstand eines Punktes p von
einer Menge () bezeichnet. Die Mengen S; konvergieren bzgl. der durch den
Hausdorff-Abstand induzierten Hausdorff-Metrik gegen S, = [0, 1], wohingegen
1 =H'(Se) > liminf H'(Sx) = % gilt.

. Beispiel: Wir betrachten in R" die Folge x; aller rationalen Punkte und definieren
. k [
B, :={z € R"| |z —x;| <27}, E}:= UBi und F := UB,-.
=0 =0

Dann ist das (n — 1)— dimensionale Lebesguemafi von E

o0 o0
El <Y Bl =w Y 2" = 2 <
| | | 1 Q,n bl
i=0 =0

wobei wy, das Lebesguemal} der Einheitskugel in R" sei. Da Q" dicht in R" liegt,
gilt F = R", und OF = E'\ F besitzt unendliches LebesguemaR. Dies impliziert
H" 1 (OF) = co. Andererseits gilt

=0

k k
nt n—1 N —i(n—1) _ Wn1
H" 1 (OE,) < H (U@B,) = nuw, 20:2 < oy < -

Dies zeigt die Notwendigkeit, eine andere Formulierung fiir das Funktional F(u, K)
zu finden. Bei der Suche nach einem geeigneten Funktionenraum stéf8t man auf den
Raum BV/(£2), den Funktionenraum von beschrinkter Variation [EG92]. Ein Vorteil
dieses Raumes besteht darin, dafl die Kantenmenge K als Sprungmenge S, von u
aufgefafit werden kann, womit wir die Unbekannte K eliminiert haben und zu folgender
Fragestellung iibergehen:

inf Gu):=« / \Vul? dz + 8 /(u —u)? dz +y H"V(S,) . (1.2)
0 Q

u€BV(Q)
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Ein weiterer Vorteil dieser Formulierung ist die Unterhalbstetigkeit bei Funktionen, die
wir, wie anhand obiger Beispiele deutlich geworden ist, bei Mengen nicht vorausset-
zen konnen. Desweiteren erfiillen BV-Funktionen die Eigenschaften, sowohl Bildkanten
durch Spriinge entlang von Kurven beschreiben zu kénnen, als auch Regularitéitsbedin-
gungen zu geniigen, so dafl obiges Funktional wohldefiniert ist. Bei dem Versuch, (1.2)
in BV () zu minimieren, bemerken wir, da§ der Raum BV (£2) in dem Sinne zu grof3
ist, als daf er pathologische Funktionen enthilt, die das Infimum von G(u) zu Null
werden lassen. Zu den bekanntesten Beispielen dieser Art gehoren die Cantor-Vitali-
Funktionen (siehe dazu auch [Amb89b] und Abbildung 1.4). Diese Abbildungen sind
nichtkonstant, stetig, liegen dicht in L?(€) und haben fast iiberall eine verschwindende
erste Ableitung, so dafl wir

inf Gu) = 0
u€BV(Q)
erhalten.
1
2
4
_1_
- - =
_1_
4
0 1z 1 z 7 & 1 1 2 1 2 7 8 1
5 3 3 - El E 3 3 El El

Abbildung 1.4: Links: die Cantormenge, aulerhalb derer die Cantor-Vitali Funktion
konstant ist
Rechts: Cantor-Vitali Funktion, auch unter dem Namen Devil’s Stair-
case bekannt
Abgebildet ist in beiden Faillen die fiinfte Iteration.

10
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Abhilfe schafft hier die Tatsache, dafl sich der Gradient einer BV-Funktion in drei
Teile aufsplitten 148t, dergestalt, daf3

Du=Vudz+ (u" —u7) n, 7-["’5;1 +Cy

gilt. Dabei bildet der erste Term den reguliren, der zweite den Sprung- und C, den
Cantorteil des Gradienten. Geméifl De Giorgi [DG91, DGAS89| definieren wir den Teil-
raum SBYV der speziellen Funktionen von beschrinkter Variation, indem wir C', = 0
fordern. Da die nichtkonstanten Abschnitte der Cantor-Vitali-Funktionen auf den Can-
torteilen basieren, sind diese Funktionen nicht in SBV enthalten, womit SBV als ein
geeigneter Raum erscheint, um nach Minimierern des Mumford-Shah Funktionals zu
suchen.

Dafl der Raum S BV nicht nur pathologische Funktionen ausschliefit, sondern dariiber
hinaus iiber Eigenschaften verfiigt, die bei der Minimierung des Mumford-Shah Funk-

tionals von Bedeutung sind, zeigt uns der folgende Satz iiber die Kompaktheit von
S BV -Funktionen.

Satz 1.1 (Kompaktheits-Theorem fiir SBV-Funktionen)
Gegeben sei eine Folge (u,,) C SBV (Q2), und es gelten die folgenden drei Bedingungen:

O Die Folge (uy,) sei in der BV -Norm gleichméBig beschrénkt.

0 Die Gradienten Vu,, seien equi-integrabel, d.h. sie sind beziiglich der schwachen
Konvergenz in L' () relativ kompakt.

O Es existiert eine Abbildung W : [0, 00) — [0, o] mit

W(t
lim () =oo und sup / U(luf —u )d H! < oo
t—0 t neN Sun

Dann existiert eine Teilfolge (uy,) von (u,), welche in L*(2) gegen ein u € SBV (1)
konvergiert. Desweiteren konvergiert sowohl der Lebesgue- als auch der Sprungteil des
Gradienten getrennt voneinander, d.h. D*u,; — D®u und D’u,,; — D7u im schwachen
Sinne der Maf-Konvergenz.

Den Beweis dieses Satzes und weitere Aussagen iiber den Raum der speziellen Funktio-
nen beschrinkter Variation findet man in den Arbeiten von Alberti und Mantegazza
[AM97] und bei Braides [Bra98|.

11
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1.2 Existenz einer Losung

Um obige Voriiberlegungen zu rechtfertigen, betrachten wir die Kernfrage, ob beim
Ubergang von den Sobolevfunktionen zu den speziellen Funktionen von beschrinkter
Variation, d.h. von (1.1) zu (1.2), unterschiedliche Minimierer auftreten. Wie wir sehen
werden, handelt es sich um ein und dieselbe Minimierungsaufgabe. Dazu betrachten
wir die folgenden zwei Problemstellungen:

[ Pl K), we WO\ K) N L2(9), 0
u, K K C Q, K abgeschlossen, H" }(K) < oo
inf{ G(u), we SBV(Q)N L°°(Q)} , (10)

deren Aquivalenz Ambrosio [Amb89a, Amb90] mit Hilfe zweier Sitze zeigen konnte.

Satz 1.2 ([Amb89a])
Es sei K C §) abgeschlossen, H™" Y (K) < oo und u € W'2(Q\ K) N L®(Q).
Dann ist u € SBV(Q) und S, C (K U L), wobei H™Y(L) = 0 gilt.

Aus Satz 1.2 folgt, dafl inf(/1) < inf(I) gilt. Die Existenz eines Minimierers von (II)
folgt aus dem folgenden Satz 1.3, den wir auf Minimalfolgen von (II) anwenden.

Satz 1.3 ([Amb90])

Es sei (uy,) eine Folge in SBV (2) und C > 0 eine Konstante mit |u,(z)] < C < 0o
fiir fast alle x € Q und [, |Vu,|? dz +H"1(S,,) < C.

Dann existiert eine Teilfolge (uy, ), die fiir fast alle © € S gegen ein v € SBV(Q)
konvergiert.

AuBerdem konvergiert (Vu,,) schwach in L*(Q)" gegen Vu und lim inf 7—[("_1)(Sunk) >

H(S,).

12



1 Das Mumford-Shah Funktional

Dabei kénnen wir uns auf Minimalfolgen beschrénken, bei denen |uy|z0(q) < [to| Lo ()
(ggf. durch Abschneiden) gilt. Fiir einen Minimierer von (II) gilt nach De Giorgi-
Carriero-Leaci [DGCLS89]

HO D (QN (S, \S,)) = 0.

Setzen wir nun K = QNS,, so erhalten wir eine Lésung von (I) mit min(I) = min(I7).
Somit haben wir die Existenz einer Losung und die Aquivalenz der beiden Fragestellun-
gen (I) und (II) sichergestellt. Ein Eindeutigkeitsresultat konnen wir nicht erwarten,
wie wir auf der einen Seite anhand des Beispiels der Kreuzung (siehe Abbildung 1.3)
gesehen haben. Auf der anderen Seite kénnen wir den Minimierer jederzeit auf einer
Menge vom (n — 1)—dimensionalen Hausdorfmafl Null abéndern, ohne den Wert des
Funktionals zu verdndern.

1.3 Approximationen des Mumford-Shah Funktionals

Bei dem Versuch, das Mumford-Shah Funktional zu minimieren und den Minimierer
explizit oder numerisch zu berechnen, treten einige Schwierigkeiten auf. Einerseits er-
scheint es wahrscheinlich, dafl Teile der Kantenmenge zwischen den Gitterpunkten der
numerischen Diskretisierung verlaufen; andererseits ist die Abbildung, die eine Borel-
menge auf ihr Hausdorffmafi abbildet, nicht differenzierbar, so da} die Berechnung
der Euler-Lagrange Gleichung auf direktem Wege nicht moglich ist. Im Abschnitt 1.4
werden wir dennoch - unter der Voraussetzung, daf ein Minimierer die Mumford-Shah
Vermutung erfiillt - eine partielle Differentialgleichung angeben, welche den Minimierer
von (1.1) auf den Zusammenhangskomponenten von 2\ K beschreibt. Um die soeben
angesprochenen Hindernisse zu iiberwinden, approximiert man das Funktional F(u, K)
bzw. G(u) durch eine Folge F, die fiir ¢ — 0 im Sinne der Gamma-Konvergenz (i.e.
I'-Konvergenz) gegen F' konvergiert. Der Begriff der Gamma-Konvergenz wurde vor
ca. 30 Jahren von Ennio De Giorgi [dGF75] geprigt, um das asymptotische Verhalten
von Familien von Minimierungsproblemen beschreiben zu kénnen, und sie ist wie folgt
definiert.
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1 Das Mumford-Shah Funktional

Definition 1.1 (I'-Konvergenz) FEs sei (X,d) ein metrischer Raum und F. : X —
[0,00] eine Familie von Funktionalen. Dann konvergiert F. fir ¢ — 0 gegen F im
Sinne der I'-Konvergenz, falls die folgenden beiden Bedingungen erfillt sind:

O Fir alle u € X und alle Folgen (u.)e>o mit ue — u in X gilt

F(u) < III;ILIglfFE(US).

O Fiir alle u € X existiert eine Folge (u.)eso derart, daf§ u. — u und

F(u) > limsup F.(u,.) gilt.

e—0

Hierber ist die zweite Bedingung im Zusammenhang mit der ersten gleichbedeutend
zu der Ezistenz einer Folge (ug)eso mit u. — u und F(u) = lim, o F.(u.). F heifst
dann der T'-Limes (Gamma-Limes) von F., und man schreibt F =T —lim._,q F. bzw.

FELF

Eine fundamentale Eigenschaft der I'-Konvergenz liegt in der Stabilitit minimierender
Folgen. Falls eine Folge (v.) die Familie von Funktionalen F, auf X fiir alle ¢ > 0
minimiert und F der I'-Limes von F; ist, so minimiert jeder Hiufungspunkt von (v,)
das Funktional F' auf X. Diese und einige weitere Eigenschaften der ['-Konvergenz fafit
der folgende Satz zusammen, der unter anderem in [DM93] oder [Alb00] nachzulesen
ist.

Satz 1.4 (Eigenschaften der I'-Konvergenz)
Es sei (X, d) ein metrischer Raum, F, : X — [0,00] eine Familie von Funktionalen
und F der I'-Limes von F,. Dann gilt:

e Der I'-Limes ist auf X unterhalbstetig.
e Falls G stetig ist, so gilt F,. + G LFP+G.

e Fallsfiir allee > 0 F, durch v, auf X minimiert wird, so ist jeder Hiufungspunkt
von (Ve)e>o ein Minimierer von F auf X.

Einen ausfiihrlichen Uberblick iiber die Gamma-Konvergenz findet man in den Werken
von Dal Maso [DM93] und Braides [Bra02].
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1 Das Mumford-Shah Funktional

Bei der Approximation des Mumford-Shah Funktionals existiert eine Vielzahl von
Ansitzen. Meist fithrt man zusétzliche Terme (nicht lokale bzw. héheren Grades) ein,
welche bei der Grenzwertbetrachtung das Hausdorffmafl der Kantenmenge beschrei-
ben. Einen numerischen Ansatz liefert die Methode der finiten Differenzen. Hierbei
betrachtet man F" als diskrete Version des Mumford-Shah Funktionals auf einem
Gitter der Schrittweite h. Die Arbeiten hierzu bauen auf den Ideen von Blake und
Zissermann [BZ87] auf. Einen Uberblick iiber die verschiedenen Approximationsme-
thoden verschafft man sich bei der Lektiire des Buches von Braides [Bra98] und der
Arbeit von Aubert und Kornprobst [AK02].

1.3.1 Approximation durch elliptische Funktionale

An dieser Stelle gehen wir ausfiihrlicher auf die Approximation von F'(u, K) mittels
elliptischer Funktionale ein. Um die Kantenmenge durch eine Funktion zu beschreiben,
definieren wir eine glatte Funktion v auf €2, welche auf der Kantenmenge verschwindet
und sonst den Wert 1 annimmt, so da8 wir £™ 1 (S,) durch H™ V(v = 0) ersetzen
konnen. v kann dabei zum Beispiel als Faltung der Abbildung 1 — xs, mit dem Gau8-
kern definiert werden. Modica und Mortola [MM77] approximierten im Jahre 1977 das
(n-1)-dimensionale Hausdorffmaf einer solchen Menge H™~) (v = 0) als I'-Limes von

1
H.(v) = LE‘VU|Q+Z€(U_1)2 dz .

1990 zeigten Ambrosio und Tortorelli [AT90], dal das Mumford-Shah Funktional (fiir
v=1)

Glu) = a/ = ugl? dz + / Vul? e+ H (S,
Q Q

der I'-Limes von

1
F.(u,v) := a/ lu — ug|? d:v—i—ﬂ/ v?|Vul? do +/ <8|V1}|2+ —(v—=1)? > dx (1.4)
Q Q Q 4e

ist. Die Existenz eines Minimierers (u.,v.) ergibt sich fiir eine etwas modifizierte Ver-
sion von F; aus dem folgenden Satz.
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1 Das Mumford-Shah Funktional

Satz 1.5 ([AKO02])
Es sei ug € L*(R2), h(e) > 0 derart, daf h(c) = 0 fiir ¢ — 0 gilt und

~

.E&%m::ﬁuuw)+h@X/|VuFdw
Q
Dann besitzt inf Ii(u,v) eine Losung (ue, v.) mit |u.|reo0) < |uo|peq).-

Die Gamma-Konvergenz von E‘E gegen G erhélt man mit Hilfe des folgenden Satzes:

Satz 1.6 ([Bra98])
() sei eine beschrinkte, offene Menge mit Lipschitzrand, h(e) > 0 derart, daf
lim,_,q h(e) = 0 gilt, und F. : L'(Q) x L'(2) — [0, +o0] sei wie folgt definiert:

(o [, [u—up? dz + B [,(v* + h(e)) |Vu|? dz

+ fo EIVoP+ £(v—=1)2)dz  fallsu,v € W-(Q)
e(u,v) = < ey 15

2

(00 sonst.
Weiterhin sei G : L'(Q2) x L'(Q2) — [0, +oc] durch

o folu—uol? de+ B [, |Vul* dz +H""1(S,) fallsu e GSBV(Q)
G(u,v) = und v =1 f. ii. (1.6)

—+00 sonst

gegeben. Dann folgt bzgl. der starken L'(S2)?-Topologie

['— lim I;E(u,v) = G(u,v).

e—0t

Weiterhin gilt fiir Minimierer (u.,v.) von ﬁg (gegebenenfalls durch Ubergang zu einer
Teilfolge) . 28 win L'(Q) mit u € SBV(Q) und inf F, = inf G (u, v).

Den Beweis dieses Satzes findet man fiir den eindimensionalen Fall im Kapitel 3 und
fiir die Verallgemeinerung auf n Dimensionen mit Hilfe der Slicing - Methode in Kapitel
4 von [Bra98].
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1 Das Mumford-Shah Funktional

1.3.2 Das stiickweise konstante Mumford-Shah Modell

Eine weitere Moglichkeit, das Mumford-Shah Funktional zu untersuchen, erhélt man,
indem man lediglich im Raum der stiickweise konstanten Abbildungen nach einem
Minimierer sucht. Da der Gradient dieser Abbildungen verschwindet, reduziert sich
das Mumford-Shah Funktional (nach Division durch §) auf die folgende Gestalt:

Fu, K) = /Q o) oy WO () (1.7)

Diese recht schlichte Methode der Segmentierung wird in der Literatur als Mischen
(region-merging bzw. region-growing) bezeichnet. Die Bezeichnung stammt von einem
Algorithmus, der die Segmentierungsmethode folgendermafien beschreibt. Stellen wir
uns als erste Anndherung des Anfangsbildes ug die Abbildung u; vor, welche konstant
auf allen "Pixeln’ bzw. Gitterpunkten der Diskretisierung den Funktionswert von ug
annimmt. u; ist, anschaulich beschrieben, der Graph iiber einem Schachbrett, des-
sen Anzahl von Feldern als Auflésung des Bildes bezeichnet werden kann. Die Menge
der Kanten K; sei anfangs die Vereinigung der Pixel-Rédnder bzw. die Umrandung
der Schachbrettfelder. Nun mischt man solche Paare von benachbarten Regionen, fiir
die die Energie (1.7) geringer wird. Auf diese Weise verschwinden fiir das Funktional
teure Kanten zwischen den Feldern. Bei unterschiedlichen Funktionswerten zweier zu
mischenden Regionen wéhlt man den Mittelwert der beiden Regionen als stiickwei-
se konstanten Funktionswert der neuen, grofieren Region. Fiir v = 0 erhilt man als
Losung das diskretisierte Anfangsbild, das eine Art Parkettierung mit Treppenfunk-
tionen darstellt, sich jedoch als digitalisiertes Bild nicht sichtbar vom Anfangsbild
unterscheidet. Dies liegt daran, daf§ die Parkettierung iiber dieselbe Anzahl von Ele-
menten verfiigt wie das diskretisierte Anfangsbild Pixel vorweist. Erh6ht man den
Wert fiir 7, vergroflern sich die Regionen, und man erhilt eine Segmentierung, die
bei sehr grolen Werten von v nur noch die Hauptobjekte des Bildes représentiert. In
den drei Abbildungen auf den Seiten 18 und 19 sehen wir die Segmentierung durch
stiickweise konstante Funktionen einer Fotografie des Kélner Doms. Dieses Ausgangs-
bild besitzt eine Auflésung von 577 x 698 Pixeln und verfiigt daher anfangs iiber
402746 (= 577 - 698) Gebiete. Innerhalb der Abbildungen wird vy aus Gleichung (1.7)
auf die Werte v = 586, v = 2831 und v = 12326 gesetzt, so dafl bei der Segmentierung
5000, 500 und 50 Regionen zuriickbleiben. Weitere Eigenschaften und experimentelle
Resultate der Approximation mittels stiickweise konstanter Funktionen findet man in
Kapitel 5 von [MS94].
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1 Das Mumford-Shah Funktional

Abbildung 1.6: Segmentierung mit 500 Regionen und deren Kantenmenge K
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1 Das Mumford-Shah Funktional

RS

Abbildung 1.7: Segmentierung mit 50 Regionen und deren Kantenmenge K

1.4 Eigenschaften einer Losung

Gegeben sei eine Losung (u, K) von Gleichung (I) auf Seite 12, d.h. es gilt F(u, K) <
F(v,K") fiir alle v € WH2(Q\ K') N L=(Q). Nehmen wir dariiber hinaus an, daf} es
sich bei v auf jeder Zusammenhangskomponente um eine C*-Losung handelt, die der
Mumford-Shah Vermutung geniigt. Dann gilt der folgende Satz:

Satz 1.7 ([AKO02])

Es sei (u, K) eine Losung von (I), welche die obigen Bedingungen erfiillt, e(u) :=
(u—up)? + B|Vu|?, u™ und u~ die Spuren von u auf jeder Seite von y; und curv v; die
Kriimmung von -y;. Dann gilt:

BAU =u — ug auf Q \ K (1.8)
aa—;:f = (0 auf 02 und auf beiden Seiten 'yii jeder CY'_Kurve von K (1.9)
e(ut) —e(u™) + v curv v; = 0 auf ;. (1.10)

Der Beweis dieses Satzes ist in [AK02] nachzulesen.
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2 Das Mumford-Shah Funktional im
Eindimensionalen

In diesem Kapitel betrachen wir das Funktional:

M(u, S(u)) = % /0 (W/(2))? dz + % /0 (=g de+v- (#S@). (21

Dabei sei g eine vorgegebene Funktion von [0, 1] — R, u die zu bestimmende Funktion
von [0,1] — R, die das Funktional minimiert, S(u) deren Sprungmenge, und vy >
0. #S(u) bezeichne das nulldimensionale Hausdorffmafi der Sprungmenge, d.h. die
Anzahl der Spriinge von u. Das Mumford-Shah Funktional in einer Dimension besitzt
urspriinglich die allgemeinere Gestalt

M (u, S(u)) := a/o (u'(2))” dz + ﬂ/o (u—g)* dz + - (#5(u)) (2.2)

mit den zusitzlichen Parametern o, 8 > 0. Wir reduzieren dieses allgemeinere Funk-

tional auf die obige Form, indem wir U(x) = u(ﬁ) auf dem Intervall [0 A] defi-
nieren. Dann ist v'(z) = ( ) AY O‘fo 2dr = a- A? fo 2 dr und
,Bfo u—g)*dr = 5]0 v — §)? dz mit g(z) := (A). Wir wihlen nun A derart, daB

aA?>=p gllt Wenn wir nun das gesamte Funktional durch 23 dividieren, die neu ent-
standene Konstante vor dem dritten Term wiederum 7 zuweisen und die Intervallinge
auf 1 normieren, so erhalten wir die reduzierte Darstellung (2.1) des Funktionals (2.2).
Die Betrachtungen und Aussagen dieses Kapitels beziehen sich auf das Funktional
(2.1), lassen sich aber problemlos auf das Funktional (2.2) erweitern. Durch die vorhe-
rige Wahl der Parameter und die daraus resultierende Verkopplung der ersten beiden
Terme ist eine Analyse der Losbarkeit in Abhéngigkeit des verbleibenden Parameters
~v moglich, und die Rechnungen verkiirzen sich.
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2 Das Mumford-Shah Funktional im Eindimensionalen

Ziel dieses Kapitels ist es, fiir eine bestimmte Klasse von Anfangsdaten g und spezi-
ellen zuldssigen Funktionen v Aussagen iiber den Minimierer u des Funktionals (2.1)
zu treffen. Der letzte Term des Funktionals #S(u) tragt dazu bei, dafl u nur endlich
viele Sprungstellen besitzt. Die Anzahl der Sprungstellen halten wir fest, bezeichnen
diese mit ay, ..., a, und berechnen u auf den jeweiligen Zwischenstiicken. Ein solches u
erfiillt auf jedem Intervall [a;, a;, 1] die Euler-Lagrange-Gleichung u” — (u — g) = 0 mit
Neumann-Randbedingungen u'(a;) = u'(a;+1) = 0. Aus Notationsgriinden weisen wir
ap und a,;; den Intervallgrenzen zu, d.h. ¢y = 0, a,;; = 1, und berechnen explizit
ein solches u auf einem der Teilintervalle. Um die Gleichung

u'—u=—g (2.3)

zu 16sen, betrachten wir die homogene Gleichung u” — v = 0 und bestimmen nach
[Wal93] ein Fundamentalsystem u; und uy mit

uy = uy, uy = us und

ui(a;) =0, up(airr) =0.

Uber den Ansatz uy, := ¢ sinh(z) + d cosh(z) erhilt man die beiden Lésungen

ui(z) = —tanh(a;) - sinh(z) + cosh(z) und
uo(z) = —tanh(a;s1) - sinh(z) + cosh(z),

die die entsprechenden Randbedingungen erfiillen. Wiederum nach [Wal93] 16st dann

wa) = = [T o) i (2.9

%

1 u1(€) ug(x) fir a; < &<z < aipq
[(z,8) = —
“ ur () up(§) fiir a; <z <& <

die Eulergleichung (2.3). Hierbei bildet ¢; = uy(z)ub(z) — v} (x)ua(x) = tanh(a;) —
tanh(a;;1) # 0 die sogenannte Wronskideterminante. Mit diesen Voriiberlegungen
haben wir bereits eine explizite Darstellung des Minimierers in Abhéngigkeit von den
Sprungstellen gefunden.
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2 Das Mumford-Shah Funktional im Eindimensionalen

2.1 Das Anfangsbild g in der Form xp, ;,,

Wir nehmen an, dal g die Gestalt aus Figur 2.1 mit einer Sdule bzw. einem Bump
annimmt, d.h. g := x[p, 5,]- Dabei gilt by < by und by, b2 € (0,1). Um dieses Anfangsbild
zu visualisieren, werden by und by innerhalb der Figuren die Werte by = 3 und by = 2
zugewiesen, wohingegen diese Variablen bei den Berechnungen und Aussagen abstrakt
bleiben.

0.8

0.6

0.4+

0.2

0 18 14 38 12 5i8 34 78 1
X

Abbildung 2.1: Das Anfangsbild mit einer Sdule im Intervall [%, g]

Zur Berechnung der Energie ist nun das Funktional (2.1) auszuwerten. Hierbei kénnen
wir die konkret vorliegende Gestalt (2.4) von u als Losung von (2.3) benutzen. Die
Gesamtenergie 1dft sich dann als Summe der Energien M, auf den Teilintervallen
[a;, a;41] beschreiben, so daf

T

M (u, S(u)) :ZMZ-(U, S(u)) + v-r gilt. (2.5)

=0

Fiir die Energie M; auf jedem Teilintervall [a;, a;11] gilt dann die folgende Umformung:
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2 Das Mumford-Shah Funktional im Eindimensionalen

e sw) = 5 [y [T e -y e+ - @se)
.l % < / + —u"(z)u(@) + (u(z) — g(x))? dz +0- 7)
23) % ( + ~(u(@) - g(2)) ulz) + (u(z) — g(x))? dw)
- . / + —u?(2) + u(x) g(x) +u¥(z) — 2 u(z) g(x) + ¢*(x) da
_ % /+ —u(z) g(x) + ¢*(x) dz
=0 [T ) ole) + o) de (2:6)

2.1.1 Der Minimierer sei stetig

Sofern wir lediglich stetige Losungen zulassen, kénnen wir mit Hilfe der Gleichung
(2.4) u explizit berechnen. Es gilt in diesem Fall [a;,a;11] = [0,1], und es geniigt,
u lediglich auf einem Teilintervall zu bestimmen. Fiir g := X[L,5) aus Abbildung 2.1
erhélt der Minimierer v dann die folgende Gestalt:

0.527

0.5
u(x)
0.49

0.487

0.47 7

0.46

0 18 14 3l8 172 5/8 3/4 7/8 1
X

Abbildung 2.2: Die Losung v aus dem Raum der stetigen Funktionen fiir ein Anfangs-

datum g mit einer Séule im Intervall [g, 2]
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2 Das Mumford-Shah Funktional im Eindimensionalen

Somit haben wir in der Klasse der stetigen Funktionen einen Minimierer des Mumford-
Shah Funktionals im Eindimensionalen gefunden. Die Energie 148t sich nun mit Hilfe
von (2.4) und (2.6) berechnen und nimmt fiir unser Beispiel g = X1 5; den Wert 0, 3064
an.

15
878

2.1.2 Der Minimierer habe eine Sprungstelle

In diesem Abschnitt lassen wir fiir u genau eine Sprungstelle zu. Diese bezeichnen
wir mit a. Wir suchen nun den Minimierer u und bezeichnen den Teil links von der
Sprungstelle @ mit u;(z) und rechts davon mit u,(z). Es gelte

u(z) = w(z) fir0<z<a
T up(z) fira <z <1.

Das Funktional M (u,S(u)) wird dann in Abhéngigkeit von a zu

M(u,S(u);a) = %/Oa(uf(x))Q dz + %/Oa(“l —9)° dz
+ %/a (ul(x))? dz + %/a (ur — 9)* +
w ] / (—u(2)g(x) + g(x))d
+ 3 | Cu@o + o@)ir+ (2.7)

und 148t sich explizit berechnen. Fiir unser Beispielanfangsbild g erhilt man fiir die
Energie den folgenden Graphen (zur Veranschaulichung wurde v = 1 gesetzt):
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2 Das Mumford-Shah Funktional im Eindimensionalen

1.24 1

1.22 1

1.2

1.18 1

1.16 1

1.141

112

1.19

0 18 4 38 102 5/ 304 718 1
a

Abbildung 2.3: Die Energie in Abhingigkeit von « fiir das Anfangsdatum ¢ mit einer
Séule im Intervall [§, 5]

Damit besitzt die Energie fiir dieses spezielle Anfangsbild g an der rechten Sprungstelle
b, des Anfangsbildes ein Minimum u. Wir beobachten weiter, daf

[0 der Minimierer u dort seine Sprungstelle annimmt, wo das Anfangsbild g eine
Sprungstelle aufweist.

[ die Energie auerhalb der Sprungstellen von g konkav ist und an den Sprung-
stellen von ¢ lokale Minima annimmt.

U es fiir den Minimierer u giinstig ist, auf einem gréf§tmoglichen Intervall konstant
zu bleiben (in unserem Beispiel auf [bo, 1]).

In Abbildung 2.4 sehen wir das Beispielanfangsbild g zusammen mit dem Minimierer
u in der Klasse von Funktionen mit genau einer Sprungstelle. Die Energie nimmt fiir
diesen Minimierer den Wert 0, 09805 + v an.
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2 Das Mumford-Shah Funktional im Eindimensionalen

1,
o8, |
0.6
9(x); ux)
0.4
0.2
0 s U4 38 12 58 34 78 1

X

Abbildung 2.4: Das Anfangsbild ¢ und der Minimierer u mit Sprungstelle bei by = g

Satz 2.1 (Die Energie ist auflerhalb der Unstetigkeitsstellen von g konkav)
Es seien g = X, 5,) und M(u, S(u);a) wie in (2.7) definiert. Dann ist M(u, S(u); a)
auf [0, 1]\ {b1, b2} als Funktion von a konkav.

BEWEIS: Es sei a die Sprungstelle von u(z). Wir unterscheiden nun 3 Fille:

. Fall: a € (0, b;)
0. Fall: a € (by, by)
0. Fall: a € (by, 1)

Um die Konkavitéit des Funktionals fiir diese 3 Fille zu zeigen, benétigen wir die
explizite Darstellung von u;(z) und u,(x), welche wir nun anhand von (2.4) berechnen.
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2 Das Mumford-Shah Funktional im Eindimensionalen

Es gilt:

w ()

ugr ()

w2 (x)

C

Daher folgt

w(z) = _Cll/oa{

- / "T(r,6) g(€)de  mit

] (&) up(x) fir0<¢é<z<a
- und
Cl

up(z) up(é) fir0 <z <&<a
— tanh(0) sinh(z) + cosh(z) = cosh(z)
— tanh(a) sinh(x) + cosh(x) und

it (2)upe(x) — upy (x)up(x) = ... = —tanh(a) <0 .

cosh(&) (cosh(z) — tanh(a)sinh(z)) fir 0 <<z <a

cosh(z) (cosh(&) — tanh(a)sinh(€)) fir0 <z <¢<a 9(&)d¢

_ 1 /Ow cosh(&) (cosh(x) — tanh(a)sinh(x))g(&)d€

G

G

1 / " cosh(z) (cosh(€) — tanh(a) sinh(£))g(€)de

27



2 Das Mumford-Shah Funktional im Eindimensionalen

Analog berechnen wir u,(x) :

wi@) = — [ T8 g(e)ie mi

1 | w(§) una(z) fiira < < <1
[(r,§) = — und
“r Up1 (2) Upo(§) fira <z <E<1

ur1(r) = —tanh(a)sinh(z) + cosh(zx)
upo(x) = —tanh(1)sinh(z) + cosh(z) und
¢ = Up(2)ulo(z) — uly(z)ume(z) = ... = tanh(a) — tanh(1) < 0

= u(z) =

1 /1 (— tanh(a) sinh(§) + cosh(&)) (— tanh(1) sinh(z) + cosh(z))
¢ Jo | (—tanh(a)sinh(z) + cosh(x)) (— tanh(1) sinh(§) + cosh(§))

fira<é<zx<1
{fﬁra§x§§§1 9(&)de
= _0_1, x(cosh(f) — tanh(a) sinh(§)) (cosh(z) — tanh(1)sinh(z))g(&)d€
_c_lT (cosh(z) — tanh(a) sinh(z)) (cosh(§) — tanh(1) sinh(§))g(&)d€ .

Auf diese Weise haben wir eine explizite Darstellung von u;(z) und u,(z) berechnet
und koénnen uns der anfanglich angegebenen Fallunterscheidung widmen.
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2 Das Mumford-Shah Funktional im Eindimensionalen

Zu O: Fiir a € (0, by) folgt aus (2.7)

/ (cosh(§) — tanh(a) sinh(€)) (cosh(z) — tanh(1) sinh(z)) -

20r
9(¢) d¢ du
+2—c, / (cosh(z) — tanh(a) sinh(z)) (cosh(§) — tanh(1) sinh(¢)) -
9(§) d¢ du
by — by
+7 + 5
gcr / (cosh(§) — tanh(a) sinh(£)) (cosh(z) — tanh(1) sinh(z))d¢dx
+2_cr / *(cosh(x) — tanh(a) sinh () (cosh(€) — tanh(1) sinh(€))déda
by — by
+7 + 5

Diesen Ausdruck leiten wir nun zweimal nach a ab, beachten dabei, dal ¢, von a
abhingt und zeigen anschlieflend, dal der berechnete Term ein negatives Vorzeichen

besitzt.
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2 Das Mumford-Shah Funktional im Eindimensionalen

—M(u;a) =

2
Oda

= (/:2 /bl cosh(§) — tanh ) sinh(¢) (cosh(z) — tanh(1) sinh(x))dgd:c>

tanh — tanh(1)

8@ </b1b2 /b2 COS}lanh— taiﬂlm?}f(lil)h(x) (cosh(§) — tanh(1) Sinh(f))dfdﬂJ“)

sinh(¢ _ tanh( )) cosh(¢)—tanh(a) sinh(§)

. /bz/ cosh2 anh 1) = cosh?(a)
by Jb tanh( ) — tanh(l))2

-(cosh(z) — tanh(1) sinh(x))d¢dx

sinh(z cosh(z)—tanh(a) sinh(z
/b2 /b2 —ﬁ (tanh(a) — tanh(l)) — ( )C(t)shz((a)) ()
+ 5
b Ja (tanh(a) — tanh(1))

-(cosh(&) — tanh(1) sinh(§))dédz

_ /b2 / sinh(¢) (tanh(a) — tanh(1)) + cosh(£) — tanh(a) sinh(§)
b Jb cosh2( ) (tanh(a) — tanh(1))?

- (cosh(z) — tanh(1) sinh(z)) dédz

/b2 /b2 sinh(z) (tanh(a) — tanh(1)) 4 cosh(z) — tanh(a) sinh(z)
by cosh (a) (tanh(a) — tanh(1))?

- (cosh(&) — tanh(1) sinh(&)) d€dx

_ /bQ/ (cosh(&) — tanh(1) sinh(&)) (cosh(z) — tanh(1) Sinh(x))dgdm
b Jb cosh?(a) (tanh(a) — tanh(1))?

/b2 /b2 (cosh(x) — tanh(1) sinh(x)) (cosh(§) —tanh(l)sinh(g))dgdx
by cosh?(a) (tanh(a) — tanh(1))”

_ /b2 /b2 (cosh(z) — tanh(1) sinh(x)) (cosh(§) —tanh(l)sinh(&))d{__dx
b Jb cosh?(a) (tanh(a) — tanh(1))?

Nun berechnen wir die 2. Variation bzgl. a :
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2 Das Mumford-Shah Funktional im Eindimensionalen

(aaT)QM(u; a) = —/,, /b " (cosh(z) — tanh(1) sinh(z)) (cosh(¢) — tanh(1) sinh(¢))-

.(_Qm%mﬁmM@@wM@—umMDf+2@wM@—UmMU»(%M
cosh*(a) (tanh(a) — tanh(1))*

>0
.

—— [ [ Toosh{e) — tanh (1) sinh(a) {eosh(e) — tanh(1) simh )

. cosh(a) sinh(a) (tanh(a) — tanh(1)) + 1
cosh®(a) (tanh(a) — tanh(l))i
——

-~

>0 <0

ded .

Um die Konkavitit von M (u;a) im 0. Fall nachzuweisen, bleibt folgende Ungleichung
zu zeigen:

cosh(a) sinh(a) (tanh(a) — tanh(1))+1 > 0

& sinh®(a) — cosh(a) sinh(a) tanh(1) + > 0

1
~—

=cosh?(a)—sinh?(a)
cosh?(a) — cosh(a) sinh(a) tanh(1)
cosh(a) (cosh(a) — tanh(1)sinh(a)) > 0 = 0y .
R/_/ -~ /

N

4
4

>0 >0

Zu O: Fiir a € (b1, by) folgt ebenfalls aus (2.7)

o) = 5 [ (Cu@o) +g@)do+ [ (-u@ala) + gle)ds +
= —% /bla w(z)dr — %/a 2 u,(x)dx + const
2 %M(u; a) = — ba%(ul(ac)) dx — 2 %(UT(x))dx—ul(a)—i-uT(a)
0? ¢ 9 0 0
2 (aa)zM(u’ a) = - /b1 (8@)2 (ul(x)) dx — % (ul(x)) |ac=a - % (ul(x = a))

=A + B.
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2 Das Mumford-Shah Funktional im Eindimensionalen

Hierbei seien die Terme in u; in der Variablen A und die Terme in u, in B zusammen-
gefafit. Da fiir a — b; A — 0 und fiir a — by B — 0 folgt, betrachten wir A und B

getrennt. Vorab einige Berechnungen.
d§> _ 2 /a Ull(x)ulQ(g) dé—)
a da \ /, a

) o ulg(x)> ) /“g (um(f)) o @@
_ ( / wn (€)d §> sinh(z) (1 — tanh*(a)) tagrclh(a)
)

%(ul(w)) = —%/I: Hw, &)de = _%< b

tanh®(a)
. (cosh(z) — tanh(a) sinh(z)) (1 — tanh?®(a))
tanh®(a)
() /“ sinh(¢) (1 — tanh®(a)) tanh(a) it

tanh’(a)
I @ (cosh(§) — tanh(a) sinh(€)) (1 — tanh*(a)) un(@)up(a)
n( )/q; tanh®(a) o ¢
B z cosh(z) (1 — tanh®(a))
- - ( / | ull(f)d§> - ( i )
a 1 —tanh®(a)  wp(z)up(a)
“un(e) - [ (g T -
B “ wi1(xz)  cosh(z) (cosh(a) — tanh(a) sinh(a))
- </b1 ull(@dg) ' sinh?(a * tanh(a)
_ acos ‘ cosh(z)  cosh(z) _ sinh(b;) cosh(z)
_ ( /b | h((§)d€) e Ry 2 e
6_2u 5 = _ 2sinh(by) cosh(z) cosh(a)
= (0a)? () sinh®(a)
¢ (9_2u O\ — _ 2sinh(b;) cosh(a) sinh(q) — sin
- by (8&)2 l( )d sinh3(a) ( h( ) h(bl))
_ 2 sinh?(b;) cosh(a) _ 2sinh(by) cosh(a)
sinh®(a) sinh?(a)
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2 Das Mumford-Shah Funktional im Eindimensionalen

Auflerdem gilt
wla) = —/baF(E,a)d€=—/baMd£

[ cosh(a) — tanh(a)sinh(a)\  sinh(a) — sinh(b;)
= /b1 cosh(&)d¢ - ( tanh(a) ) - sinh(a)
. _ sinh(bl)
N sinh(a)
0 _ sinh(b:) cosh(a)
— %ul( ) - SiHhQ(a) und
9 _ sinh(b;) cosh(a)
a (w(7)) |[e=a = sinhQ(a)
Insgesamt folgt
a 92 0 0
4= - / G ) e = 2 () L — 5 ()
_ Sclish};((z)) - (=2 sinh?(by) + 2 sinh(b;) sinh(a) — sinh(by) sinh(a) — sinh(b; ) sinh(a))
R %Smh%m) < 0.

Um B < 0 zu verifizieren, erstellen wir ebenfalls einige Nebenrechnungen.

0 o [
%(U’r(x)) = Tad ), [(x,&)d¢

_ _% (/: un(&)cim(fv)dg) B % (/:2 url(wi:‘ﬂ(g)d§>

B (] 10) i & (82) [t

_ __cosh(a) — tanh(a) sinh(a) )
= T T anh(a) — tanh(]) (cosh(z) — tanh(1) sinh(z))

/ (cosh(&) — tanh(1) sinh(§)) d¢ -

cosh(z) — tanh(1) sinh(z)
cosh?(a)(tanh(a) — tanh(1))2

. </ (cosh(&) — tanh(1) sinh(&)) d€ + (tanh(a) — tanh(1)) cosh(a)>

cosh(z) — tanh(1) sinh(z)
cosh®(a)(tanh(a) — tanh(1))2

33
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52 B cosh(a) — tanh(1) sinh(a) .
Wur(x) = cosh’(a)(tanh(a) — tanh(1))? (cosh(z) — tanh(1) sinh(z))

—2/ 2 (cosh(&) — tanh(1) sinh(€)) d€ - (cosh(z) — tanh(1) sinh(z)) -
~__cosh(a) — tanh(1) sinh(a)
cosh?(a)(tanh(a) — tanh(1))3

(cosh(a) — tanh(1) sinh(a)) (cosh(z) — tanh(1) sinh(z))
cosh®(a)(tanh(a) — tanh(1))2
cosh(a) — tanh(1) sinh(a)) (cosh(z) — tanh(1) sinh(z))
cosh?(a)(tanh(a) — tanh(1))2
fab2 (cosh(£) — tanh(1) sinh(&)) d¢
' {1 + cosh(a)(tanh(a) — tanh(1)) } '

_

Somit folgt

/b2 8_2u (o) d _ _cosh(a) — tanh(1) sinh(a)
a 2 cosh?(a)(tanh(a) — tanh(1))2
(

(Oa)
. / 2 (cosh(z) — tanh(1) sinh(x)) dz -

- {1 . J (cosh(€) — tanh(1) sinh(€)) dg}
cosh(a)(tanh(a) — tanh(1))
cosh(a) — tanh(1)sinh(a)
cosh?(a)(tanh(a) — tanh(1))2

. {/:2 (cosh(z) — tanh(1) sinh(z)) dx

(fabl’ cosh(z) — tanh(1) sinh(x)dx) }
cosh(a)(tanh(a) — tanh(1)) ’

2

Nun setzen wir z = a in die erste Ableitung von u,(z) nach a ein und erhalten

g(u ()] __cosh(a) —tanh(1)sinh(a)
da " =" cosh®(a)(tanh(a) — tanh(1))2

. ((tanh(a) — tanh(1)) cosh(a) +/ 2 (cosh(z) — tanh(1) sinh(z)) d:c) :
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2 Das Mumford-Shah Funktional im Eindimensionalen

Um B vollstindig zu errechnen, fehlt uns noch der folgende Ausdruck

2 @) = o ([ o — (1) s de R b))
b2 ) cosh(a) — tanh(1) sinh(a)
/a (cosh(&) = tanh(1)sinh(§)) d& - 0 2 (fanh(a) — tanh(1)?
+(cosh(a) — tanh(a) sinh(a))(cosh(a) — tanh(1) sinh(a))
tanh(a) — tanh(1)
cosh(a) — tanh(1) sinh(a)
cosh?(a)(tanh(a) — tanh(1))2

( / (cosh(€) — tanh(1) sinh(£)) dé + cosh(a) (tanh(a)  tanh(1))) .

a

Insgesamt folgt nun mit z(z) := cosh(x) — tanh(1) sinh(z)

8= - [ D e dot 2 o) mat L o)

__cosh(a) — tanh(1)sinh(a) S
~ cosh?(a)(tanh(a) — tanh(1))2 (2/a (z)dr +

(J," #(x)dz)’
(tanh(a) — tanh(1))
cosh(a) — tanh(1) sinh(a

)
cosh?(a)(tanh(a) — tanh(1

+2 coshi(a) + 2/a z(z)dz + 2(tanh(a) — tanh(1)) cosh(a))

)
)

)?
§ (" #(w)de)”
(2/a z(z)dz + (tanh(a) — tanh(1)) cosh(a) + (tanh(a) — tanh(1)) cosh(a)) :

Da der Vorfaktor dieses Ausdrucks positiv ist, iiberzeugen wir uns nun davon, dafi der
Term innerhalb der runden Klammern negativ ist.
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2 Das Mumford-Shah Funktional im Eindimensionalen

= 2cosh(by)(tanh(be) — tanh(1)) — 2 cosh(a)(tanh(a) — tanh(1)) +
+ cosh(a)(tanh(a) — tanh(1)) +

n (cosh(b) (tanh(bs) — tanh(1)) — cosh(a)(tanh(a) — tanh(1)))?
cosh(a)(tanh(a) — tanh(1))

= 2cosh(by)(tanh(by) — tanh(1)) — cosh(a)(tanh(a) — tanh(1)) +
+cosh(b2)2(tanh(bg) — tanh(1))? + cosh(a)?(tanh(a) — tanh(1))?
cosh(a)(tanh(a) — tanh(1))

—2 cosh(bs) cosh(a)(tanh(by) — tanh(1))(tanh(a) — tanh(1))
cosh(a)(tanh(a) — tanh(1))

_ cosh(by)?(tanh(b;) — tanh(1))?
= cosh(a)(tanh(a) — tanh(1)) <

B <0 = 0OV .
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Zu O: Fiir a € (be, 1) folgt wiederum aus (2.7)

M) = 5 [ (ul)gle) + gla)da+

b1

1 [ by — b
= —§/b1 w(z)dx + v+ 22 -

= o / cosh(€) (cosh(z) — tanh(a) sinh(z)) g(£)dédz
1 0
+ ;Cl / cosh(z) (cosh(€) — tanh(a) sinh(€)) g(€)dedz
+ const
ba T
= 2%1 /b1 /b1 cosh (&) (cosh(z) — tanh(a) sinh(z)) dédz
+ % /b2 /bZ cosh(z) (cosh(£) — tanh(a) sinh(€)) dédz + const
1 Jby T
1 cosh(z) .
- 3, /b1 cosh(§) (tanh(a) — smh(x)) dédx
by b
_% /b1 /m cosh(z) (% - sinh(f)) dédx + const
0 1 (% [* 9 (cosh(£)cosh(z)
— %M(u, a) = _i/bl by da ( tanh(a) )dédm
1 [ [ 9 (cosh(€)cosh(x)
2 /,,1 /m da ( tanh(a) > dédz
1 " " cosh(£)cosh(z)
T2 /bl /bl tanh®(a) cosh?(a) dede
_ 1 (" [" cosh(€) cosh(z)
T2 /b1 / sinh?(a) déde
0? 1 bt cosh(&) cosh(z) . .
= O ——M(u; a) 5/bl /b1 ( inh* (@) 2sinh(a) cosh(a)) dédx
< = 0+

Korollar 2.1 (Die Lage der Sprungstellen des Minimierers)
Es sei g = X(b,,5,) und u der Minimierer von M (u,S(u)) mit einer Sprungstelle in a.
Dann gilt a € {by, by}, d.h. a = by oder a = b,.
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BEWEIS: Wir betrachten die Teilintervalle [0, b1], [b1, bo] und [bo, 1] getrennt. Aus Satz
2.1 folgt die Konkavitdt innerhalb eines jeden Intervalls. Daher werden die Minima
jeweils an den Randpunkten angenommen. Da wir die Sprungstellen bei ¢ = 0 und
a = 1 ausschliefen kénnen, ist die Behauptung bewiesen. O

Satz 2.2 (Der Minimierer v ist auf moglichst groflen Teilintervallen konstant)
Es sei g = X[b,,5,) und v der Minimierer von M (u,S(u)) mit einer Sprungstelle in a.
Dann gilt fiir ¢* := 5(by + by)

c <

BEwEIS: Da der Minimierer lediglich von der Sprungstelle a abhéngt, gilt dies auch
fiir das Energiefunktional. Aus diesem Grunde definieren wir M (a) = M(u, S(u))
und werten das Energiefunktional an den beiden méglichen Sprungstellen ¢ = b; und
a = by aus. Wir erhalten

M) =

N |~

b1 1 1
/ (—w g+ 9°) dw+§/ (—ur g+¢°) dz +
0

b1
1/t 1!

= —/ —(U§'+g)g+92dw+v=——/ W gdz +
2 Jp, 2 Je,

1 [ 1
= —5/ Uy dx+7=7—§(uﬁ~(b2)_“;(bl)) :

by

Analog berechnen wir

- 1 [ 1 /!
M(by) = 5/0 (—ulg+92)d$+§/b(—urg+92)dx+7

1 b2 n 2 1 b2 n
= 5/ —(u/+9)g+yg dx+7=—§/ u gdr + 7y
0 0
1 b2 n 1 ! !
= 73 u dr+vy=7v— 3 (up(bg) — uy(br)) -
by
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In den vorausgehenden beiden Berechnungen der Energie bezeichnet u zwei verschiede-
ne lokale Minima. Im ersten Fall handelt es sich um den Minimierer mit der Sprung-
stelle bei ¢ = b; und im zweiten Fall um den Minimierer mit der Sprungstelle bei
a = by. Daher ist zu beachten, dal u; und u, zwei Funktionen darstellen, die jeweils
Teile verschiedener Minimierer definieren. Somit wird v; im Fall ¢ = b, und u.. im Fall
a = by berechnet. Zunéchst berechnen wir uj(z):

]

uy()

(b2)

-/ "9 (10.0)) alerae

m (uu(x)uzz(x) + /b wy (€)dE - ufy () — wp () wpa ()

+ [ wote )

1
tanh(by)

+ sinh(zx) (sinh(bg) — tanh(by) cosh(by) — sinh(x) + tanh(bs) cosh(z)) )

( (sinh(x) — sinh(b;)) (sinh(x) — tanh(bs) cosh(z))

m ( sinh?(z) — tanh(b,) sinh(z) cosh(x) — sinh(b;) sinh(z)
+ tanh(by) sinh(b;) cosh(z) — sinh?(x) + tanh(b,) sinh(z) cosh(x))
tanﬁ(bQ) (tanh(bg) sinh(b;) cosh(x) — sinh(b,) sinh(a:))
1y 1 . . : :
uy(by) = tanh(5y) (smh(bl) sinh(by) — sinh(b;) sinh(bs)
— tanh(by) sinh(b, ) cosh(b;) + sinhZ(b1)>
- sinh2(b1) .
= () sinh(b;) cosh(by)
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und analog ul,(z) :

Uy ()

§)d¢

oz
U1 (&) upa( 0 2 un (@)up(€)
( ,,1 tanh(b;) — tanh 1)d§> Oz (/m tanh(b;) — tanh(1) d§)

7 (s @ualo) + [ (€ - 11s(a) — (a0

A

tanh(1) — tanh
b
+ [ wna(€yde i ()

! ( (sinh(z) — tanh(b;) cosh(z) — sinh(b;) + tanh(b;) cosh(by)) -

tanh(1) — tanh(b;)

- (sinh(z) — tanh(1) cosh(x))
+ (sinh(by) — tanh(1) cosh(by) — sinh(z) + tanh(1) cosh(z)) -
- (sinh(z) — tanh(b;) cosh(z)) )
1
— tanh(b;)

tanh(1 (Sinh2($) — tanh(1) sinh(x) cosh(x) — tanh(b;) sinh(x) cosh(x)

)
+ tanh(b;) tanh(1) cosh?(x) + sinh(by) sinh(z) — tanh(b, ) sinh(b) cosh(z)
— tanh(1) cosh(by) sinh(z) + tanh(b;) tanh(1) cosh(b,) cosh(x) — sinh?(z)
+ tanh(b; ) sinh(z) cosh(z) + tanh(1) sinh(z) cosh(z)

_ tanh(b,) tanh(1) coshz(x))

tanh(1) _1 tanh (b, ) (Sinh(b2) sinh(z) — tanh(b;) sinh(b,) cosh(z)
)

—tanh(1) cosh(by) sinh(x) + tanh(b;) tanh(1) cosh(by) cosh(a:))

(b)) = 1
ur (br) = tanh(1) — tanh(b;)
— tanh(1) cosh(by) sinh(by) 4 tanh(1) tanh(b;) cosh?(by) — sinh(b; ) sinh(b;)
+sinh(by) sinh(by) + tanh(1) cosh(bs) sinh(b,) — tanh(1) cosh(by) sinh(bl)>
= tanh (D) _1 tanh(by) (sinhQ(bQ) — tanh(b;) sinh(bg) cosh(by)

+ tanh(1) tanh(b;) cosh®(by) — tanh(1) cosh(by) sinh(bg)> .

(sinh2(b2) — tanh(b,) sinh(bs) cosh(b)
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2 Das Mumford-Shah Funktional im Eindimensionalen

Wir betrachten nun die Fille ¢* < £ bzw. ¢* > 1. Im ersten Fall nimmt der Minimierer
u die Sprungstelle genau dann bei a = by an, wenn

M(b)) > M(by)

gilt, wohingegen er die Sprungstelle genau dann bei a = by besitzt, sofern die Unglei-
chung

M(b1) < M(by)

erfiillt ist. Wir betrachten zunéchst die folgende Differenz:

2 M(b) —2 M(bo) = 2y~ (up(ba) — up(br)) — 29 + (uz(b2) — (b))
= (w(b2) — uy(br)) — (. (b2) — (b))

_sinh?(by) 1 .
= Tanh(hy) sinh(by) cosh(b;) — tanh(1) — tanh(6)) (smh (b2)

— tanh(b;) sinh(bs) cosh(bs)

+ tanh(1) tanh(b;) cosh?(b,)

— tanh(1) cosh(by) sinh(bs) )

=: f(bl,bg) .

Anschlieflend driicken wir innerhalb des Termes F (b;,b,) die Funktionen sinh, cosh
und tanh mit der Exponentialfunktion aus, d.h. wir substituieren diese Ausdriicke wie
folgt:

cosh(z) = = (exp(z)+ exp(—z)), sinh(z) = % (exp(z) — exp(—=z)) und

sinh(z)  exp(z) — exp(—=z)

tanh(z) = cosh(r)  exp(x) +exp(—z)
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Mit Hilfe dieser Substitution wird obige Ungleichung zu

B exp(by + b1) )
.7:([)1, 62) - 2(exp(2b2) — 1)(exp(2) — exp(?bl))

((2 exp(by + b1) — 2exp(2 — by — by) + exp(—3b; + 2 + by)

—exp(3b; — be) + exp(—3bs + 2 + by) — exp(3by — bl)))

= exp(bz + b1) '
= 2(exp(2b2) - 1)(exp(2) _ eXp(le)) g (b1, bg) .

Da der Bruch vor der Klammer bzw. vor dem Ausdruck G lediglich aus positiven
Faktoren besteht, konnen wir uns bei der weiteren Untersuchung auf G beschrianken.
Wir setzen nun b := by — b; und vereinfachen den Term weiter.

b b
G(bi,by) = G (C*_510*+§)
= 2exp(2c’) — 2exp(2 — 2¢*) + exp(—2¢" + 2b + 2)

—exp(2¢” — 2b) + exp(—2¢* + 2 — 2b) — exp(2¢” + 2b)

= exp(2¢”) G(b1,b2) = 2exp(4c’) —2exp(2) + exp(2b + 2)
—exp(4c” — 2b) + exp(2 — 2b) — exp(4c* + 2b)

= exp(4c’) (2 — exp(—2b) — exp(2b))
—exp(2) (2 — exp(—2b) — exp(2h))
= 2-(exp(2) —exp(4c”)) - (cosh(2b) —1) .

~ S ~ J/

) omse {<}y  >0dabso

Da bisher alle Faktoren positiv waren, sehen wir an dieser Stelle, dafl die Differenz
und damit auch G positiv ist, sofern ¢* <  gilt, und negativ wird, falls ¢* > 3. Somit
ist der Beweis des Satzes abgeschlossen. 0
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2.1.3 Der Minimierer habe zwei Sprungstellen

Falls wir bei der minimierenden Funktion zwei Sprungstellen zulassen, werden diese
bei b; und by angenommen, d.h. die Lésung v ist dann identisch mit dem Anfangsbild
g = Xb:,bo)» und das Funktional nimmt den Wert v - #S(u) = 27 an, da die Terme
u(z) — g(z) und u'(x) verschwinden. Aus demselben Grund erhShen mehr als zwei
Sprungstellen lediglich den Wert des Funktionals.

Wenn wir das konkrete Anfangsbild aus den Abbildungen betrachten, ergeben sich in
Abhéangigkeit der zugelassenen Sprungstellen des Minimierers folgende Energiewerte:
M (u) = 0,3064 im stetigen Fall, M (u) = 0,09805 + -, sofern wir genau eine Sprung-
stelle zulassen und M (u) = 27 im Fall, fiir den der Minimierer zwei Sprungstellen
aufweisen darf und mit dem Anfangsbild {ibereinstimmt. Die Gestalt des absoluten
Minimierers héngt entscheidend davon ab, wie sehr das Funktional die Sprungstellen
des Minimierers ’bestraft’. Fiir v > 0,20835 ergibt sich ein stetiger Minimierer, wo-
hingegen fiir v < 0,09805 der Minimierer mit dem Anfangsbild iibereinstimmt. Ein
Minimierer mit einer Sprungstelle stellt sich fiir das Gewicht 0, 09805 < v < 0,20835
ein.
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2 Das Mumford-Shah Funktional im Eindimensionalen

2.2 Das Anfangsbild g in der Form Xy, ;1 + X(bs.,]

Wir nehmen an, dafl g die Gestalt aus Abbildung 2.5 mit zwei Sdulen annimmt, d.h.
9 = X[b1,b2] T X[b3,ba]- Dabei gilt by < by < b3 < by und b; € (0, 1) fiir 7 € {1,2,3,4}
Um das Anfangsbild Zu visualisieren Werden b1, by, b3 und by innerhalb der Figuren
die Werte b; = ,b = %,bg 2 und by = ¢ zugew1esen wohingegen diese Variablen
bei den Berechnungen und Aussagen abstrakt bleiben.

0.8+

0.6

0.4+

0.2

0 18 1/4 38 12 5/8 304 7I8 1
X

Abbildung 2.5: Das Anfangsbild g mit zwei Stiulen in den Intervallen [, 2] und [2, Z]

2.2.1 Der Minimierer sei stetig

Unter der Bedingung, dafl wir ausschliefflich stetige Losungen zulassen, kénnen wir
wie im Fall einer Sdule mit Hilfe der Gleichung (2.4) u konkret errechnen. Es gilt
[ai, ai+1] = [0, 1], und wir miissen u lediglich auf einem Teilintervall bestimmen. Fiir
das Anfangsbild g aus Abbildung 2.5 hat u dann die folgende Gestalt:
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2 Das Mumford-Shah Funktional im Eindimensionalen

0.385 1

0.38 1

0.37 1

0.365

0 18 14 38 102 5/ 34 718 1
X

Abbildung 2.6: Die stetige Losung u fiir ein Anfangsdatum g mit zwei Séulen in den

Intervallen [g, 2] U [2,]

In der Klasse der stetigen Funktionen haben wir somit einen Minimierer des Mumford-
Shah Funktionals gefunden. Die Energie, welche wir mit Hilfe der Gleichungen (2.4)
und (2.6) berechnen, nimmt fiir das Beispiel mit dem Anfangsbild g = Xit,2) + X3,
den Wert 0, 23228 an.

12
818

2.2.2 Der Minimierer habe eine Sprungstelle

In diesem Abschnitt lassen wir fiir den Minimierer u eine Sprungstelle zu, die wir mit
a bezeichnen. Desweiteren unterteilen wir u links und rechts der Sprungstelle in u;(z)
und u,.(z), so daf

u(z) = {ul(x) fir0<z<a

ur(z) fira <z <1

gilt.
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2 Das Mumford-Shah Funktional im Eindimensionalen

Das Funktional M (u, S(u)) hingt dann lediglich von @ ab, und es gilt:

S]

M(u,S(u);a) := (uj(z))? dz + %/Oa(ul —¢)% dz

[y

(@) o+ [ a =9+

N~ N~ N~

@\»c\gm\»c\
T
=

(x)g(x) + g(z))dx

—
=

(—ur(2)g(z) + g(z))dx + . (2.8)

+
N |

Daher 1483t sich das Funktional explizit berechnen, und der Graph der Energie besitzt
dann fiir das Beispielanfangsbild ¢ die folgende Gestalt (fiir y = 0):

0.25
0.24+
0.234
0.22

0.21

0 18 14 358 102 5/ 34 718 1
a

Abbildung 2.7: Die Energie in Abhéngigkeit von a fiir das Anfangsdatum ¢ mit zwei
Séulen in den Intervallen [4, 2] U [2, I

Dabei beobachten wir, dafl die Energie auflerhalb der Unstetigkeitsstellen des Anfangs-
bildes konkav ist.
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2 Das Mumford-Shah Funktional im Eindimensionalen

Der Minimierer, der die Sprungstelle bei ¢ = b3 annimmt, hat die folgende Form:

o
0.8
0.6
0.4
021
0 1/8 1/4 3/8 12 5/8 3/4 7I8 1

X

Abbildung 2.8: Der Minimierer » und das Anfangsbild g mit zwei Sdulen im Intervall

L2 und [2, 7]

Diese Form von u hat eine geringere Energie als die drei weiteren lokalen Minima (siehe
Abbildung 2.7) mit Sprungstellen bei by, by bzw. by, deren Gestalt in der folgenden
Abbildung zu sehen ist.

0.8 0.8 0.8

0.6 0.6 06

0.2 0.2 0.2

o 18 14 e 172 5/8 3ja I8 1
X

Abbildung 2.9: Lokale Minima mit jeweils einer Sprungstelle bei by, by bzw. b,

Um eine allgemeine Aussage iiber die Lage der Sprungstellen zu treffen, ben6tigen wir
wiederum die Konkavitét der Energie auflerhalb der Sprungstellen der Anfangsfunkti-
on. Hierzu dient der folgende Satz:
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2 Das Mumford-Shah Funktional im Eindimensionalen

Satz 2.3 (Die Energie ist auflerhalb der Unstetigkeitsstellen von g konkav)
Es seien g = X[b; bs] + X[ba,ba] und M (u, S(u)) wie in (2.8) definiert. Dann ist M (u, S(u))
auf [0, 1] \ {bl, bg, b3, b4} konkav.

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich aus der allgemeineren Aussage von Satz 2.4 auf
Seite 53 am Ende dieses Kapitels.

Aus der Aussage von Satz 2.3 folgern wir, dafl der Minimierer lediglich an den Sprung-
stellen von g solche aufweisen kann. Daher kommen nur vier Minimierer mit jeweils
einer Sprungstelle bei by, by, b3 oder by in Frage. Fiir das Beispielanfangsbild sind dies
die vier Minimierer aus den Abbildungen 2.8 und 2.9, wobei die Funktion u aus Ab-
bildung 2.8 das absolute Minimum der Energie (2.8) in der Klasse von Funktionen mit
einer Sprungstelle darstellt, was man Abbildung 2.7 entnehmen kann. Der Energiewert
fiir den Minimierer aus Abbildung 2.8 betrigt 0,20160 + ~.

2.2.3 Der Minimierer habe 2 Sprungstellen

In diesem Abschnitt betrachten wir zuldssige Minimierer mit genau zwei Sprungstellen.
Diese bezeichnen wir mit a; und a, (a; < a,) und unterteilen den Minimierer in drei
Teilintervalle, so daf3 er die folgende Gestalt annimmt:

w(z) fir0 <z < q
u(x) = < upy(z) fir g < z < a,
up(z) fira, <z <1

Sofern wir wieder davon ausgehen, dafl lediglich die Sprungstellen des Anfangsbil-
des als Sprungstellen des Minimierers in Frage kommen, haben wir sechs Mdoglichkei-
ten, die zwei Sprungstellen auf die vier des Anfangsbildes zu verteilen. Die bei dieser
Uberlegung entstandenen méglichen Minimierer lassen sich jeweils nach der Wahl der
Sprungstellen explizit aus den Gleichungen (2.4) und (2.5) berechnen und sind in der
folgenden Abbildung 2.10 zu sehen.

48



2 Das Mumford-Shah Funktional im Eindimensionalen

Sprungstellen bei b1,b2, Energie=0.184 Sprungstellen bei b1,b3, Energie=0.401
1 1
0.8 0.81
0.6 0.6
0.4+ 0.4+
—
0.24 0.24
0 18 14 3/8 172 5/8 3/a 718 10 02 0.4 0.6 08 1
X X
Sprungstellen bei b1,b4, Energie=0.195 Sprungstellen bei b2,b3, Energie=0.330
e Iy
0.8 0.81
067 0.6
.
0.4+ 0.4
0.24 0.24
0 02 0.4 06 08 1 0 02 0.4 0.6 08 1
X X
Sprungstellen bei b2,b4, Energie=0.401 Sprungstellen bei b3,b4, Energie=0.148
1 Iy
0.89 0.81
0.6 0.6+
0.4 . 0.4
0.24 0.2
0 02 0.4 06 08 1 0 02 0.4 0.6 08 1
X X

Abbildung 2.10: Lokale Minima (rot gefirbt) mit jeweils 2 Sprungstellen und das An-
fangsbild g (blau gefdrbt)

Man beachte, dafl zu den Energiewerten aus den Abbildungen 2.10 und 2.11 der Wert
2~ addiert werden muf}. Die Tatsache, da} nur diese lokalen Minima als Minimierer
in Frage kommen, folgt aus Satz 2.4 auf Seite 53 iiber die Konkavitéit des Funktio-
nals auflerhalb der Sprungstellen des Anfangsbildes. Bei der Veranschaulichung der
Energie in Abhéngigkeit von den beiden Sprungstellen a; und a, erhalten wir einen
dreidimensionalen Graphen, der ebenfalls auf Konkavitét schlielen 1418t.
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3
¢ ,:vg‘:"%'ig‘ KN
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Abbildung 2.11: Die Energie in Abhéngigkeit von den beiden Sprungstellen

In der Abbildung 2.11 sehen wir dreimal den Graphen der Energie in Abhéingigkeit der
beiden Sprungstellen a; und a,. Da a; < a, gilt, ist die Abbildung nur auf dem Ein-
heitsdreieck definiert. Dabei besitzen Punkte gleichen Energiewertes dieselbe Farbung,
und wir erkennen, dal der Minimierer fiir das Anfangsbeispiel die Sprungstellen bei
b3 und b, annimmt (siehe dazu auch Abbildung 2.10). Die Energie betréigt in diesem
Fall 0,14811 + 27.
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2 Das Mumford-Shah Funktional im Eindimensionalen

2.2.4 Der Minimierer habe 3 Sprungstellen

Sofern der Minimierer drei echte Sprungstellen aufweist, bezeichnen wir diese mit
ay, ay und as (a; < ag < ag). Wir definieren den Minimierer abschnittsweise, so daf§

ur(z) fir 0 <z < aq
(z) fir a; < x < ay
ug(z) fir as < z < as
ug(z) fiirag <z <1 gilt.

Da die Energie - wie auch in den Paragraphen zuvor - ein lokales Minimum annimmt,
wenn die Sprungstellen des Minimierers sich auf denen des Anfangsbildes g verteilen,
ergeben sich vier Moglichkeiten, die drei Sprungstellen des Minimierers auf die vier
Unstetigkeitsstellen des Anfangsbildes zu verteilen. Die auf diese Weise entstandenen
Minima betrachten wir in der folgenden Abbildung 2.12.

L Sprungstellen bei b1,b2,b3 Energie=0.2555777554 N Sprungstellen bei b1,b2,b4, Energie=0.1853331972
087 0.8
0.6+ 061
0.4+ 0.4
0.2 0.2
0 1/8 1/4 3l8 172 5/8 3/4 718 1 0 1/8 1/4 3/8 172 5/8 3la 718 1
X X

w

Sprungstellen bei bl,b3,b4, Energie=0.1488393225 prungstellen bei b2,b3,b4 Energie=0.08311706673

087 0.8
0.6-] 0.6
0.4+ 0.4
027 0.2
0 1/8 1/4 3/8 172 5/8 3/4 7I8 1 0 1/8 174 3/8 172 5/8 3/4 718 1
X X

Abbildung 2.12: Lokale Minima (rot gefirbt) mit jeweils drei Sprungstellen und das
Anfangsbild (blau gefiirbt)
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2 Das Mumford-Shah Funktional im Eindimensionalen

Zu den in Abbildung 2.12 angegebenen Energiewerten mufl der Wert 3~ addiert wer-
den. Der absolute Minimierer fiir das Anfangsbild aus Abbildung 2.5 in der Klasse
der Funktionen mit drei Sprungstellen wird angenommen, sofern a; = by, a3 = b3 und
as = by gilt. Der Energiewert betrigt dann 0,08312 + 3+, und der Minimierer besitzt
die Gestalt des Graphen unten rechts aus Abbildung 2.12.

Falls fiir den Minimierer vier oder mehr Sprungstellen zugelassen werden, nimmt er
die Gestalt des Anfangsbildes an, und der Energiewert betriagt v (#S(u)). In diesen
Klassen ist die Energie im Falle eines Minimierers mit vier Sprungstellen minimal,
da die ersten beiden Terme des Energiefunktionals bei vier oder mehr Sprungstellen
verschwinden und weitere Sprungstellen lediglich den Wert des Funktionals erhohen.

Somit haben wir fiir das konkrete Anfangsbild g aus Abbildung 2.5 jeweils einen Mi-
nimierer in der Funktionenklasse mit 7 Sprungstellen (i € N2%) gefunden. Wir fassen
die berechneten Energiewerte in Abhéngigkeit der Anzahl zugelassener Sprungstellen
zusammen und erhalten:

o M(u) =~ 0,23228 in der Klasse der stetigen Funktionen,

=

&

u) = 0,20160 4 ~ in der Klasse der Funktionen mit einer Sprungstelle,

Q

0,14811 + 2 in der Klasse der Funktionen mit zwei Sprungstellen,

=

Q

u) = 0,08312 4+ 3+ in der Klasse der Funktionen mit drei Sprungstellen,

=

(u) ~
(u)
o M(u)
(u)
(u) = v -4 in der Klasse der Funktionen mit 7 Sprungstellen.

Insgesamt stellt sich demnach der stetige Minimierer aus Abbildung 2.6 ein, sofern
v > 0.05807 gewéhlt wird. Fiir v < 0.05807 besitzt der Minimierer die Gestalt des An-
fangsbildes mit vier Sprungstellen. Wenn wir also das Gewicht v der Sprungstellen in-
nerhalb des Mumford-Shah Funktionals erhéhen, springt die Anzahl der Sprungstellen
an der Schwelle v = 0.05807 von Null auf vier. Die Minimierer in den Klassen mit ein
bis drei Sprungstellen sind bei Vorgabe des speziellen Anfangsbildes g = X1 2)+ X3 1
fiir keine Werte von ~ optimal.
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2 Das Mumford-Shah Funktional im Eindimensionalen

2.3 Das Anfangsbild g in allgemeiner Form

In diesem Abschnitt wollen wir die Konkavitdt des Mumford-Shah Funktionals (2.1)
auflerhalb der Sprungstellen fiir ein allgemeineres Anfangsbild und im Falle beliebig
vieler Sprungstellen beweisen. Hierbei habe das Anfangsbild g eine beliebige Anzahl
von Siulen, welche zusédtzlich durch die Vorfaktoren §; > 0 gewichtet seien. Deswei-
teren lassen wir die Anzahl der Sprungstellen des Minimierers frei. Die Anzahl der
Sprungstellen sei mit 7, und die der Sdulen des Anfangsbildes mit n bezeichnet.

101

) ‘ ‘ ’_|

—_—

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Abbildung 2.13: Das Anfangsbild g mit n gewichteten Sdulen

Satz 2.4 (Die Energie ist auflerhalb der Unstetigkeitsstellen von g konkav)
Essei g =" 1 0; X[boi_1,60i], S() ={a1...a,} und M(u,S(u)) wie in (2.1) definiert.
Dann ist M (u, S(u)) auf [0,1]\ {by, ..., ban, } konkav bzgl. a;,i=1...r.

BeEwEIs: Wir beweisen diese Behauptung zunéchst fiir » = 1, d.h. fiir eine Sprungstelle.
Da der Minimierer explizit zwischen den Sprungstellen berechnet wurde, hingt er im
vorliegenden Fall lediglich von der Sprungstelle a abhingt. Dies gilt daher auch fiir
das Energiefunktional, und wir definieren M (a) := M (u, S(u)). Die Energie berechnet
sich dann wie folgt:
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2 Das Mumford-Shah Funktional im Eindimensionalen

1

(@) do+ [ (u=g)* do+r

=
iy
&

I
N |
;:\

1 [ L[
= —/ (up)? dm-l——/ (w; — g)* dz
2 0 2 0
1 [ 1t
+ 5/(u’r)2d$+§/(u1~_g)2dw+7
a a
1 [ 2 2 1
_ 5/ —ulu;' +u; —2wg+ g° dr + Eul(x)ug(x”g
0
1 ! " 2 2 1 ! 1
+ 5/ —uu + U, — 2u7,g +g dx + iur(x)ufr(x”a +7
a
1 a
- 5/ —uy (g — g) +ui — 2wg + ¢° dr +
0
1 1
+ 5/ —ty (uy — g) + 42 — 2upg + g% da +y
a

1 1
—wg+¢*dr + 5/ —u,g+ g* dx + 7 (2.9)
a

I
DN |
c\g

a 1 1
/—(UE'+g)g+gzd:v+§/ —(ul +9)g+9g° dz +
0 a

1 a 1 1
= ——/ u;'gda:——/ urg dz +
2 0 2 a

1 [, =
— _5/(; uglzéz X[b2i—1,b2] dz
=1

(NN

Y
_5/ U:{Zéz X[bZi—I;bzi] dx + Y - (210)
a i=1

In der obigen Rechnung erscheint die Darstellung (2.9) einfacher. Sie 1d8t sich jedoch
nicht so gut auswerten, und nach erneuter Anwendung der Eulergleichung erhélt man
die Energie in Form von (2.10). Diese 148t sich durch Integration explizit ausrechnen.
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2 Das Mumford-Shah Funktional im Eindimensionalen

Wir unterscheiden nun zwei Fille. Einerseits ist es moglich, dal die Sprungstelle a auf
einer Saule liegt, andererseits kann sie zwischen zweien bzw. zwischen einer Sdule und
einer Intervallgrenze liegen.

1. Fall: a ¢ J—, [b2i—1,2:]- Dann gilt

. 1 &
) = 2 D000 (uln) )~ D0 6 () kb )+
=1

i=no+1

2. Fall: a € [bang—1,2n,] fiir ein ng € {1...n}. Dann errechnet sich die Energie wie folgt:

no—1

- 1

M(CL) = _5 Zéz (u;(b%)_ bZz 1 Z 5 sz — U (bzz 1))
i=1 z no+1

1
_557&0 (u;(bQHO) - /u’;(bZWO*l)) + 7.

Insgesamt werden drei verschiedene Terme immer wieder aufsummiert. Wenn wir zei-
gen konnen, da$ die drei Terme —3 (u](ba;) — uj(bai—1)), —5 (ul(bo;) — ul(boi—1)) und
—2 (u.(bany) — uj(bane—1)) konkav in a sind, ist die Behauptung bewiesen, da die Ener-
gie zwischen den Sprungstellen b; als Summe von konkaven Abbildungen wiederum
konkav ist. Die Gewichte ¢; sind positiv, unabhédngig von a¢ und kénnen daher bei
den folgenden Berechnungen weggelassen werden. Aus Notationsgriinden setzen wir

by := bg;_1, by := by; und untersuchen im folgenden diese drei Terme.
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0. Term: —3 (uj(b2) — uj(b1)). In diesem Fall gilt b; < b, < a, und wir berechnen

w(z) = ... = _cll /b 2 cosh(z) (cosh(§) — tanh(a) sinh(&)) d€
uy(by) = —%/b 2 (cosh(€) — tanh(a) sinh(&)) d€
uy(be) = _@ /b 2 (cosh(€) — tanh(a) sinh(&)) d€

—5 (W) = (b)) = 57 (sinb(be) —sinh(b)) [ (cosh(€) — tanh(a) sinh() de

Cy by

(exp(be) — exp(—bz) + exp(—b1) — exp(b1))
4 (exp(a) — exp(—a))

(exp(by — a) — exp(—bz + a) — exp(by — a) + exp(—by + a)) .

Hierbei haben wir im letzten Schritt die Terme sinh,cosh und tanh mit Hilfe des
Softwarepakets Maple durch deren Darstellung mit der Exponentialfunktion ersetzt
und das Ergebnis anschlieflend iiberpriift. Wenn wir diesen Ausdruck zweimal nach a
ableiten, erhalten wir

_ (exp(by) — exp(—bs) + exp(—b1) — exp(b1))” (exp(a) + exp(—a)) <0

(exp(a) — exp(—a))

womit wir die Konkavitét fiir den ersten Term bewiesen haben.
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0. Term: —% (ul.(b2) — uj(b1)). In diesem Fall gilt by < a < b,.

w(z) = ... = —Cll /b " cosh(z) (cosh(£) — tanh(a) sinh(£)) dé
B (sinh(b) — tanh(a) cosh(b;))
= —cosh(z) fanh(a)
) = i S = e o)
1 : 2 .
ur(z) = ... = —C—T(cosh(x) —tanh(l)smh(m))/ (cosh(&) — tanh(a) sinh(§)) d€

(sinh(by) — tanh(a) cosh(by))

= — (cosh(z) — tanh(1) sinh(z)) tanh(a) — tanh(1)

(sinh(by) — tanh(a) cosh(by))
tanh(a) — tanh(1)

ul.(by) = — (sinh(by) — tanh(1) cosh(by))

Wir iiberpriifen nun die Konkavitit des Ausdrucks in zwei Schritten. Dazu leiten wir
ul.(b2) und uj(b;) jeweils zweimal nach a ab und erhalten

0 (sinh(by) — tanh(1) cosh(by)) ( _ cosh(by) (tanh(a) — tanh(1))

aar®) = - (tanh(a) — tanh(1))? cosh®(a)

sinh(by) — tanh(a) cosh(b2)>
cosh?(a)
(sinh(bs) — tanh(1) cosh (b))’
(tanh(a) — tanh(1))* cosh?(a)

)
0? (sinh(by) — tanh(1) cosh (b,
(

—u/ = - ))2 cosh(a) sinh(a) (tanh(a) — tan 2
@ay (%) (tanh(a) — tanh(1)) cosh’ (a) (2 h(a)sinh(a) (tanh(a) = tanh(1))
+2 (tanh(a) — tanh(1)) EZEEQEZ;>
__ (sinh(by) — tanh(1) cosh(by))? cosh(a) (cosh(a) — tan sinh(a
B Q(tanh(a)—tanh(l))3cosh4(a) h(a) (cosh(a) = tanh(1) sinh(a))

> 0
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o, . —sinh(b,) sinh?(b;)
T (b)) = —sinh(b =
8aul( 1) sinh( 1)tanhg(a) cosh’(a)  sinh?(a)
0? sinh?(b;) cosh(a)
——uy (b)) = —2 0.
(5@)2ul( 1) sinh®(a) =

Fiir die Differenz gilt dann

o (3 009 — ) ) =~ Tt + o) 2 0,

und die Konkavitdt des gemischten Terms ist gezeigt.

0. Term: —3% (ul(b2) — ul.(b1)). In diesem Fall gilt by < by < a, und es folgt

w(z) = ... = —Cl (cosh(z) — tanh(1) sinh(z)) /b " (cosh(€) — tanh(a) sinh(€)) dé
u.(by) = —é (sinh(by) — tanh(1) cosh(bl))/b 2 (cosh(&) — tanh(a) sinh(§)) d¢
u.(by) = —é (sinh(by) — tanh(1) cosh(bg))/b 2 (cosh(&) — tanh(a) sinh(§)) d€ .

Fiir die Differenz gilt

—%(u;(@)—u;(bl)) =~ (sinh(by) — sinh(b;) — tanh(1) (cosh(by) — cosh(by))) -

2¢c,

/ 2 (cosh(§) — tanh(a) sinh(&)) dé

(claxp(bg —a) —exp(—by + a) — exp(by — a) + exp(—b; + a))

4 (—exp(a) + exp(2 — a))

- (—exp(b) + exp(2 — by) + exp(by) — exp(2 — by)),
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und die zweite Ableitung nach a ergibt

_ (—exp(b1) + exp(—b1 + 2) + exp(by) — exp(—b2 + 2))? (exp(a) + exp(2 — a)) <0,
(—exp(a) +exp(2 — a))’

Somit ist die Konkavitét fiir alle drei vorkommenden Terme gezeigt. Die Art der Terme
dndert sich nicht, wenn wir von einer zu mehreren Sprungstellen a; . ..a, iibergehen.
Die Energie hat im Vergleich zu (2.10) die Gestalt

n

- 1 — aj+1
M(ai, .., a;) = ) Z/ U;-IZ@' X[bsi—1,boi] 4T + 77 -1,
j=0 aj 1=1

wobei der Minimierer u abschnittsweise auf [a;, a;41] durch u; zwischen den Sprung-
stellen definiert sei. Analog zum Fall einer Sprungstelle wird die Lage der jeweiligen
Sprungstelle a; untersucht. Fiir jedes a; entstehen durch eine Fallunterscheidung (liegt
a; auf einer Sdule oder zwischen zweien) dieselben drei Arten von Termen. Diese sind
konkav in den Verdnderlichen a;, womit der Beweis des Satzes 2.4 komplettiert ist.

0

Da die Treppenfunktionen dicht in L* liegen, haben wir mit Hilfe des Satzes 2.4
gezeigt, dafl der Minimierer des Mumford-Shah Funktionals fiir beliebige Anfangsbil-
der g € L*(0,1) lediglich dort Unstetigkeitsstellen besitzt, wo auch das Anfangsbild
Sprungstellen aufweist. Diese Eigenschaft ist in der Bildverarbeitung von Bedeutung,
da bei der Minimierung keine neuen Kanten bzw. Konturen erzeugt werden. Des-
weiteren ist dies eine Eigenschaft, die fiir das Mumford-Shah Funktional in héheren
Dimensionen verlorengeht, wie wir im Kapitel 1 anhand der Beispiele der Kreuzung
und der Gabelung (Abbildungen 1.2 und 1.3) gesehen haben.
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3 Bildbearbeitung mit partiellen
Differentialgleichungen

3.1 Einleitung

In diesem Kapitel behandeln wir die mathematische Bildbearbeitung mit Hilfe von
partiellen Differentialgleichungen. Ziel dieser Methodik ist die Bildrestaurierung, das
Entrauschen und die Kantenverstirkung von Bildern. Wie bisher betrachten wir dabei
ein Anfangsbild ug : © — R und eine Bildsequenz u(zx,t) : Q x [0,7] — R, welche
das Bild zur Zeit t représentiert. Aulerdem sei ein Bildoperator I in Abhéangigkeit
von u, Vu und von der Hessematrix D?u von u gegeben. Der Grofiteil der Bildbear-
beitungsoperatoren kann wie folgt beschrieben werden:

'% = I(u,Vu,D%)  in Q% [0,T]

194 _g auf 9Q x [0, 7] (3.1)
on

Lu(-,0) = uo(-) in Q.

Dabei hingt die Wahl der partiellen Differentialgleichung von der Beschaffenheit des
Anfangsbildes bzw. von der Art der Stérung ab. So kénnen z.B. bei der Dateniiber-
tragung Daten verloren gehen, so dafi Bilder mit zerstérten Pixeln bzw. fehlenden
Regionen entstehen, oder sie sind mit einem Storsignal belegt, derart daf sich das An-
fangsbild u als Summe des Originalbildes und einer Rauschfunktion zusammensetzt.
Unschirfe eines Bildes, die dadurch entstehen kann, daf sich das Objekt bei der Auf-
nahme bewegt (u. a. bei der Wahl einer zu grolen Verschlufizeit), ist eine weitere Art
von Storung. Eine Gleichung, welche jegliche Storsignale dieser Art entfernt, existiert
nicht, und man hat von Fall zu Fall einen geeigneten Bildoperator zu wihlen.
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3 Bildbearbeitung mit partiellen Differentialgleichungen

3.2 Die Warmeleitungsgleichung

Eine hiufige Forderung an den Bildoperator ist die Glattung des Anfangsbildes. Die
giangigste Methode hierfiir liefert die lineare Warmeleitungsgleichung?

0
au(x, t) — Agu(z,t) =0. (3.2)

Der physikalische Hintergrund dieser Gleichung setzt sich aus dem Fickschen Gesetz
und der Kontinuitdtsgleichung zusammen. Betrachten wir u als eine Konzentration
(z.B. als Wéarme, Druck oder den Grauwert bzw. die Helligkeitsintensitét eines Bildes)
und j als deren Fluf}. Dann beschreibt das Ficksche Gesetz das Gleichgewicht

j=-D-Vu,

wobei die Relation zwischen j und Vu durch den Diffusionstensor D aufgefangen wird.
Eine Art Massenerhaltung driickt nun die Kontinuitétsgleichung

Oyu = —div(j)

aus, gemif} welcher die Konzentration transportiert wird, sich aber nicht vermehrt oder
verringert. Aus der Kombination dieser beiden Gesetze erhalten wir die allgemeine
Diffusionsgleichung

O = div (D - Vu) ,

die fiir D = Id die Wirmeleitungsgleichung widerspiegelt. Die Struktur des Diffusi-
onstensors ist entscheidend fiir die Art der Gleichung. Ist er konstant, spricht man
von einer homogenen Diffusion; ist er ortsabhingig, bezeichnet man die Diffusion als
inhomogen. Sofern D Differentialstruktur aufweist, erhilt man einen nichtlinearen Dif-
fusionsfilter. Auf Gleichungen dieses Typs gehen wir spiter noch niher ein.

Die Diffusionsgleichung gléttet Anfangsbilder und beseitigt irrelevante lokale Extrema
und kleinere Storungen, so daf} lediglich die vakanten Teile des Bildes zuriickbleiben.
Letztere Eigenschaft ist bei der Kantenerkennung hilfreich, die spéiter in Paragraph
3.3 diskutiert wird. Aus der klassischen Theorie der partiellen Differentialgleichung

Loder auch Diffusionsgleichung
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3 Bildbearbeitung mit partiellen Differentialgleichungen

(siehe dazu u.a. [Eva98], [Jos98]) ist bekannt, dafi das Losen der Wirmeleitungsglei-
chung auf 2 = R"™ mit ug als Anfangsdatum &quivalent zur Faltung des Anfangsbil-
des mit dem Gaufikern ist. Somit besitzt die Warmeleitungsgleichung fiir n = 2 mit
u(z,0) = uy € C(R?) als Anfangsdatum die eindeutige Lésung

uo(z) fir t =0, x € R?
u(z,t) =
G g * uo(z,1) firt >0, z € R?,

sofern u der Wachstumsbedingung |u(z,t)| < M exp(axz?) fiir M,a > 0 geniigt. Hier-
bei sei der Gauflkern mit Standardabweichung o als

. 1 —z?
G, (x) .=Wexp 957

und die Faltung zweier Abbildungen durch

(Go o) (1) = / Gl — y)uoly) dy

R?2

definiert.

In der folgenden Abbildung 3.1 sehen wir die Lésung der Wérmeleitungsgleichung
(3.2) fiir verschiedene Zeitwerte t. Dabei wurden Dirichlet-Randbedingungen gestellt,
die dem Anfangsbild angepaft sind, d.h. sie wurden so gewahlt, daf sie den bereits im
Bild vorhandenen Randwerten entsprechen.
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3 Bildbearbeitung mit partiellen Differentialgleichungen

SALN

Abbildung 3.1: Oben links das Anfangsbild wug, es folgen von links nach rechts
und von oben nach unten die Losungen wu(z,t) fiir ¢ =
1,2,3,4,5,7,10,15, 20, 25, 30

Hierbei fillt auf, dafl zwar eine Gliattung erzielt wird, das Bild hingegen unschérfer
wird. Dies liegt daran, dal die Glattung auch {iber Kanten hinweg vollzogen wird.
Nehmen wir zur Veranschaulichung an, daf sich ein Bildoperator der Form (3.1) im
Zweidimensionalen in die Form

I = ceuge + cpigy, (3.3)

mit 7 = \Vul und & L 7 iiberfithren 148t (siehe dazu Abbildung 3.2). Die Diffusionsko-

effizienten ¢, und ¢, mogen dabei von Vu abhéingen. Dann ist die Warmeleitungsglei-
chung (3.2) dquivalent zu

ug(x,t) — uge(x, ) — Upy(z,t) = 0. (3.4)
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3 Bildbearbeitung mit partiellen Differentialgleichungen

&

Abbildung 3.2: n = % und £ L n an einer Isophote

Bei der Wirmeleitungsgleichung gilt daher ¢, = ¢ = 1, und man sieht, daf§ sowohl
entlang der Isophote? als auch orthogonal zu ihr eine Glittung eintritt. Da in der Néhe
von Kanten u, betraglich grof§ wird, ist die eintretende Unschérfe auf den Vorfaktor
¢, zuriickzufiihren, der meist stark von |Vu| und damit auch von u, abhéngt und ei-
ne Glittung iiber die Kanten hinweg verursacht. Dieser Effekt ist jedoch nicht immer
unerwiinscht, wie wir im néchsten Paragraphen sehen werden. Die Warmeleitungsglei-
chung benutzt man niamlich héiufig als Vorfilter, um vor der weiteren Bildbearbeitung
eine Glattung und Regularisierung vorzunehmen. Ebenso wird diese Methode oft an-
gewendet, um die Kantenmenge aus einem Bild zu extrahieren. Lassen wir die Zeit
in (3.4) fortschreiten und untersuchen die Punkte, fiir die der Betrag des Gradienten
einen gewissen Schwellenwert iiberschreitet bzw. lokale Maxima annimmt, so errei-
chen wir bereits eine gute Annidherung an die Kantenmenge. Bevor wir néher auf die
Kantenerkennungsalgorithmen eingehen, erliutern wir den Begriff des Skalenraumes?
und der Multiskalen-Analysis.

2Kurven gleicher Helligkeit (in der Bildbearbeitung Kurven mit konstanten Grauwerten) werden
auch Isophoten genannt
3engl.: Scale-Space
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3 Bildbearbeitung mit partiellen Differentialgleichungen

3.3 Scale-Space Theorie und Kantenerkennung

Eine bedeutende Eigenschaft der Wérmeleitungsgleichung liegt darin, daf§ sie die soge-
nannten Scale-Space Axiome erfiillt. Der Multiskalensatz zur Bildsegmentierung geht
davon aus, dafl Bilder in verschiedenen Zeitskalen betrachtet werden miissen, um ro-
buste Segmentierungen zu erhalten. Diesen Ansatz greift das Scale-Space Filtering
auf, bei dem ein Skalenraum (Scale-Space) durch sukzessives Tiefpafifiltern (low pass
filtering) erzeugt wird. Niedrige Skalen, bei denen wenig gefiltert wird, enthalten da-
durch detaillierte Objektkonturen, wiherend hohe Skalen homogene Regionen, d.h.
Regionen geringer Helligkeitsvariation, beschreiben. Bei den Kantenerkennungsalgo-
rithmen kann man voraussetzen, dafl die Merkmale, die sich robust iiber grofle Skalen
verhalten und somit durch das Filtern nicht entfernt werden, auch die signifikanten
Bildobjekte reprisentieren. Betrachten wir den Operator I, der das Anfangsbild ug
auf das Bild zur Zeit )\ abbildet, d.h. u(x,t) = I;(ug). Als Skalenraum wird dann der
Raum {Iyug | A > 0} mit einer stetigen Zeitskala bezeichnet, in den das Anfangsbild
eingebettet wird. Die grundlegenden Scale-Space Axiome lauten wie folgt:

° I)\(Uo) — Ug fir A >0
o I)(ug) hingt fiir A > X lediglich von Iy (up) ab  (Kausalitét)

o I)(A(ug)) = A(Ix(up)) fiir alle Isometrien A (Isometrie-Invarianz)

Die beiden ersten Eigenschaften werden auch oft durch die stérkere Halbgruppenei-
genschaft

In(ug) =up und Iy, (ug) = In(Lu(uo)) fiir A, p >0

ersetzt. Die Glattungseigenschaften und der Verlust von Informationen sind aus der
Forderung entstanden, dal beim Ubergang von den kleineren (feinen) zu den groberen
Skalen keine zusitzlichen Objekte hervorgebracht werden. Aus dieser und dhnlichen
Forderungen resultieren weitere Scale-Space Axiome (Kontrast- und Translationsin-
varianz bzw. Vergleichseigenschaften) verschiedener Autoren. Eine Zusammenfassung
iiber die verschiedenen Scale-Space Axiome, deren Eigenschaften und den zugehéorigen
Operatoren findet man bei Weickert [Wei98] und in der gemeinsamen Arbeit von Al-
varez, Guichard, Lions und Morel [AGLM93]. Als erste Referenzen iiber Scale-Space
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3 Bildbearbeitung mit partiellen Differentialgleichungen

werden die Arbeiten von Witkin [Wit83] aus dem Jahre 1983 angegeben. Allerdings
ist die Idee noch 20 Jahre vorher von Taizo Iijima (in japanischer Sprache) eingefiihrt
worden (siehe dazu auch [WII99]). In seinen Veroffentlichungen fiihrt er eine Axio-
matik ein, aus der die Faltung mit dem Gauflkern als Erzeuger eines Skalenraumes
hervorgeht. Somit ist der Gauflsche Scale-Space der historisch &lteste und auch meist
erforschte Skalenraum. Wie schon erwéahnt, entsteht er durch die lineare Diffusions-
gleichung (3.2) oder #quivalent durch Faltung des Gauflkerns mit steigender Standard-
abweichung. Mit dieser Methode arbeiten auch einige Kantenerkennungsalgorithmen.
Marr und Hildreth bezeichnen solche Punkte als Kantenpunkte zur Skala /%, fiir die
A(G ; * up) das Vorzeichen wechselt und |V(G 4 * ug)| grof ist. Dabei entsteht eine
abgeschlossene Kantenmenge. Man muf} sich jedoch a priori auf einen Schwellenwert,
fiir den Betrag des Gradienten festlegen. Die genauere Wahl eines solchen Schwel-
lenwertes und die Uberlegungen, wie weit man im Skalenraum vorstoBen muf, um
die Kantenmenge eines Bildes zu erhalten, entnehme man der Arbeit von Marr und
Hildreth [MHS0]. Ahnliche Methoden verwendet auch der Kantendetektor von Can-
ny [Can86]. Er wird oft als effektivster linearer Kantendetektor bezeichnet und hat
sich als Standardoperator fiir die Bestimmung der Kantenmenge von digitalisierten
Bildern durchgesetzt. Er berechnet nach Unterdriickung nicht relevanter Maxima die
erste Ortsableitung des durch die Diffusionsgleichung geglitteten Bildes. Lokale Ma-
xima fiir den Betrag dieses Gradienten werden dann als Kanten aufgefafit. In der
folgenden Abbildung 3.3 wurden die Kantenmengen der in Abbildung 3.1 gegebenen
Bilder durch den oben beschriebenen Canny-Operator bestimmt.
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3 Bildbearbeitung mit partiellen Differentialgleichungen

Abbildung 3.3: Der Canny Kantendetektor, angewendet auf die in Abbildung 3.1 ge-
gebenen Losungen der Warmeleitungsgleichung fortschreitender Zeit-
werte

Diffusion bewirkt Glattung und das Verschwimmen von Konturen. Wenn man diesen
Prozel umkehren kénnte, diirfte man auf die Restauration von Konturen und Kanten
hoffen. Daher liegt es nahe, die Zeit in der Wirmeleitungsgleichung riickwérts zu
betrachten. Man erhilt so die inverse Warmeleitungsgleichung

%u(z, B+ Agulz,t) = 0 , (3.5)

die jedoch mathematisch ein nicht korrekt gestelltes Problem darstellt, da Losungen
innerhalb kiirzester Zeit explodieren kénnen oder das Problem unter bestimmten Vor-
aussetzungen iiber unendlich viele Losungen verfiigt [HN83, H683]. Diskretisiert man
den Laplace-Operator Au, ; auf dem Gitterknoten (4, j) mit finiten Differenzen der vier
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3 Bildbearbeitung mit partiellen Differentialgleichungen

Nachbarknoten Aui,j = h_2 (ui+1,j =+ Ui—1,j + Ui, j+1 + Ui, j—1 — 4Ui’j), so erhilt man fiir
kurze Zeitschritte eine Losung. Diese numerische Losung kann ebenfalls explodieren,
d.h. es entstehen Funktionswerte auBerhalb des vorgegebenen Intervalls* [0,255], die
man durch Abschneiden wieder in den gewiinschten Wertebereich zuriickfiihrt. A be-
zeichnet hierbei die Gitterschrittweite. In Kapitel 3.6 werden wir Riickwartsdiffusi-
on noch einmal aufgreifen, allerdings in einer abgewandelten Form. Zur Veranschau-
lichung betrachten wir die folgende Abbildung 3.4, in der wir ein mit Gaufirauschen®
versehenes Bild (links) mit der soeben beschriebenen Riickwirtsdiffusion bearbeitet
haben (Bild rechts). In der Tat erscheint das mit der Riickwirtsdiffusion bearbeitete
rechte Bild etwas schérfer. Prinzipiell gehen detaillierte Daten bei der Vorwartsdiffu-
sion verloren und koénnen nicht durch die Riickwértsdiffusion zuriick erlangt werden.
Dies liegt daran, dafl die Wirmeleitungsgleichung nicht invertierbar ist, d.h. Infor-
mationen gehen fiir fortschreitende Zeitwerte verloren. Daher ist die Anwendung der
inversen Warmeleitungsgleichung nur fiir sehr kurze Zeiten durchfiihrbar.

Abbildung 3.4: links: Bild mit additivem Gaufirauschen (Standardabweichung o = 5)
rechts: Riickwértsdiffusion (¢ = —0.15), angewendet auf das linke Bild

4Der Wert 0 bezeichnet hierbei die Helligkeitsintensitiit Schwarz und der Wert 255 Weif3

5In einem mit GaufBrauschen kontaminierten Bild besteht jedes Pixel aus der Summe des urspriingli-
chen, originalen und einem zufilligen Grauwert. Dabei wird der zuféllige Grauwert durch Gauf3sche
Zufallsvariablen mit Erwartungswert 0 und vorgegebener Standardabweichung o bestimmt.
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3 Bildbearbeitung mit partiellen Differentialgleichungen

3.4 Mean Curvature Motion (MCM)

Ein anderer Vorstof3, der durch die Warmeleitungsgleichung verursachten Verwischung
entgegenzuwirken, liefert die Gleichung fiir den mittleren Kriimmungsflu§ (mean cur-
vature motion, MCM), deren Verhalten und Losbarkeit in den Arbeiten von Evans und
Spruck [ES91, ES92a, ES92b, ES95] beschrieben ist. Da die Verschwommenheit bei der
Anwendung der Wirmeleitungsgleichung hauptséichlich aus der Diffusion in Richtung
des Vektors n resultiert, 148t man diesen Term wegfallen, indem man in Gleichung
(3.3) ¢, = 0 setzt. Auf diese Weise erhélt man die Gleichung

0 0?
—Uu = —2U = U&,

ot (0¢)

welche man durch elementare Umformungen in folgende Gestalt bringen kann:

U = Ug = Au— Uy,

ot

1 2
= Au—W(VU-D u-Vu)

2 .2 2,2 2 2
Ugr(Ug + Uy) + Uyy (U7 + UT) — UFUgy — ULUyy — 2Ugy Uy,

2 2
Uy + Uy

2 2
Uplyy + Uy Ugy — 2U gy U Uy

2 2
uz + ug

= |Vu| div (;—ZO = |Vul curv(u) . (3.6)

Da curv(u) = div(%) die Kriimmung der Niveaumengen von v darstellt, und diese
Mengen sich proportional zu ihrer mittleren Kriimmung bewegen, bezeichnet man die
Gleichung (3.6) als Gleichung fiir den mittleren Kriimmungsfluf. Thre Auswirkungen
auf digitale Bilder versteht man am besten bei einem Blick auf die Isophoten eines
Bildes im Laufe der Evolution. Dabei sieht man, daf sich diese in Richtung der inneren

Normalen mit der Geschwindigkeit der Kriimmung verdndern. Dies impliziert, daf sich
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Kurven gleicher Helligkeitsintensitét zusammenziehen und von ihrem anféinglichen Er-
scheinungsbild wegbewegen. Da dies auch fiir Kanten der Fall ist, verdndern sich die
Objektkonturen fiir grofle Zeitwerte. Die Abbildung 3.5 zeigt diese Effekte fiir wach-
sende Zeitwerte auf ein Bild angewendet, wohingegen Abbildung 3.6 die Auswirkungen
auf die Kantenmengen veranschaulicht. Trotz dieses Nachteils der wandernden Kanten
spielt die Kriimmungsgleichung eine grofie Rolle in der Bildbearbeitung. Sie ist trans-
lationsinvariant und kann als Grenzproze8 des Median-Filters® aufgefait werden. Fiir
weitere Informationen iiber die Kriimmungsgleichung im Hinblick auf Bildbearbeitung
verweisen wir auf die Arbeit von Morel und Guichard [GM97].

Abbildung 3.5: Einfluf§ der Kriimmungsgleichung (¢ = 0,5,10,15) auf ein digitales
Bild

In den Abbildungen 3.5 und 3.6 beobachtet man das Zusammenziehen der Objektkon-
turen. Dabei verédndern sich Bereiche grofler Kriimmungswerte innerhalb der Kanten-
menge nach nur kurzer Zeit.

bsiehe dazu auch [GM97]
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Abbildung 3.6: Einflul der Kriimmungsgleichung auf die Kantenmengen der in Abbil-
dung 3.5 gegebenen Bilder
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3.5 Shock Filter

Um verschwommene Bilder zu restaurieren, fiihrten Osher und Rudin [OR90] 1990
einen Shock-Filter ein. Dieser Filter berechnet das restaurierte Bild als stationéren
Limes der Gleichung

9 u = —|Vu| sgn(Au) in Q x [0, 7]

ot (3.7)
u(z,0) = ug(x) .

Was diese Methode von vielen anderen abhebt, ist die Tatsache, daf} sie Shocks in
Richtung der Kanten bildet und auf diese Weise Kanten entstehen 148t. Greifen wir
die Idee von Marr und Hildreth auf, nach der Punkte, fiir die der Laplace-Operator das
Vorzeichen wechselt, in der Kantenmenge enthalten sind. Solche Punkte bleiben durch
den Shock-Filter unverdndert, wohingegen die Gradienten in unmittelbarer Umgebung
verstéirkt werden. Betrachten wir die Gleichung etwas vereinfacht mit einer Konstanten
a anstelle des Vorzeichenterms in einer Dimension, so erhalten wir

u=au, auf Rmit wu(z,0)=u.

Dies ist die Transportgleichung mit der Lésung u(x,t) = ug(x + at). Gleichung (3.7)
basiert daher auf der Theorie hyperbolischer Gleichungen, und die Ldsung breitet
sich (fiir n=1) mit der Geschwindigkeit a aus. Um diese Ausbreitungsgeschwindigkeit
zu kontrollieren und an die Gegebenheiten des Bildes anzupassen, setzt man a in
Abhéngigkeit von der zweiten Ableitung bzw. im Eindimensionalen in Abh#ngigkeit
von der Kriimmung. Abbildung 3.8 verdeutlicht das Verhalten der Gleichung (3.7) in
einer Dimension.

—
g t — oo
——
- /\
-
e

Abbildung 3.7: Kantengenerierung des Shock-Filters in einer Dimension
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Im zweidimensionalen Fall gewéhrleistet das Vorzeichen des Laplace-Operators in Glei-
chung (3.7), dafl sich die Kantenverstirkung auf die Kante zubewegt und somit in
die gewiinschte Richtung vollzogen wird. Es entsteht innerhalb der Bildregionen ein
Fluf} in Richtung deren Umrandungen, so daf} es an diesen Konturen zu Stéfen bzw.
Spriingen in der Helligkeit kommt. Dadurch werden die Kanten verstérkt, und das
Bild erscheint schérfer.

Uber die Losbarkeit der durch den Shock-Filter gegebenen Differentialgleichung ist
bisher wenig bekannt, da es sich um ein hochgradig nicht korrekt gestelltes Problem
handelt. Eine der Schwierigkeiten liegt darin, einen geeigneten Losungsbegriff zu fin-
den, der schwach genug ist, um die gebildeten Unstetigkeitsstellen zuzulassen. Nichts-
destoweniger erzeugt die Gleichung numerisch gute Ergebnisse und lauft fiir grofe
Zeitwerte in einen stationdren Limes, der ein stiickweise konstantes Bild reprisentiert.
Auch bei verschwommenen Bildern einiger Objekte (sieche Abbildung 3.8) liefert der
Shock-Filter eine gute Rekonstruktion. Im Grenzprozefl entstehen fiir grofle Zeitwerte
Losungen, die den stiickweise konstanten Approximationen des Mumford-Shah Funk-
tionals (1.7) auf Seite 17 d#hneln und auch in Abbildung 3.9 sichtbar werden. In der nun
folgenden Abbildung 3.8 sehen wir links oben ein durch die Diffusionsgleichung mani-
puliertes Bild und anschlieend dessen Rekonstruktionen mit Hilfe des Shock-Filters
zu verschiedenen Evolutionsstufen. Dabei werden die Grauwerte zwischen Schwarz und
Weif} in Kantennihe eliminiert, und die Kanten werden schérfer.

Die Approximation von glatten Flachen durch stiickweise konstante Abschnitte tritt
bei vielen Bildoperatoren auf. Diese Stufenbildung bezeichnet man auch als staircasing
effect. In der folgenden Abbildung handelt es sich lediglich um zwei Stufen, wihrend
die Bilder aus Abbildung 3.9 fiir grole Zeitwerte ¢ mehrere solcher Stufen aufweisen.
In Kapitel 3.6.3 gehen wir ausfiihrlich auf die Stufenbildung und die unterschiedlichen
Ursachen fiir deren Auftreten ein.
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o
A
o
A

o
A
o
A

Abbildung 3.8: Rekonstruktion eines Bildes von vier Objekten mit Hilfe des Shock-
Filters, oben links das mit der Diffusionsgleichung verrauschte Bild
(t = 6), anschliefend drei Evolutionsschritte des Shock-Filters fiir ¢ €

{1, 2,3}

In obiger Abbildung sehen wir die Auswirkungen des Shock-Filters zu drei verschie-
denen Zeitwerten. Dabei werden die Grauwerte an den Objektkanten zwischen den
schwarzen Objekten und dem weiflen Hintergrund im Laufe der Zeit auf die Werte
Schwarz und Weifl gesetzt. Der Shock-Filter verkleinert auf diese Weise die Uber-
gangsbereiche zwischen Regionen mit geringer Helligkeitsverinderung und 14t Kan-
ten dadurch abrupter werden und schérfer erscheinen.

In der folgenden Abbildung 3.9 sehen wir das Verhalten des Shock-Filters bei An-
wendung auf ein digitales Bild. Fiir kleine Zeitwerte werden die Kanten deutlicher.
Fiir fortschreitende Zeitwerte hingegen entstehen Regionen mit konstanten Grauwer-
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ten, die sehr schroffe Kanten aufweisen. Dadurch erscheint das Bild ein wenig unecht
(siehe dazu die unteren beiden Bilder fiir ¢ = 4 und ¢ = 10 in Abbildung 3.9).

;
E) #

i Fi;iﬁ'm

Abbildung 3.9: Einflu} des Shock-Filters auf Bilder. Links oben sehen wir das Origi-
nalbild, anschlielend die durch den Shock-Filter bearbeiteten Bilder
fiir die Zeitwerte ¢t € {1,4,10}.
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3.6 Die Perona-Malik Gleichung

Qualitative Aussagen iiber Bildoperatoren lassen sich gut aus der in Gleichung (3.3)
auf Seite 63 eingefiihrten Notationsform u; = cguge+cpu,, ablesen. Um gleichzeitig eine
Rauschunterdriickung und eine Kantenerhaltung zu erzielen, wird héufig eine Glattung
fiir betraglich kleine Gradienten in alle Richtungen gefordert, wihrend sie fiir grofie
Gradienten lediglich in Richtung der Isophote erwiinscht ist, nicht aber orthogonal zu
ihr. Diese Forderung sieht fiir Operatoren obiger Gestalt wie folgt aus:

li = 1 = .
|VHI_1>0 ¢ |V11LI|'I_1>0 Ce a>0 (3.8)
Whi‘rgoo ¢, =0 und ‘V!ui‘IBOO ce=0>0. (3.9)

Betrachten wir eine Variante der Warmeleitungsgleichung, welche auf der einen Seite
kleinere Fehlsignale aus dem Bild entfernt und in Bereichen geringer Helligkeitsvaria-
tion eine Rauschunterdriickung erzielt, auf der anderen Seite aber im Gegensatz zur
Wiérmeleitungsgleichung Kanten erhélt. Die bekannteste Gleichung mit solchen Eigen-
schaften wurde von Perona und Malik [PM90] eingefiihrt. Es handelt sich hierbei um
eine nichtlineare Differentialgleichung folgenden Typs:

)
% u = div <a(|Vu|2)Vu) in Q x [0,7]
\ 82 u=0 auf 02 x [0, T] (3.10)
n
L u(z,0) = ug(x) in

mit a(s) : RZ% — R>%. Fiir a(s) = 1 erhalten wir die Warmeleitungsgleichung. Fiir
den Diffusionskoeffizienten a(s) mégen jedoch nunmehr die folgenden Bedingungen
gelten:

e a(0)=1
e ¢ ist monoton fallend und stetig differenzierbar

e lim, ,a(s)=0.
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Die von Perona und Malik vorgeschlagenen und meist beriicksichtigten Diffusionsko-
effizienten sind von der Form

a(s) =

1 s )
RESRE bzw. a(s) =exp <_ﬁ) mit @ >1und A >0. (3.11)

Um zu verstehen, welche Auswirkungen diese Gleichung auf Bilder hat, schauen wir
uns die Gleichung (3.10) genauer an, indem wir eine Koordinatentransformation vor-
nehmen und auf die folgenden Umformungen zuriickgreifen:

Vu

:W, é-J_'I" und AU:U§§+U7’"

n

Auf diese Weise erhalten wir

prl div (a(|Vu| )Vu)

= a(|Vul> )Au + < Va(|Vul?),Vu >

= a(|Vul>)Au + 2d'(|Vu|?) Vu D*uVu

= a(|[VuP)uge + a(|Vul*)ug, + 20'([Vul")|[Vul* up,

= a(IVu)uge + b(IVu)u, (3.12)
mit b(s) := a(s) + 2sa’(s). Die Gleichung besitzt daher in Richtung des Vektors &
die Diffusion a(s) und orthogonal dazu den Diffusionskoeffizienten b(s), jeweils in
Abhéngigkeit von |Vu|%. Somit 148t sich die Perona-Malik Gleichung (3.10) auf die
Form von Gleichung (3.3) mit ¢ = a(s) und ¢, = b(s) iiberfiihren. Da fiir a(s) # konst

die Koeflizienten echt verschieden sind, spricht man bei dieser Gleichung von einer ani-
sotropen Diffusionsgleichung, wohingegen der Fall a(s) = b(s) oder allgemeiner ¢, = ¢
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als isotrope Diffusion - wie bei der Warmeleitungsgleichung - bezeichnet wird. Im vor-
liegenden Fall ist die Diffusion a(s) in Richtung der Isophote stets positiv, wohingegen
sie in Richtung der Kanten, d.h. in Richtung der stirksten Helligkeitsverdnderung,
auch negativ werden kann, sofern der Fall b(s) < 0 eintritt. Fiir die von Perona und
Malik vorgeschlagenen Abbildungen a(s) in (3.11) existiert jeweils ein sy derart, daf
die Diffusion in Richtung 7 fiir [Vu|? < sq positiv und fiir |Vu|? > sy negativ wird. Ins-
gesamt erzielt man auf diese Weise in Regionen geringer Helligkeitsvariation, in denen
|Vu| klein ist, Diffusion in alle Richtungen bei einem Verhalten, das der Wirmelei-
tungsgleichung dhnelt, wohingegen die Diffusion fiir grofle Gradienten in Richtung der
Isophote abnimmt und orthogonal zu ihr sogar negativ wird. Dadurch werden Kanten
nicht nur erhalten, sondern sogar verstérkt. In Abbildung 3.10 sehen wir die Graphen
der Diffusionskoeffizienten a(s) und b(s).

\/f >S: |vu|2

Abbildung 3.10: Die Diffusionskoeffizienten a(s) in Richtung & und b(s) in Richtung 7

Anders als bei der Wahl in (3.11) existieren auch Diffusionskoeffizienten a(s), fiir
die die Diffusion b(s) in Richtung des Vektors n positiv bleibt und die Perona-Malik
Gleichung parabolisch wird. Setzen wir beispielsweise a(s) := (v/1+ )™}, so folgt
b(s)=a(s) +2sd(s) = (14s)~2 > 0. In diesen Fillen verhilt sich das nichtlineare
Diffusionsmodell wie eine Vorwérts-Diffusionsgleichung mit Gléattungseigenschaften in
Regionen geringer Helligkeitsverdnderung bei gleichzeitiger Schonung der Kanten. Al-
lerdings verletzen beide Typen von Diffusionskoeffizienten - sowohl die mit positivem
b(s) als auch jene, fiir die b(s) negativ wird - die eingangs des Paragraphen angegebene
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zweite Bedingung von (3.9), da fiir grole Gradienten lim, o a(s) = limg_ o b(s) = 0
gilt. Dagegen werden beide Forderungen aus (3.8) erfiillt. Im Gegensatz zu den Diffu-
sionskoeffizienten, die eine Riickwartsdiffusion implizieren, erfiillen jene mit positivem
b(s) die folgende, im Vergleich zu (3.9) etwas abgeschwichte Bedingung

li —=0.
|Vul|111)oo a(s)

Letztere Forderung gewéhrleistet, daf fiir betragsmiflig grole Gradienten die Diffusion
in Richtung der Kanten schneller stoppt als die entlang der Isophoten. Da die Perona-
Malik Gleichung fiir Diffusionskoeffizienten der Form (3.11), bei denen in Richtung n
Riickwirtsdiffusion eintreten kann, bessere numerische Ergebnisse liefert, konzentrie-
ren wir uns im folgenden auf Diffusionskoeffizienten dieser Art.

In der folgenden Abbildung 3.11 sehen wir die Auswirkungen der Gleichung auf ein
Bild von vier Objekten. Dabei ist das Originalbild (links) durch die Warmeleitungs-
gleichung (fiir £ = 6) kontaminiert worden. Rechts sehen wir das durch die anisotro-
pe Diffusionsgleichung rekonstruierte Bild. Der Diffusionskoeffizient ist dabei durch
a(s) = (1+s/X2)"" mit A\ = 200 definiert. Auch hier kann man eine Stufenbildung
beobachten, wie sie bereits bei der Anwendung des Shock-Filters aufgetreten ist. Im
Gegensatz zum Shock-Filter werden die Objekte geringfiigig heller, d.h. die L*°-Norm
wird kleiner. Dies belegt das in [KK98b] angegebene Maximum-Prinzip fiir die Perona-
Malik Gleichung (siehe dazu auch Satz 3.2 auf Seite 83).

Abbildung 3.11: Rekonstruiertes Bild von Mengen mit Hilfe der Perona-Malik-
Gleichung

Auch bei stark verrauschten Bildern erzielt die Perona-Malik Gleichung gute Ergeb-
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nisse bei der Wiederherstellung. In Abbildung 3.12 wurde der Diffusionskoeffizient
a(s) = (1 +s/X?)7! mit A = 40 in die Gleichung implementiert. Dabei werden klei-
nere Stérungen in Regionen niedriger Helligkeitsschwankungen herausgefiltert und die
relevanten Konturen dadurch deutlicher. Dariiber hinaus erscheint es schwierig, eine
geeignete Zeit 7" > 0 zu bestimmen, zu der der Prozef} stoppen mége.

Abbildung 3.12: Wiederherstellung eines stark verrauschten Bildes mit der anisotro-
pen Diffusionsgleichung fiir a(s) = (14 s/40*)~! und ¢ = 0, 5, 10, 15,
20 und 25 Hundertstel Sekunden

Bei dem Versuch, die anisotrope Diffusionsgleichung zu klassifizieren, stellen wir fest,
daf§ es sich um einen gemischten Typ handelt. Fiir kleine Gradienten (|Vu|* < s¢)
liegt eine parabolische Gleichung vor, fiir grofie Gradienten (|Vu|? > sq) erhilt man
eine hyperbolische Gleichung. Betrachten wir lediglich die Diffusion in einer Dimensi-
on oder in Richtung des Gradienten (fiir a(s) = 0 in Gleichung (3.12)), so handelt es
sich um eine Vorwérts-Riickwérts-Diffusionsgleichung.

Die Perona-Malik Gleichung ist seit ihrer Einfiihrung viel diskutiert worden, da sie
auf der einen Seite numerisch gute Ergebnisse liefert, auf der anderen Seite jedoch zu
den mathematisch nicht korrekten Problemstellungen gehort, da sie sich in Richtung
des Vektors n wie die inverse Wirmeleitungsgleichung (3.5) verhilt. Die Vorwérts-
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Riickwérts-Diffusionsgleichung mit unendlich vielen Lésungen von Hoéllig [H683] ist
zwar von anderer Gestalt als die Perona-Malik Gleichung, allerdings 148t sie erahnen,
welche Phénomene bei der Riickwértsdiffusion auftreten konnen. Desweiteren kann die
anisotrope Diffusionsgleichung zu glatten Anfangsdaten in beliebig kurzer Zeit Singu-
laritdten erzeugen, oder die spezielle Wahl des Diffusionskoeffizienten a(s) fiihrt bei
dhnlichen Anfangsdaten zu unterschiedlichen Ergebnissen [Dia90], d.h. die Lésung (so-
fern sie existiert) héngt nicht stetig von ihrem Anfangsdatum ab. Dies kann man sich
anhand zweier Anfangsbilder ug und vy erkldaren, die sich dadurch unterscheiden, daf
ug entlang einer Kurve I' Gradienten besitzt, fiir die |Vug(z)|? = sp —e mit z € T gilt,
wohingegen fiir die Gradienten von vy entlang dieser Kurve |Vuy(z)|? = so+¢ gelte. In
beiden Féllen nehme die Norm der Gradienten ein lokales Maximum auf I" an, und sq
sei der Schwellenwert, fiir den der Diffusionskoeffizient b(s) in Richtung der stirksten
Helligkeitsverinderung das Vorzeichen wechselt. Dann wird die Kurve I' im ersten Fall
durch positive Diffusion in eine Region mit nahezu #hnlichen Grauwerten iiberfiihrt.
Dagegen wird im zweiten Fall durch Riickwartsdiffusion die Kurve I' als Kante aufge-
faBlt und bleibt bestehen. Daher sind dhnliche Anfangsbilder, deren Gradienten lokale
Maxima mit Werten nahe bei sy annehmen, gute Kandidaten fiir Gegenbeispiele obiger
Art. In Abschnitt 3.6.3 wird diese These numerisch belegt, indem die anisotrope Diffu-
sionsgleichung mit dhnlichen Diffusionskoeffizienten auf ein und dasselbe Anfangsbild
angewendet werden. Dabei entsteht einerseits eine nichttriviale Losung, bei der sich
Kanten bilden, wohingegen sich im anderen Fall die Nullosung einstellt.

Ein weiterer Nachteil der Gleichung ist die mégliche Rauschverstiarkung. Auch bei klei-
nen Storsignalen treten grofie Oszillationen und damit grofle Gradienten auf, die durch
die Riickwartsdiffusion verstiarkt werden, was zu einer unerwiinschten Kantenbildung
fithrt. Kichenassamy [Kic97] konnte zeigen, daff unter gewissen Voraussetzungen keine
schwache Losung existiert, sofern das Anfangsdatum nicht unendlich oft differenzierbar
ist. In seiner Arbeit erklért er die Nichtexistenz von schwachen Lésungen in Féllen,
in denen numerische Verfahren zu Lésungen fiihren. Kichenassamy fiihrt dann im Fal-
le einer Raumdimension einen verallgemeinerten Losungsbegriff fiir die Perona-Malik
Gleichung ein. Dieser erzeugt stiickweise lineare Losungen mit Sprungstellen, die den
numerischen Lésungen dhneln.

Eine weitere Schwierigkeit der anisotropen Diffusionsgleichung ist das Auffinden ei-
nes geeigneten Zeitwertes 7' > 0, zu dem der Prozel gestoppt wird. Die numerischen
Beispiele belegen die These, daf§ die Perona-Malik Gleichung fiir kurze Zeitwerte zu
einer Kantenverschirfung beitrdgt und fiir grole Werte von ¢ in eine Bildsegmentie-
rung iibergeht. Dies hingt mit der im Abschnitt 3.6.3 untersuchten Stufenbildung
zusammen, die sich fiir wachsende Zeitwerte mehr und mehr ausprigt, so dafl letzten
Endes lediglich Regionen konstanter Helligkeitswerte und deren umrandende Kanten
zuriickbleiben. Um diesem Effekt entgegenzuwirken, fiihrte Nordstrom [Nor90] eine
nichthomogene rechte Seite ein. Die anisotrope Gleichung schreibt sich dann folgen-
dermaflen:

81



3 Bildbearbeitung mit partiellen Differentialgleichungen

%u — div (a(|Vul|*)Vu) = u — uq .

Um die unerwiinschten Merkmale der Perona-Malik Gleichung zu beseitigen und um
den Diffusionsprozef zu stabilisieren, sind verschiedene Regularisierungsmethoden ent-
standen. Catté, Lions, Morel und Coll [CLMC92] ersetzten den Gradienten innerhalb
des Diffusionskoeffizienten a(s) durch seine geglittete Version u, = G, * u, die durch
Faltung von v mit dem Gauflkern mit Standardabweichung ¢ und Erwartungswert 0
entsteht. Die zugehorige Diffusionsgleichung besitzt dann folgende Gestalt:

%u = div (a(|Vua|)Vu) mit u, = G, * u. (3.13)

In [CLMC92] wurden Existenz, Eindeutigkeit und Glattheit der Losung von (3.13)
gezeigt, so dafl die obige Regularisierung ausreicht, um die Perona-Malik Gleichung
in ein korrekt gestelltes Problem zu iiberfiihren. Die Resultate sind im folgenden Satz
zusammengefafit.

Satz 3.1 ([CLMC92])

Esseiug € L*(Q) und a : RZ% — R2? eine Funktion mit a(0) = 0 und lim,_,, a(s) = 0.
Desweiteren sei die Abbildung s — a(y/s) glatt. Dann existiert eine eindeutige Lisung
u(z,t) mit u € C([0,T]; L*(Q)) N L*(0,T; H'(Q)), die im distributionellen Sinne die
Gleichung (3.13) mit 5% = 0 auf 90x]0, T[ und u(0) = ug 1dst.

Ferner gilt fiir die Losung |u|reo,m);r2(0)) < |2 und u € C*°(]0,T[xQ).

In einer weiteren Arbeit fiithrten Alvarez, Lions und Morel [ALM92] einen Diffusions-
prozefl ein, der eine Mischung aus der Gleichung fiir den mittleren Kriimmungsfluf§
(3.6) und der regularisierten Variante der Perona-Malik Gleichung (3.13) darstellt.
Die zugehérige Gleichung last sich wie folgt beschreiben:

%u _ a(|Vua|)<(1—h(|Vu|))Au+h(|Vu|) V| div (%)) o (3.14)

h(s) ist dabei eine monoton wachsende, stetige Abbildung mit h(s) = 0 fiir s € [0, €]
und h(s) = 1 fiir s > 2e, der die Diffusionsrichtung steuert. Fiir |Vu| < e verhilt
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sich die Gleichung wie die Wirmeleitungsgleichung mit dem Diffusionskoeffizienten
a(|Vu,|) fiir alle Richtungen. Fiir |[Vu| > 2e wird die Diffusion in Richtung der Kan-
te gestoppt, wihrend sie in Richtung der Isophoten bestehen bleibt. Fiir wachsende
Werte der Norm des Gradienten zwischen e und 2e wird die Diffusion in Richtung
der Kanten langsam reduziert. e ist hierbei kein weiterer Parameter, sondern wird
in Abhéngigkeit des Diffusionskoeffizienten a(s) auf den Schwellenwert gesetzt, bis
zu dem Vorwirtsdiffusion in alle Richtungen vollzogen wird. Durch Umformung kann
man Gleichung (3.14) in die Gestalt

% u = a(| V) {uge + (1 = h(|Vu]))up}

iiberfithren. In [ALM92| wird fiir Lipschitzstetige Anfangsdaten die Existenz und die
Eindeutigkeit einer Viskositétslosung gezeigt. Dabei wird die partielle Ableitung g,
durch einen approximierenden Operator ersetzt.

3.6.1 Maximum-Prinzip fiir die Perona-Malik Gleichung

Neben den angesprochenen Nachteilen der Perona-Malik Gleichung existieren auch
einige theoretische Resultate, die auf eine gewisse Gutartigkeit der Gleichung schlieflen
lassen. Unter der Voraussetzung, daf fiir endliche Zeit schwache Lésungen existieren,
bilden diese keine Extrema, die in der Maximumsnorm grofler als die Extremwerte des
Anfangsbildes sind, was uns der folgende Satz verdeutlicht.

Satz 3.2 (Minimum/Maximum-Prinzip [KK98a, KK98b])

Es sei Q C R", v die duflere Normale an 002 und v € C%! eine schwache Lisung der
anisotropen Diffusionsgleichung (3.10) mit a(|Vu|?) % = 0 auf Q2 x (0,T). Dann gilt
max |u(zx,t)| = max |ug(x)|.

Den Beweis dieses Satzes findet man sowohl in den Arbeiten von Kawohl und Kutev
[KK98a, KK98b], als auch bei Weickert, [Wei98].
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3.6.2 \Variationelle Formulierung der Perona-Malik Gleichung

In diesem Abschnitt leiten wir die Perona-Malik Gleichung iiber die Minimierung der
totalen Variation eines Energiefunktionals her. Dazu setzen wir A(t) = fot a(s)ds mit
a(s) aus (3.10) und definieren das Energiefunktional E durch

1

Bu) = 5/QA(|vu|2)dgc.

Fiir eine Losung u(z,t) der Perona-Malik Gleichung (3.10) gilt dann

2E(u) = / a(|Vul?)Vu - Vu, do = —/dz’v (a(|Vul)Vu) u; do = —/ u? dz < 0
ot Q Q 0

womit das Energiefunktional E ein Ljapunovfunktional zur Perona-Malik Gleichung
darstellt. Addieren wir den L?-Abstand des Minimierers vom Anfangsbild zur Energie
hinzu, so erhalten wir die folgende variationelle Formulierung

Bu) = /QA(|Vu|2)d:c + v/ﬂ(u o) da

die von Nordstrém [Nor90] eingefiihrt wurde und Ahnlichkeiten zum Mumford-Shah
Funktional vorweist. Der zusétzliche Term zwingt u nah am Anfangsbild zu bleiben,
und die zu diesem Ljapunovfunktional assoziierte Evolutionsgleichung

%u — div (a(|Vu|2)Vu> = (u — ug) (3.15)

hat den Vorteil, eine nichttriviale stationidre Losung zu besitzen. Dadurch entfillt die
bei Perona und Malik beschriebene Problematik, einen Zeitwert 7" > 0 zu bestimmen,
fiir den die anisotrope Diffusion aussetzt. Allerdings entsteht durch die inhomogene
rechte Seite ein neuer Parameter ~y, der ebenfalls zu bestimmen ist.
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3.6.3 Stufenbildung - staircasing effect

Ein bereits angesprochener Effekt, der bei vielen Bildbearbeitungsmethoden auftritt,
ist die Stufenbildung, die in der Literatur als staircasing effect bezeichnet wird. Diese
kann auf der einen Seite aus der Diskretisierung und der Feinheit des Gitters resul-
tieren, auf der anderen Seite entsteht sie auch héufig durch spezielle Eigenschaften
des Bildoperators. Numerische Approximationen interpolieren die exakten Ldsungen
oft mit stiickweise konstanten oder linearen Funktionen, die auf den Gitterpunkten
mit der Losung iibereinstimmen. So werden beispielsweise bei der Finiten Element
Methode (FEM) die Werte zwischen den Gitterpunkten durch Polynome ersten Gra-
des approximiert. Naherungen hoheren Grades benotigen zu viel Rechenzeit, und die
gewiinschte Genauigkeit kann durch eine Gitterverfeinerung in weniger Rechenschrit-
ten erzielt werden. Bei den Minimierungsmethoden der totalen Variation - wie beim
Mumford-Shah Funktional - erkennt man die Ursache der Stufenbildung unmittelbar
anhand des Regularisierungsterms [, [Vu|? dz, der fiir konstantes u minimal wird und
dadurch einheitliche Grauwerte auf zusammenhéngenden Regionen erzwingt. Aber
auch die Glattung in Regionen geringer Helligkeitsvariation, die viele PDE-basierte
Operatoren zur Unterdriickung nichtrelevanter Extrema nutzen, implizieren die trep-
penartige Gestalt der Losungen fiir fortschreitende Zeitwerte t. Bei der Perona-Malik
Gleichung kann man diese Eigenschaft durch die Wahl des Diffusionskoeffizienten a(s)
aus Gleichung (3.10) bestimmen und beeinflussen. Betrachten wir die Diffusion der
anisotropen Perona-Malik Gleichung in Richtung 7 des steilsten Abstiegs, die durch
den Diffusionskoeflizienten b(s) = a(s) + 2sa/(s) aus Gleichung (3.12) bestimmt wird.
Anhand des Vorzeichenwechsels dieser Abbildung erkennen wir, in welchen Gebieten
sich durch die Diffusion ein konstanter Mittelwert einstellt, bzw. in welchen Regionen
durch die Riickwirtsdiffusion eine Kantenerhaltung bzw. -verstirkung eintritt. Aus-
schlaggebend hierfiir ist der Schwellenwert sy, fiir den b(s) das Vorzeichen wechselt.
Um diese Beobachtungen anhand eines konkreten Beispiels zu analysieren, betrachten
wir im folgenden das analytische Anfangsbild ug(z,y) = sin(z) - sin(y) auf dem Qua-
drat ©Q = [0, 27] x [0, 27]. Diese Abbildung (siehe dazu das Ausgangsbild in Abbildung
3.14) besitzt auf Q zwei Minima und zwei Maxima mit den Funktionswerten —1 und
1. Der Betrag des Gradienten |Vu| = (u2 + uj)% kann dann durch /2 abgeschitzt
werden, d.h. |[Vu| € [0,/2] bzw. s = |Vu|? € [0,2]. Dabei bleiben die Funktionswerte
aufgrund des Maximum-Prinzips ([KK98a| bzw. Satz 3.2) nicht nur fiir das Anfangs-
bild uy im Intervall [—1,1], sondern auch fiir ¢ > 0. Weiterhin setzen wir

1 1—-3)\° 1
———— . woraus b(s)= y mit sg = —= 3.16
(14 A2s)2

als) = 1+ A2s)8 302
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folgt. Was passiert nun fiir verschiedene Werte von sy?7 Dabei unterscheiden wir zwei
Fille. Zu Anfang wihlen wir A derart, daB8 s, ¢ [0,2] gilt. Dann sind beide Dif-
fusionskoeffizienten a(s) und b(s) positiv, so dafi sich die Gleichung in etwa wie die
Wirmeleitungsgleichung verhilt, lediglich mit dem Unterschied, daf} die Ausbreitungs-
geschwindigkeit in Richtung der Kanten geringer ist als die entlang der Isophoten. Da-
bei erwarten wir einen 'Zusammenfall’ des Anfangsbildes zur Nullosung. Dieser Fall
tritt fiir solche A ein, fiir die A < %\/(_3 ~ 0.408 gilt. Fiir A = i sehen wir in Abbil-
dung 3.13 die Graphen der Diffusionskoeffizienten a(s) und b(s) und in Abbildung 3.14
den zugehorigen Evolutionsverlauf des Anfangsbildes. Hierbei beobachten wir, daf die
Losungen im Evolutionsverlauf glatter werden. Es werden keine Stufen bzw. Plateaus

gebildet, bevor sich fiir wachsende Zeitwerte die Nullosung einstellt.

0.8
0.6 1
0.4+

0.2

S

Abbildung 3.13: Positive Diffusionskoeffizienten a(s) (blau) und b(s) (rot) aus Glei-
chung (3.16) fiir A =0.25
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3 Bildbearbeitung mit partiellen Differentialgleichungen

Abbildung 3.14: Die Losung u(z,t) der Perona-Malik Gleichung fiir A = § und ¢ €
{0, 3, &, L} bei positiver Diffusion

Aber auch fiir Werte von )\, die etwas grofler als %\/6 sind, stellt sich die Nullésung
ein. Der Schwellenwert s liegt dann zwar im Intervall [0, 2], aber die Riickwértsdiffu-
sion tritt nur selten auf. Im Vergleich zum letzten Rechenbeispiel aus Abbildung 3.14
beobachtet man jedoch, daf} sich zunéchst eine Stufe bildet, diese allerdings fiir grofle
Zeitwerte doch noch in sich zusammensackt. Somit werden in einem kleinen Zeitfen-
ster Kanten erhalten bzw. gebildet, die jedoch nicht grof genug sind, um iiber gréfiere
Zeitskalen zu bestehen. Abbildung 3.15, bei der innerhalb des Diffusionskoeffizienten
A = 0.45 gesetzt wurde, veranschaulicht diese Beobachtung.
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3 Bildbearbeitung mit partiellen Differentialgleichungen
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Abbildung 3.15: Die Losung u(z, t) der anisotropen Diffusionsgleichung fiir A =

0.45 und t € {0, = 55 L, g, }g, 2}. Sie bildet Stufen, bevor sich die

Nullésung einstellt.
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Je kleiner wir nun sy wéhlen, desto eher erzwingen wir Riickwértsdiffusion und Pla-
teaubildung, d.h. die Anzahl der Stufen steigt fiir kleiner werdende Werte von sg.
Setzen wir A = % wie in Abbildung 3.16, so setzt die Kantenbildung fiir Gradien-
ten |[Vu? = s > sy = % ein, und es entstehen zwei Plateaus pro Extremum. Fiir
A= % wie in Abbildung 3.18 tritt die Riickwértsdiffusion bereits fiir Gradienten
|[Vul> = s > sy ~ 7 ein. Dabei entstehen sechs Plateaus pro Extremwertbereich.
Die zugehorigen Diffusionskoeffizienten in Abhingigkeit zur jeweiligen Wahl von A

sind in Abbildung 3.17 gegeben.
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Abbildung 3.16: Die Losung u(z,t) der Perona-Malik Gleichung fiir A = ;% und ¢ =

2i (i =0...5). Es entstehen zwei Plateaus pro Extremwertbereich.
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1
0.8
0.6

0.4
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0.2

Abbildung 3.17: Die Diffusionskoeffizienten a(s) und b(s) fiir A = 0.7 (oben) und \ =
1.5 (unten). Die Nullstelle von b(s) liegt dann bei sy = 392 ~ 0.6802

147
im oberen bzw. sy = % ~ (0.1481 im unteren Fall.

In Abbildung 3.17 sehen wir die Graphen der Diffusionskoeffizienten a(s) (blau) und
b(s) (rot) in den Féllen A = 0.7 und A = 1.5. Im oberen Graphen, zu dessen Dif-
fusionskoeffizienten die in Abbildung 3.16 angegebenen Evolutionsschritte entstehen,
beobachten wir, da} die Riickwértsdiffusion spéiter als im unteren Fall eintritt. Au-
Berdem ist die Vorwértsdiffusion stirker als im Fall A = 1.5. Dadurch erklért sich
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3 Bildbearbeitung mit partiellen Differentialgleichungen

die niedrigere Anzahl und die gréflere Ausprégung der Plateaus in Abbildung 3.16 im
Vergleich zu denen der folgenden Abbildung 3.18. Hier entstehen mehrere Stufen, die
eine feinere Struktur hervorbringen.

Abbildung 3.18: Feinere Plateaubildung bei der Losung u(x,t) der anisotropen Diffu-
sionsgleichung fir A\=2 und ¢t =3 i (i =0...5)
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3 Bildbearbeitung mit partiellen Differentialgleichungen

Bei dem Versuch, die verschiedenen Filter miteinander zu vergleichen, fillt auf, daf
jeder Filter spezielle Varianten von Stoérungen in den Ausgangsbildern behebt. Ein
Filter, der alle Arten von Storungen beseitigt, existiert nicht. Daher hangt die Wahl
der zu bevorzugenden Methode sehr stark vom Bildstérungstyp ab. So ist dem Shock-
Filter bei leicht verschwommenen Bildern der Vorzug zu geben. Ist das Anfangsbild
durch zusétzliche Storungen wie beispielsweise Gaufirauschen belegt, so ist der Diffu-
sionsfilter von Perona und Malik zu favorisieren, da diese Methode auch Glattungsei-
genschaften besitzt, wohingegen der Shock-Filter diese Storungsart verstirkt und das
Bild unkenntlich macht. Neben dem Stérungs- mufl auch der Bildtyp bei der Wahl
eines Filters berticksichtigt werden. In Bildern, in denen zum Beispiel lediglich die
Helligkeitswerte Schwarz und Weif8 enthalten sind (wie bei der Texterkennung oder
den Mengenbildern in den Abbildungen 3.8 und 3.11), mufi daher auf die spezielle
Gestalt der Gradienten eingegangen werden, deren Betrag in solchen Féllen sehr grofl
ist oder aber zu Null wird. Letztlich besteht auch nach der Wahl des geeigneten Filters
die Problematik, die richtigen Parameterwerte fiir die entsprechende Methode zu fin-
den. Speziell bei der Perona-Malik Gleichung bietet der Diffusionskoeffizient a(s) sehr
viel Spielraum, um von Fall zu Fall auf unterschiedliche Stérungen einzugehen. Ein
Nachteil der Gleichung besteht darin, daB sie nicht kontrastinvariant ist. Andert man
den Konstrast eines Bildes, so verdndert sich ebenso der Schwellenwert sy, ab dem die
Riickwértsdiffusion in Richtung der Kanten eintritt. Man kann dem entgegenwirken,
indem man die Konstrasteigenschaften bei der Wahl der Parameter beriicksichtigt. Um
ein bestmogliches Ergebnis zu erzielen, ist grundsétzlich die Optimierungsmethode auf
den Zustand des Ausgangsbildes abzustimmen.
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4 VVon Mumford-Shah zu
Perona-Malik

In diesem Kapitel greifen wir die Approximation des Mumford-Shah Funktionals von
Ambrosio und Tortorelli [AT92] (Kapitel 1, Gleichung (1.4)) auf und leiten einen
Ubergang zur Perona-Malik Gleichung her, indem wir nach einer Idee von Chan und
Vese [VC97] in einem gekoppelten System zweier partieller Differentialgleichungen
einen Term wegfallen lassen und anschliefend wie bei [Kaw| die Gestalt einer speziel-
len Perona-Malik Gleichung daraus ableiten. Betrachten wir zunéichst den Minimierer
(te, ve) des Funktionals (1.4)

1
F.(u,v) := a/ lu — ug|® da +5/ v?|Vul? dx +/ <5|Vv|2 +—(v—1)? ) dx
Q Q Q de
und berechnen getrennt fiir u, und v, die erste Variation. Wir erhalten dann

o (us — up) — B div (v2 Vu:) =0 (4.1)

als Eulergleichung fiir u. und

1
Bue|Vu|* — eAv, + e (ve.—1)=0 (4.2)

als Eulergleichung fiir v.. Die Funktion v. wurde eingefiihrt, um die Kantenmenge von
ue zu beschreiben. Beim Grenziibergang von ¢ — 0 folgt bzgl. starker Konvergenz in
L'(9) : u, — uund v, — 1. Um eine dieser beiden Gleichungen zu eliminieren, wurde
von Chan und Vese [VC97| der Term ¢Awv, weggelassen, da er im Vergleich zu den
anderen beiden Termen aus (4.2) vernachléssigbar klein wird. Mit diesem Ansatz 148t
sich (4.2) folgendermaflen nach v, auflésen:

1

Ve = 5 75 -
T 1448V, ?

(4.3)
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4 Von Mumford-Shah zu Perona-Malik

Setzt man diese Gleichung wiederum in (4.1) ein, ergibt sich

) ! = a(u—u
div ((1 n 458\Vu|2)2vu) = o 0) - (4.4)
4.1 Das zugehorige Energiefunktional

Die auf diese Weise entstandene Gleichung ist dann ebenfalls Eulergleichung des Ener-
giefunktionals J,(u) mit

Je(u) = / B (u—ug)” + [Vl dz
e T L+ 4eBVu)
wie wir der folgenden Rechnung entnehmen konnen.
|Vu+6V|?

Je(u+dp) = /B(u+(5g0—uo)2+ dx und
Q

(14 4eB|Vu+6Vp|?)

2Vu (1 + 4¢8|Vul?) — 8Be|Vul|*Vu
(1 + 4eB|Vul2)?

d
—Je(u+09)|s=0 = /25(u—uo)g0+ Vo dx
Q

de

2Vu
(1+ 4¢8|Vul?)

= 2/9{5(u—uo) — div ((1+4<€V;Vu\2)2> } o do .

= /25(u—u0)g0+ 5 -V dx
Q

Analog zu Abschnitt 3.6.2 sieht man leicht, da} J. ein Ljapunovfunktional fiir die
Evolutionsgleichung

Uy — div ( 1
' (1 + 48| Vul2)?

Vu) = —a(u—u) (4.5)
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4 Von Mumford-Shah zu Perona-Malik

ist. Gleichung (4.5) weist jedoch (siehe auch [Kaw]) vom Typ her Ahnlichkeit mit der
von Perona und Malik untersuchten Gleichungen der Form

1
up — div <—2Vu) =0
(14 |Vul?)

bzw.

u, — div (a(|Vul|*)Vu) = 0 mit a(s) = 1157

auf. Die nichthomogene rechte Seite kann dabei - dhnlich wie die von Nordstréom
[Nor90] eingefiihrte rechte Seite bei der Modifikation der Perona-Malik Gleichung - als
Zusatzterm betrachtet werden, der die Problematik 16st, eine geeignete Zeit 1" > 0 zu
finden, zu der die Diffusionsgleichung stoppt. Andererseits kénnen wir den Parameter
« aus (4.5) als Lagrange-Multiplikator der Minimierungsaufgabe

. \VU\Z
J, = d
min J(u) /9(1+4€ﬁ|W\2) !

mit der Nebenbedingung

/ (1 — ug)? dz < 6 (4.6)

auffassen. Dieses Problem konnen wir nun mit der Methode des steilsten Abstiegs
l16sen und erhalten mit dem Anfangsdatum wu, die Evolutionsgleichung

. 1 B
uy — div <(1 n 4ﬁ€|Vu|2)2vu) =0. (4.7)

Diese Gleichung kann so lange angewendet werden, wie die Nebenbedingung giiltig ist.
Die Tatsache, daf} sich die Losung nicht unmittelbar aus einer solchen §-Umgebung
herausbewegt, wie sie durch obige Nebenbedingung beschrieben wird, entnehmen wir
den folgenden Stabilitdtsaussagen.
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4 Von Mumford-Shah zu Perona-Malik

4.2 Stabilitdtsaussagen

Satz 4.1 ([Kaw])

Sei u eine Lésung von (4.7) mit u(-,0) = uy und ug € W'%(Q). Ferner gelte

a(|Vul?) % =0 auf 00 x{t>0} und a(s)=

1
(14 4Bes2)”

Dann entfernt sich die Losung hochstens linear in t vom Anfangsbild u.

BEWEIS:

d
%/Q|u—uo|2 dx

= 2/(u—u0) u dx
Q

(47 2 /(u—uo) div( Vu 2) dx
0 (14 4eB|Vul?)

Vu
= -2 QV(u—uo) ((1+46ﬂ|Vu|2)2> dx

(1+4eB|Vul2)® (1 +4eB|Vul?)®

/ Vu Vug |Vu|?
Q

2ab§22+b2 / \Vul|? + Vg2 — 2 |Vul?
- Q (1 + 48| Vul?)?

_ / ‘VU0|2 _ |VU|2
o (144¢B|Vul2)® (14 4eB|Vuf?)?

2
< / Vol 5 dT
® (1+4:8/vul? )
N——

>0

< / (Vuo|? dz .
Q
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4 Von Mumford-Shah zu Perona-Malik

Somit haben wir eine Ungleichung vom Typ b'(t) < ¢ bewiesen, woraus wir durch
Integration b(t) < c¢-t folgern kénnen. Die Integrationskonstante verschwindet hierbei
aufgrund der Anfangsbedingung 5(0) = 0. Damit ist gezeigt, daf sich die Losung u
lediglich linear vom Anfangsbild u, fortbewegt. 0

Da die Perona-Malik Gleichung fiir kleine Zeitwerte ¢ eine gute Kantenrestaurierung
liefert, sich dagegen fiir grofie Zeitwerte eher wie eine Segmentierung verhilt, rechtfer-
tigt die Aussage des letzten Satzes die Anwendung der anisotropen Diffusionsgleichung
fiir kurze Zeiten, ohne dabei die Nebenbedingung (4.6) zu verletzen.

Falls wir im Beweis des letzten Satzes die Diffusionsgleichung in der urspriinglichen
Form (4.5) mit einer nichthomogenen rechten Seite belassen, bleiben die Ldsungen
sogar fiir alle Zeiten in einer hinreichend grofien L?— Umgebung des Anfangsbildes.
Dazu betrachte man folgende Rechnung:

%/|u—u0|2dx = 2/(u—u0) ug dx
Q Q

L /Q(u ~ o) (dw ((1 n 4;Tw2)2) —a(u— u0)> da

\%
_ Vu Vug _ Vul? B .
- /Q (1+46,3|Vu|2)2 (1 +45ﬁ|vu|2)2 a(u UO) dx

< / Vul® + |Vue|* = 2 [Vul*
~ Joo (144e8/Vup)?

| Vuo|? Vul® 2
= 5 — 5 —o(u—ug)” dx
o (1+4e8|Vul?) (14 4eB|Vul|?)

2
< / [Vl 5 —a(u—u0)2 dx
Q (1 +45ﬁ|Vu|2>
——

>0

o (u—uy)® dz

< / Va2 —a(u—u0)2 dz .
Q
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4 Von Mumford-Shah zu Perona-Malik

Setzen wir b(t) := [, [u—uo|® dz, so erhalten wir die Differentialungleichung ¥’ (t) < c¢—
ab(t). Da b(0) = 0 gilt, existiert aufgrund der Stetigkeit fiir [, [Vuo|*dz =: ¢ > 0 eine
Zeit T > 0 mit ¢ — ab(t) > 0 auf [0, 7']. Somit kénnen wir obige Differentialgleichung
integrieren und mittels Trennung der Variablen l6sen.

—In(c—abt)) <at+c = ﬁlb(t) < exp(at) exp(cz)
= b)) < é (c —exp(—at) eXp(—02)>

MO=0 p(t) < 2(1 - eXp(—at)) :

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen:

Satz 4.2
Sei u eine Lésung von (4.5) mit Anfangsdatum uy € WH2(Q) und

1

ou .
a(|Vul?) Ei 0 auf O x{t>0} mit a(s)= W .

Dann gilt

|u — uo|r2(() < mit o aus (4.5) und ¢ := / (Vg |*dx
Q

C
(0%

fiir alle t > 0, d.h. die Lésung bleibt fiir alle t > 0 in der L?— Kugel um ug mit dem
Radius €.
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4 Von Mumford-Shah zu Perona-Malik

In Abbildung 4.1 sehen wir die Auswirkungen der anisotropen Diffusionsgleichung auf
ein verrauschtes Bild. Dabei wurde der Diffusionskoeffizient a(s) so gewihlt, daf§ er
mit dem aus dem Mumford-Shah Funktional hergeleiteten Diffusionskoeffizienten aus
Gleichung (4.7) iibereinstimmt. Es gilt dann

B : 1
mmlta:ﬁundﬁ:2.

a(s) =

Wir sehen in Abbildung 4.1 neben dem verrauschten Anfangsbild (oben links) die
numerischen Berechnungen zu verschiedenen Zeitpunkten. Mit Ausnahme des letzten
Bildes, dessen Zeitabstand 0,8 Sekunden zum vorigen betrigt, ist fiir den Abstand
der iibrigen Bilder zueinander eine Zwanzigstel Sekunde gewahlt. Dadurch soll gezeigt
werden, dafl die Diffusionsgleichung fiir grofle Zeitwerte Segmentierungseigenschaften
besitzt, wohingegen sie fiir kleine Zeitwerte Bilder entrauscht.

Abbildung 4.1: Wiederherstellung eines verrauschten Bildes mit der anisotropen Dif-
fusionsgleichung fiir a(s) =4 - (1 + s/250%)72 und ¢ = 0, 5, 10, 15, 20,
100 Hundertstel Sekunden

99



Literaturverzeichnis

[AGLM93]

[AK02]

[ALb0O]

[ALMO92]

[AM97]

[Amb89al

[Amb89b]

[Amb90]

[AT0]

Luis Alvarez, Frédéric Guichard, Pierre-Louis Lions, and Jean-Michel
Morel. Axioms and fundamental equations of image processing. Arch.
Rational Mech. Anal., 123(3):199-257, 1993.

Gilles Aubert and Pierre Kornprobst. Mathematical problems in image
processing. Partial differential equations and the calculus of variations.
Foreword by Olivier Faugeras. Applied Mathematical Sciences. 147. New
York, NY: Springer, 2002.

Giovanni Alberti. Variational models for phase transitions, an approach
via I-convergence. In Buttazzo, G. (ed.) et al., Calculus of variations and
partial differential equations. Topics on geometrical evolution problems
and degree theory. Based on a summer school, Pisa, Italy, September
1996. Berlin: Springer, 95-114, . 2000.

Luis Alvarez, Pierre-Louis Lions, and Jean-Michel Morel. Image selective
smoothing and edge detection by nonlinear diffusion. II. STAM J. Numer.
Anal., 29(3):845-866, 1992.

Giovanni Alberti and Carlo Mantegazza. A note on the theory of SBV
functions. Boll. Unione Mat. Ital., VII. Ser., B, 11(2):375-382, 1997.

L. Ambrosio. A compactness theorem for a new class of functions of
bounded variation. Boll. Unione Mat. Ital., VII. Ser., B, 3(4):857-881,
1989.

Luigi Ambrosio. Variational problems in SBV and image segmentation.
Acta Appl. Math., 17(1):1-40, 1989.

L. Ambrosio. Existence theory for a new class of variational problems.
Arch. Ration. Mech. Anal., 111(4):291-322, 1990.

Luigi Ambrosio and Vincenzo Maria Tortorelli. Approximation of func-
tionals depending on jumps by elliptic functionals via I'-convergence.
Commun. Pure Appl. Math., 43(8):999-1036, 1990.

100



Literaturverzeichnis

[AT92]

[BCM+00]

[BDO1]

[Bon96]

[Bra9g]

[Bra02]

[BZ87)

[Can86]

[Cao03]

[CCMOY6]

Luigi Ambrosio and V.M. Tortorelli. On the approximation of free dis-
continuity problems. Boll. Unione Mat. Ital., VII. Ser., B, 6(1):105-123,
1992.

P. Blomgren, T.F. Chan, P. Mulet, L. Vese, and W.L. Wan. Variational
PDE models and methods for image processing. In Griffiths, D. F. (ed.)
et al., Numerical analysis 1999. Proceedings of the 18th Dundee biennial
conference, Univ. of Dundee, GB, June 29th - July 2nd, 1999. Boca Ra-
ton, FL: Chapman & Hall/ CRC. Chapman Hall/CRC Res. Notes Math.
420, 43-67. 2000.

Alexis Bonnet and Guy David. Cracktip is a global Mumford-Shah mini-
miazer. Astérisque. 274. Paris: Société Mathématique de France, 259 p.,
2001.

Alexis Bonnet. On the regularity of the edge set of Mumford-Shah mi-
nimizers. In Serapioni, Raul (ed.) et al., Variational methods for dis-
continuous structures. Applications to image segmentation, continuum
mechanics, homogenization. Proceedings of the international conference,
Como, Italy, September 8—10, 1994. Basel: Birkhduser. Prog. Nonlinear
Differ. Equ. Appl. 25, 93-103. 1996.

Andrea Braides. Approrimation of free-discontinuity problems. Lecture
Notes in Mathematics. 1694. Berlin: Springer. 149 p., 1998.

Andrea Braides. I'-convergence for beginners, volume 22 of Ozxford Lec-
ture Series in Mathematics and its Applications. Oxford University Press,
Oxford, 2002.

Andrew Blake and Andrew Zisserman. Visual reconstruction. MIT Press
Series in Artificial Intelligence. MIT Press, Cambridge, MA, 1987.

John Canny. A Computational Approach to Edge Detection. IEEE
Transactions on pattern analysis and machine intelligence, 8:679-698,
1986.

Frédéric Cao. Geometric curve evolution and image processing. Lecture
Notes in Mathematics. 1805. Berlin: Springer. 187 p., 2003.

V. Caselles, B. Coll, and J.-M. Morel. Partial differential equations and
image smoothing. In Séminaire sur les Equations aux Dérivées Partielles,
1995-1996, Sémin. Equ. Dériv. Partielles, pages Exp. No. XXI, 32pp.
Ecole Polytech., Palaiseau, 1996.

101



Literaturverzeichnis

[CLMC92]

[CMRVC97]

[CV02]

[DGO1]

[DGAS9]

[DGCLS9)

[dGF75]

[Diag0]

[DM93]

[EG92]

[ES91]

[ES92a)

Francine Catté, Pierre-Louis Lions, Jean-Michel Morel, and Tomeu Coll.
Image selective smoothing and edge detection by nonlinear diffusion.
SIAM J. Numer. Anal., 29(1):182-193, 1992.

M. Chipot, R. March, M. Rosati, and G. Vergara Caffarelli. Analysis of a
nonconvex problem related to signal selective smoothing. Math. Models
Methods Appl. Sci., 7(3):313-328, 1997.

T.F. Chan and L.A. Vese. Active contour and segmentation models
using geometric PDE’s for medical imaging. In Malladi, Ravikanth (ed.),
Geometric methods in bio-medical image processing. Berlin: Springer.
Mathematics and Visualization, 63-75. 2002.

E. De Giorgi. Free discontinuity problems in calculus of variations. In
Frontiers in pure and applied mathematics, Coll. Pap. Ded. J.-L. Lions
Occas. 60th Birthday, North-Holland, Amsterdam, 55-62. 1991.

E. De Giorgi and L. Ambrosio. New functionals in calculus of variations.
In Nonsmooth optimization and related topics, Proc. 4th Course Int. Sch.
Math., Erice/Italy 1988, Ettore Majorana Int. Sci. Ser., Phys. Sci. 43,
49-59. 1989.

E. De Giorgi, M. Carriero, and A. Leaci. Existence theorem for a mi-
nimum problem with free discontinuity set. Arch. Ration. Mech. Anal.,

108(3):195-218, 1989.

Ennio de Giorgi and Tullio Franzoni. Su un tipo di convergenza variazio-
nale. Atti Accad. Naz. Lincei, VIII. Ser., Rend., Cl. Sci. Fis. Mat. Nat.,
58:842-850, 1975.

J.I. Diaz. A nonlinear parabolic equation arising in image processing.
Ezxtracta Matematicae, Universidad de Extremadura, 1990.

Gianni Dal Maso. An introduction to I'-convergence. Progress in Non-
linear Differential Equations and their Applications. Basel: Birkh&user.,
1993.

Lawrence C. Evans and Ronald F. Gariepy. Measure theory and fine

properties of functions. Studies in Advanced Mathematics. Boca Raton:
CRC Press. viii, 268 p. , 1992.

L.C. Evans and J. Spruck. Motion of level sets by mean curvature. I. J.
Differ. Geom., 33(3):635—681, 1991.

L.C. Evans and J. Spruck. Motion of level sets by mean curvature. II.
Trans. Am. Math. Soc., 330(1):321-332, 1992.

102



Literaturverzeichnis

[ES92b]

[ES95]

[Eva98]

[GMY7]

[Gob9g]

[HN83]

[Ho83]

[Jos98]

[Kaw]

[Kaw97]

[Kic97]

[KK95]

L.C. Evans and J. Spruck. Motion of level sets by mean curvature. III.
J. Geom. Anal., 2(2):121-150, 1992.

Lawrence C. Evans and Joel Spruck. Motion of level sets by mean cur-
vature. IV. J. Geom. Anal., 5(1):79-116, 1995.

Lawrence C. Evans. Partial differential equations. Graduate Studies
in Mathematics. 19. Providence, RI: American Mathematical Society
(AMS), 662 p., 1998.

Frédéric Guichard and Jean-Michel Morel. Partial differential equations
and image iterative filtering. In The state of the art in numerical analysis
(York, 1996), volume 63 of Inst. Math. Appl. Conf. Ser. New Ser., pages
525-562. Oxford Univ. Press, New York, 1997.

Massimo Gobbino. Gradient flow for the one-dimensional Mumford-Shah
functional. Ann. Sc. Norm. Super. Pisa, Cl. Sci., IV. Ser., 27(1):145—
193, 1998.

Klaus Héllig and John A. Nohel. A diffusion equation with a nonmo-
notone constitutive function. In Systems of nonlinear partial differential
equations, Proc. NATO Adv. Study Inst., Ozford/U.K. 1982, NATO ASI
Ser. Ser. C 111, 409-422. 1983.

Klaus Hollig. Existence of infinitely many solutions for a forward back-
ward heat equation. Trans. Am. Math. Soc., 278:299-316, 1983.

Jiirgen Jost. Partielle Differentialgleichungen. Elliptische (und paraboli-
sche) Gleichungen. Berlin: Springer. 289 S., 1998.

Bernhard Kawohl. From Mumford-Shah to Perona-Malik in image pro-
cessing. Mathematical Methods in the Applied Sciences, pages 15, er-
scheint demnéchst.

Bernd Kawohl. The opaque square and the opaque circle. In General
inequalities, 7 (Oberwolfach, 1995), volume 123 of Internat. Ser. Numer.
Math., pages 339-346. Birkhduser, Basel, 1997.

Satyanad Kichenassamy. The Perona-Malik paradox. SIAM J. Appl.
Math., 57(5):1328-1342, 1997.

Bernd Kawohl and Nickolai Kutev. Global behaviour of solutions to a
parabolic mean curvature equation. Differ. Integral Equ., 8(8):1923-1946,
1995.

103



Literaturverzeichnis

[KK98a]

[KK98b

[KK98c]

[KK99]

[MHS0]

[MM77]

[MS89]

[MS94]

[MT91]

[Nor90]

[OR90]

B. Kawohl and N. Kutev. Image processing and anisotropic diffusion.
In Amann, H. (ed.) et al., Progress in partial differential equations. Pa-
pers from the 3rd European conference on elliptic and parabolic problems,
Pont--Mousson, France, June 1997. Vol. 1. Harlow: Longman. Pitman
Res. Notes Math. Ser. 383, 191-199 . 1998.

Bernd Kawohl and Nikolai Kutev. Maximum and comparison principle
for one-dimensional anisotropic diffusion. Math. Ann., 311(1):107-123,
1998.

Bernd Kawohl and Nikolai Kutev. Strong maximum principle for semi-
continuous viscosity solutions of nonlinear partial differential equations.
Arch. Math., 70(6):470-478, 1998.

Bernd Kawohl and Nikolay Kutev. Viscosity solutions for degenerate and
nonmonotone elliptic equations. In Sequeira, Adélia (ed.) et al., Applied
nonlinear analysis. In honor of the 70th birthday of Professor Jindrich
Necas. New York, NY: Kluwer Academic/Plenum Publishers. 231-254.
1999.

D. Marr and E. Hildreth. Theory of edge detection. Proc. Roy. Soc.
Lond. B207, pages 187-217, 1980.

Luciano Modica and Stefano Mortola. Un esempio di I'-convergenza.
Boll. Un. Mat. Ital. B (5), 14(1):285-299, 1977.

David Mumford and Jayant Shah. Optimal approximations by piecewi-
se smooth functions and associated variational problems. Comm. Pure
Appl. Math., 42(5):577-685, 1989.

Jean-Michel Morel and Sergio Solimini. Variational methods in image
segmentation with 7 image processing erperiments. Basel, Birkh&user.
245 p., 1994.

Umberto Massari and Italo Tamanini. Regularity properties of optimal
segmentations. J. Reine Angew. Math., 420:61-84, 1991.

Niklas Nordstrom. Biased anisotropic diffusion - a unified regularization
and diffusion approach to edge detection. Computer Vision - ECCV’90,
First European Conference on Computer Vision, Antibes, France, April
23-27, 1990, Proceedings, pages 318-327, 1990.

Stanley Osher and Leonid I. Rudin. Feature-oriented image enhancement
using shock filters. SIAM J. Numer. Anal., 27(4):919-940, 1990.

104



Literaturverzeichnis

[PMOO]

[Res01]

[VC97]

[Wal93]

[Wei98|

[WII99]

[Wit83]

P. Perona and J. Malik. Scale space and edge detection using anisotropic
diffusion. 12(7):629-639, 1990.

Hans Giinther Reschke. Analysis und Numerik von singuldren Lésungen
der Minimalflachengleichung, Dissertation. Kdlner Universitdts-Publika-
tions-Server, hitp://kups.ub.uni-koeln.de/volltexte /2008/572, 2001.

Luminita Vese and Tony F. Chan. Reduced non-convex functional Appro-
ximations for Image Restoration and Segmentation, UCLA CAM Report
97-56, http://citeseer.nj.nec.com/224521.html, 1997.

Wolfgang Walter.  Gewdhnliche Differentialgleichungen.  Springer-
Lehrbuch. Springer-Verlag, Berlin, 5. Auflage, 1993. Eine Einfiihrung.

Joachim Weickert. Anisotropic diffusion in image processing. Stuttgart:
Teubner. 170 p. , 1998.

Joachim Weickert, Seiji Ishikawa, and Atsushi Imiya. Linear scale-space
has first been proposed in Japan. 10(3):237-252, 1999.

A. P. Witkin. Scale-space filtering. Proceedings of the 4th International
Joint Conference on Artificial Intelligence, 1019-1021, 1983.

105



Abbildungsverzeichnis

1.1
1.2
1.3
14

1.5
1.6
1.7

2.1
2.2

2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8

2.9
2.10

2.11
2.12

2.13

Formen von C! - Kurven des Minimierers . . . . ... ... ......
Eine Gabelung unter Einflufl des Mumford-Shah Funktionals . . . . . .
Eine Kreuzung unter Einflul des Mumford-Shah Funktionals . . . . . .
Links: die Cantormenge, auflerhalb derer die Cantor-Vitali Funktion
konstant ist

Rechts: Cantor-Vitali Funktion, auch unter dem Namen Devil’s Stair-
case bekannt

Abgebildet ist in beiden Féllen die fiinfte Iteration. . . . . . . .. . ..
Segmentierung mit 5000 Regionen und deren Kantenmenge K . . . . .
Segmentierung mit 500 Regionen und deren Kantenmenge K . . . . . .
Segmentierung mit 50 Regionen und deren Kantenmenge K . . . . . .

Das Anfangsbild mit einer Siule im Intervall [§,2] . . . . ... ... ..
Die Lésung u aus dem Raum der stetlgen Funktionen fiir ein Anfangs-
datum g mit einer Siule im Intervall [5,2] . . ... ... ... .....
Die Energie in Abhéngigkeit von a fiir das Anfangsdatum g mit einer
Saule im Intervall [§,2] . . ... ... Lo
Das Anfangsbild g und der Minimierer u mit Sprungstelle bei by =

Das Anfangsbild g mit zwei Siulen in den Intervallen [% 5 2] und 2, £
Die stetige Losung u fiir ein Anfangsdatum g mit zwei Sdulen in den
Intervallen [8, QU O.
Die Energie in Abhéngigkeit von a fiir das Anfangsdatum g mit zwei
Séulen in den Intervallen [§, 2]U[2, L] . . . .. ... ... ... ... ..
Der Minimierer v und das Anfangsbild g mit zwei Séulen im Intervall
(5, 2lund [, 0] ...
Lokale Minima mit jeweils einer Sprungstelle bei by, by bzw. by . . . . .
Lokale Minima (rot gefiirbt) mit jeweils 2 Sprungstellen und das An-
fangsbild g (blau gefarbt) . . . .. .. ... oo
Die Energie in Abhéngigkeit von den beiden Sprungstellen . . . . . . .
Lokale Minima (rot gefirbt) mit jeweils drei Sprungstellen und das An-
fangsbild (blau gefirbt) . . . . . .. ... o Lo

Das Anfangsbild g mit n gewichteten Sdulen . . . . . . .. . ... ...

106



Abbildungsverzeichnis

3.1

3.2
3.3

3.4

3.5
3.6

3.7
3.8

3.9

3.10
3.11
3.12

3.13

3.14

3.15

3.16

3.17

3.18

4.1

Oben links das Anfangsbild ug, es folgen von links nach rechts und von

oben nach unten die Lésungen u(z,t) fiirt = 1,2, 3,4,5,7,10, 15, 20,25,30 63
n= |§—Z| und £ L 7 an einer Isophote . . . . . ... ..o oL 64
Der Canny Kantendetektor, angewendet auf die in Abbildung 3.1 gege-
benen Losungen der Wiarmeleitungsgleichung fortschreitender Zeitwerte 67
links: Bild mit additivem Gaufirauschen (Standardabweichung o = 5)

rechts: Riickwirtsdiffusion (¢ = —0.15), angewendet auf das linke Bild . 68
Einflul der Kriimmungsgleichung (¢t = 0, 5,10, 15) auf ein digitales Bild 70
Einflu der Kriimmungsgleichung auf die Kantenmengen der in Abbil-

dung 3.5 gegebenen Bilder . . . . . ... ..o 0000000 71
Kantengenerierung des Shock-Filters in einer Dimension . . . . . . .. 72
Rekonstruktion eines Bildes von vier Objekten mit Hilfe des Shock-
Filters, oben links das mit der Diffusionsgleichung verrauschte Bild

(t = 6), anschlieflend drei Evolutionsschritte des Shock-Filters fiir ¢ €
{1,2,3} . . 74
Einflufl des Shock-Filters auf Bilder. Links oben sehen wir das Origi-
nalbild, anschlieend die durch den Shock-Filter bearbeiteten Bilder fiir

die Zeitwerte t € {1,4,10}. . . . . ... o 75
Die Diffusionskoeffizienten a(s) in Richtung £ und b(s) in Richtung n . 78
Rekonstruiertes Bild von Mengen mit Hilfe der Perona-Malik-Gleichung 79

Wiederherstellung eines stark verrauschten Bildes mit der anisotropen
Diffusionsgleichung fiir a(s) = (1 + s/40%)"! und ¢ = 0, 5, 10, 15, 20
und 25 Hundertstel Sekunden . . . . . . . .. ... o000 80
Positive Diffusionskoeffizienten a(s) (blau) und b(s) (rot) aus Gleichung
(3.16) fir A =025 . . . ... 86
Die Lésung u(z,t) der Perona-Malik Gleichung fir A = ; und t €
{0, &, &, &} bei positiver Diffusion . . . ... ... ..., 87
Die Losung u(z,t) der anisotropen Diffusionsgleichung fiir A = 0.45
und ¢ € {0, %, 1, %, }—(7), 2}. Sie bildet Stufen, bevor sich die Nullésung
einstellt. . . . . . . . 88
Die Losung u(z,t) der Perona-Malik Gleichung fir A = £ und ¢t =
2i (i =0...5). Es entstehen zwei Plateaus pro Extremwertbereich. . . 89
Die Diffusionskoeffizienten a(s) und b(s) fiir A = 0.7 (oben) und A = 1.5
(unten). Die Nullstelle von b(s) liegt dann bei sp = 739 ~ 0.6802 im
oberen bzw. sy = 21‘7 ~ 0.1481 im unteren Fall. . . . . . ... ... ... 90
Feinere Plateaubildung bei der Losung u(x,t) der anisotropen Diffusi-
onsgleichung fir A\ =2 undt=24(¢6=0...5) ... .......... 91
Wiederherstellung eines verrauschten Bildes mit der anisotropen Diffu-

sionsgleichung fiir a(s) = 4- (1 +s/250%) 2 und ¢t = 0, 5, 10, 15, 20, 100
Hundertstel Sekunden . . . . . . . .. ... oo 99

107



Erklarung

Ich versichere, daB ich die von mir vorgelegte Dissertation selbstandig angefertigt, die
benutzten Quellen und Hilfsmittel vollstindig angegeben und die Stellen der Arbeit - ein-
schlieBlich Tabellen, Karten und Abbildungen -, die anderen Werken im Wortlaut oder
dem Sinn nach entnommen sind, in jedem Einzelfall als Entlehnung kenntlich gemacht
habe; daB diese Dissertation noch keiner anderen Fakultdt oder Universitat zur Priifung
vorgelegen hat; daB sie - abgesehen von unten angegebenen Teilpublikationen - noch nicht
veroffentlicht worden ist sowie, daB ich eine solche Verdffentlichung vor AbschluB des Pro-
motionsverfahrens nicht vornehmen werde. Die Bestimmungen dieser Promotionsordnung
sind mir bekannt. Die von mir vorgelegte Dissertation ist von Prof. Dr. B. Kawohl betreut
worden.

Koln, im Oktober 2003

Markus Mester

Teilpublikationen: keine



Lebenslauf

Personliche Daten:

Name:
Geburtsdatum:
Geburtsort:
Nationalitat:
Familienstand:
Konfession:

Schulischer Werdegang:

August 1979 - Juli 1983:
August 1983 - Juni 1992:

Oktober 1992 - Februar 1998:

Februar 1998

Berufserfahrung:

August 1994 - Februar 1998:

seit Marz 1998:

Markus Mester
07. Mai 1973
Wipperfiirth
deutsch

ledig
romisch-katholisch

Kath. Grundschule Engelskirchen
Aggertal-Gymnasium Engelskirchen

Abitur Juni 1992

Studium der Mathematik mit Nebenfach

Informatik an der Universitat zu Kdln

Vordiplom Oktober 1994

Diplom in Mathematik, Thema: Das Newton Problem
und die Single Shock Bedingung fiir Kegel

Studentische Hilfskraft am Mathematischen Institut
der Universitat zu Koln

Wissenschaftliche Hilfskraft bzw. Wissenschaftlicher
Mitarbeiter am Mathematischen Institut der
Universitat zu Koln



