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Zusammenfassung/Abstract

Zusammenfassung

Die numerische Bewertung amerikanischer Optionen erfordert die Losung eines linea-
ren Komplementaritiatsproblems, dessen Bestandteil die Black-Scholes (Un)gleichung ist.
Finite-Differenzen-Diskretisierungen dieser partiellen Differentialgleichung (PDE) kénnen
numerische Dispersion erzeugen. Die daraus resultierenden Oszillationen machen ein Hed-
ging der Option unmoglich. Durch geeignete Transformationen ist es moglich, numerische
Dispersion zu vermeiden. Diese Arbeit analysiert die Dispersions-Eigenschaften bekannter
und neuer Transformationen der Black-Scholes PDE. Fiir dispersionsfreie Transformationen
wird das Problem in eine zeitabhingige Folge von Linearen Programmen iiberfiihrt. Auf-
grund der vorzeitigen Ausiibungsmdglichkeit ist fiir jeden dieser Zeitschritte eine Glattung
der numerischen Losung mittels L-stabiler Diskretisierungsverfahren notwendig. Um den
numerischen Aufwand gering zu halten werden verschiedene Verfahren vorgestellt, die die
Anzahl der notwendigen Zeitschritte reduzieren. Der Knackpunkt ist dabei der zeitlichen
Verlauf der Losung der PDE. Die Black-Scholes PDE ist eine Verwandte der Warmelei-
tungsgleichung und zeigt ein qualitativ dhnliches Verhalten. Es stellt sich heraus, das diese
Schrittweitensteuerung effektiv arbeitet. Trotz der teureren Verwendung einer alternati-
ven Losung wird ein Speed-up zu den bisher gebrauchlichen Verfahren erreicht. Allerdings
steckt der Aufwand nun hauptsichlich im Auffinden der Ausiibungsgrenze. Die gefundenen
Methoden lassen sich auf einige exotische Optionstypen iibertragen.

Abstract

The numerical valuation of American Options requires the solution of a linear comple-
mentary problem, whose component is the Black-Scholes (in)equality. Finite difference dis-
cretisations of this partial differential equation (PDE) may introduce numerical dispersion.
The resulting oscillations make it impossible to hedge the option. By the use of adequate
transformations it is possible to avoid numerical dispersion. This thesis analyses dispersion
properties of both known and new transformations of the Black-Scholes PDE. By apply-
ing transformations without dispersion, the problem is transmuted into a time-dependent
sequence of linear programs. Due to the early exercise feature smoothing of the numerical
solution by L-stable methods is necessary in each timestep. Different methods, which redu-
ce the number of necessary timesteps were introduced in order to keep the numerical effort
small. The crux thereby is the time dependent behaviour of the PDE. The Black-Scholes
PDE is related to the heat-equation and shows the same qualitative behaviour. It turns
out that this time-stepping procedure works well. In spite of calculating an expensive al-
ternative solution, a speed-up compared to methods which were formerly used is achieved.
But most effort is now put into finding the early exercise curve. It is possible to transfer
the developed methods to some exotic options.
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Notation
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Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit Aspekten der numerischen Bewertung
amerikanischer Optionen. Die Bewertung dieser derivativen Finanztitel ist sowohl aus
betriebswirtschaftlicher als auch aus mathematischer Sicht ein interessantes Problem.
Aus der betriebswirtschaftlichen Sichtweise sind diese Produkte interessant, weil sie
sowohl die Moglichkeit zur Absicherung von Risiken (Hedging) bieten als auch iiber
den Hebeleffekt ein enormes Spekulationspotential aufweisen. Die Aufgabe der Bewer-
tung verkniipft andererseits viele Teildisziplinen der angewandten Mathematik. Uber
die Modellierung der Kursentwicklung mit stochastischen Methoden konnen partielle
Differential(un)gleichungen abgeleitet werden, deren Losung wiederum Methoden der
Variationsrechnung, numerischen Mathematik oder aber der Optimierung erfordert. In
dieser Arbeit stehen die Elemente der numerischen Mathematik im Vordergrund, allerdings
sollen die Erfordernisse der betriebswirtschaftlichen Anwendung nicht aus den Augen
verloren werden.

Numerische Optionsbewertung

Im Unterschied zu den europédischen Optionen, deren Bewertung in der fundamentalen
Arbeit von Black und Scholes [BS73] beschrieben wurde, beinhalten amerikanische
Optionen die Moglichkeit zur vorzeitigen Ausiibung wihrend der gesamten Laufzeit des
Derivates. Das Bewertungsproblem erschwert sich durch diese Eigenschaft von der Losung
einer partiellen Differentialgleichung (PDE) zur Losung eines freien Randwertproblems
mit zugehoriger partieller Differentialungleichung. In diesem Zusammenhang wird auch
von einem Komplementaritdtsproblem gesprochen, fiir dessen Bewertung auf ein grofies
Spektrum von numerischen Methoden zuriickgegriffen werden kann. Dazu z&hlen auf der
Kursentwicklung aufsetzende Methoden, wie die erstmals von Cox, Ross und Rubinstein
[CRR79| vorgestellten Baumverfahren oder Monte-Carlo Verfahren, tiber deren Entwick-
lungsstand das Buch von Glasserman [Gla04] einen Uberblick gibt. Des Weiteren existieren
Néaherungsverfahren, die von der analytischen Losung fiir verwandte européische Optionen
ausgehend, eine Approximation der amerikanischen Option liefern. Dazu zihlt z.B. die
Arbeit von Geske und Johnson [GJ84].

Nicht zuletzt sei eine Auswahl von Methoden genannt, die auf der Black-Scholes PDE bzw.
deren Verallgemeinerungen aufsetzen. Diese reichen von Ansétzen mit Finiten-Differenzen,



Einleitung

wie in der Arbeit von Brennan und Schwartz [BS78|, iiber die Anwendung von nume-
rischen Flussbegrenzern durch Zvan, Forsyth und Vetzal [ZFV98], bis zur Anwendung
von Mehrgitterverfahren durch Clark und Parrott [CP99]. Daneben gibt es Nischen, in
denen auf dem Newtonverfahren aufbauende Loser, wie der von Coleman, Li und Verma
[CLV02], sowie die auf Linearer Optimierung aufbauende Methoden aus der Arbeitsgruppe
um Dempster [DH97, DHR98| anzusiedeln sind.

Eine Gemeinsamkeit der auf der PDE aufbauenden Verfahren ist das zeitschichtweise
Vorgehen bei der Berechnung der Losung. Im Zeitablauf, der Lebensdauer der Option,
werden hintereinander viele dhnliche Probleme gelost. Es erweist sich als vorteilhaft, die
Struktur dieser Abfolge auszunutzen, um die Laufzeit des Verfahrens zu verkiirzen.

In diesem Punkt kommt einer der Konflikte der Anwendung zum Tragen. Der betriebs-
wirtschaftliche Nutzer ist an einer schnellen, aber moglichst genauen Losung interessiert.
Beide Bedingungen gleichzeitig sind schwer zu erfiillen. Eine genauer Berechnung erfordert
ein Gitter mit feiner Maschenweite, die gleichzeitig zu einem hohen numerischen Aufwand
fiihrt. Die Moglichkeit die Lénge der Zeitschritte zu variieren ist in der Numerik von
Differentialgleichungen ein gebrauchliches Vorgehen. Fiir die Bewertung von Optionen ist
uns jedoch nur die Verwendung eines von Eriksson und Johnson stammenden Verfahrens
durch die Arbeitsgruppe Forsyth/Vetzal, erstmalig in [FV02|, bekannt. In dieser Arbeit
sollen weitere Algorithmen zur Steuerung der Zeitschrittweite bei der Optionshewertung
hergeleitet werden.

Innerhalb der Aufzdhlung der numerischen Verfahren ist die Verwendung von Flussbegren-
zern erwahnt worden. Diese werden eingesetzt, um entstehende numerische Oszillationen
zu eliminieren, so dass die Losung des Optionsbewertungsproblems weiterhin die Md&glich-
keit des Hedgings zuldsst. Diese nichtlinearen Limiter sind jedoch mit dem Ansatz iiber
das Lineare Programm unvereinbar. Wir wollen zeigen, dass es trotzdem eine Moglichkeit
gibt, mit diesem schnellen Algorithmus zu einer oszillationsfreien Losung des Komplemen-
taritdtsproblems zu gelangen.

Aufbau der Arbeit

Die Arbeit ldsst sich grob in vier Blocke einteilen. Wir starten mit der Vorstellung des
erweiterten Models von Black und Scholes in Kapitel 1. Dabei soll zum einen das nétige
Handwerkszeug fiir die Blocke zwei und drei bereitgestellt werden, zum anderen soll ein
Ausschnitt der Entwicklung des Modells nachvollzogen werden.

Der zweite Block beschiftigt sich mit der Unterdriickung numerischer Dispersion und damit
der oszillationsfreien Berechnung von Optionswerten. Kapitel 2 liefert sowohl eine Zusam-
menfassung der Eigenschaften von Differenzenverfahren fiir Optionen als auch eine Erlau-
terung der Ubertragbarkeit der Problemstellung in ein Lineares Programm. Mit der durch
den Anwender bestimmten Zielvorgabe, schnell eine oszillationsfreie Losung zu erhalten,
zeigt sich die Unvereinbarkeit der Ansétze. Die Ursache des Problems wird in Kapitel 3

10
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untersucht und die Moglichkeit, die Schwierigkeiten durch geschickte Transformation zu
umgehen erdrtert. Die in der Theorie positiven Ergebnisse machen in der Praxis eine Mo-
difikation des Basisalgorithmus von Dempster, Hutton und Richards (DHR-Algorithmus)
notwendig. Diese Abwandlung wird zusammen mit der Analyse des Algorithmus im Kapi-
tel 4 vorgenommen.

Die angesprochene Zeitschrittweitensteuerung bildet den roten Faden fiir den dritten Block.
Das Kapitel 5 motiviert ein solches Vorgehen und beschiftigt sich mit einer a priori Ana-
lyse fiir mogliche Verfahren. Dabei spielen insbesondere die nicht ausreichende Glattheit
der Losung und die Teilelemente des DHR-Algorithmus eine Rolle. Mit Hilfe der Analyse
werden die in Kapitel 6 vorgestellten alternativen Verfahren in der Theorie beschrieben
und verglichen. Es erfolgen erste numerische Tests in Kapitel 7. Diesen Basistests schliefit
sich eine detaillierte Betrachtung des Verfahrensablaufs an, um genauere Erkenntnisse iiber
das Verhalten der Algorithmen zu gewinnen. Im Kapitel 8 werden Kriterien fiir die Praxis-
tauglichkeit der Verfahren entwickelt, mit denen im Anschluss ein Vergleich der Verfahren
vorgenommen werden kann. Den Abschluss dieses Kapitels bildet die Gegeniiberstellung
der Laufzeiten der Algorithmen mit einer Zeitschrittweitensteuerung, bei der ein Leistungs-
gewinn gegeniiber den herkommlichen Methoden dokumentiert wird.

Im vierten Block wird zuerst ein Blick auf verallgemeinerte Probleme und die Ubertragbar-
keit der Resultate geworfen. Dazu setzt sich Kapitel 9 mit Basket-Optionen und asiatischen
Optionen auseinander. Den Abschluss der Arbeit bildet dann die Zusammenfassung der
Ergebnisse im letzten Kapitel.

Dank

An dieser Stelle danke ich Herrn Prof. Dr. R. Seydel fiir seine Unterstitzung, vor allem
fiir seine standige Diskussionsbereitschaft und seine wertvollen Hinweise.
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1. Black-Scholes und Erweiterungen

Grundlegend fiir die Optionsbewertung ist das Marktmodell von Black und Scholes. Auch
wenn das Modell in der Zwischenzeit erweitert bzw. abgewandelt wurde, so findet es, oft
auch noch in der Urform, Eingang in die Modellierung.

1.1. Das Marktmodell nach Black und Scholes

Black und Scholes haben in ihrer fundamentalen Arbeit von 1973 [BS73| die partielle
Differentialgleichung (PDE)

2
m+%52v55+r5v5—rvzo (1.1)

fiir den Preis einer européischen Option hergeleitet. Fiir Optionen européischen Typs mit
geeigneten Anfangs- und Randbedingungen liefern Black und Scholes in dieser Arbeit
gleichzeitig eine Losungsformel. In ihrer Modellierung unterstellen sie einen idealen Markt
mit den Annahmen:

i) Der risikofreie Zinssatz r ist bekannt und iiber die Laufzeit der Option konstant.
ii) Die Volatilitdt der Aktie o ist konstant.
iii) Die Aktie folgt einer geometrischen Brownschen Bewegung

dS(t) = Srdt+ SodW,.

iv) Die Aktie zahlt keine Dividende oder andere Ertrége.
v) Beim Handeln der Wertpapiere entstehen keine Transaktionskosten.

vi) Wertpapiere sind beliebig teilbar, insbesondere ist es moglich, nicht ganzzahlige
Stiickzahlen von Aktien zu handeln.

vii) Es gibt keine Beschrénkungen fiir Leerverkiufe.

13



Kapitel 1: Black-Scholes und Erweiterungen

Dieses Modell ist von Merton 1973 [Mer73] um eine kontinuierliche, konstante Dividende
auf die Gleichung

2
v;+%s2vsg+(r—5)svs—rvzo (1.2)

und gleichzeitig auch auf zeitabhingige Parameter mit der Gleichung
o*(t)
2

erweitert worden. Merton hat dabei gezeigt, dass sich die Theorie von Black und Scholes
auch unter diesen schwicheren Annahmen verwenden l&sst.

Vi + S Vss + (r(t) = 6(1))SVs —r(t) V =10 (1.3)

Schlieflich haben Cox und Ross [CR76] das Modell 1976 auf seine allgemeinste Form, mit
sowohl zeit- als auch aktienkursabhingigen Parametern, erweitert. Wir werden jedoch im
Folgenden nicht diese am weitesten verallgemeinerte Gleichung
02(57 t) 2
Vi + TS Vss + (r(S,t) — 6(S,1))S Vs —r(S,t) V=0 (1.4)
verwenden. Statt dessen nehmen wir Einschrinkungen der Modellannahmen an r und ¢
vor und lassen dort lediglich die Zeitabhéangigkeit zu.

1.2. Zu den Modellannahmen

Natiirlich entsprechen die Annahmen von Black und Scholes aus Abschnitt 1.1 nicht der
Realitdt. Wie man schon an den Erweiterungen der klassischen Black-Scholes Gleichung
(1.1) sieht, sind insbesondere die Annahmen zu Zinsrate r, der Zahlung von Dividenden
und der Volatilitdt o aufgelockert worden.

1.2.1. Dividenden

Fiir die Zahlung von Dividenden existieren im Wesentlichen zwei Modellierungsansitze.
Zum einen die technisch einfachere Annahme, dass eine kontinuierliche Auszahlung an den
Inhaber der Aktie stattfindet. Sie fithrt auf die abgewandelte Gleichung (1.2), welche sich
von der klassischen Black-Scholes Gleichung (1.1) nur im Konvektionsterm unterscheidet
und numerisch auf die gleiche Weise zu handhaben ist.

Zum anderen verwendet man eine Annahme, die von diskreten Dividendenzahlungen zu
festgelegten Zeitpunkten ausgeht. Diese Annahme gibt die Realitit besser wieder als die
kontinuierliche Dividende. Fiir das Zeitintervall zwischen jeweils zwei Zahlungszeitpunkten
ist die klassische Black-Scholes Gleichung zu 16sen. Am Zeitpunkt ¢, der Dividendenzahlung
ist numerisch eine Sprungbedingung der Form

V(S,t7) =V (S(1—0dy,),tT) (1.5)

14



1.2 Zu den Modellannahmen

zu implementieren. Die Herleitung solcher Sprungbedingungen findet sich z.B. in dem Buch
von Wilmott et al. [WHD95, Seite 94 ff.].

1.2.2. Zeitabhangigkeit der Parameter

Eine Abhingigkeit der Parameter r, § und ¢ von der Restlaufzeit 7 ist ohne weiteres
mit dem, um Dividenden erweiterten, Black-Scholes Modell zu vereinbaren. Zeitabhingige
Parameter sind allgemein akzeptiert. Sogar die Losungsformel fiir den europiischen Fall
lasst sich ohne Einschrinkungen iibernehmen. Es sind lediglich die konstanten Parameter
durch Integrale iiber die Restlaufzeit zu ersetzen. So wird zum Beispiel statt exp(—r 7) der
Ausdruck exp( [] 7(T — u) du) verwendet. Die so abgewandelte Lésungsformel findet sich
z.B. im Buch von Kwok [Kwo98, Kapitel 2.2].

1.2.3. Abhangigkeit der Parameter vom Aktienkurs

Insbesondere fiir den risikofreien Zinssatz r ist es per definitionem klar, dass dieser nicht
von einem riskanten Wertpapier, in diesem Fall der Aktie S, abhangt.

Fiir die an das Wertpapier gekoppelte Dividende l&sst sich hier der Einwand bringen, dass
eine Zahlung durchaus vom Kurs S abhéngen kann. Die Dividende wird z.B. nur dann
gezahlt, falls die Bedingung S > D fiir eine Zahlung der Hohe D erfiillt ist. Dies l4sst sich
aber unserer Ansicht nach wesentlich besser iiber diskrete Dividendenzahlungen model-
lieren. Eine Modellierung in dieser Form fiihrt auf die Verwendung der Sprungbedingung
(1.5) an den Zahlungszeitpunkten.

Sowohl die Zinsrate als auch die Dividendenrate lisst sich aus Preisen anderer Wertpapiere
ermitteln. Die Zinsrate ldsst sich aus den Preisen von Zerobonds iiber

Z(tg,t1) == emp( - /lt1 —r(u) du) (1.6)

to

ermitteln. Danach ldsst sich die Dividendenrate mit dem bekanntem r aus den Preisen fiir
Forwards, mit Hilfe der Gleichung

Flto.t) = So e:cp(/tlr(u) ~ 6(u)du) (1.7)

to

errechnen. Dabei werden die Gleichungen nach r bzw. § aufgelost. Weitere Ausfithrungen
hierzu findet man insbesondere in der Arbeit von Andersen und Brotherton-Ratcliffe
[ABR98, Abschnitt 2.

Fiir die Volatilitat ergibt sich das von Dupire [Dup94] sowie Derman und Kani [DK94]

beschriebene Konzept des ,Smiles‘. Hier wird ausgehend von Marktdaten eine implizite
Struktur berechnet. Fiir das exakte Vorgehen verweisen wir nochmals auf die oben
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Kapitel 1: Black-Scholes und Erweiterungen

genannte Arbeit von Andersen und Brotherton-Ratcliffe [ABR98| sowie auf die Arbeit von
Dupire. In jedem Falle ist bei einem verallgemeinerten Problem die Volatilitit abhingig
vom aktuellen Aktienkurs S.

Natiirlich bietet es sich als weitere Moglichkeit an, die Volatilitdt, genauso wie auch die
beiden anderen Parameter, iiber zusétzliche Gleichungen zu simulieren.

Fiir die weitere Arbeit nehmen wir sowohl die Parameter
r(t)  Zinssatz,
d(t)  Dividende,
als auch o(S,t)  Volatilitdt

als gegeben an.

1.3. Transformationen der Gleichung

Ausgehend von zuerst einmal konstanten Parametern r, 6 und o existiert eine Fiille von
Transformationen der verallgemeinerten Black-Scholes PDE (1.2) auf Gleichungen mit kon-
stanten Koeffizienten. Alle nachfolgenden Gleichungen sind analytisch dquivalent zu Black-
Scholes, haben jedoch numerisch entscheidend unterschiedliche Eigenschaften. Mit dieser
Tatsache beschéiftigen wir uns in Kapitel 3 .

Log-transformierte Black-Scholes PDE

Diese Transformation geht zuriick auf Brennan und Schwarz [BS78]. In der hier verwendeten
Form wird zusétzlich noch eine Zeitumkehr durchgefiihrt. Eine weitere Ergidnzung ist es,
die neuen Koordinaten ebenfalls noch {iber den Strikepreis K zu normieren (wie z.B. im
Buch von Hull [Hul00]). Dies hat spiter nur einen Einfluss auf die Wahl der numerischen
Randbedingungen. Die Transformation

T = T—-1,
S
r = In <?)
liefert die Gleichung
2 2
UT—%vm—(r—é—%)vx—l—rv:O. (1.8)

Bemerkung 1.3.1. Am weitesten verbreitete Transformation

Diese Gleichung stellt so etwas wie die ,Drosophila‘ der Black-Scholes Transformationen
dar. Sie taucht in den meisten Lehrbichern und in sehr vielen Arbeiten zur numerischen
Lésung der Black-Scholes PDE auf.
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1.3 Transformationen der Gleichung

Transformation auf Wairmeleitungsgleichung

Wilmott et al. [WHD95] zeigen in ihrem Buch, dass die Warmeleitungsgleichung dquivalent
zur Black-Scholes PDE ist. Dazu transformieren sie in zwei Schritten. Die Definition von

T = (T- t)%,
x = ln(%),
N V(S,t)

Viz,7) =

K
fiihrt auf den Zwischenschritt

‘77—‘7;35—(%—1)‘7;4‘(]”:0
mit

_2r 2(r—9)

Der zweite Schritt fithrt iiber das Setzen von
Viz, 1) =: e_%(q“_l)x_%((‘15_1)2+4Q)Tv(:U,T)
auf die Warmeleitungsgleichung

Vy — Uge = 0.

Konvektions-Verschiebung

(1.9)

Eine weitere Transformation wurde zuerst bei Barraquand und Pudet [BP96| erwidhnt und
in dhnlicher Form auch von Smith [Smi00] verwendet. Sie stellt eine Weiterentwicklung
der log-Transformation (1.8) dar. Das neue Koordinatensystem wird im Zeitablauf syn-
chron zur Konvektion verschoben. Wir benutzen deswegen die Bezeichnung ,Konvektions-

Verschiebung‘. Der Ansatz von Barraquand und Pudet

T = T-—1t,
2
T = ln(%)—Rt mit R::r—(S—%
bzw. Smith
T = T—t,
S g . o2(t)
z = ln<?)+/t Ry)dy — mit  R(t):=r(t) = 3(t) =

liefert in beiden Fillen das Zwischenresultat

~ 0'2,\ ~

(1.10)
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Kapitel 1: Black-Scholes und Erweiterungen

Auch hier erhilt man iiber V(z,7) =: e ™" v(x, 7) eine Form der Wirmeleitungsgleichung
T & Ugx — 0.
v 5

Eine neue Transformation

Im Rahmen dieser Arbeit haben wir eine neue Transformation entwickelt, welche die Ideen
der Wilmott Transformation (1.9) und der Konvektions-Verschiebung (1.10) kombiniert.
Setzen von

T = T—-1,

r = ln<%)—|—/tTR(y)dy mit  R(t) == r(t) — 5(t)

liefert als Zwischenschritt
~ 0'2 ~
Vi—— Ve = Vo V=0.
7 [ ] +r
Mittels V(z, 7) =: e2%~Jo "(t=9) 49 (3 7) kénnen wir diesen auf die Gleichung
o? 1
v — ?[vm — Zv} =0 (1.11)

transformieren. Eine detaillierte Herleitung findet sich in Kapitel 3.3.3.
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2. Zusammenfiuhrung bekannter
Arbeiten

In vorangehenden Arbeiten anderer Arbeitsgruppen werden im Wesentlichen zwei Re-
sultate fiir die Bewertung von amerikanischen Optionen geliefert. Dies ist zum einen die
Anwendung von (Totalvariation vermindernden) TVD-Verfahren durch die Arbeitsgruppe
Forsyth/Vetzal mit den Arbeiten von Zvan |[ZFV98, ZFV01|. Hierdurch wird es méglich,
oszillationsfreie Optionswerte und damit auch Hedgeparameter zu berechnen. Zum
anderen sind dies Arbeiten der Arbeitsgruppe Dempster, die eine Umformulierung des
diskreten Problems auf ein Lineares Programm beschreiben. Diese Formulierung macht
einen direkten Zugang des Problems ohne iterative Losungsverfahren moglich. Hierzu
liegen mehrere Arbeiten [DHR98, DH99, DR00]| vor.

Das Vorhaben ist es, die beiden Ideen zusammenzufithren. Dazu werden beide wiederho-
lend analysiert und schlieflich die Unméglichkeit eines solchen Zugangs beschrieben.

Der Ubersicht halber beschrinken wir uns in der Darstellung auf die normierte log-
transformierte Black-Scholes Gleichung (vgl. (1.8))

2 2
vT—%vm—(r—(S—%)Ux-l-’f’U:U (2.1)

mit konstanten Parametern r, § und o.

2.1. TVD-Verfahren und Limiter

Bevor wir uns den eigentlichen Resultaten zuwenden konnen, sind einige Definitionen und
Wiederholungen notwendig.

2.1.1. Definitionen
Wir beginnen mit einigen Begriffen aus der Fliissigkeits- und Gasdynamik.

Definition 2.1.1. Péclet-Zahl
Die Péclet-Zahl ist ein Maf fiir das Verhdltnis von Konvektion zu Diffusion in Konvektions-
Diffusions-Gleichungen. Am Beispiel der log-transformierten Black-Scholes Gleichung gilt:
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Kapitel 2: Zusammenfiihrung bekannter Arbeiten

r—06—o%/2 2(r —9)
Pe = = —1. 2.2
‘ 0?/2 o2 (22)
Bemerkung 2.1.2. Wilmotts qs ist mit der Péclet-Zahl verwandt.
Hier gilt mit der Definition 2.1.1 und der Definition des qs in der Transformation auf die

Wiarmeleitungsgleichung nach Wilmott (vgl. Ausfihrung vor Gleichung (1.9)):

Pe:=qs— 1.

In der Literatur, z.B. dem Buch von Wesseling [Wes01|, wird dieses Verhiltnis oft in Pro-
portion zu einer charakteristischen Linge des gegebenen Problems gesetzt. Dies fiithrt auf

Definition 2.1.3. Gitter Péclet-Zahl

Die Gitter Péclet-Zahl gibt die Relation zwischen Konvektion und Diffusion fir das je-
weils gewdhlte Gitter an. Im Unterschied zur Definition 2.1.1 fliefit hier insbesondere die
charakteristische Zellengrofie des Gitters mit ein. Im betrachteten Fall ist dies gemdfS der

Definition aus Wesseling [Wes01]

r—29)

Pen, == Ax 2 > — 1. (2.3)

g

Um das Auftreten und vor allem die Vermeidung von Oszillationen zu beschreiben, nutzt
man die folgende Definition:

Definition 2.1.4. Totalvariation vermindernd (TVD) [Swe84]

Es seten mit uém) die Werte einer Approximation der Lisung einer PDE bezeichnet. Unter
der totalen Variation der Losung im m-ten Zeitschritt versteht man die Summe

TV (™) = Z(um _u,gm>]. (2.4)
k

Ein Finite-Differenzen-Schema heifst dann Totalvariation vermindernd, wenn gilt:

TV (u™) < TV (u™). (2.5)

2.1.2. Numerische Verfahren fiir Konvektionsgleichungen

Im Hinblick auf die Ubertragbarkeit auf den Black-Scholes Fall verwenden wir in diesem
Unterabschnitt, wie schon global, die Bezeichnungen v fiir die kontinuierliche Lésung und
u fiir die numerische Approximation einer Gleichung. Die Variablen bezeichnen dabei
jedoch keine Optionswerte.

Anhand der Modellgleichung
vy +av, =0 (2.6)

sollen kurz die Eigenschaften der numerischen Verfahren wiederholt werden. Um die TVD
Eigenschaft eines Differenzen-Schemas zu zeigen, bedienen wir uns des folgenden Lemmas:
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2.1 TVD-Verfahren und Limiter

Lemma 2.1.5. TVD-Eigenschaft fiir Finite-Differenzen
Ein Differenzen-Schema der Form

u" =3 ™ (2.7)
k

ist genau dann TVD, wenn fir jedes k gilt: ¢, > 0 und > cp < 1.
k

Beweis:
Kapitel 9.7 im Buch von Thomas [Tho99|. Diese Aussage entspricht der dortigen Proposi-
tion 9.7.6. a

Es folgt der angekiindigte kurze Uberblick iiber hiufig verwendete Finite-Differenzen-
Schemata (FD-Schemata).

Lemma 2.1.6. Eigenschaften hdufig verwendeter FD-Schemata
Fiir die Modellgleichung (2.6) gelten die Aussagen:

i) FEine Diskretisierung mit zentralen Finiten-Differenzen der Form

AT
m+1 m m m
o o ST (uf) ) 29

2Ax

1st von der Ordnung (’)(sz) und numerisch instabil.
ii) Eine Diskretisierung mit dem Upwind-Schema

(m) AT (m) (m)

(m+1) uy = axs(uy —u fira >0
Ye o T ) A m) _ (m) . (2.9)
Uy — axe Uy — Uy, fiira <0

ist von der Ordnung O(Ax). Zusdtzlich wird die Diskretisierung TVD, falls \a!% <1
erfillt ist. In diesem Fall ist sie auch numerisch stabil.

iii) Die Verwendung des Lax-Friedrich Schemas

1 AT
m—+1 m m m m
W = (o) o AT () - i)
(m) AT () (m)
- U T Y%A, (“k“ B “k-l)
Az? AT [ (m) (m) | (m)
v CORET AR &) (2.10)

erzeugt zusdtzliche numerische Diffusion. Das Schema hat die Ordnung O(sz) und

ist fir la| 52 <1 TVD.
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Kapitel 2: Zusammenfiihrung bekannter Arbeiten

iv) Das Lax- Wendroff Schema [LW60]

m m A m
ué R u,g)—aAT< —uk 1)
an — a’AT AT (m)
5 — 2uk + uk_1>
N u;_a) B )

(2.11)

hier nur fiir den Fall a > 0, stellt eine Kombination der Ideen vom Upwind-Schema
und von Lax-Friedrich dar. Es erzeugt ebenfalls zusdtzliche numerische Diffusion und
1st von der Ordnung O(Amz). Allerdings besteht die starke Einschrinkung, dass es
genau dann TVD ist, wenn a% =1 gqult.

v) Ein Limiter Schema [Swe8/] der Form

AT
m+1 m m m
)
_alx — a’AT AT m m m m
AT A7 o0 (423 7)o (o )]
(2.12)
mit
(m) _ (m)
T (2.13)
Upy 1 — Ug

und einer nichtlinearen Funktion ¢p(\) zeichnet sich durch gemischte Eigenschaften
aus. Durch die Wahl der Funktion ¢ wird das Schema TVD. Die Ordnung wechselt
durch die Wahl von ¢ zwischen (’)(Ax) und (’)(AxQ). Gegebenenfalls wird zusdtzliche
numerische Diffusion erzeugt. Im Gegensatz zu den anderen Diskretisierungen ist
dieses Schema nichtlinear!

Beweis:

Die getroffenen Ordnungsaussagen lassen sich iiber Taylorentwicklung beweisen. Der
Beweis der TVD Bedingungen erfolgt mittels Lemma 2.1.5. Mit der von Neumann
Stabilitdtsanalyse werden die Aussagen zur Stabilitit nachgerechnet. O

Wir haben das Resultat von Zvan et al. angesprochen. Diese benutzen den van Leer Limiter,
der iiber die nachfolgende Definition bestimmt wird.
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2.1 TVD-Verfahren und Limiter

Definition 2.1.7. van Leer Limiter [vL7/]
Die Flussbegrenzer (Limiter) Funktion ¢ hat hier die Gestalt:

20y

0 lls A<0

L+ = falls A > 0.

Die Notation ist dabei der Arbeit von Sweby [Swe84] entnommen.

2.1.3. Anwendung der Verfahren auf die Black-Scholes PDE

Zvan et al. haben die Anwendung einiger der vorangehenden Verfahren auf die (trans-
formierte) Black-Scholes Gleichung fiir den Fall sehr niedriger Volatilitit o betrachtet.
Es handelt sich also um eine konvektionsdominante Gleichung, deren Verhalten im
Wesentlichen durch den Transport der Losung beschrieben wird.

Ein Hauptresultat ihrer Arbeit ldsst sich zusammenfassen zu

Lemma 2.1.8. Bedingungen fiir die TVD-Diskretisierung der Black-Scholes
PDE [ZFV98]

i) Fur die Diskretisierung der log-transformierten Black-Scholes PDE mit zentralen
Finiten-Differenzen ergeben sich die Bedingungen:

1 lr—0 — "72|
1 o?

> 47, .
T onr = Ae T (2.15b)

i1) Die Diskretisierung der log-transformierten Black-Scholes PDE mit dem Upwind-
Schema fiihrt auf die Bedingung:

1 o? ]7”—(5—”—22

|
(1-0)AT = Az? Az - (2.16)

Beweis:

Die Resultate lassen sich aus der jeweils verwendeten Diskretisierung mittels Lemma 2.1.5
nachrechnen. Dabei ist die jeweilige Bedingung analog zu dem Resultat in [ZFV98| mit
einer Abwandlung auf

i) den Fall einer kontinuierlichen Dividende,
ii) die log-transformierte Gleichung. O

Bemerkung 2.1.9. Péclet-Bedingung fiir Black-Scholes
In die rechte Seite der Gleichungen (2.15a) geht die Péclet-Zahl in der Form %‘qlg — 1‘ ein.
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Kapitel 2: Zusammenfiihrung bekannter Arbeiten

Mit diesen Resultaten zeigen Zvan et al. anschaulich die Auswirkungen, falls eine der
Bedingungen (2.15a) bis (2.16) verletzt wird. Die numerische Losung der Black-Scholes
Gleichung ist mit numerischen Oszillationen behaftet, weil die verwendeten Verfahren
nicht mehr die TVD-Bedingungen erfiillen. Als Folge hieraus sind insbesondere die weiter

1 /1 1
//
,/
0.8 / 0.8
/

S / )
% 0.6 ¥ 0.6

= a

0.4r 0.4}
0.2 0.2} J
0 ‘ 0 o ‘ ‘ ‘
12 13.5 14 12 12.5 13 13.5 14 14.5 15
S
(a) Approximation des Optionswertes V fiir (b) Approximation des Optionsdelta fiir
M = 20, 50, Zeitschritte M = 20, 50, Zeitschritte

Abbildung 2.1.: Oszillationen in der Niherungsldsung des Optionswertes bzw. des Options-
delta fiir verschiedene Zeitschrittweiten in Anlehnung an [ZFV98, Abb. 2].

aufgerauten Approximationen der ersten und zweiten Ableitung nach dem Kurs, A und
I', nicht mehr fiir das Absichern von Aktienpositionen geeignet. Die in Abbildung 2.1
veranschaulichte Losung ist somit betriebswirtschaftlich wertlos.

Als weiteres Ergebnis zeigen Zvan et al., dass die Verwendung des Upwind-Schemas zwar
eine oszillationsfreie, allerdings sehr weit verschmierte Losung produziert. Eine Verwen-
dung, um die Hedgeparameter A und I' zu approximieren, ist hier ebenfalls nicht mehr
sinnvoll. Abschliefend zeigen Zvan et al. die Ermittlung einer Niherungslésung mittels
des Einsatzes des van Leer Limiters. Hierbei treten weder Oszillationen auf, noch ist die
zusdtzliche numerische Diffusion so stark, dass die Losung extrem verschmiert wird.

Bemerkung 2.1.10. Lésung eines nichtlinearen Gleichungssystems

Die Verwendung der Flussbegrenzer bringt Nichtlinearitdten in das zu lésende System hin-
ein. Dies macht die Lésung mittels eines Verfahrens fiir nichtlineare Gleichungssysteme,
2.B. des Newton-Verfahrens, notwendig. Im Artikel wird u. a. iber “Since the flux limiter
is nonlinear the solutions were obtained using full Newton iteration”[ZFV98, S. 59] darauf
hingewiesen.
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2.2 Amerikanische Optionen als Lineares Programm

2.2. Amerikanische Optionen als Lineares Programm

Der Ansatz der Arbeitsgruppe um Dempster fithrt darauf, das lineare Komplementari-
tatsproblem, Bewertung einer Option, in ein Lineares Programm zu iiberfiihren. In einem
weiteren Schritt wird dieses direkt geldst. Bei diesem Vorgehen ist herauszustellen, dass
fiir die numerische Ubertragbarkeit zusitzliche Bedingungen an die Diskretisierung gestellt
werden miissen.

2.2.1. Analytische Ubertragbarkeit

Die Arbeit von Dempster und Hutton [DH99]| beinhaltet im Wesentlichen die Aquivalenz-
und Eindeutigkeitsaussage fiir das lineare Komplementaritatsproblem, welches der Aufgabe
der Bewertung einer amerikanischen Option entspricht.

Satz 2.2.1. Problemdquivalenz zum Linearen Programm
Fiir den Hilbertraum H'?(IR?) mit der Bilinearform

) o= [ St e e dy

und einen koerziven, zeitunabhdngigen Typ (Z) Operator (—L,o,) sei die Bilinearform a(-,-)
definiert durch a(f,g) := (9, —Liogf). Dann ezistiert eine eindeutige Losung der folgenden
aquivalenten Probleme:

o(-T) =0
UZ\II
(OCP) Lay— 220
| (—Liogv=3) A (v=T) =0,
(v(-,T) = U
(VI) v>U
\a(v,@—v)+<@—v,—%>20 Vo>,

(LE) finde v = LE(F),

(LP) min (v, c) , ¢ > 0 beliebig

veEF

- - o0
mit F = {17 € H2(R?) : 6(\T) =0, 0 > U, —L10g0 — = > o}.

ot —
Beweis:
Dieser Satz findet sich als Theorem 3.3 in besagter Arbeit. Fiir den Black-Scholes Fall
wird der log-transformierte Operator Lo, := %28‘9—;2 +(r—90— %2)% — r verwendet. Eine
detaillierte Ausfithrung findet sich auch in meiner Diplomarbeit [IV01, Kapitel 4]. O
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Kapitel 2: Zusammenfiihrung bekannter Arbeiten

2.2.2. Numerische Ubertragbarkeit

Auch dieser Punkt ist von Dempster und Hutton betrachtet worden. Es muss nun sicher-
gestellt werden, dass fiir eine Diskretisierung des Problems die Voraussetzungen aus dem
analytischen Fall erhalten bleiben. Zum anderen wird nach der Konvergenz der diskreten
Losung gegen die kontinuierliche Losung gefragt.

Satz 2.2.2. Konvergenzaussage [JLL90]

Es seien r, 6 und o beschrinkte C'-Funktionen. Die Ableitungen dieser Funktionen sei-
en ebenfalls beschrinkt. Fir die Auszahlungsfunktion ¢ existiere ein pu > 0, so dass
¢(x) exp(—plz|) beschrankt ist. Dann gilt:

i) Die kontinuierliche Losung der Lokalisierung des Problems auf alle = aus
Q = {x e R | |z < xmax} konvergiert fir x,,.. — 0o gegen die globale Losung.

Tmazx

it) Es sei © € [0,1] der Gewichtungsparameter zwischen den Zeitschritten (0 explizit,
1 implizit). Falls Ax, AT gegen Null gehen sowie fir © < 1 zusdtzlich % gegen
Null geht, konvergiert die Losung der Diskretisierung auf ) gegen die Losung der

Lokalisierung.
Beweis:
Beide Aussagen befinden sich mit entsprechendem Beweis im zitierten Artikel. Die Aussage
i) als Proposition 4.1 und die Aussage ii) als Theorem 4.3 . O

Die Ubertragbarkeit des Satzes 2.2.1 auf das diskretisierte Problem sichert folgendes

Lemma 2.2.3. Diskrete Aquivalenz zum LP [DH99]
Die Diskretisierungsmatric A des Problems (OCP) ist genau dann koerziv und vom
Typ (Z), wenn fir die Diskretisierung der Black-Scholes PDE

i) mittels zentraler Differenzen
1 _r=6=2| 1
— > = g1 2.17
Ax — o2 2‘(](S | ( )
gilt

it) und bei Verwendung des Upwind-Schemas
= |g5 — 1 (2.18)

erfillt ist.

Beweis:

Fiir die Typ (Z) Eigenschaft der Matrix A = (a; ;) reicht es zu zeigen, dass a;; < 0 fiir
i # j. Nach einem Ergebnis von Jaillet et al. [JLLIO0] reicht diese Bedingung auch, um die
Koerzivitdt der Matrix nachzuweisen. O
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2.3 Kombinierung der beiden Ansétze

Bemerkung 2.2.4. Typ (Z) Bedingung entspricht Péclet-Bedingung

Die Bedingung (2.17) fir die Typ (Z) Figenschaft der Diskretisierungsmatriz entspricht
genau der Péclet-Bedingung (2.15a) firr die TVD Eigenschaft.

Damit wird die Méglichkeit, eine numerische Losung zu finden, an die Parameter des Pro-
blems geknipft. Die Maschenweite muss entsprechend eingestellt werden.

2.2.3. Losungsalgorithmus

Die erste Arbeit von Dempster und Hutton [DH99| geht vor allem auf die oben beschrie-
bene Problemédquivalenz ein, die numerische Losung des Problems wird lediglich auf die
Benutzung fertiger Optimierungsroutinen (in diesem Fall der ,IBM® Optimization Subrou-
tine Library‘) zuriickgefithrt. Jedoch bietet die schon 1998 erschienene Arbeit zusammen
mit Richards [DHR98| eine weitere Moglichkeit, das Problem noch schneller zu 16sen. Hier
wird nicht mehr ein Standardverfahren zur L&sung des Linearen Programms eingesetzt.
Statt dessen wurde die Problemstruktur analysiert und in einen direkten Loser umgesetzt.
Dieser hat einen in der Anzahl der Kurs- und Zeitgitterpunkten linearen Aufwand. Die
Ausfithrung des Simplex Algorithmus wird, durch geschickte Wahl der Basisvariablen, auf
das sukzessive Losen von linearen Gleichungssystemen zuriickgefiihrt. Diese Gleichungs-
systeme sind zeitschichtweise sogar noch so voneinander abhéingig, dass sie iiber eine Art
UL-Zerlegung' berechnet werden konnen. Eine detaillierte Beschreibung des Algorithmus
findet sich in Kapitel 4.1.

2.3. Kombinierung der beiden Ansaitze

Die Vorstellung einer sinnvollen Losung des Problems besteht nun aus den Forderun-
gen, dass die Losung moglichst gut und moglichst einfach berechnet werden kann. Die
Einfachheit des Losungsverfahrens lésst sich weiter unterteilen in die Forderungen nach
einem geringen Aufwand und gleichzeitig einer fehlenden Abhingigkeit von anderen
Systemen (z.B. Software). Dies ist beides fiir das von Dempster, Hutton und Richards
vorgestellte Verfahren erfiillt, insbesondere ist die Abhéingigkeit von kommerziellen
Programmbibliotheken wie der ,IBM® Optimization Subroutine Libary* oder ,CPLEX®"
aufgehoben worden. Ebenso versteht man unter einer sinnvollen Losung, dass diese den
Forderungen der Problemstellung entsprechen soll und eine hinreichende Genauigkeit
aufweist. Insbesondere wird in die Aufgabenstellung nun aber die Ermittlung der Hedge-
parameter Delta und Gamma (evtl. implizit) eingeschlossen. Aus der Konvexitidt der
Option im Basiswert (vgl. hierzu die Aussage von Merton in Lemma 8.1.1) folgt die
Monotonie des A, der ersten Ableitung nach dem Kurs. Folglich muss auch eine oszilla-
tionsfreie Losung gefordert werden. Somit macht es Sinn, sich in diesem Zusammenhang
noch einmal die Resultate von Zvan et al. anzusehen.

!Die Bezeichnung UL-Zerlegung ist korrekt. Sie unterscheidet sich von der gebréuchlichen LU-Zerlegung
dadurch, dass die Zerlegung in der rechten unteren Ecke der Matrix beginnt.
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Der Versuch, die beiden Ergebnisse zumindest teilweise zu kombinieren, liefert das folgende

Korollar 2.3.1. TVD und Typ (Z) Diskretisierung von Black-Scholes
FEine Diskretisierung, die sowohl TVD ist als auch eine Diskretisierungsmatriz vom Typ (Z)
erzeugt, muss die folgenden strengeren Bedingungen erfillen:

i) FEine Diskretisierung mittels zentraler Finiter-Differenzen muss

1 r—6—-2| 1
Ar > TQ = §|Q6 -1, (2.19)
1 o2 (2.19a) 52
—_— > > (g5 — 1) 2.19b
1—0)ar Z mezt! 2 gu-U+r (2.19b)

erfillen.

it) Fir die Diskretisierung mittels des Upwind-Schemas missen

1
Ar > g5 — 1], (2.20a)
1 o2 r—6— ﬁ| (2.20a)
m > N + Ar 2 +r > O'2<Q5 - 1)2 +r (2.20]3)

erfillt sein.
Beweis:

i) Die Bedingung (2.19a) gilt nach Lemma 2.1.8 und Lemma 2.2.3 sowohl fiir die TVD
als auch die Typ (Z) Diskretisierung (vgl. auch Bemerkung 2.2.4). Die Gleichung

(2.19b) ergibt sich aus der mit der ersten Gleichung verkniipften TVD-Bedingung an
das AT.

ii) Die Gleichung (2.20a) ist die entsprechende Typ (Z) Bedingung des Lemma 2.2.3. Die
zweite Gleichung entsteht aus der TVD Bedingung fiir diese Diskretisierung (Lemma
2.1.8) und fiithrt zusammen mit der Bedingung an Az der ersten Gleichung zu einer
Verscharfung der Forderungen an Ar. O

Bemerkung 2.3.2. Abhdngigkeit der Maschenweiten von der Péclet-Zahl

Durch die Zusammenfihrung beider Ansdtze werden beide Maschenweiten Ax und AT von
der Péclet-Zahl abhingig. Insbesondere wird auch fir das Upwind-Schema wieder eine Be-
dingung an die Maschenweite Ax gestellt. In beiden Fdllen verhindert die notwendig ge-
wordene Feinheit der Diskretisierungen eine schnelle Berechnung der Losung des Problems.
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2.3 Kombinierung der beiden Ansétze

Wie schon in Lemma 2.1.6 erwédhnt, ist die interessante Eigenschaft des Limiter, den nu-
merischen Fluss so zu begrenzen, dass das resultierende Verfahren TVD Verhalten hat, mit
der Notwendigkeit einer nichtlinearen Diskretisierungsgleichung verbunden. Damit ergibt
sich

Bemerkung 2.3.3. Limaiter sind mit dem LP-Loser unvereinbar

i) Nach der Uberfihrung des Komplementarititsproblems in ein Lineares Programm
wird die Moglichkeit, ein Limiter- Verfahren zu verwenden, ausgeschlossen. Das LP-
Losungsverfahren, wie es von Dempster et al. vorgeschlagen wurde, erfordert zwingend
lineare Gleichungen.

it) Auch der alternative Ansatz iber weighted essentially non-oscillatory (WENO) Sche-
mata, wie er von Qosterlee et al. [OFGO04] in diesem Zusammenhang vorgeschlagen
wird, st fir die Verwendung des LP-Lésers wegen der ebenfalls nichtlinearen Glei-
chungen nicht geeignet.
Ein Differenzen-Schema gilt dabei als wesentlich oszillationsfrei, falls fir ein p > 1
gilt:

TV (u'™) < TV (u'™) + O(Az?). (2.21)

Wir schliefsen dieses Kapitel mit der

Beobachtung 2.3.4. Gutartigkeit des Problems fiir eine kleine Péclet-Zahl
Auffillig ist in Korollar 2.3.1 die Gutartigkeit des Problems fiir kleine Werte der Péclet-
Zahl PE = g5 — 1. Diese ist nun wiederum klein, falls der Konvektionsterm in der log-
transformierten Black-Scholes Gleichung (1.8) klein ist. Wir missen also die numerische
Abhdingigkeit der Losung einer diskreten Version dieser Gleichung von der Grifie des Kon-
vektionsterms untersuchen.

29



Kapitel 2: Zusammenfiihrung bekannter Arbeiten
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3. Verwenden einer geeigneten
Transformation

Das bereits in Kapitel 2 beschriebene und mit Abbildung 2.1 veranschaulichte Oszillie-
ren der Losungsfunktion wird in der Literatur vielfach iiber das Auftreten von (numeri-
scher) Dispersion und Dissipation erklart. Wir wollen eine eingehende Untersuchung dieses
Phé&nomens an der Black-Scholes PDE zuerst analytisch und dann fiir die Diskretisierung
durchfithren. Ein Teil hiervon ist bereits in [IV05] vorverdffentlicht worden.

3.1. Dispersion und Dissipation - Eine Analyse

Bevor wir in die Analyse einsteigen werden zunéchst die Begriffe Dispersion und Dissipation
prazisiert. Wir folgen dabei dem Vorgehen des Buches von Thomas [Tho95].

3.1.1. Einfithrung

Es liege eine PDE vor und die Lésung v kann als abstrakte Fourier-Reihe angegeben werden.
Sei

v(w,t) = Z Dy, eont gifne (3.1)

diese Losung, wobei mit w,, die Frequenz und mit (3, die Wellennummer gegeben sei. Die
Wellenldnge ergibt sich als 27 //3,,. Betrachtet man nur einen einzigen Summationsterm

Oz, t) = b et e (3.2)
und lasst den Index n fiir w bzw. (3 fallen, so kann man folgende Definitionen aufstellen:

Definition 3.1.1. D:zissipation
Die Léosung einer PDE heifst dissipativ, falls keine der Fourier-Moden verstirkt und min-
destens eine Mode abgeschwdcht wird.

Definition 3.1.2. Dispersion
Die Lésung einer PDE heifst dispersiv, falls sich die Fourier-Moden fiir verschiedene Wel-
lennummern mit unterschiedlicher Geschwindigkeit in der Zeit fortpflanzen.
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Kapitel 3: Verwenden einer geeigneten Transformation

Anhand des folgenden Beispiels sollen die Eigenschaften erklart und gleichzeitig eine spéter
noch wichtige Bezeichnung eingefiihrt werden.

Beispiel 3.1.3. Dissipations-Dispersions-Analyse
i) Fir die Warmeleitungsgleichung
Vy — AUz = 0
ergibt sich durch Einsetzen der Fourier-Moden aus Gleichung (3.2): v(z,t) ist nur
dann eine Losung der Gleichung, falls die so genannte Dispersions-Relation
iw = —aB3? erfillt ist. Die Lésungsmoden haben nun die Form
Oz, t) = De ¥t eid" (3.3)
und zeigen dissipatives Verhalten.
it) Fir die zweite Testgleichung

Vg + QUpge = 0

ergibt sich auf dhnliche Weise die Dispersions-Relation w = a3 und die Losungs-
moden

oz, t) = 0 i

Die Wellenbewegung erfolgt mit der Geschwindigkeit a3* und ist somit dispersiv.

Man spricht in beiden Fdllen wvon einer Dispersions-Relation, obwohl der Begriff
Dissipations-Dispersions-Relation sinnvoller ware.

3.1.2. Dispersion und Dissipation fiir die Black-Scholes PDE

Wir wollen nun eine Analyse der Gleichung von Black und Scholes vornehmen. Dazu be-
trachten wir die verschiedenen Transformationen der Black-Scholes PDE aus Kapitel 1.3
und untersuchen das Verhalten einzelner Moden. Wir prézisieren damit die Aussagen aus
[IVO05].

Lemma 3.1.4. Dispersion und Dissipation fiir Black-Scholes Transformationen
Bei allen verwendeten Transformationen betrachten wir Fourier-Moden der Form

O(x,7) = 0T e, (3.4)
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3.1 Dispersion und Dissipation - Eine Analyse

Eine Dispersions-Dissipations-Analyse liefert die Aussagen:

i) Fir die log-transformierte Black-Scholes Gleichung (vgl. Gleichung (1.8))
2 2

UT—?vm—(r—(S—%)%—i—rv:O (3.5)

ergibt sich die Dispersions-Relation
2

iw=—r— %262 +(r—9— %)26 (3.6)

mit Losungsmoden der folgenden Form

2 2
O(z,7) = dexp(—77)exp ( - %ﬁ%‘) exp (zﬁ(x +(r—90— %)7’)) , (3.7)
—a1 —ias —was
wober ay den Zerfall der Losung, d.h in diesem Fall die Diskontierung,

as dissipatives Verhalten und
2

az den Transport der Moden gemdf (r — & — %) beschreibt.

i1) Fir die Wilmott Transformation der Black-Scholes PDE auf die Warmeleitungsglei-

chung erhalten wir eine Dispersions-Relation iw = —3* und Lésungsmoden
v(x,T) =10 exp ( - ﬁ27'> exp (zﬁx) (3.8)
i11) Fir die beiden das Koordinatensystem um die Konvektion verschiebenden Transfor-
mationen erhalten wir eine Dispersions-Relation 1w = —éﬁz. Mit
o2
v(x,T) =10 exp < — ?ﬂ%) exp (zﬁx) (3.9)

werden i diesem Fall die Losungsmoden beschrieben.

iv) Fir die neue Transformation ergeben sich Losungsmoden der Form

o? o2
v(x,T) =0 exp ( - gT) exp ( — 7ﬁ27'> exp (zﬂx) . (3.10)
Die zugehérige Dispersions-Relation lautet iw = —%Zﬁz — %2.
Beweis:
Nachrechnen analog zum Beispiel 3.1.3. O
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Kapitel 3: Verwenden einer geeigneten Transformation

Die Losungsmoden der Gleichungen (3.7)-(3.10) sind alle unterschiedlich. Die Stérke der
Dissipation ist einer dieser Unterschiede. Im Falle der Wilmott Transformation ist der
Vorfaktor z.B. —3? statt —%262. Ebenfalls unterschiedlich ist das restliche Verhalten der
Losung. Hervorzuheben ist dabei der Transport von Loésungsmoden im Falle der log-
Transformation, auf den im spateren Verlauf der Arbeit noch eingegangen wird. Mit ge-
ringerer Bedeutung ist der (unterschiedliche) Zerfall der Losungen zu betrachten, der in
Anbetracht der Problemstellung auch als Bildung des Gegenwartswertes oder Diskontie-
rung angesehen werden kann. Die wesentlichen Gemeinsamkeiten werden iiber folgende
Bemerkung festgehalten:

Bemerkung 3.1.5. Black-Scholes ist dissipativ, aber nicht dispersiv.
Die Lésungsmoden der analytischen Losung zeigen alle ein dissipatives Verhalten. Ebenfalls
allen Transformationen gemeinsam ist das Fehlen eines dispersiven Anteils!

3.2. Numerisches Vorgehen

Zur Berechnung einer numerischen Losung dieser Black-Scholes verwandten PDEs
wird eine Finite-Differenzen-Diskretisierung der Gleichung behandelt. Hier scheint von
vorneherein klar zu sein, dass das Dispersions-Dissipations-Verhalten nun nicht mehr
allein von der Transformation der Gleichung, sondern auch noch von dem verwendeten
Differenzen-Schema abhéngt. Insbesondere konnte es passieren, dass sich die diskreten
Moden bei analytisch dquivalenten Gleichungen unterscheiden.

Eine diskrete Dissipations-Dispersions-Analyse wird ebenso gefiihrt wie ihr kontinuierliches
Analogon. Man betrachtet Fourier-Moden der Form

,&ffgm) — ’ll@iwmAT e’iﬁkA!l‘ (311)

wobei die Indizes k£ und m auf den k-ten Knoten im Zustandsraum (der Begriff ,Kurs‘ passt
hier aufgrund der Transformation nicht mehr) sowie in der m-ten Zeitschicht hinweisen.
Man beachte, dass diese Gleichung die genaue Umsetzung von Gleichung (3.2) in den
diskreten Fall ist. Gesucht ist nun wieder eine Relation der Form w = f(3).

3.2.1. Log-transformierte Black-Scholes PDE

Die log-transformierte Black-Scholes Gleichung (1.8) wird, wie schon in [IV05]|, mittels
des folgenden Differenzen-Schemas auf einem noch nicht niher festgelegten dquidistanten
Gitter gelost. Hierbei wird der Einfluss von sowohl Anfangs- als auch Randbedingungen
aufer Acht gelassen und auch die genauen Maschenweiten werden nicht ndher beschrie-
ben. Es werden zuerst zentrale Finite-Differenzen mit einem Zeitparameter © = 0, 1,% fiir
den Wechsel zwischen explizitem Euler, implizitem Euler und Crank-Nicolson-Verfahren
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3.2 Numerisches Vorgehen

verwendet. Dabei gilt:

v o~ Ou™Y (1 -6)u, (3.12)
(m+1) (m)
Uy — Uy
o W T 3.13
v A (3.13)
(m+1) (m+1) (m) (m)
u —u Uy — U
.~ Q- Al 1-9) - k1 3.14
! 2Ax + ) 20x (3:.14)
(m+1) (m+1) (m+1) (m) (m) (m)
Ve A @kl T 2uy, + Uy +(1-0) Upyy — 2w+ Ur—1 (3.15)

(Az)? (Az)?

Setzt man die Gleichungen (3.12)-(3.15) in die log-transformierte Black-Scholes Gleichung
ein, so erhdlt man nach einer Umordnung nach den Zeitschichten:

2 A
u(m—i—l) e |:0__ T ( (m+1) . 2u(m+1) + ugrﬁ—ll—l))

k 2 (Az)? k+1 k
(== D) AT () — ) = raruf]
= (1-0)[ S S — 2+ o)
—1—(7’ —0— %Z)QAA—;(UI(JE - u,i”j)l) — TATuém)] . (3.16)

Nach dem Einsetzen der diskreten Fourier Moden (3.11) in jedem Gitterpunkt ergibt
sich, unter Verwendung der trigonometrischen Formeln e#2% + ¢=#5% — 2 cos fAx und
ePBr _ o=iBAT — 9 gin BAx, nach abschlieRender Division durch e!@WnA7+58kAZ) aug der letz-

ten Gleichung die Aussage

AT [1 — @(J2i(COS(ﬂAZE) —1)—rAr

(Az)?
+i2(r—6 — %) 2AA; sin(ﬁAaz)) }
= 1+(1- @)(02(AA;>2(COS(§Ax) —1)—rAr
+i2(r— 6 — %) 2@; sin(ﬁA:c)). (3.17)

Durch Festlegung der Abkiirzungen G und H als

AT
= g2 Az)—1)—7rA
G o (Ar)? (cos(fSAx) ) —rAT,
o’ AT .
H = 2(r—0- ?) AT sin(fAx),

verkiirzt sich diese Gleichung zu

1+ (1—0)(G+iH)
1-6(G+iH)

TWAT

(3.18)
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Kapitel 3: Verwenden einer geeigneten Transformation

Wir zerlegen nun die rechte Seite der Gleichung in Real- und Imaginérteil. Es folgt:

‘ 1+(1-0)G)(1-6G)-6(1—-06)H? H
(1-06G)?+ (0H)? (1-0G)?+ (0H)?
Legt man ein komplexes w := o + ib mit reellem o, b und damit auch A7 = @ATe=bAT
zugrunde, so sind die Losungsmoden fiir
> 1 wachsend
e P2 =157 { =1 konstant (3.20)
<1 fallend.
Ebenso kann man den Term e'27 betrachten. Unter Verwendung der trigonometrischen
Identitiiten ¢ 2™ = cos(aAT) + i sin(aA7) und €47 = % finden wir die Gleichung
%((giwA’r)
tan O{AT = W’ (321)
welche fiir
1 . %(ez’wAT>
a = —arctan | ——
AT R(eiwaT)
0 weder einen Modentransport noch Dispersion
= < c#0 einen Transport der Losungsmoden (3.22)

f(B) dispersives Verhalten

beschreibt. Mit Hilfe der oben durchgefiihrten Zerlegung in Real- und Imaginérteil sieht
man sofort, dass

H
(1-6G)” + (0H)?

%(eiwAT) —

(3.23)

gilt. Es folgt

Bemerkung 3.2.1. Die Diskretisierung ist dispersiv

TWAT

i) Der Imagindrteil von e st genau dann keine Funktion von 3, wenn H = 0 gilt.

i1) Notwendig fir einen Imagindrteil identisch Null ist wiederum r —§ — é = 0. Dies st
jedoch nur in Ausnahmefdllen erfillt. Das resultierende Verfahren ist im Allgemeinen
dispersiv.

i11) Die Bedingung r — 0 — "72 = 0 passt zu der Beobachtung 2.3.4. Falls der Betrag von
r—o0— "72 klein ist, wird die Péclet-Zahl ebenfalls klein.
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3.2 Numerisches Vorgehen

Wenden wir uns nun der in [IVO05| nicht durchgefithrten Dissipations-Analyse und damit
dem Betrag von €7 zu, so gilt

|€iwAT‘ — \/%(eiWAT>2 + %(eiwAT)Q (324)

und nach der Definition von b iiber die Gleichung (3.20) folgt:

b —

o TwAT\2 o/ IWATN\2
o In (R4 + §(e47)2) (3.25)

Das nachfolgende Lemma liefert eine Aussage iiber die diskrete Dissipation:

Lemma 3.2.2. Diskrete Dissipation
Aus der Gleichung (3.25) kann man fir die speziellen Fille © = 0, %,1 eine diskrete Dis-
sipation

—r = S8+ (G2 + 1) fiir © =0
bad —r— 2B — 237G<4G—G2—H2> fir © =1 (3.26)
-5 - (@ ) fir © =1

herleiten. In allen drei Fallen wird sowohl der Losungszerfall als auch die analytische Dis-
sipation nur unzureichend weitergegeben.

Beweis: L
Unter Verwendung der Niherung cos(fAz) — 1 = % gelten die Gleichungen

i) Fir © = 0:
_ - 1 2 2
b= 2ATln((l+G) +H>
Tazlor 1 9 9
R o(26+a +H)
o? 1
~ = T e <G2 + H2). (3.27)
i) Fir © = L:
b ) (1+90-9-2) +m
T 2AfT 2

(e D=9 -y e (a- S B

2
|
u
!
19
@
[\
!
-
Q
/
e~
@
!
Q
(V]
=
(V]
SN~——~"
w
[\l
s
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Kapitel 3: Verwenden einer geeigneten Transformation

iii) Fiir © = 1:
_ 1 2 2
b= MTln(a G)+H)
Taylor 1
L 2G—G2—H2>
2AT<
2
.9 2 2
e (G +H> (3.29)
O

Fiir den, im Hinblick auf die numerische Dispersion, interessanten Fall eines Imaginérteils
identisch gleich Null ergibt sich

Bemerkung 3.2.3. Konvektion identisch Null liefert ,echte‘ Dissipation
Betrachten wir jedoch den wegen Bemerkung 3.2.1 interessanten Fall H = 0. Dann ist der
Imaginarteil identisch zu Null und aus

1 wAT
b=—5In (?R(e )) (3.30)
folgt in allen drei Faillen
—Gr—r— = 3.31
~ G- T (331)

Das Verhalten der Glezchung wird in diesem Falle qualitativ richtig wiedergegeben.

3.2.2. Problemanalyse fiir das Upwind-Schema

In Erinnerung an das Lemma 2.1.6 versuchen wir die Gleichung (1.8) mit dem Upwind-
Schema zu diskretisieren. Das Verfahren gibt in jedem Falle die Richtung der Konvektion
wieder, jedoch bringt die Dissipations-Dispersions-Analyse kein erfreuliches Ergebnis. Statt
i2 sin(fAx) treten jetzt Terme der Form + (i sin(ﬁAx)—l—cos(ﬁAx) —1) auf und wir erhalten

AT o? AT
Gupwind (0’ (A0)? Slgn(r ) 5 )‘T 0 2Ax> (cos(BAx) — 1) —rAT,
2
. o
Hypwina = —Ssign <7" -0 — ?> ‘T - — —‘ N sin(SAz).

Auch hier bleibt ein Imaginérteil ungleich Null {ibrig. Insbesondere wird damit das
Auftreten numerischer Dispersion nicht verhindert.

Rufen wir uns an dieser Stelle die Form von H fiir die zentralen Finiten-Differenzen in
Erinnerung,

AT
2Ax

und denken daran, dass die numerische Dispersion fiir H = 0 komplett verschwindet, so
konnen wir folgende Beobachtung formulieren:

Hzentrale FD ‘= Q(T —0— _) Sln(ﬁA{L‘)
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3.3 Suche nach einer geeigneten Transformation

Beobachtung 3.2.4. Konwvektionsterm verursacht numerische Dispersion
Die numerische Dispersion wird durch die Diskretisierung des Konvektionsterms der PDE
i die zugehorige Differenzengleichung hineingebracht.

3.3. Suche nach einer geeigneten Transformation

Wir haben festgestellt, dass bei der Diskretisierung der log-transformierten Black-Scholes
Gleichung, unabhingig von der Wahl des Differenzen-Schemas, numerische Dispersion auf-
treten kann. Als Ursache dafiir haben wir den Konvektionsterm der Gleichung ausgemacht.
Da verschiedene Diskretisierungen den Konvektionsterm nicht hinreichend gut approximie-
ren wollen wir nun versuchen, diesen iiber eine geeignete Transformation zu eliminieren.

3.3.1. Wilmotts Transformation auf die Warmeleitungsgleichung

Die am weitesten verbreitete Transformation ohne Konvektionsterm ist die von Wilmott
Eingefiihrte. Wir erinnern uns an die resultierende Gleichung

Vy — Uge = 0.
Die diskrete Dissipations-Dispersions-Analyse liefert uns die Relation:

— 0)-227 (cos(fAL) —
L= O) R (cos(8A0) ~ 1) (3.32)

6iwAT N
1— @(QA—z;Q(cos(ﬁAx) —1)

Erstens fehlt hier der Imaginarteil, d.h. es tritt keine numerische Dispersion auf, und
zweitens wird die kontinuierliche Dissipation hinreichend gut genadhert. Damit ist ein
aussichtsreicher Kandidat fiir die Transformation gefunden worden.

Beispiel 3.3.1. Zvans Testproblem [ZFV98]
Man berechne den Preis eines europdischen Vanilla Calls mit K = 15.0, T'=1.0, r = 0.15,
0 =0 und o = 0.01.

Versuchen wir jedoch dieses Testproblem in der transformierten Fassung zu l6sen, so stofen
wir, wie bereits in [IV05] angemerkt, auf weitere Schwierigkeiten.

Beobachtung 3.3.2. Die Anfangsbedingungen sind nicht auszuwerten.
Beim Versuch die Anfangsbedingung bzw. Dirichlet- Randbedingungen fir Tae, Tmin GUS-
zuwerten wird der numerische Algorithmus unabhédngig von der Diskretisierung abbrechen.

Denn fiir die transformierte Auszahlungsfunktion des Calls gilt:

ow,7) = exp (5las— 1)+ 7 (65— 12 +4q) ) (" = 1)
S G((% 12 4q>> <e%<%+1> _ eg@s—l))
= exp <£((q5 —1)%+ 4q)> exp (gq(;)Qsinh <%> .
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Kapitel 3: Verwenden einer geeigneten Transformation

Hier lasst sich der erste Term mit ¢s = g — 3—2 wie folgt abschitzen:

T T T
exp (Z((% —1)2+ 4q)> > exp (Z((% —1)2+ 4%)) = exp (Z(% + 1)2>- (3.33)
Fiir die Wahl eines rechten Randwertes x,,,, > 2 ist die Abschéitzung
e B @) > exp (gs) (3.34)

erfiillt. Damit erhdlt man fiir 7 > 0 oder fiir hinreichend grofes z,,,, eine Abschitzung
gegen exp(qs) = exp(Pe + 1). Hier spielt wieder die Péclet-Zahl eine Rolle und fiir das
Beispiel 3.3.1 gilt Pe = 3000. Beim Versuch der numerischen Auswertung der Auszah-
lungsfunktion kommt es daher zu einem Exponenteniiberlauf.

Auch wenn das Verfahren nun theoretisch eine dispersionsfreie Losung liefert, so kann es
in der Praxis nicht angewandt werden, da es unmoglich ist, die Iteration zu starten. Eine
weitere Einschrankung besteht auch noch darin, dass die Wilmott Transformation nur fiir
konstantes o durchzufiihren ist. Denn die neue Zeit 7 ist auch iiber den Parameter o
definiert worden. Die Zeit kann aber nicht unterschiedlich schnell ablaufen.

3.3.2. Konvektions-Verschiebung

Wir betrachten die Transformation von Barraquand und Pudet fiir konstante Parameter,
d.h. den klassischen Black-Scholes Fall bzw. die Transformation von Smith fiir zeitabhéan-
gige Parameter, d.h. das von Merton erweiterte Modell. In beiden Fallen resultiert die
Gleichung

aus der Transformation. Diese Gleichung ist fast identisch zur log-Transformation fiir den
Null Konvektion Fall. Wir haben nur zusétzlich den Diskontierungsanteil wegtransformiert.
Die Dispersions-Dissipations-Analyse fiir die Differenzengleichung ergibt dann erwartungs-
gemaf die Relation

, 1+(1-0)G
WAT
= - 3.35
TR (3.35)
mit der bekannten Abkiirzung G, die um den Anteil rA7 bereinigt, nun die Form
A
G = o° (A;)Q(Cos(ﬁAx) -1)
hat. Die Auszahlungsfunktion fiir den Call geniigt der Abschitzung
T T _ 2
¢(x,7) = K max {exp (:E —|—/ 8T —y)+ Md@
0
— exp —/ r(T —y)dy), 0}
(), )
2
< K oxp (247 (dnas + 7222)), (3.36)
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3.3 Suche nach einer geeigneten Transformation

wobei O und 0,4, die jeweiligen Maxima im Intervall [0, 7] reprisentieren. Damit ist
die Auszahlungsfunktion fiir verniinftige Werte von x und 7 auswertbar, insbesondere
wachsen ihre Werte nicht mit der Péclet-Zahl. Zusammenfassend erfiillen also beide
Transformationen die Anforderung, keine numerische Dispersion zu verursachen und sind
gleichzeitig so aufgebaut, dass eine numerische Auswertung der Auszahlungsfunktion auch
fiir eine grofe Péclet-Zahl noch moglich ist.

Der einzig verbleibende Kritikpunkt in diesem Fall ist die Anwendbarkeit auf das Modell
von Cox und Ross. In diesem Modell ist die Volatilitdt o zusétzlich zur Zeit auch vom
Kurs S abhédngig. Damit sind die beiden vorangehenden Transformationen nicht mehr
anwendbar. Durch die log-Transformation erhilt der Konvektionsterm die Form

r(T—71) =0T —71)—o(K exp(z), T — 7).

Fiir das totale Differential im Transformationssatz sind dann die Ableitungen des Integrals
nach S bzw. x nicht mehr Null. Daher ist es zwingend notwendig, eine weitere Transfor-
mation zu entwickeln.

3.3.3. Eine neue Transformation

Wir versuchen nun mit den Ideen der vorangehenden Transformationen die Verwendbarkeit
fiir lokale Volatilitatsflichen zu ermdglichen. Die Smith Transformation scheitert genau an
dieser Abhingigkeit der Volatilitdt o vom lokalen Aktienkurs S. Es ist daher naheliegend,
die Volatilitdt unberiicksichtigt zu lassen. Die in dieser Form gemachte Einschrinkung

T = T-—1t,
T o= m(%)+ZIMT—yy—&T—yyw, (3.37)

fithrt auf die vorlaufige Gleichung

~ 2 —~ ~ o~
%—d%ﬂ[%qu+MT—ﬂV:0 (3.38)

Hier taucht allerdings immer noch ein Konvektionsterm auf, so dass man in der Losung wei-
terhin numerische Dispersion erwarten muss. Jedoch kann man sich der Idee von Wilmott
bemaéchtigen und den Ansatz

-~

V(z,7) =:exp(g(x) + h(1))v(x,T) (3.39)
machen. Dann gilt:
= exp(g(z) + h(1)) (hT v+ UT> )
= exp(g(z) + h(7)) (gx v+ vm> ,

exp(g(x) + A7) ((9:)° 0 + 200 v+ gaz 0 + Vs )

Y =
|

8
|

o~
8
I
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Kapitel 3: Verwenden einer geeigneten Transformation

Die Gleichung (3.38) wird zu

0 = eW@+h() {(hT v+v)+r(T—1)v

7T - §
_U(l’% (((g;p)Z V4 202 Vg + Gaw U+ Vpe) — (gov + Ux)):|
aT - 2
—  elg(@)+h(r) lUT + <hT +r(T—71)+ M (9e — (%:)2 - gww))“
T — )2 T—r1)
LT gy, - AL ) } | (3.40)

Dabei ist es weiterhin das Ziel, den Konvektionsterm v, zu eliminieren. Dazu setzen wir
den fiihrenden Koeffizienten gleich Null. Somit fordern wir

1
1-2g,=0 = g(x) = g%+ Ch. (3.41)

Die Gleichung (3.40) vereinfacht sich dann zu

oz, T —1)%* 1 1)> o, T —1)? /Uxx:| '

0 = BetOrh() |y (hT T - Sz
ez vr + +r(T—71)+ 5 (2 1

Zu einer weiteren Vereinfachung fiihrt die Wahl von
et rf(T—7)=0  — h(r):—/ (T — ) dy + Cs (3.42)
0

mit zugehoriger Gleichung

1 ! T —71)? 1
0:exp(§$—/ T(T—y)dy+0> {UT_M(UII_ZU
0

~—

2
Es resultiert schlieflich die dquivalente Bewertungsgleichung

o(z, T2— 7) (00e — zl;”)' (3.43)

Zusammenfassend hat diese, in [IV05| ohne Herleitung angefiihrte, Transformation fiir die
Wahl der Integrationskonstanten C; = Cy = 0 die Form

0=wv, —

~

U, 7) = exp (%x _ /O (T =) dy) o, 7). (3.44)

Die Auszahlungsfunktionen ergeben sich mit S = K exp (m — Jo (T —y) = 0(T —vy) dy)
im Falle des Calls zu

#(z,7) = K max [exp(—kg—i—/oTé(T—y)dy) — exp(—g—F/OTT(T—y)dy),O]

< K oxp (5 +0nar)
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3.4 Eigenschaften der Transformationen

Die Auszahlungsfunktion ist somit ebenfalls fiir verniinftige Werte von x und 7 auswertbar.
Fiir einen Vanilla Put lautet der Payoft:

é(z,7) = K max [exp(—§+ATr(T—y)dy) . exp<§+/0T5(T—y)dy>,0].

Somit ist es moglich, eine numerische Berechnung der Optionswerte durchzufiihren, ohne
dass die resultierende Naherungslosung mit kiinstlicher Dispersion behaftet ist.

3.4. Eigenschaften der Transformationen

Die zuvor erarbeiteten Transformationen wollen wir nun auf die Eignung hinsichtlich
der Zielvorgaben beziiglich Oszillationsfreiheit und LP-Darstellung aus Kapitel 2.3
untersuchen.

Da wir fiir die Wilmott Transformation bereits den Nachteil des Exponenteniiberlaufs
herausgestellt haben, untersuchen wir an dieser Stelle nur die Diskretisierung der Gleichung

02

T T J:a::O
v 2U

aus der Konvektions-Verschiebung bzw. der Gleichung

T — 2
S k) Y

5 v):O

nach der neuen Transformation. Hierbei gilt:

Korollar 3.4.1. Bedingungen fiir die Diskretisierung
Fiir eine TVD Diskretisierung (vgl. Def. 2.1.4) der beiden vorangehenden Bewertungsglei-
chungen muss

i) fir die Konvektions-Verschiebung nach Smith die Bedingung

1 o?

>
(1—©)AT = Ag?

(3.45)

it) fir die neue Transformation die Bedingung

1 11
— >0 — 4= :
1-05ar -’ (A:c2 * 8) (3.46)

erfillt sein. Damit das Problem in die LP-Struktur tberfihrt werden kann, sind keine
weiteren Bedingungen notwendig.
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Kapitel 3: Verwenden einer geeigneten Transformation

Beweis:

Die TVD Bedingungen ergeben sich fiir beide Transformationen aus dem Lemma 2.1.5.
Nach Lemma 2.2.3 reicht es, fiir die Ubertragbarkeit des Problems in ein Lineares Pro-
gramm zu zeigen, dass die Nichtdiagonaleintriage der Diskretisierungsmatrix kleiner oder
gleich Null sind. Dies fiihrt in beiden Fillen auf die Bedingung

o2 AT
S N 0, (3.47)
die immer erfiillt ist. O

Bemerkung 3.4.2. Abhdngigkeit der Diskretisierung von Péclet-Zahl eliminiert
In beiden Fdllen ist die, in Bedingung (2.15a) noch vorhandene, Abhdngigkeit von der
Péclet-Zahl verschwunden.

Auf dem Papier haben wir das numerische Vorgehen fiir die Berechnung mittels der
Black-Scholes Gleichung wesentlich verbessert. Die starke Einschrankung durch die Péclet-
Bedingungen ist wesentlich abgeschwicht worden. Ein weiterer nicht offensichtlicher Vorteil
ist die Auslagerung der Zins- und Dividendenstruktur in die Auszahlungsfunktion. Insbe-
sondere fiir zeitabhingige Parameter ist hier ein Austausch der Diskretisierungsmatrizen
nicht mehr notwendig. Die Zeitabhéngigkeit von o bleibt von dieser Aussage unberiihrt.
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4. Modifizierter Algorithmus

In diesem Kapitel soll die Auswirkung der Transformationen auf den eigentlichen Lésungs-
algorithmus betrachtet werden. Bisher ist lediglich die Ubertragbarkeit in ein lineares Pro-
gramm gesichert worden. Im Sinne von Dempster und Hutton [DH97, DH99| wire man an
dieser Stelle fertig. Das Problem wird diskretisiert und an einen verfiigharen (kommerzi-
ellen) LP-Loser iibergeben. Jedoch wird so nicht auf die Eigenheiten des Problems einge-
gangen und damit ein moglicherweise grofer Overhead in Kauf genommen. Wie schon in
Kapitel 2.2.3 angesprochen, haben Dempster und Hutton in Zusammenarbeit mit Richards
bereits einen Algorithmus entwickelt, der diese Feinheiten ausnutzt und damit wesentlich
schneller 1duft. Dieser soll zunédchst beschrieben werden und danach auf seine Tauglichkeit
fiir das modifizierte Problem getestet werden.

4.1. Der Algorithmus von Dempster, Hutton und
Richards

Dempster, Hutton und Richards nutzen in ihrer Arbeit [DHROS8| zwei wesentliche Dinge
aus. Zum einen ist dies die Verwandtschaft zweier Teilprobleme in aufeinanderfolgenden
Zeitschritten, zum anderen die Eigenschaften des Komplementaritatsproblems:

V(,T)=1V
V>U
(OCP) v %_‘t/ >0 (4.1)
(V=) A (V-T) =0,
mit dem Black-Scholes Differentialoperator
2 2
0% 5 0 0
=—=5"— —0)S— —r. 4.2
L 28852+(r )SOS r (4.2)
Anhand der vorletzten Gleichung sieht man sofort die zwei implizit definierten Bereiche:
S:= {(s, £) € [0, 00[x [0, 7] mit V(S,t) = ¥(S, t)} , (4.3)

den Stoppbereich, in dem eine sofortige Ausiibung sinnvoll ist. Der Optionswert entspricht
hier dem Inneren Wert. Sowie

o= {(S,t) € [0, 00[x [0, 7] mit %—‘;+£vzo}, (4.4)
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den Haltebereich, in dem auf die Ausiibung verzichtet wird. Der Ubergang zwischen den
komplementiren Bereichen ist die ebenfalls nur implizit definierte Ausiibungsgrenze
S¢(t). Dempster, Hutton und Richards machen sich neben den Eigenschaften der Aus-
iibungsgrenze zu Nutze, dass sowohl der Stoppbereich als auch der Haltebereich einfach
zusammenhingend sind.

Das nach der Idee von Dempster und Hutton [DH99] in ein Lineares Programm tiberfiihrte
und zeitschrittweise diskretisierte Optionsbewertungsproblem hat fiir ¢ > 0 die Gestalt:

Minimiere ¢’ 4™,
m)

o™,
BumY, (4.5)

so dass ul

>
A u(m) >

Es wird iiber die Verwendung des Zeitwertes der Option y™ := u(™ —¢(™ (vgl. [DHR9S])
zu dem Problem

minimiere ¢!y™),
so dass ym 0,

>
> Bum b — ApMm = plm) (4.6)

Durch die Einfiihrung nichtnegativer Schlupfvariablen s(™ erhilt es die Form:

Minimiere "y,

so dass g™ >0,
g(m) > 0,
(m)
S m
(—1]4) ( () ) = b, (4.7)

Dieses iiberbestimmte Gleichungssystem reduzieren Dempster, Hutton und Richards wie-
derum durch ,Streichung’ der Nichtbasisvariablen auf ein eindeutig bestimmtes Gleichungs-
system. Genauer gesagt ist der Wert dieser Nichtbasisvariablen identisch Null, d.h. entweder
der Zeitwert y,Ej’”> ist identisch Null oder aber fiir die Schlupfvariable gilt sl(cm) = 0. An dieser
Stelle geht nun der einfache Zusammenhang der Gebiete und deren Komplementaritit ein,
denn fiir den Put représentieren die Variablen mit Wert Null gerade die mittleren Spalten
der Matrix (—I|A). Es gilt dann:

(m)

5y, > 0 fur 1 <k <nb,
y,(cm) = 0 fir 1 <k <nb,
s™ = 0 firnb+1<k<N,
g™ > 0 firnb+1<k<N, (4.8)
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4.1 Der Algorithmus von Dempster, Hutton und Richards

mit nb als groftem Index aller Knoten, die im Stoppbereich liegen. Hilfsweise ldsst sich
hier ein System D z(™ = (™ mit der Bedingung 2™ > 0 und Diskretisierungsmatrix

-1 0 . 0 Al,nb+1 ce AI,N
0 . : . .
: 0
D = =1 Appprr - A
0 .
0 o oo 0 Anmr - Awy

16sen. Die Zuordnung der Lésung erfolgt geméf

(m) {z,im) fir K < nb
S, = ,
0 sonst
(m) 0 fiir kK <nb
Z, sonst

Zeitschrittweise sind die Probleme miteinander verwandt. Die monoton fallende Aus-

iibungsgrenze bewirkt bei einem Wechsel des Ausiibungsknotens einen Ubergang des Wer-
tes der Variablen yq(;:) von Null zu einer positiven Zahl und dementsprechend wird der Wert

von sfgf) Null. Dieser Knotenwechsel kann einfach durch einen Tausch der nb-ten Spalte

0

: At np

0 :
-1 «— nb-te Zeile gegen die Spalte Anb b (4.9)
0 .

AN,nb

0

innerhalb der Diskretisierungsmatrix D beschrieben werden. Dempster, Hutton und
Richards verwenden aufgrund der nicht wachsenden Ausiibungsgrenze eine vom Element
Ay n ausgehende Matrixzerlegung. Das Vorgehen entspricht bis auf die Zerlegungsrichtung
einer Idee von Bartels und Golub [BG69], den Simplex Algorithmus auf eine LU-Zerlegung
zuriickzufiihren.

Fiir eine tridiagonale Diskretisierungsmatrix D ergibt sich der Algorithmus fiir die UL-
Zerlegung:
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Algorithmus 4.1.1. Algorithmus von Dempster, Hutton und Richards
(DHR-Algorithmus) Abwandlung auf variable Koeffizienten von [DHR98, Gleichungen

(24),(25), 8. 70 f]

Ly =AnnN
An_an

Un-in =
Ly N

i-Schleife (1) i=N-1,...,nb+1
Ly = Aiy1;
Lii; = Aii — Lit1, Uiin
Ai1,

Ui = 17

i-Schleife (2) i=mnb, ...
Lit1;=Ui—1,=0
Lm’ =—1.

Der oben beschriebene Spaltentausch lasst sich leicht in den Algorithmus integrieren. Es
ist lediglich eine Anpassung der Zerlegung iiber

Algorithmus 4.1.2. UL-Update fiir DHR-Algorithmus
In Anlehnung an [DHR98, Gleichung (25), S. 71 ]

Lnb+1,nb = Anb—l—l,nb

Lnb,nb = Anb,nb - Lanrl,nb Unb,nb+1

App—1,np

U, _ n N

nb—1,nb Lnb7nb

nb=nb—1.
notwendig.

Ein Lésungsschritt sei mittels des Flussdiagramms in Abbildung 4.1 schematisch beschrie-
ben.

4.2. Notwendige Abwandlung des Algorithmus

Wir haben im vorangegangenen Abschnitt gesehen, dass eine wesentliche Notwendigkeit
fiir den beschleunigten Algorithmus die nicht wachsende Ausiibungsgrenze S;(7) ist. Zu-
satzlich hat van Moerbeke [vM76| gezeigt, dass die Ausiibungsgrenze fiir 7 > 0 eine stetig
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Lose LP-Schritt

Y

(m) (m-1)

b’=Bu tAg"

Y

Lose (UL)Z =b" |=

™ m m | _ja
u-=y +o

nein

UL-Update
nb=nb-1

Abbildung 4.1.: Flussdiagramm fiir einen Zeitschritt des Algorithmus von Dempster, Hut-
ton und Richards. Der Abbruch mit Fehler ist meist auf einen zu kleinen
Diskretisierungsbereich zuriickzufiihren.

differenzierbare Funktion ist. Zusammen ergibt dies die Aussage

0S¢(7)
Sh(r) = —L2 <. 4.10
Dies bleibt fiir z = In(SS), die von Dempster, Hutton und Richards verwendete Transforma-
tion, in den neuen Koordinaten richtig, da der Logarithmus eine streng monoton wachsende
Funktion ist. Erinnern wir uns nun an die beiden als geeignet angesehenen Transformatio-
nen. Im ersten Fall ist dies die Transformation von Smith (Konvektions-Verschiebung)

x:zln(%)+/OTT(T—y)—5(T—y)—U(TT_y)2dy.

Die Ausiibungsgrenze in den neuen Koordinaten lautet dann:

24(r) = 1In (SfT(T)) +/OTT(T—y) 5T —y) — “(TT_W@.
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Durch Differenzieren erhélt man dann folgende Aussage iiber die Monotonie:

1 o(T—7)* ()
2 (1) = S +r(T—-—7)=06(T—-7) — ——— < 0.
() = gy U+ (T =7 = 8T =) - T

Das Vorzeichen von r—¢§ — %2 zum Zeitpunkt T'— 7 ist im Allgemeinen nicht festgelegt. Aus
den Daten der Problemstellung ist es zwar bekannt, aber die optimale Ausiibungsgrenze
bleibt unbekannt. Insbesondere fiir den interessanten Fall einer konvektionsdominanten
Gleichung ist das Vorzeichen jedoch héchstwahrscheinlich positiv. Hier lasst sich dann nur
die Aussage treffen:

Korollar 4.2.1. Stabilitdt des DHR-Algorithmus fiir Konvektions- Verschiebung

i) Hinreichend fir einen sicheren Durchlauf des Algorithmus 4.1.1 ist

oT -7 (4.11)

r(T—7)=6T—7)— 5 <

fir jedes T > 0.
i) Firr(T —7)—0(T —71) — U(TT#)Q > 0 kann der Algorithmus abbrechen.

itt) Gibt es ein T > 0 mit

1 o(T —7)*
—— <r(l'=7)—6(T"-7) — ——— 4.12
Sf(T) f(T) T( T) ( T) 92 ) ( )
so wird der Algorithmus abbrechen.
Beweis:
Wir testen, ob die Ausiibungsgrenze in den transformierten Koordinaten nicht wachsend
verlauft. Diese Aussage ist im ersten Fall sicher und wird im letzten Fall verletzt. a

Leider lasst sich die Aussage fiir die kritischen Félle, insbesondere die Moglichkeit eines
Abbruchs des Algorithmus nicht nutzen. Hier gilt:

Bemerkung 4.2.2. Praxisrelevanz der DHR-Stabilitit fiir die Konvektions-
Verschiebung

Die Bedingung (4.12) ist nur von theoretischer Bedeutung. Da S¢(7) und auch S (1) im-
plizit mit dem Problem zusammen als freier Rand bestimmt werden maiissen, kann diese
Bedingung a priori nicht geprift werden. Insbesondere kann man fir die Prazis nur die
erste Aussage des Korollars nutzen.

Fir die neue Transformation kommt man iiber

x:—ln(%)%—/OTT(T—y)—(S(T—y)dy

50



4.2 Notwendige Abwandlung des Algorithmus

zu dem analogen Ergebnis

, 1 , ()
2 (7) = (7 Sir)+r(T—7)=6(T—7) < 0.

Das Korollar 4.2.1 lautet nun dementsprechend:
Korollar 4.2.3. Stabilitdt des DHR-Algorithmus fir die neue Transformation
i) Hinreichend fir einen sicheren Durchlauf des Algorithmus 4.1.1 ist
r(T—7)—6(T—-7)<0 (4.13)
fur jedes T > 0.
ii) Firr(T —71)—0(T — 1) > 0 kann der Algorithmus abbrechen.
itt) Gibt es ein T > 0 mit

1
Si(7)

so wird der Algorithmus abbrechen.

Si(r) <r(T—7)—=o(T —7), (4.14)

Beweis:
Analog zu Korollar 4.2.1. O

Die Situation verbessert sich hier auch nicht, weil folgende Bemerkung gilt:

Bemerkung 4.2.4. Praxisrelevanz der DHR-Stabilitit fiir die neue Transforma-
tion

Die Bedingung (4.13) wird in der Regel fir normale Parametersatze nicht erfillt sein, da
der risikofreie Zinssatz meist grofier als die Dividendenrate ist. Die Bemerkung 4.2.2 gqilt
fir die Gleichung (4.14) sinngemdp.

Hier zeigt sich, noch stdrker als bei der Smith Transformation, dass ein einfaches
Verwenden des DHR-Algorithmus 4.1.1 mit Schwierigkeiten verbunden sein kann. Zur
Verdeutlichung schaue man sich noch einmal die Ausiibungsgrenze in den verschiedenen
Koordinatensystemen an. Fiir konstante Parameter r, 6 und o zeigt sich in dieser sche-
matischen Darstellung ein lokales Minimum fiir x¢(7). Die Abbildung 4.2 zeigt ebenfalls
sofort einen Weg auf, den DHR-Algorithmus zu modifizieren. Wir haben festgestellt, dass
die Ausiibungsgrenze x;(7) in diesem Falle genau ein lokales Minimum fiir 7* besitzt. Vom
Ausiibungszeitpunkt an bis zum Zeitpunkt 7* verlduft die Ausiibungsgrenze monoton
fallend und danach monoton steigend. Damit muss fiir den Algorithmus ,einfach® zum
richtigen Zeitpunkt die Suchrichtung der Ausiibungsgrenze geidndert werden. Entspre-
chend kann im Fall nicht konstanter Parameter und damit moglicherweise mehrerer lokaler
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x s

(a) in a-7-Koordinaten (b) in S-7-Koordinaten

Abbildung 4.2.: Schematischer Verlauf der Ausiibungsgrenze: In den S-7-Koordinaten ist
diese wie in der Theorie nicht wachsend. In diesem Beispiel ist sie sogar
monoton fallend. In den z-7-Koordinaten liegt in 7% ein lokales Minimum
vor.

Extrema die Suchrichtung an mehreren Stellen 7 fiir i = 1,2,... gedndert werden.

Die Umkehr des Spaltentausches gemaf Gleichung (4.9) bedeutet, die Spalte

0

Al,nb

: 0
Apbonb wieder gegen die Spalte -1 «— nb-te Zeile (4.15)

: 0

AN b :

0

auszuwechseln. Dies ist nichts anderes als die Invertierung des Algorithmus 4.1.2. Die Be-
zeichnung mit der hochgestellten minus Eins fiir das Inverse ist daher fast zwingend.

Algorithmus 4.2.5. UL-Update™! fiir DHR-Algorithmus

Lnb+1,nb =0

Lnb,nb =-1
Unb—l,nb =0
nb=mnb—+ 1.

52



4.2 Notwendige Abwandlung des Algorithmus

Der bestehende Algorith-
mus wird um diese Umkehr
erweitert. Ein Abbruch des
Verfahrens tritt nun erst dann
ein, wenn auch fiir positive
Suchrichtung, d.h. die Hilfs-
variable nb wird erhoht, keine
zuldssige Losung im Sinne
von 2™ >0 mehr gefunden
wird. Anschaulich wird dieser
Ablauf in Abbildung 4.3
beschrieben. Insbesondere
sieht man dort, dass die
Geschwindigkeit des Algo-
rithmus entscheidend von der
Wahl der Parameter nb,,;,
bzw. nby,.. abhingt. Unter
der Voraussetzung, dass die
Grenze nur ein Minimum
aufweist, héngt sie sogar
im Wesentlichen nur von
der Wahl von nb,,;, ab. Ein
Umschalten der Suchrichtung
findet erst dann statt, wenn
nbyin unterschritten wird.
Liegen jedoch viele Gitter-
punkte zwischen nb,,;, und
dem bisherigen Index mnby;,
so muss in jedem(!) Schritt
ein UL-Update und die
dazugehorigen 2 Gleichungs-
systeme fiir die Priifung, ob
z zuléssig ist, gerechnet wer-
den. Bei hinreichend kleiner
Schrittweite in 7-Richtung
kann man jedoch davon
ausgehen, dass der Index
nb nicht weit springen wird.
Somit ist eine Definition als
Funktion von der bisherigen

Lose LP-Schritt
Y

(m) (m-1) (m)

b =Bu -Ag

Y

Lose (UL)Z =b~ |=

Y Y

UL-Update UL-Update™
nb=nb-1 nb=nb+1
nein
Richtung=1
ja

Fehler =810 “pepp )8

Abbildung 4.3.: Flussdiagramm fiir einen Zeitschritt des
modifizierten Algorithmus von Demp-
ster, Hutton und Richards. Der Basis-
algorithmus ist um den inversen Spalten-
tausch ergidnzt worden.

Grenze, d.h. nb,,;,(nbay), sinnvoll, um den Rechenaufwand zu minimieren.
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5. Vorbereitung der
Schrittweitensteuerung

Im bisherigen Teil der Arbeit ist nur wenig Riicksicht auf die Genauigkeit der Losung bzw.
die Geschwindigkeit des Losungsvorgangs genommen worden. Beziiglich der Konvergenz
ist die Aussage von Jaillet et al. [JLLIO0] (Satz 2.2.2) angesprochen worden. Die Resultate
der Arbeiten von Dempster, Hutton und Richards zur Berechnungsdauer sind ebenfalls
angefithrt worden. Beide lassen sich informell auf folgende Faustregeln bringen:

Bemerkung 5.0.1. Faustregeln zur Geschwindigkeit und Genauigkeit

i) Je kleiner AT und Ax gewdhlt werden, desto genauer wird die Niherungslosung w.
Diese Aussage wird vorbehaltlich maoglicher Rundungsfehler getroffen.

it) Der LP-Loser ist schneller als iterative Algorithmen.

Offen gelassen wird jedoch, wie viel Aufwand fiir eine Losung mit gewiinschter Genauigkeit
notwendig ist. Man kann jedoch mit der zweiten informellen Aussage arbeiten. Wenn der
DHR-Algorithmus in jedem Schritt schneller als ein Relaxationsverfahren ist, dann kann
man den Algorithmus dadurch weiter beschleunigen, dass man die Notwendigkeit einzelner
Schritte in Frage stellt.

5.1. Motivation

Wir betrachten nochmals das lineare Komplementaritiatsproblem aus Gleichung (4.1). Die
Bewertung einer amerikanischen Option entspricht der Losung dieses Problems. Wire die
Ausiibungsgrenze bekannt, so wire damit auch die Losung im Stoppbereich S bekannt und
man koénnte die Losung fiir H mittels der PDE

oV o* , 0%V oV

berechnen. Dies ist nicht der Fall, jedoch kann man das Verhalten der Losung auf H fiir
den Fall einer bekannten Ausiibungsgrenze analysieren. Wie bereits gezeigt, 1asst sich die
letzte Gleichung mittels der Konvektions-Verschiebung aus Kapitel 1.3 auf eine Warmelei-
tungsgleichung der Form

o?(T —7)

S :(:J::O
v B v
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reduzieren. Fiir diese Gleichung lassen sich nun iiber einen Separationsansatz Losungen
der Form

o (T —7)

5 /\27> (G cos(Az) + Hsin(/\x))

v(z,T) = exp < —

bestimmen. G und H héngen dabei von den Anfangswerten und der Randbedingung, ins-
besondere fiir den freien Rand zf, ab. Man sieht hier jedoch schon das typische Verhalten
der Wiarmeleitungsgleichung. Die hochfrequenten Anteile der Losung werden sehr schnell
klein, so dass die Berechnungsschrittweite vergrofsert werden kann. Ebenfalls in diese Rich-
tung weist das Verhalten der Ausilibungsgrenze nach diskreter Approximation. Hier ist mit

0.8

0.2 l .

Abbildung 5.1.: Verlauf der Ausiibungsgrenze: Ax = 0.02, A7 = 0.01

fortschreitender Zeit 7 ein immer seltener werdender Wechsel des Ausiibungsknotens zu
beobachten. Als Ausiibungsknoten wird der Knoten bezeichnet, dessen Index mit der Va-
riable nb iibereinstimmt. Beispielhaft ist dies in der Abbildung 5.1 gezeigt. Dort verhilt
sich die Austlibungsgrenze fiir 0.7 < 7 < 0.95 sozusagen ,konstant‘. Gleichzeitig springt die
Ausiibungsgrenze im ersten Schritt um 6 Knoten. Hier bietet sich ein Einstiegspunkt fiir
Verfeinerungen.

5.2. Vorwissen

Bevor wir uns mit der Konstruktion einer Schrittweitensteuerung auseinandersetzen, sollen
die Eigenschaften der Losung betrachtet werden. Diese werden, wie sich spéter zeigen wird,
das entstehende Verfahren entscheidend beeinflussen.
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5.2.1. Startwerte sind nur stetig

Wenn wir uns die Auszahlungsfunktion noch einmal ansehen, dann stellen wir fest, dass
diese nicht global zweimal stetig differenzierbar ist. Genauer gilt:

Beobachtung 5.2.1. Fehlende Differenzierbarkeit am Strike
i) Die Auszahlungsfunktion

S—K ;S<K

5.2
0 S > K (5:2)

W(S,T) = {

ist am Strike, d.h. fiir S = K nur stetig, aber nicht differenzierbar.

it) In den transformierten Koordinaten korrespondiert der Strike mit der Stelle x = 0.
Auch hier ist die transformierte Auszahlungsfunktion

0(.0) = {f“ el el (53)

nur stetig.

Setzt man ohne dies zu beriicksichtigen mit einer Crank-Nicolson-Diskretisierung an, so
verhélt sich der Diskretisierungsfehler fiir den ersten Zeitschritt nicht so, wie es nach der
Theorie zu erwarten wire. Denn es gilt:

Lemma 5.2.2. Diskretisierungsfehler in der Praxis

Es sei eine Transformation der Variablen mittels der Konvektions-Verschiebung durchge-
fiihrt worden. Versucht man den ersten Zeitschritt der transformierten Gleichung mittels
Crank-Nicolson-Verfahren zu diskretisieren, so erhdlt man fir x = 0 einen Diskretisie-

rungsfehler der Ordnung O((Az)™") statt der theoretischen O((Ax)?).

Beweis:
Nach der Transformation mittel Konvektions-Verschiebung (vgl. Kapitel 1.10) ist die Glei-
chung

Vp — — VUpy = 0

2

zu losen. Fiir den ersten Zeitschritt, d.h. 7o = 0 und 7 = A7 ergibt sich eine Diskretisierung
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mittels des Crank-Nicolson-Schema der Form

o? v(x;, AT) — v(x;,0)

v (xy, AT) — 5 Ve (T4, AT) — -
0% v(xip1, AT) — 2v(x;, AT) + v(25_1, AT)
4 Ax?
v(wiy1,0) — 2v(x;,0) + v(x;—1,0)

Ax?
=1H‘(;i,0)
AT o? 2

= 7UTT(xi, AT) — T Vg (T4, AT)}+ UZ H(z;,0) + O((A1)%) + O((Az)?)

[\ J/

-~

=:G(z;,AT)

Der Ausdruck H(x;,0) miisste dieselbe Grofe wie die beiden vorangehenden Terme haben,
um das theoretische Ergebnis zu erhalten. Verwendet man die Filligkeitsbedingung des
Puts

o(z,0) = {gfu -owle) 1<t

so ergibt sich auf der einen Seite:

—K exp(z) + O((Az)?) s xp < —Ax
H(z;,0) =< K (5 — 3) + O(Ax) ;=0
0 cx; > Ax.

Auf der anderen Seite liegt der Punkt (0, A7) fiir jedes A7 > 0 im Haltebereich H. Die
Funktion GG wird sich daher nicht wie ﬁ verhalten. O
Das Verhalten der Losung bei der Iteration ldsst sich am einfachsten anhand eines Beispiels
illustrieren.

Beispiel 5.2.3. Testpoblem amerikanische Standard-Option
Man berechne den Preis eines amerikanischen Vanilla Puts mit K = 5.0, T = 1.0, r = 0.1,
0 =0 und o =0.5.

Fiir dieses Beispiel wird eine Iteration sowohl mit dem impliziten Fuler-Verfahren als
auch mit dem Crank-Nicolson-Verfahren durchgefiihrt. Die berechnete Losung, unter
der Barraquand und Pudet Transformation, wird in der Abbildung 5.2 gezeigt. Fiir das
implizite Euler-Verfahren hat die Losung die gewiinschten Konvexititseigenschaften (vgl.
dazu Lemma 8.1.1 oder [Mer73]). Fiir die mit dem Crank-Nicolson-Verfahren berechnete
Lésung ergibt sich jedoch ein Knick fiir x = 0, d.h. an der Stelle des Strikes.

Dieser Knick hat seinen Ursprung in der fehlenden Differenzierbarkeit der Anfangsbedin-
gung an dieser Stelle. Wie sich nach Lemma 5.2.2 erwarten ldsst, verstirkt sich dieser
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V(X,T)

0 I I I I I I
-0.02 -0.015 -0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02
X

Abbildung 5.2.: Knick in der Wertfunktion fiir Beispiel 5.2.3 mit x,,;,, = —1.0, Tpae = 1
und Az = 0.002 sowie A7 = 0.001. Hierbei sind die Losungen des implizi-
ten Euler-Verfahrens und des Crank-Nicolson-Verfahrens nach einem Ite-
rationsschritt d.h. fir 7 = A7 = 0.001 geplottet.

Effekt bei in x-Richtung verfeinertem Gitter, d.h. kleinerem Ax. Natiirlich pflanzt sich
dieser Fehler in den nachfolgenden Zeitschritten fort.

Abhilfe schafft hier die von Rannacher [Ran84| eingefiihrte Vorgehensweise, die auch als
,Rannacher smoothing‘ bezeichnet wird. In dieser Arbeit untersucht Rannacher das Ver-
halten von Konvektions-Diffusions Gleichungen mit unstetigen Anfangswerten. Die Itera-
tion wird mit einer endlichen Anzahl mgy von impliziten Euler-Schritten der Schrittweite
AT /2 begonnen und danach mit dem Crank-Nicolson-Verfahren und einer Schrittweite At
fortgesetzt. Bevor wir dieses Vorgehen erldutern, miissen zundchst zwei Begriffe geklért
werden:

Definition 5.2.4. A-Stabilitdt/L-Stabilitdit
FEs sei die Testgleichung w' = Aw mit R(\) < 0 gegeben. Ein Einschrittverfahren habe die
Vorschrift w™Y) = R(2)w'™ fiir = = At ). Die Funktion R heift Stabilitdtsfunktion
und das Verfahren heiffit A-stabil, wenn das Stabilitdtsgebiet {z € C; |R(2)| < 1} in
der negativen komplexen Halbebene liegt. Das Verfahren heifst L-stabil oder auch streng
A-stabil, wenn zusdtzlich lim,_, R(z) = 0 gilt.

Mit Hilfe dieser Definition kann dann die Glattung der Anfangsbedingungen durch das
folgende Lemma erklart werden.
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Lemma 5.2.5. Glattung durch L-Stabilitdt des Verfahrens
i) Fin L-stabiles Verfahren gldttet die hochfrequenten Fehlerkomponenten.

i1) Das implizite Euler-Verfahren ist L-stabil, das Crank-Nicolson-Verfahren ist nur

A-stabil.
Beweis:

i) Z.B. in [HW96] bei der Herleitung der Definition.

1+z/2
1—2/2"

ii) Nachrechnen mit den Stabilitdtsfunktionen R;,,, (z) = 1—; und Ren(z) =

Rannacher weist ausdriicklich auf die Glattung von hochfrequenten Anteilen durch das
implizite Euler-Verfahren hin. Die endliche Anzahl der impliziten Euler-Schritte beeinflusst
die globale Konvergenzordnung von Crank-Nicolson nicht. Es reicht sogar die Verwendung
von mg = 2 impliziten Schritten aus. Das Vorgehen lasst sich in nachfolgendem Algorithmus
zusammenfassen.

Algorithmus 5.2.6. Rannacher smoothing [Ran84, S. 311/312 |
i) Berechnung der ersten 2 Zeitschritte mit dem impliziten Euler-Verfahren
i1) Fortsetzung der Berechnung mit dem Crank-Nicolson-Verfahren

Im Kontext der Optionsbewertung ist dieses Verfahren bereits von Pooley et al. [PFV03]
verwendet worden. Fiir die betrachteten Optionen zeigt sich dort eine wiedererlangte qua-
dratische Konvergenzordnung. Allerdings sind die in dieser Arbeit berechneten Optionen
nur vom europdischen Typ.

Die eigentliche Problematik klingt in der Arbeit von Rannacher und in der Pooley Arbeit
an. Rannacher nimmt sowohl die Randbedingungen als auch den Quellenterm in der PDE
als glatte Funktionen in x und 7 an. Es diirfen dabei endlich viele Stellen auftreten, an
denen die Funktionen unstetig in 7 ist. Dann muss nicht nur fiir die Anfangsbedingung,
sondern auch nach jedem dieser Spriinge der Algorithmus 5.2.6 angewendet werden. In der
Arbeit von Pooley et al. wird dies rigoros iiber “... Rannacher time-stepping must occur
at all non-smooth states, ie, whenever a discontinuity is introduced”' [PFV03, S. 32]
formuliert.

Dies lasst sich zusammenfassen zu:

Korollar 5.2.7. Rannacher smoothing bei fehlender Glattheit

An jeder Stelle T, an der die Anfangsbedingung, Quellenterme innerhalb der PDE oder aber
die Randbedingung die Glattheitsanforderungen nicht erfillen, muss Rannacher smoothing,
(Algorithmus 5.2.6) verwendet werden, um die Konvergenzordnung des Crank-Nicolson-
Verfahrens zu erhalten.

IFettdruck fehlt im Originaltext
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Die folgende Bemerkung bezieht sich auf den Versuch, ohne Rannacher smoothing auszu-
kommen.

Bemerkung 5.2.8. Lage der Gitterpunkte
Die Bemerkung aus der Arbeit von Pooley et al. zum Entfallen der Gldttung ist hier ge-
genstandslos. Im zitierten Originaltext wird darauf verwiesen, dass fir eine stetige Aus-
zahlungsfunktion mit unstetigen Ableitungen keine Glittung notwendig ist, falls ein Kurs-
knoten in den Ausibungspreis gelegt wird. Durch Anwendung der Transformationen, die
das Koordinatensystem mit der Konvektion verschieben, kann diese Forderung fir kaum
einen Payoff erfullt werden.
Im Fualle eines Vanilla Put ist hiermit der Punkt xy mit

2

K<1 — exp(zg) exp (— (r—6 — %)7‘)) =0

gemeint. Es ist aber unmdglich, fiir ein konstantes Gitter den Punkt

0.2

xo(r) =(r—0 — 7)7

fiir jedes T in einen Knoten zu legen.

Ebenso wollen wir anmerken, dass testweise eine Aufteilung in Stopp- und Haltebereich
vorgenommen wurde. Das Resultat findet sich in

Bemerkung 5.2.9. Teilung an der Ausiibungsgrenze

Eine Anpassung des Differenzenverfahrens durch eine unabhdngige Diskretisierung fiir den
Bereich links bzw. rechts des Strikes und zusdtzliche Forderung von Stetigkeitsbedingungen
fir die Funktion und ihre Ableitungen an der Stelle x = 0 liefert eine glatte Losung, die
der des impliziten Euler-Verfahrens dhnelt. Jedoch ist dieses Vorgehen aufgrund der unbe-
kannten Ausibungsgrenze und der nachfolgenden Aussagen (insbesondere Lemma 5.2.11)
tber die Differenzierbarkeit an der Ausibungsgrenze nur fir Optionen europdischen Typs
geeignet.

Die Uberlegung, ob dieser Effekt vom verwendeten Losungsverfahren abhingt, ist eben-
falls angestellt worden. Hier wurde als Vergleichsverfahren das Projected-Successive-
Overrelaxation-Verfahren (PSOR-Verfahren; [WHD95, Kapitel 9.4], [Sey04, Algorithmus
4.12]) angewandt. Bei der iterativen Losung eines Zeitschrittes finden mehrere Teilschritte
des Verfahrens statt, die evtl. den beobachteten Knick glidtten konnten. Hier haben wir
aber die bzgl. der Glattung negative Beobachtung gemacht:

Beobachtung 5.2.10. Knick auch in PSOR-Lésung

i) Nach einem Schritt des PSOR-Verfahrens weist auch die Losung der Crank-Nicolson
Diskretisierung den beschriebenen Knick auf. Das Auftreten ist dabei unabhdingig von
der Abbruchtoleranz (eps bei Wilmott et al. bzw. € bei Seydel).

it) Auf dem S-Gitter ist ein Knick deutlich schlechter wahrzunehmen als auf dem

x-Gitter. Hier gilt die Aussage des Lemma 5.2.2: Bei einem feineren Gitter verstdarkt
sich der Effekt.
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Kapitel 5: Vorbereitung der Schrittweitensteuerung

5.2.2. Eingeschrankte Differenzierbarkeit an der Ausiibungsgrenze

Schaut man sich nun die theoretischen Eigenschaften der Losung an, so stellt man fest,
dass an der Ausiibungsgrenze ebenfalls nicht die erforderliche Differenzierbarkeit erreicht
wird. Hier gilt:

Lemma 5.2.11. Differenzierbarkeit an der Austibungsgrenze Sy
Es sei mit S¢(7) die Austibungsgrenze zum Zeitpunkt T bezeichnet. Dann gilt:

i) Der Optionswert V(S,T) ist an der Stelle S = S;(7) stetig.

ii) Der Optionswert V(S,7) ist an der Stelle S = S;(7) stetig nach S differenzierbar.
Fiir die Ableitung gilt im Falle des amerikanischen Puts

8V(SgéT),T) _ 1 (5.4)
Die so genannte ,smooth fit condition’.
iii) An der Stelle S = S¢(7) ist der Optionswert nicht zweimal nach S differenzierbar.
iv) An der Stelle S = S¢(7) ist der Optionswert nicht nach 7 differenzierbar.
Beweis:

i) ohne

ii) Hier gibt es mehrere Ansitze. Man vgl. z.B. [WHD95, S. 110/111] bzw. [Kwo98, S.
138-140].

iii) Folgt aus der Komplementaritdt. Im Haltebereich ist der Optionswert streng konvex,
im Stoppbereich wird der Optionswert durch die Gerade S — K fiir den Call bzw.
K — S fiir den Put beschrieben.

iv) Folgt aus der PDE und iii). 0
Diese Aussage bleibt auch nach den Transformationen erhalten:

Lemma 5.2.12. Differenzierbarkeit an der Ausiibungsgrenze xy
Fir Konvektions-Verschiebung bzw. die neue Transformation sei mit x¢(7) die transfor-
mierte Ausibungsgrenze zum Zeitpunkt T bezeichnet. Dann gilt:

i) Der Optionswert v(x,T) ist an der Stelle v = x;(T) stetig.

)
it) Der Optionswert v(x,T) ist an der Stelle v = x¢(7) stetig nach x differenzierbar.
iii) An der Stelle x = x4(7) ist der Optionswert nicht zweimal nach x differenzierbar.
)

(
i) An der Stelle v = x;(7) ist der Optionswert nicht nach T differenzierbar.
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Beweis:

Dazu wird das Lemma 5.2.11 zusammen mit den Aussagen %—‘; = Sg—g bzw.
‘?;7‘2/ =59 + 32% benutzt. .TWeiter 1gilt v(z,7) =" V(x,7) fir Konvektions-
Verschiebung bzw. v(x,7) = elo "¢=9) =22V (2 ) im Falle der neuen Transformation.
Beide Skalierungen sind nach x beliebig oft differenzierbar. O

Aufgrund der nicht ausreichenden Differenzierbarkeit ist auch nach der Transformation mit
dem Auftreten von Schwierigkeiten bei der Verwendung des Crank-Nicolson-Verfahrens zu
rechnen. Auch hier sei zur Illustration wieder das Beispiel 5.2.3 herangezogen. Es wer-
den nun zuerst zwei implizite Euler-Schritte der Lange A7 berechnet, also das Rannacher
smoothing verwendet. Dann folgen zwei Crank-Nicolson-Schritte der Lange A7. Ausgehend
von der Losung nach dem vierten Schritt vfjgN wird dann ein weiterer Schritt der Lange
AT jeweils mit dem impliziten Euler-Verfahren und mit dem Crank-Nicolson-Verfahren
berechnet. Fiir die beiden Losungen ergeben sich anhand des Plots keinerlei qualitati-
ve Einschrankungen. Raut man jedoch die Losungen durch Differenzieren auf, in diesem
Fall die Approximation durch Differenzenquotienten, so zeigt sich fiir das Crank-Nicolson-
Verfahren in der Abbildung 5.3 wieder ein Knick als Artefakt.

-4.55

-4.56

-4.61F

-4.62 L L L L L I I
-0.1 -0.095 -0.09 -0.085 -0.08 -0.075 -0.07 -0.065 -0.06

X

Abbildung 5.3.: Knick in der Ableitung nach x der Wertfunktion fiir Beispiel 5.2.3 mit
Tmin = —1.0, Tynee = 1.0 und Az = 0.002 sowie A7 = 0.001. Hierbei ist ei-
ne Approximation der Ableitung nach x der Losung des impliziten Euler-
Verfahrens bzw. des Crank-Nicolson-Verfahrens nach dem fiinften Itera-
tionsschritt, d.h. fiir 7 =5- A7 = 0.005 geplottet. Es wurden zuvor ein
Rannacher smoothing der Anfangsbedingung, d.h. zwei implizite Euler-
Schritte, und dann zwei Schritte mit dem Crank-Nicolson-Verfahren durch-
gefiihrt.
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Beobachtung 5.2.13. Verschiedene Aufsprungpunkte

Eine mogliche Konsequenz daraus ist auch das Auftreten von verschiedenen Aufsprung-
punkten T ¢imp bzw. xrcon. Der dem Crank-Nicolson-Verfahren zugeordnete Punkt wird
durch den Knick auf der Auszahlungsfunktion nach unten gedriickt.

Auch in diesem Falle liegt die Ursache des Knicks in der nicht hinreichenden Differenzierbar-
keit. Vergleicht man noch einmal die Diskretisierung des Operators g% mittels des Crank-
Nicolson-Differenzensterns und die Diskretisierung fiir das implizite Euler-Verfahren, so
sieht man direkt einen Unterschied durch Hinzunahme der Punkte u["; und v}, (vgl
dazu Abb. 5.4). Hier wird das Verhalten der Losung im bereits bekannten Zeitschritt m
herangezogen.

e

e e
- U'i_g - U5 Uy
............. ® &
| AT
Lo (m) L (m)
!Ui_l ui :ui+1
............. PA " SRR
AX :
—~ |

Abbildung 5.4.: Vergleich der benutzten Diskretisierungspunkte des impliziten Euler-
Verfahrens und des Crank-Nicolson-Verfahrens

Liegen jedoch z.B. die Knoten ", und ;" auf zwei verschiedenen Seiten der Ausiibungs-
grenze (vgl. auch Abb. 5.5), so ist nach Lemma 5.2.12 keine C2-Differenzierbarkeit mehr
gegeben.

Xi-1 Xi Xi+1

Abbildung 5.5.: Dem Crank-Nicolson-Differenzenstern werden das gestrichelten Gitter der
Diskretisierung sowie der Stoppbereich und der Haltebereich unterlegt.
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Insbesondere gilt:

uty o~ v(r; — Az, mAT)
Az?
# v(x;, mAT) — Az v, (z;, mAT) + 5 Vg (X7, MAT)

A
—T“’ Vawa (21, MAT) + O(Az) (5.5)
und damit ebenfalls
mo_Oym ™
e/ S S # Vyo (2, MAT) + O(Az?). (5.6)

Az?

Nun verlduft die Ausiibungsgrenze auch im (m + 1)-ten Zeitschritt zwischen zwei x-Knoten.
Diese Knoten seien ebenfalls mit 7 — 1 und ¢ indiziert. Demnach gilt dann auch hier:

v(x; — Az, (m + 1)AT)
# v(z;, (m+ 1)AT) — Az v, (x;, (m + 1)AT)
Az? Az?

+T Vee (Ti, (M + 1)AT) — - Vgaa (T, (M + 1)AT) + O(Az?).  (5.7)

Entsprechend wird somit die Differentialungleichung auch nicht exakt, im Sinne der Fehler-
ordnung der Diskretisierung, wiedergegeben. Um dies zu erreichen, miisste die Diskreti-
sierung exakt bis an die Ausiibungsgrenze heran gefithrt werden. Der DHR-Algorithmus
bestimmt, so wie andere Verfahren auch, den néchsten Knoten unterhalb der wahren Aus-
iibungsgrenze. Fiir die Ndherung v ist die PDE in diesem etwas zu grof bestimmten Hal-
tebereich erfiillt. Ebenso wird die Differenzierbarkeitseigenschaft an der gendherten Aus-
ibungsgrenze erfiillt. Zusammenfassend ergibt sich

Bemerkung 5.2.14. Numerischer Fehler durch diskrete Ausiibungsgrenze

Weil die exakte Ausibungsgrenze micht genau erfasst wird, liefern sowohl das implizite
Euler-Verfahren als auch das Crank-Nicolson-Verfahren eine iber den Abbruchfehler hinaus
fehlerbehaftete Niherung des Optionswertes. Hierbei zeigen sich die gldttenden Figenschaf-
ten des impliziten Euler-Verfahrens, denn die qualitativen Eigenschaften der theoretischen
Léosung (z.B. Konvexitdt) bleiben erhalten.

Bei fehlender Glattheit soll geméf Korollar 5.2.7 Rannacher smoothing verwendet wer-
den, um die Konvergenzordnung des Crank-Nicolson-Verfahrens zu erhalten. Mit den oben
gemachten Beobachtungen ergibt sich dann folgendes

Korollar 5.2.15. Rannacher smoothing ist in jedem Schritt notwendzig

i) Aufgrund der fehlenden C*-Differenzierbarkeit der Losung an der Ausibungsgrenze,
muss in jedem Iterationsschritt Rannacher smoothing angewendet werden, um die
Konvergenzordnung von Crank-Nicolson zu erhalten.

it) Die Finhaltung von i) bedeutet aber eine Berechnung der Lésung tber das implizite
Euler-Verfahren.
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Beweis:

i) Nach Lemma 5.2.12 ist die Wertfunktion an der Ausiibungsgrenze nur einmal stetig
nach z differenzierbar. Das Korollar 5.2.7 beschreibt die Notwendigkeit des Rannacher
smoothing bei nicht hinreichender Glattheit. Die Aussage folgt dann aus dem Korollar
in Verbindung mit dem Lemma.

ii) Rannacher smoothing bedeutet die Durchfiihrung von zwei impliziten Euler-
Schritten. Wobei sich nach i) dem ersten impliziten Schritt bereits ein weiteres
Rannacher smoothing anschliefsen muss. Induktiv folgt die Behauptung. O

Bemerkung 5.2.16. Verwendung L-stabiler Verfahren héherer Ordnung

Neben dem weitverbreiteten Crank-Nicolson-Verfahren finden auch Mehrschrittverfahren
thre Verwendung, um eine hohere Ordnung in der Zeitdiskretisierung zu erzeugen. Hervor-
zuheben sind hier insbesondere die BDF-Verfahren, wie sie in [OFG04] verwendet werden.
Nach dem Lemma 5.2.5 wird fir das Rannacher smoothing ein L-stabiles Verfahren be-
notigt. Der Einfachheit halber wurde der implizite Euler gewdahlt. Das BDF2-Verfahren ist
ebenfalls L-stabil und damit geeignet.

Da jedoch die Startwerte eines n-stufigen Mehrschrittverfahrens mittels eines Einschritt-
verfahrens erzeugt werden miissen, soll der Fokus auf der Betrachtung von Einschritt-
verfahren fiir den, wie schon oben beschrieben, problematischen Iterationsstart liegen.

5.3. Verfahrensaufbau

Bevor wir konkret das Problem der Schrittweitensteuerung betrachten, sollen einige zu-
sitzliche Resultate hergeleitet werden, die in die spéteren Uberlegungen einfliefen werden.
Dabei wird insbesondere auf die Kosten des Verfahrens im Sinne von benétigten Rechen-
operationen eingegangen. Diese beeinflussen entscheidend die Wahl des verwendeten Ver-
fahrens.

5.3.1. Kosten der Berechnung

Die einzelnen Zeitschritte sollen mit dem modifizierten DHR-~Algorithmus berechnet wer-
den. Bevor wir uns mit dem Aufwand des Verfahrens auseinander setzen, blicken wir wie-
derholend auf den modifizierten DHR-Algorithmus zuriick. Dazu eignet sich am besten das
Flussdiagramm fiir einen Losungsschritt aus Abbildung 4.3. Wir werden dabei den Aufwand
fiir die Bedingungspriifungen ignorieren. Der eigentliche Aufwand fiir jeden Schritt entsteht
durch die Losung des Gleichungssystems (UL)z™ = b(™ sowie die evtl. Durchfiihrung des
(invertierten) Updates der UL-Zerlegung (Algorithmen 4.1.2 und 4.2.5). Der Einfachheit
halber kann man diese jeweils spaltenweise durchgefiihrte Matrixzerlegung als eine einzige,
aber vollstdndige Zerlegung auffassen. Ein mehrfaches Durchlaufen der Schleife, bis ein
zulissiges 2™ gefunden wurde, wird im nichsten Abschnitt unter dem Stichwort ,Wechsel
des Grenzknotens behandelt’. Dass die Matrix A, fiir zeitabhéngige Parameter sogar in
jedem Schritt, neu besetzt werden muss, schligt sich ebenfalls im Aufwand nieder.
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Bemerkung 5.3.1. Aufwand des Verfahrens

Der Aufwand des Verfahrens besteht also im Wesentlichen aus folgenden drei Elementen:

i) Besetzen der Iterationsmatrizen
it) Durchfihren einer vollstindigen UL-Zerlegung
i1i) Lésen des Gleichungssystems (UL)z™ = b(™) in jedem Zeitschritt
Dieser Aufwand lédsst sich genauer bemessen, wie es der folgende Satz angibt.

Satz 5.3.2. Berechnungsaufwand

Das Intervall [Tpin, Tmaz| set in N Teilintervalle zerlegt worden, d.h. die Diskretisierungs-
matrizen haben die Grofle N X N. Es werde entweder das implizite Euler-Verfahren oder
das Crank-Nicolson-Verfahren verwendet. Fir die Durchfihrung eines Zeitschrittes der Be-
wertung eines amerikanischen Puts mittels des Algorithmus 4.1.1 von Dempster, Hutton

und Richards ergibt sich folgender Aufwand:

i) Fir das Besetzen der Iterationsmatrizen ergeben sich

a) bei Verwendung des impliziten Euler-Verfahrens und
1) einer beliebigen Zerlegung des Intervalls [x,,in, Tmaz] insgesamt
11N + 2 Multiplikationen, 5N Additionen
—> 16N + 2 Operationen
11N + 2 Multiplikationen, 6N Additionen
—> 17N + 2 Operationen
2) einem dquidistanten Gitter
8N + 4 Multiplikationen, N Additionen
= 9N + 4 Operationen
8N + 4 Multiplikationen, 2N Additionen
= 10N + 4 Operationen
b) bei Verwendung des Crank-Nicolson-Verfahrens und
1) einer beliebigen Zerlegung des Intervalls [x,,in, Tmaz] insgesamt
14N + 2 Multiplikationen, 5N Additionen
—> 19N + 2 Operationen
14N + 2 Multiplikationen, 6N Additionen
= 20N + 2 Operationen
2) einem dquidistanten Gitter
11N + 4 Multiplikationen, N Additionen
= 12N + 4 Operationen
11N + 4 Multiplikationen, 2N Additionen
= 13N + 4 Operationen

(5.8a)

(5.8b)

(5.9a)

(5.9b)

(5.10a)

(5.10b)

(5.11a)

(5.11b)
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fir die Konvektions-Verschiebung bzw. die neue Transformation (Nummer der Glei-
chung mit a) oder b)).

it) Unabhdngig von der Transformation, der Wahl des Gitters und dem verwendeten
Verfahren sind fir die vollstindige UL-Zerlequng der Tridiagonalmatriz A

2N — 1 Multiplikationen, N — 1 Additionen —> 3N — 2 Operationen (5.12)
durchzufiihren. Dies entspricht dem Extremfall nb = 0.

iii) Ebenfalls unabhangig vom gewdhlten Gitter und der gewdhlten Transformation ergibt
sich fiir die Losung des Gleichungssystems (UL)z™ = b™) fiir die Verwendung

a) des impliziten Euler-Verfahrens ein Aufwand von

6N —2 Multiplikationen, 5N —2 Additionen = 11N —4 Operationen. (5.13)

b) des Crank-Nicolson-Verfahrens ein Aufwand von

9N —2 Multiplikationen, TN —2 Additionen == 16N —4 Operationen. (5.14)

Beweis:
Der Beweis befindet sich im Anhang A. O

Bemerkung 5.3.3. Aufwand fiir Neubesetzung entspricht Zeitschritt
Aus den Teilen i) und iii) des Satzes 5.3.2 ergibt sich sofort, dass eine Neubesetzung der
Matrizen in etwa genauso teuer ist wie die Durchfihrung eines Zeitschrittes.

5.3.2. Zusatzlicher Aufwand - Wechsel des Grenzknotens

Unter dem Schlagwort ,zusétzlicher Aufwand‘ laufen die Anteile der Berechnung, welche
nicht in jedem Zeitschritt auftauchen bzw. die aufgrund der Zeitschrittweitensteuerung
auftreten. Mit dem letzten Punkt ist im Wesentlichen die Schitzung des Diskretisierungs-
fehlers gemeint. Hier gilt folgende Bemerkung:

Bemerkung 5.3.4. Aufwand fiir Fehlerschatzung

Sofern die Gréfie des Zeitschrittes At gesteuert werden soll, so ist ein Instrument hierzu
der Diskretisierungsfehler. Fir dessen Schéitzung werden zwei alternative Losungen bend-
tigt. Der Aufwand fiir die Berechnung dieser beiden Losungen wird den jeweils verwendeten
Verfahren zugeordnet. Der Aufwand, etwa N Operationen, fir die eigentliche Schdtzung
tiber die absolute Differenz der beiden Losungen wird nicht beachtet, da er bei allen Steue-
rungsverfahren auftritt.

Der erste Punkt, Teile des Algorithmus, die nicht in jedem Zeitschritt greifen, bezieht
sich auf die nicht erfiillte Bedingungspriifung 2™ > 0. Diese ist eng mit dem Verlauf der
Ausiibungsgrenze verbunden. Wie schon mehrfach bemerkt, liegt eine der grofen Schwie-
rigkeiten, die Option zu bewerten, in der impliziten Bestimmung der Ausiibungsgrenze

(7).
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Beobachtung 5.3.5. Auffinden der numerischen Ausiibungsgrenze

Der numerisch mittels des (modifizierten) DHR-Algorithmus bestimmte Naherungswert fir
die Ausiibungsgrenze ist der Gitterpunkt x,;, unmittelbar unterhalb von dieser Grenze. Fiir
den m-ten Zeitschritt lassen sich die beiden Fille

nb™ = ppm=1) (5.15a)
und
nbl™ = ppm=1) (5.15b)

unterscheiden. Im zweiten Fall muss der Wert fiir den neuen Zeitschritt durch den Algorith-
mus angepasst werden. Die Anpassung erfolgt, nachdem ein nicht zulissiges 2™ berechnet
wurde. Vergleicht man mit dem Flussdiagramm Abbildung 4.3, so stellt man fest, dass das
Gleichungssystem (UL)z™ = b™) mindestens ein weiteres Mal gelést werden musste.

Die Abbildung 5.6 stellt die Aussage der Beob-
achtung 5.3.5 fiir beide Situationen noch einmal
schematisch da.

Im Teil a) sieht man den angenommenen Nor-
malfall. Zu beiden Iterationszeitpunkten liegt
die Ausiibungsgrenze zwischen den beiden glei-
chen Gitterpunkten. Mit Schritt 1 ist die Lo-
sung des Systems (UL)z™ = b(™ bezeichnet.
Es wird ein zulissiges 2™ als Ergebnis geliefert
und der Zeitschritt ist beendet.

Im Teil b) hingegen fiihrt dieser erste Schritt,
weil die Ausiibungsgrenze nun nicht mehr zwi-
schen den aus dem (m — 1)-ten Zeitschritt be-
kannten Knoten liegt, zu einer nicht zuldssi-
gen Losung 2™, Es muss Schritt 2 als weite-
rer Schritt durchgefiihrt werden, um ein zulas-
siges 2(™?) zu finden. Hier ist die Verringerung
des Wertes nb, verbunden mit dem Update des
DHR-Algorithmus, dargestellt. Der Aufwand
fiir die im Update enthaltene Anderung der Ma- (b) Wechsel des Grenzknoten
trixzerlegung ist bereits beriicksichtigt worden.

Allerdings muss die damit verbundene erneute

Losung des Gleichungssystems beachtet werden. Abbildung 5.6.: Schematischer ~ Ablauf

At

At

Diese fiithrt geméaf Satz 5.3.2 zu einem Mehrauf- des Wechsels des Gitter-
wand von 11N — 4 Operationen fiir das impli- knotens. Dem Gitter
zite Euler-Verfahren bzw. von 16 N — 4 Opera- unterlegt ist der Verlauf
tionen fiir das Crank-Nicolson-Verfahren. Eine der Ausiibungsgrenze.
weitergehende Aussage zum Aufwand erginzen

wir mit
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Bemerkung 5.3.6. Aufwand fir den Wechsel des Grenzknotens

i) Fir die Anpassung des Grenzknotens muss (mindestens) ein weiteres Gleichungs-
system der Form (UL)z'™ = b™ gelost werden. Der Aufwand dafiir ist evakt der
gleiche wie bei der Durchfiihrung eines regularen Zeitschrittes ( Fall a)). Dies sind

1IN —4 Operationen fir das implizite Euler-Verfahren
bzw. 16N — 4 Operationen fir das Crank-Nicolson-Verfahren.

i1) Bei einem in x-Richtung hinreichend feinen Gitter ist es moglich, dass der mit nb
indizierte Knoten zumindest fir kleines T mehr als einen Gitterpunkt springt. In die-
sen Fallen ist jedesmal ein zu Schritt 2 analoges Vorgehen erforderlich. Der Aufwand
erhéht sich entsprechend.

5.3.3. Wahl der Startschrittweite

Die im Folgenden besprochenen Verfahren sind selbstkorrigierend im Sinne einer automa-
tischen Schrittweitenanpassung, dennoch sollte die Wahl einer geeigneten Startschrittweite
untersucht werden. Insbesondere wenn man zur Minimierung des Aufwands versucht, ein
implizites Euler-Verfahren mit konstanter Schrittweite zu verwenden, so kommt man um
diese Wahl nicht herum.

Verwendet man eine Semidiskretisierung in z-Richtung der mittels Konvektions-
Verschiebung

Ur = Ve (5.16a)

bzw. neuer Transformation
2

o 1
U=y [vm — ZU] (5.16b)

transformierten Black-Scholes Gleichung, so erhilt man die Gleichungen

81% 2 1 .
o7 = %A_,IQ(Ui_l —2ui+ui+l) ; L= 17"'7N7 (517&)
aui 0'2 1 1 .
87— = ? |:A_x2 (ui—l — QU'L + ui-‘rl) - ZUZ:| ; 1= 17 s 7N' (517b>

Diese lassen sich beide als ein System gewohnlicher Differentialgleichungen der Form
w' = f(r,w) (5.18)

auffassen. In die Funktion f gehen dabei auch die Parameter ¢ und Ax ein.
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Auf das System 5.18 kann nun die Theorie von Gladwell, Shampine und Brankin [GSB87]
zur automatischen Wahl einer geeigneten Startschrittweite angewendet werden. Die Auto-
ren weisen dabei ausdriicklich darauf hin, auch bei steifen Differentialgleichungssystemen
zufriedenstellende Resultate produzieren zu koénnen.

Wir beziehen uns dabei auf die Ausfiihrung des dort skizzierten Algorithmus, wie er in dem
Buch von Hairer et al. [HNWO1] zu finden ist. Mit |a| sei eine gewichtete Norm bezeichnet.
In der Arbeit von Gladwell et al. wird ebenso wie in der ersten Auflage des Buches von
Hairer et al. die Maximumsnorm gewéhlt. In ihrer zweiten Auflage gehen sie jedoch zur
Euklidischen Norm iiber. Aussagen zur Wahl der Norm fiir das Komplementaritatsproblem
erfolgen in der Bemerkung 7.1.1. Zuvor formulieren wir den Algorithmus fiir ein Verfahren
erster Ordnung, ohne die Norm zu spezifizieren.

Algorithmus 5.3.7. Automatische Startschrittweite
[HNWI1, Kapitel I1.4, S. 169]

i) Man werte f(0,wy) aus und setze dy := |wo| sowie dy := | f(0,wp)].
it) Definiere die Testschrittweite

1 d
%7100 dy

so dass der Zuwachs eines expliziten Euler-Schrittes klein im Vergleich zu den Start-
werten ist. Sollte dy oder dy kleiner als 107° sein, setze hy := 1076,

itt) Man fihre einen expliziten Euler-Schritt durch. wy := wy + hof(0,wp). Danach be-
rechne man f(hg,wy).

i) dy = 1f (ho,w1) — £ (0,wo

o il liefert eine Approximation der zweiten Ableitung.

v) Man berechne eine weitere Schrittweite

N 1
t 10 max(dl,dg)'

Fiir max(dy, dy) < 1071 setze man hy := max (1075 hg - 1073).
vi) Die geeignete Startschrittweite ergibt sich zu

hstart := min(100 - ho, hy).

Wir wollen diesen Algorithmus auf das System (5.18) anwenden. Es ergibt sich das folgende
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Lemma 5.3.8. Approximation der Startschrittweite
Es sei ein Put zu bewerten. Die vorgegebene Toleranz sei tol und es gelte 2Ax < o. Dann
ergibt sich mittels des Algorithmus 5.3.7 die Startschrittweite:

i) P 2V tol Az?
T 10v/K o V(1 —e87)(3 — A7)

fir die mittels Konvektions-Verschiebung transformierte Black-Scholes Gleichung
i) _ 2vVtol Az
start +— ~
10v/K o2y /sinh(82) (1 + 1=y

fur die mittels never Transformation transformierte Black-Scholes Gleichung

Beweis:
Fiir die rechte Seite des Systems (5.18) gilt f(7,w) = "—;Dw; mit einer Tridiagonalmatrix
D. Mittels des Algorithmus 5.3.7 sind nun in beiden Féllen

dy = |wol,
0.2
di = |f(0,wo)] = 5 | Dl
0.4
dy = | f(ho,w1) — f(0,wo)|/ho = 7T | Do

zu bestimmen. Fiir die Norm wihlen wir der Einfachheit halber die gewichtete Maximums-
norm mit der vorgegebenen Toleranz tol als Gewicht.

i) Fiir den Put gilt unter der Konvektions-Verschiebung
wy = ¢(z,0) = K max (1 — exp(z),0).

Aus der Monotonie von exp folgt sofort dy = %(1 — exp(xmm)). Weiter gilt:

2 exp(z;)(1 — cosh(Az)) ;<0
D o _ Az o —
(Dwy); AL 1—r s, =0
und damit d; = t—{fl%(l — exp(—Axz)). Aus
—4 exp(z;)(cosh(42) 1)2 pxp < —2Ax
K (1—e27)(3+e2%(e™d —=3)) ;z;=—Az
(D*wp); = —— < (1 — e 2%)(e=2* — 3) ;2 =0
Azt
(1 — eiAm) y Ly = Az
\O y L 2 2Ax

folgt dy = %4214 (1 — e 8%)(3 — e A7),
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ii) Fiir den Put gilt unter der neuen Transformation:

wy = @(z,0) = 2K max ( — sinh(z/2), )

Aus der Monotonie von sinh folgt sofort dy = 25 sinh(|z,nin|/2). Weiter gilt:
—cosh(&2
smh(%)(w + %1) ;x; <0
(Dwyg); = 2K { sinh(4%) L5 cx; =0
2/ Az i
0 s, >0
und damit d; = 25 % sinh(£Z). Aus
( —COS. Az
— sinh %)(—2(1 Ath( 2) | %1)2 ;ry < —2Ax
cosh(Az)_1)2 cosh(&z)_
) (e et [y,
2 cosh(4Z)—
(D*wp); = 2K smh(%) (2( }Lc'i) 2) 2A1$2) y Ty =
sinh(4%) x4z s 1y = Ax
\0 cx; > 2Ax
o 2—cosh (42
fOlgt d2 t Gol 8A12 Slnh( )(1 + %)

In beiden Féllen sind die Werte von dy und d; echt grofer als 107, Der Wert von Agq,e
lasst sich dann mittels des Algorithmus berechnen.

hstart = min (100 : ho, hl)

e 1 1
N d1 10 maX<d17d2)
<10d0 /1 /1 )
= —mln
10

Dabei ist , /é fiir 2Ax < o der kleinste Wert und es folgt die Behauptung. O

Auch hier ldsst sich im Beweis die Abhédngigkeit der Bedingung von der Knickstelle in den
Anfangswerten ablesen. Die jeweiligen Maxima der Normen d; und ds liegen genau an der
Stelle z = 0. Mit dieser Approximation lisst sich eine grobe Aussage zu der bendtigten
Anzahl der Zeitschritte machen:

Bemerkung 5.3.9. Ungefdihre Anzahl der bendtigten Zeitschritte
Aus dem Ratschlag fir die Startschrittweite ergibt sich, wenn diese Schrittweite konstant
verwendet wird, iber eine grobe Approximation der obigen Werte mittels

" _VtolAz®?
start 5\/?0_2
schnell die Notwendigkeit von weit mehr als 1000 Zeitschritten! Dabei werden grofse Werte

von tol = Ax = ﬁ und moderate Parameter K =1, T =1, o0 = 0.3 zugrunde gelegt.
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6. Verfahren zur
Schrittweitensteuerung

Vor der Wahl eines geeigneten Verfahrens fiir die Steuerung der Zeitschrittweite sollen die
Erfolg versprechenden Kandidaten beschrieben werden. Nach der Betrachtung der Vor-
und Nachteile der einzelnen Methoden wird, ausgehend von einer kurzen Ubersicht, das
geeignetste Verfahren ausgewihlt.

6.1. Mogliche Verfahren

Die moglichen Kandidaten lassen sich im Wesentlichen in vier Klassen einteilen. Dies sind
als erstes die Methoden, fiir die A7 konstant bleibt. Die zweite Klasse bilden die Verfahren,
die A7 iiber den Wertzuwachs steuern. Im nachfolgenden werden diese auch als Algorith-
mus von Eriksson und Johnson bzw. kurz ,EJ-Algorithmus bezeichnet. Die dritte Klasse
umfasst Methoden mit einer kanonischen Steuerung {iber den Vergleich zweier Lésungen
von Verfahren unterschiedlicher Ordnung. Den letzten Punkt der Liste stellen Verfahren
mit einer Steuerung iiber den Vergleich zweier Losungen mit unterschiedlicher Schrittlange
dar.

6.1.1. Impliziter Euler mit konstanter Schrittweite

Die einfachste Form, die Schrittweite zu ,steuern‘ ist sehr naheliegend. Es wird eine Start-
schrittweite A7y gewéhlt und fiir alle weiteren Schritte beibehalten. Das hierfiir verwendete
Verfahren sollte eine rein implizite Berechnung durchfiihren, denn Korollar 5.2.15 sowie Be-
merkung 5.2.16 fordern ein L-stabiles implizites Verfahren. Als Einschrittverfahren bietet
sich hier das implizite Euler-Verfahren an.

6.1.2. Steuerung iiber den Wertzuwachs der LGsung

Eine weitere einfache Steuerungsmoglichkeit ist das hier als ,EJ-Algorithmus‘ bezeichnete
Vorgehen. Dieses Verfahren wurde erstmalig in einer Arbeit von Eriksson und Johnson
[EJ87] vorgestellt und von Johnson, Nie und Thomée [JNT90] auf eine Finite-Differenzen-
Diskretisierung einer eindimensionalen Diffusionsgleichung angewendet.
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Wir skizzieren im Folgenden kurz die Idee des Algorithmus, wie er im Abschnitt 2 der Arbeit
von Eriksson und Johnson [EJ87, S. 14f] formuliert wird. Dazu wird die dort benutzte
Notation auf die hier fiir die Optionsbewertung verwendete Notation iibertragen. Es sei

O=m<nn<...<7p <...

eine (nicht notwendiger Weise &quidistante) Zerlegung der Restlaufzeit in Intervalle
Iy :=]Tim—1, Tm]. Des Weiteren sei tol eine vorgegebene Toleranzschranke und die diskrete
Approximation (™ an der Stelle 7,, des transformierten Optionswertes v soll

max o(r) — )] < to

erfilllen. Mithilfe einer Abschétzung fiir diesen Fehler zeigen Eriksson und Johnson: Die
Zeitschritte AT, fiir m = 1,..., M miissen so gewahlt werden, dass

CAT,, gel%if HUT(T)H ~ tol

erfiillt ist. Ersetzt man nun an dieser Stelle die partielle Ableitung durch den entsprechen-
den Differenzenquotienten fiir die diskrete Losung, so erhilt man die Bedingung

Ju w0 ~

Dabei bezeichnet C eine Konstante, die die kontinuierliche Losung sowie deren Zuwichse
beschrankt (vgl. [EJ87, Theorem 1]). Das Ziel wird es sein, die Zuwéchse der Losung bei
den einzelnen Schritten in derselben Groéfenordnung zu halten.

Unter der Annahme, dass u(™~ ) bereits berechnet ist, ergibt sich fiir geeignetes v der

Algorithmus 6.1.1. Algorithmus von Eriksson und Johnson (EJ-Algorithmus,
Grundform) [EJ87, Gleichungen (2.4a)-(2.4c), S. 15]

i) Man wdhle A1, = ATy 1.

it) Mit diesem A, wird tber das implizite Euler-Verfahren die diskrete Lésung u(™

bestimmd.
iii) Falls
tol [ut™ — utmD < tol
~C T - C

erfillt ist, wird die Schrittweite A1, und die Losung u™ akzeptiert. Ansonsten wird
AT, um den Faktor 2 erhéht oder erniedrigt und mit Schritt ii) fortgefahren.

Eriksson und Johnson geben dabei v mit Wert 2 oder 3 als geeignet an.

Fiir das Diffusionsproblem wandeln Johnson et al.. [JNT90] diesen Algorithmus leicht ab.
Hier soll die neue Schrittweite nicht nur um Zweierpotenzen variieren, sondern direkt vom
letzten Zuwachs der diskreten Losung abhingen. Auch hier seien u(™~Y und A7, als be-
kannt angenommen. Es folgt
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Algorithmus 6.1.2. EJ-Algorithmus (1-D Diffusion)
[INT90, Abschnitt 4, S. 287]

i) Man bestimme tber das implizite Euler-Verfahren die diskrete Losung ul™.
i1) Falls
Hu(m) — u(m_l)H < tol,
akzeptiere man den Wert von u(™ und wdihle

tol
Hu(m) — u(mfl) H '

ATm+1 - ATm (6]‘>

Andernfalls wird A, durch At,,/2 ersetzt und Schritt i) wiederholt.

Die Autoren haben diesen Algorithmus an gleicher Stelle fiir das Diffusionsproblem mit
unterschiedlich glatten Anfangswerten erfolgreich getestet.

Im Finanzkontext wird dieses Verfahren bereits von Forsyth und Vetzal [FV02| angewendet.
Dabei wird im Wesentlichen die Struktur des Algorithmus 6.1.2 verwendet, lediglich die
Vorschrift zur Wahl des néchsten Zeitschrittes ist angepasst worden. Anstatt der Norm des
punktweisen Zuwachses wird hier eine wie in der nachfolgenden Gleichung skalierte Form
des Zuwachses verwendet. sc wird benutzt, um viele sehr kleine Schritte bei gleichzeitig
kleinen Optionswerten zu vermeiden. Aus der Gleichung (6.1) wird dann:

tol

(m) _u7(:7n71)

’ll;i
(m—1)
u;

ATy = ATy, | min
1

(6.2)

(m)
max | sc, |u;

Man verhindert so ein langsames Wachstum der Zeitschrittweite A7, fiir grofe Kurswerte.

Bemerkung 6.1.3. Koordinaten der Berechnung

In unserem Fall finden simtliche Berechnungen in dem auf x-Koordinaten transformiertem
Koordinatensystem statt. Im Gegensatz zu Forsyth und Vetzal, die auf dem requldren Kurs-
gitter, d.h. auf S-Koordinaten, rechnen. Insbesondere werden dadurch sehr grofie Werte
fir x, welche eine Abwandlung des Algorithmus 6.1.2 durch die Gleichung (6.2) notwendig
machen, vermieden.

In der gleichen Arbeit liefern Forsyth und Vetzal eine Analyse des globalen Fehlers fiir das
Crank-Nicolson-Verfahren mit und ohne Schrittweitensteuerung.
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Beobachtung 6.1.4. Tatsdchliche Fehlerordnung bei Crank-Nicolson

[FV02, Abschnitt 9, S. 2109f.]

Unter der Annahme, dass sich der globale Fehler als Summe der lokalen Fehler ergibt und
dass der lokale Fehler sich wiederum global so verhdlt wie zur Fdlligkeit der Option, gilt:

i) Fur die Iteration von 1/At Schritten mit dem Crank-Nicolson-Verfahren und einer
konstanten Schrittweite At hat der globale Fehler die ungefihre Ordnung O(AT3/ 2).

it) Fir die Iteration mittels des Crank-Nicolson- Verfahrens mit einer iber die Bedingung
Hu(m) — umY H ~ tol

gesteuerten Schrittweite, d.h. O(l/tol) Zeitschritten, hat der globale Fehler die un-
gefihre Ordnung (’)(tolQ).

Das erwartete Verhalten der Fehlerordnung fiir das Crank-Nicolson-Verfahren lasst sich
durch numerische Berechnungen unterstiitzen (ebenfalls im Abschnitt 9 von [FV02]). Al-
lerdings werden hier so viele Annahmen gemacht, dass man sich der nachfolgenden Bemer-
kung der Autoren anschlieflen muss. Diese unterteilen wir bewusst in zwei Teile.

Bemerkung 6.1.5. Genauigkeitsanspruch [FV02, S. 2110]

i) “We make no claim that the above analysis of the time truncation error is in any
way precise...” 1; d.h. man kann sich auf die Ordnungsresultate aus der Beobachtung
6.1.4 nicht notwendigerweise verlassen.

i) “... but only suggestive of an appropriate timestepping strategy.” *; die Aussage reicht
allerdings aus, um die Verwendbarkeit des Verfahrens zu rechifertigen.

Bei ihren numerischen Betrachtungen stoflen Forsyth und Vetzal ebenfalls auf die fiir das
Crank-Nicolson-Verfahren typischen Oszillationen. Wir entscheiden uns, unter Beriicksich-
tigung des Korollars 5.2.15, dafiir den Algorithmus von Johnson, Nie und Thomée (Algo-
rithmus 6.1.2) zusammen mit dem impliziten Euler-Verfahren zu verwenden.

6.1.3. Vergleich mit Verfahren héherer Ordnung

Eine Standardmethode fiir die Schrittweitensteuerung ist der Vergleich der L&sungen
zweier numerischer Verfahren mit unterschiedlicher Fehlerordnung. Fiir die numerische
Losung gewohnlicher Differentialgleichungen gibt es hier als bekannteste Vertreter die
auf einer Idee von Fehlberg |Feh64] beruhende Klasse von eingebetteten Runge-Kutta-
Verfahren oder auch Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren. Es liegt zwar keine gewohnliche
Differentialgleichung vor, allerdings haben wir uns bei der Bestimmung der Startschritt-
weite schon einmal der Semidiskretisierung bedient, um das Problem der Steuerung der

IFettdruck fehlt im Originaltext
%5.0.
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6.1 Mogliche Verfahren

Zeitschrittweiten auf ein ODE-System zuriickzufiihren.

Wir betrachten eine Semidiskretisierung der PDEs in der Variable x. Zugrunde gelegt wird
dafiir die Black-Scholes Gleichung nach Transformation iiber die Konvektions-Verschiebung

2

bzw. die neue Transformation
2 1
vy, = % [vm — ZU] (6.3b)

Dies ist eine Vorgehensweise, die u.a. auch Ikonen und Toivanen [IT04] verwenden, um
zwischen Raum- und Zeitdiskretisierung zu trennen. Wir unterstellen dabei wieder den
Fall, dass Gleichung a) gilt. Fiir das Vorgehen wiirde sich auch im Falle b) nichts &ndern,
lediglich die Gestalt der Funktion f wére eine andere. Der Differentialoperator v,, wird
mittels Finiter-Differenzen diskretisiert. Es resultiert das System gewohnlicher Differenti-
algleichungen

w'(t) = f(r,w) + O(Az?). (6.4)

Vernachléassigt man die Fehlerterme der Diskretisierung nach x, so handelt es sich um ein
zeitabhdngiges System gewdhnlicher Differentialgleichungen der Form

w'(r) = f(r,w). (6.5)

Dieses soll seinerseits numerisch gelost werden, wobei Interesse an einer Steuerung der
Zeitschrittweite A7 besteht.

Um dieses Ziel zu erreichen, schlagen wir den Weg ein, der sich fiir die numerische Losung
von ODEs durchgesetzt hat (vgl. z.B. [SB00, Kap. 7.2.5]). Es seien Fy(1, Ar,w(™ wm+D)
und Fy7(7, Ar,w™ w™D) zwei verschiedene Diskretisierungen von (6.5), so dass fiir
w™ = w(7) gilt:
w(t + A7) — [w™ + A7 Fr(r, Ar,w™ 0w = Cp, AP (6.6)
w(T + AT) — [w(m) + ATFy (T, AT, w(m),w(m“))} = Cp, APt

Weiter sei wgmﬂ) die mittels der Diskretisierung F;(7, A7, w™, w(™+1)) bzw. w§m+1) die
mittels Fy;(7, Ar,w™ w(™+Y)) berechnete Ndherung von w(7 4+ A7). Dann folgt

wgmﬂ) — w?}z“) = Of, AP, (6.8)
Das Ziel ist es, |w§m+l) — w§T+1)| unter eine geforderte Toleranzschranke tol zu driicken.

Aus (6.8) gewinnt man dann eine Ndherung fiir die Konstante Cr,. Es folgt

m—+1 m—+1
Fr
| AT, [PHL
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Kapitel 6: Verfahren zur Schrittweitensteuerung

Gilt nun |C’}T)| > |C}T+1)|, so ldsst sich eine Naherung fiir die neue Schrittweite A7, der
Form

1

tol i
ATy = ATy, (H T 0 m+1 H) (6.10)

formulieren.

Augenscheinliche Kandidaten

Die Forderung nach zwei aufeinanderfolgenden Ordnungsstufen p und p + 1 liefert sofort
eine mogliche Kombinationen der Verfahren. Naheliegend ist der Vergleich der Losung
des impliziten Euler-Verfahrens mit einer aus dem Crank-Nicolson-Verfahren stammenden
zweiten Approximation. In der gegeniiber oben leicht abgewandelten Schreibweise gilt hier:

v(x, T+ AT) — [u,(gm) + ATyt (2, 7, AT, A, 0™ u(mﬂ))}
= Cp,.. AT"  +O(Az%) (6.11)

v(x, T+ AT) — [u,@ + AT Fen(z, 7, AT, Az, u(m),u(m“))]
= Cr.y AT +0(A2%)  (6.12)
Die Vernachlissigung des Diskretisierungsfehlers in der z-Komponente lisst sich dabei als
Ubergang zum impliziten Euler-Verfahren bzw. zur impliziten Trapezregel fiir das System
gewohnlicher Differentialgleichungen interpretieren. Es lasst sich nun der folgende Algo-
rithmus formulieren:

Algorithmus 6.1.6. Implizit/Crank-Nicolson Steuerung

i) Man wdhle

ATy = A1y, \/ (6.13)
Huzmpl o UCNH

Firm =0 sei A1y := ATgqr¢ vOTgEgeben.

it) Mit diesem ATy, wird sowohl dber das implizite Euler-Verfahren u%;ll)

mattels Crank-Nicolson u(CN bestimmdt.

als auch

iti) Falls Huz(:z; — m+1 H < tol erfullt ist, weiter mit Schritt i). Andernfalls fihre
man die Anpassung ATy = VAT, 1 mit geeignetem 0 < v < 1 durch. Danach

wiederhole man Schritt ii).
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6.1 Mogliche Verfahren

Fiir die Verwendung dieses Algorithmus fiir das Komplementaritétsproblem ist jedoch Vor-
sicht geboten. Dies sei im folgenden Korollar angemerkt:

Korollar 6.1.7. Verldsslichkeit der Implizit/Crank-Nicolson Steuerung

Auch wenn sich fir das implizite FEuler-Verfahren ein Abbruchfehler der Ordnung
O((A7)) + O((Az)?) und fiir das Crank-Nicolson- Verfahren ein theoretischer Abbruchfeh-
ler der Ordnung O((AT)2) + O((Aw)2) ergibt, so ist dieses Verfahrenspaar zu Steuerung
nur bedingt geeignet. Falls die Verfahrensordnung aufgrund nicht ausreichender Glattheit
der Losung nicht exakt eingehalten wird, so ist die Steuerungsvorschrift (6.13) wirkungslos.

6.1.4. Vergleich zweier Losungen mit unterschiedlicher
Schrittldange

Als zweite Standardidee fiir die Steuerung der Schrittweite bei der numerischen Berech-
nung von gewohnlichen Differentialgleichungen gilt der Vergleich zweier Losungen mit un-
terschiedlicher Schrittweite (vgl. z.B. [SB00, Kap. 7.2.5]). Dazu betrachten wir zunéchst
wie schon im letzten Abschnitt die Semidiskretisierung nach x. Wieder gilt

w'(t) = f(r,w) + O(Az?). (6.14)

Wir vernachléssigen ebenfalls wieder die O(sz)—Terme und schauen uns zwei Diskreti-

sierungen dieser Gleichung mittels desselben Verfahrens der Ordnung p an. Es sei w§m+1)

die erhaltene Approximation nach einem Schritt mit Linge A, und w?}LH) die Appro-
ximation mittels zwei Schritten der Lange % Fiir den jeweiligen Diskretisierungsfehler

gilt dann:

w(r+ A7) — W™ = O ArP (6.15)
(m+1) ATy \"
’lU(T—l-AT) — Wyy = CF] T . (616)

Durch Subtraktion ergibt sich eine Approximation der Fehlerkonstante

2 (wiy "V —wi")

(AT,,)P (2P — 1)

Cp, = (6.17)

Uber eine Taylorentwicklung der Fehlerkonstante fiir 7 + A7 um 7 erhilt man dann eine
Steuerungsvorschrift der Form

1

| tol P
ATmir = AT, ( 5 Es mﬂ)") . (6.18)

wa )~ w%
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Wahl des Verfahrens

Im Allgemeinen versucht man das verwendete Verfahren so auszuwéhlen, dass die Ordnung
moglichst hoch ist. Fiir das Crank-Nicolson-Verfahren ist nach unserem bisherigen Wissen
das Ergebnis des ersten Iterationsschrittes unbrauchbar; man vergleiche dazu nochmal die
Ausfithrungen in Kapitel 5.2.1. Hier ist in jedem Falle Rannacher smoothing anzuwenden.
Dartiber hinaus haben wir mehrfach die Notwendigkeit des Rannacher smoothing fiir jeden
Zeitschritt mit dem Resultat einer rein impliziten Berechnung betont (vgl. Korollar 5.2.15).
Als geeignetes Einschrittverfahren bleibt das implizite Euler-Verfahren mit der Ordnung
p =1 iibrig. Es ergibt sich der

Algorithmus 6.1.8. Implizit/Implizit-Halbe Steuerung

i) Man wdhle

ATy = A1y, tot (6.19)
2 Hu —

impl. Zmpl H

Firm =0 sei A1y := ATgqr vOTgegeben.

it) Man berechne iber einen Schritt des impliziten FEuler-Verfahrens mit AT, 1 als
(m+1)

ATm+1
im, 2

sowie mittels zwei impliziten Euler-Schritten der Ldange
(m+1)

impl.

Schrittlinge u

den N aherungswert U

it1) Falls ’ %;rll - :,f;?l H < tol erfullt ist, weiter mit Schritt i). Andernfalls fihre
man die Anpassung ATy = VAT, 1 miat geeignetem 0 < v < 1 durch. Danach

wiederhole man Schritt ii).

6.2. Theoretischer Vergleich der Verfahren

In diesem Abschnitt werden der Reihe nach die vorangehenden Verfahren auf ihre theore-
tischen Eigenschaften untersucht. Die Punkte Aufwand und Verlésslichkeit spielen dabei
eine wichtige Rolle. Eine Zusammenfassung der Ergebnisse in Kurzform bildet den letzten
Teil dieses Kapitels.

6.2.1. Impliziter Euler mit konstanter Schrittweite

Diese Verwendung des impliziten Euler-Verfahrens gibt eigentlich keine Steuerungs-
moglichkeit wieder. Die Zeitschrittweite soll per Definitionem konstant bleiben, jedoch
stellt dieses Vorgehen die gradlinigste Implementierung eines N&dherungsverfahrens dar. Es
ist unkompliziert, den (modifizierten) Algorithmus von Dempster, Hutton und Richards
mit diesem Verfahren umzusetzen. Die nach Korollar 5.2.15 erforderliche rein implizite
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6.2 Theoretischer Vergleich der Verfahren

Berechnung zur Erzeugung von Rannacher Glattheit in jedem Schritt wird mit diesem
Algorithmus automatisch durchgefiihrt. Offensichtliche Nachteile sind hier die fehlende
Schrittweitenvariation sowie die fehlende Fehlerschitzung. Nach der einfiihrenden Motiva-
tion in Kapitel 5.1 ist anzunehmen, dass eine Vergroferung der Schrittweite gegen Ende der
Berechnung durchaus sinnvoll sein kann. Gleichzeitig besteht ein Interesse daran, dass die
Lésung lokal hinreichend genau ist, insbesondere ob ein gewiinschtes Ergebnis mit einem
geringeren numerischen Aufwand erzielt werden kann. Mittels des Satzes 5.3.2 erhélt man
fiir ein dquidistantes Gitter in x-Richtung mit N Gitterpunkten einen Aufwand von un-
gefihr 10N Operationen fiir das Aufstellen der Iterationsmatrix. Diese Matrix zu zerlegen
stellt einen Aufwand von 3N Operationen dar. Schlieflich muss in jedem der M; = ALT
Zeitschritte ein Gleichungssystem gelost werden, mit dem Aufwand von je 11N Operatio-
nen.

6.2.2. Steuerung iiber den Wertzuwachs der LGsung

Der EJ-Algorithmus greift im Wesentlichen die beiden gréfsten Nachteile des impliziten
Euler-Verfahrens mit konstanter Schrittweite auf. Es wird fiir dieses Verfahren zugelassen,
dass sich die Schrittweite dndern kann. Die Anderung der Schrittweite beruht auf einer
Schétzung des Approximationsfehlers liber die Zeitableitung, die wiederum iiber den L&-
sungszuwachs approximiert wird. Dieses Verfahren ist einfach, vor allem aber bendétigt es
keine zusatzliche Vergleichslosung, um den Fehler schitzen zu konnen. Es entsteht also nur
ein zusatzlicher Aufwand fiir die Neubesetzung und Zerlegung einer Iterationsmatrix, die
fiir den Wechsel der Zeitschrittweite notwendig wird.

Ein Nachteil ist die weiterhin relativ hohe Anzahl von Zeitschritten. Es handelt sich um
die Grokenordnung (9(1 /tol). Dazu vergleiche man auch die Ausfiihrungen von Forsyth
und Vetzal [FV02, Abschnitt 9]. Die Implementierung unterscheidet sich vom impliziten
Euler-Verfahren ohne Steuerung nur durch den einfach umzusetzenden Algorithmus 6.1.2.

6.2.3. Vergleich mit Verfahren héherer Ordnung

Aus den Vorbemerkungen geht hervor, dass sich hinter dieser Klasse von Verfahren im We-
sentlichen der Vergleich eines impliziten Euler-Schrittes mit einem Crank-Nicolson-Schritt
verbirgt. Fiir diesen Vergleich muss einige Arbeit geleistet werden. Zum einen ist, wie bei
den beiden vorangehenden Verfahren, eine L&sung mit dem impliziten Euler-Verfahren
zu berechnen. Des Weiteren wird ebenfalls ein neues Gleichungssystem fiir das Crank-
Nicolson-Verfahren notwendig. Die erforderlichen Matrizen lassen sich mit Kenntnis des
impliziten Systems relativ leicht fiillen. Jedoch muss diese Matrix fiir jeden Schrittwei-
tenwechsel nach der Neubesetzung auch zerlegt werden. Dabei verdoppelt sich der fiir
Matrixzerlegungen benétigte Aufwand. Fiir die Losung des Gleichungssystems kommen zu
den 11N Operationen, die fiir einen impliziten Schritt notwendig sind, noch zusétzlich etwa
16 N Operationen fiir die Lésung des Crank-Nicolson-Systems im selben Zeitschritt hinzu.
Auch wenn hier iiber den Algorithmus 6.1.6 eine Schrittweitensteuerung vorgenommen
werden kann, so beinhaltet dieser doch einen wesentlichen Nachteil. Wie schon in Korol-
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lar 6.1.7 angemerkt, ist die verwendete Steuerung nicht verldsslich, weil fiir das Crank-
Nicolson-System kein Rannacher smoothing stattfindet. Dabei treten die in Kapitel 5.2.1
und 5.2.2 beschriebenen Effekte fiir die Crank-Nicolson-Losung auf. Eine verniinftige Aus-
wertung der entsprechenden Fehlernorm ist dadurch evtl. nicht mehr moglich. Insbesondere
sollte in jedem Falle nur mit der Losung des impliziten Euler-Verfahrens weiter gerechnet
werden, um diese Effekte durch aktives Rannacher smoothing zu reduzieren.

Die Implementierung des Verfahrens wird deutlich komplizierter, denn es miissen mehrere
Gleichungssysteme gelost werden, deren Struktur dhnlich, aber keinesfalls gleich ist. Der
entsprechende Losungsalgorithmus muss zwischen einem Gleichungssystem fiir den impli-
ziten Euler und einem System fiir Crank-Nicolson unterscheiden.

6.2.4. Vergleich zweier Losungen mit unterschiedlicher
Schrittldange

Um fiir beide Schrittldngen ein Rannacher smoothing zu erhalten, wird ausschlieflich das
implizite Euler-Verfahren verwendet. Verwendet man den Algorithmus 6.1.8, so ist der
Mehraufwand fiir das System mit der halben Schrittweite zu beachten. Es sind in jedem
Zeitschritt zusétzlich zum normalen impliziten Euler-Schritt zwei weitere Schritte der hal-
ben Lange durchzufiihren, die einen Mehraufwand von 2 - 11N Operationen bewirken. Fiir
das Aufstellen und Zerlegen der Iterationsmatrizen bei jeder Schrittweitendnderung ist je-
weils der doppelte Aufwand im Vergleich zum impliziten Euler-Verfahren mit konstanter
Schrittweite notwendig. Eindeutiger Vorteil bleibt allerdings das Rannacher smoothing fiir
beide Losungen.

Eine Implementierung des Algorithmus wird durch die Steuerungsprozedur aufwendiger
als die ersten beiden Verfahren, jedoch reicht ein Gleichungssystemloser zur Losung bei-
der Systeme aus. Weil die Schrittweite von vorne herein als variabel angenommen werden
muss, bereitet die Reduzierung auf die Hélfte keine zusdtzlichen Schwierigkeiten bei der
Umsetzung in ein Programm.

6.2.5. Zusammenfassung der Eigenschaften

Die ermittelten Eigenschaften werden zum Uberblick noch einmal in der Tabelle 6.1 zusam-
mengefasst. Dabei sind die fiir uns wichtigsten Entscheidungskriterien die variable Schritt-
lange und das Rannacher smoothing. Beide sollten in jedem Falle vorhanden sein. Betrach-
tet man den Gesamtaufwand fiir die Verfahren, so ergibt sich folgendes Resultat:

Lemma 6.2.1. Gesamtaufwand der Verfahren

Es set mit M; die Anzahl der Zeitschritte fir das Verfahren bezeichnet. Weiter sei C; die
Anzahl der durchgefiithrten Schrittweitenwechsel beim entsprechenden Verfahren. Es sei nun
angenommen, dass die Schrittweite jeweils optimal angepasst wird. Dann gelten folgende
Aussagen:
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i) Die Schrittweite AT, wird in jedem Schritt angepasst, um stets die optimale Schritt-
linge zu haben. Es folgt sofort C; = M, fir i = 2,3,4. Fir i = 1, d.h. implizites
Euler-Verfahren ohne Steuerung, bleibt naturlich C; = 1.

it) Als Gesamtaufwand der Verfahren ergeben sich damit

a) ~ (My+1)- 11N Operationen fir das implizite Euler-Verfahren.
b) ~ M- 24N Operationen fir die Steuerung tuber Wertzuwachs.

¢) ~ Ms-35N Operationen fir den Vergleich vom implizitem FEuler-Verfahren mit
dem Crank-Nicolson- Verfahren.

d) ~ My -59N Operationen fir den Vergleich von ganzer und halber Schrittweite
mit dem implizitem Euler-Verfahren.
itt) Ebenso muss bei optimaler Steuerung
a) der EJ-Algorithmus mehr als die Halfte der Schritte gegeniber dem impliziten
Euler-Verfahren ohne Steuerung einsparen,

b) die implizit/Crank-Nicolson Steuerung, d.h Vergleich des Losung des impliziten
Eulers mit der Losung des Crank-Nicolson-Verfahrens, mehr als zwei Drittel
gegeniiber dem impliziten Fuler-Verfahren ohne Steuerung einsparen,

¢) die implizit/implizit Halbe Steuerung, d.h. Vergleich zweier Losungen des impli-
ziten Fulers mit einem ganzen und zwei halben Schritten, mehr als vier Finftel
gegeniiber dem impliziten Euler-Verfahren ohne Steuerung einsparen,

um gemdf dem Gesamtaufwand dhnlich effektiv zu sein.

Beweis:
i) Folgt aus der Anpassung in jedem Schritt.
ii) Folgt mittels i) und Satz 5.3.2.
iii) Folgt iiberschlagsweise aus ii). O

Die Zahlen sprechen eine deutliche Sprache fiir die Verwendung einer Steuerung iiber
den Losungszuwachs. Dieses Verfahren wird schon bei einer relativ geringen Einsparung
in der Anzahl der Schritten beziiglich des Aufwands effektiv. Bei den vergleichenden
Verfahren ist der Ordnungsvergleich mit 60 Prozent des Aufwands, bei gleicher Anzahl
von Zeitschritten, zu bevorzugen. Hier weisen wir jedoch erneut auf das fehlende Ran-
nacher smoothing hin, welches die Crank-Nicolson Vergleichslosung ineffektiv werden 14sst.
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Fiir alle drei Verfahren mit Steuerungsfunktion lésst sich folgende Beobachtung festhalten:

Beobachtung 6.2.2. Trade-off: Optimalitit — Effektivitdt:

Der Vergleich des Aufwands fir die Anderung der Zeitschrittweite, also die Neubesetzung
und Zerlegung der Iterationsmatrizen, mit dem Aufwand zur Durchfihrung eines Iterati-
onsschrittes liefert jeweils ungefihr ein eins zu eins Verhdltnis.

Verzichtet man an dieser Stelle auf die optimale Anpassung der Zeitschrittweite in jedem
Schritt, so sind die Abfolgen

Iterationsschritt — Anpassung — Iterationsschritt — Anpassung
sowie

Iterationsschritt — Iterationsschritt — Iterationsschritt — Anpassung

beziglich thres Aufwands gleichwertig. Der Verzicht auf die optimale Anpassung der Schritt-
weite AT, bei geringer Anderung ermdéglicht die Durchfihrung von etwa drei Schritten statt
bisher nur zwei Schritten mit dem gleichen Aufwand.

Die Reduzierung des Aufwands durch den Verzicht auf die Verwendung der optimalen
Schrittweite wird insbesondere im Kapitel 7.1.3 untersucht.
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Eigenschaft impliziter Steuerung Vergleich Vergleich
Euler mit iiber Zuwachs | implizit mit implizit mit
konstanter Crank- implizit Halbe
Schrittweite Nicolson

Schrittlange variabel nein ja ja ja

Anzahl der M, = ﬁ My = O(l/tol) M; M,

Zeitschritte

Anzahl der Cl =1 CQ 03 04

Schrittweitenwechsel

Rannacher smoothing | ja ja nur fiir das ja

implizite
System

Fehlerschitzung nein ja ja ja

Mehraufwand gegen- | — nur Fehler- Losung eines | 2-fache Losung

iiber implizitem Euler bestimmung | CN-Systems | des impl/2-

je Zeitschritt Systems

Mehraufwand in — — 16 N 2-11N

Operationen gegeniiber

implizitem Euler

je Zeitschritt

zusatzliche Matrizen —_ —_ Acn, Ben Ajmpl./2

Anzahl zu zerlegender || 1 1 2 2

Matrizen

Aufwand Matrizen ~ 10N ~ Cy - 10N ~ C3-13N ~2-Cy 10N

besetzen

Aufwand Matrix- ~ 3N ~ Cy-3N ~2-C3-3N | ~2-Cy-3N

zerlegungen

Aufwand Gleichungs- | ~ M; - 11N ~ My - 11N ~ Ms- (11 + | ~3-My-11N

system(e) 16sen 16)N

Gesamtaufwand fiir ~ (M; 4+ 1) | ~My-24N ~ M3 - 35N ~ My - 59N

Implementierung einfach einfach kompliziert kompliziert

Tabelle 6.1.: Zusammenfassung der Eigenschaften aller vier Verfahren
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7. Numerische Umsetzung

Nachdem die theoretischen Voraussetzungen geschaffen worden sind, sollen die Verfahren
auf ihre Praxistauglichkeit getestet werden. Auflerdem muss eine Anpassung der Grund-
algorithmen zur Schrittweitensteuerung an den modifizierten Algorithmus von Dempster,
Hutton und Richards vorgenommen werden.

7.1. Ein erster Praxistest

Wir starten damit, einen Iterationslauf fiir ein Testproblem durchzufiihren. Zuvor muss
die Norm aus den vorangehenden Kapitel spezifiziert werden.

D]

In den Steuerungsalgorithmen taucht jeweils eine Norm der Form Hu
wobei die Indizes zwei alternative Niherungslosungen bezeichnen. Ublicherweise wird an
dieser Stelle entweder die Euklidische Norm oder die Maximumsnorm verwendet. Wir zei-
gen, dass die Maximumsnorm hier die bessere Wahl ist. Dazu fordern wir eine von der
Diskretisierung unabhingige Zeitschrittweite A7, d.h. bei gleicher Maschenweite Ax ist
die neue Zeitschrittweite weder von der Anzahl der Diskretisierungspunkte noch von der
genauen Lage der Bereichsgrenzen x,,;, bzw. ,,,, abhingig. Diese Forderung bereitet bei
der Euklidischen Norm jedoch aufgrund der Komplementaritit Probleme. Wir machen

dazu folgende

Bemerkung 7.1.1. Wahl der Norm
Beide Niherungslosungen unterscheiden sich tm Stoppbereich S nicht. Unter der Annahme,
dass die Losung tm Haltebereich H in jedem Knoten einen durchschnittlichen Unterschied

der Grifie a aufweist, betrachten wir das Verhalten der Euklidischen Norm der Lésungs-
differenz. Diese hat den Wert

m m 1
Juf™*? = ufi V], = v/ Ny,

Dabei bezeichnet N die Anzahl der Diskretisierungspunkte in x-Richtung. Entsprechend
bezeichnet Ny, die Anzahl dieser Punkte, die in H liegen. Es zeigt sich, dass die Norm mit
wachsendem Ny wdchst bzw. entsprechend fillt. Zum Beispiel wachst der Wert von Ny,
wenn der komplette Gitterausschnitt um einen Knoten nach rechts verschoben wird. Ebenso
dndert sich der Wert der Norm, wenn der Gitterausschnitt verkleinert oder vergrofiert wird.
Damit ist der Wert der Norm nicht mehr unabhdngig vom Gitter.
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Es ergibt sich das

Korollar 7.1.2. Wahl der Norm
Aufgrund der Bemerkung 7.1.1 bietet es sich nicht an, die Euklidische Norm zu verwenden.
Statt dessen werden wir 1m Folgenden immer die Maximumsnorm verwenden.

7.1.1. Ein Beispiel zum Einstieg

Nachdem wir die Norm zur Ermittlung der Fehlerschitzung festgelegt haben, wenden wir
uns einem ersten Test zu. Hierzu soll eine Option mit, im Vergleich zum extremen Beispiel
3.3.1, gewohnlichen Parametern berechnet werden. Hierfiir wird das

Beispiel 7.1.3. Einstiegsproblem
Man berechne den Preis eines amerikanischen Vanilla Puts mit K = 1.0, T = 1.0, r = 0.1,
0 =0 und o =0.3.

betrachtet. Die Parameter der Diskretisierung werden als 2., = —2, Timae = 2, N = 401,
d.h. Az = ﬁ gewahlt. Mit der durch die Konvektions-Verschiebung transformierten Glei-
chung wird ein erster Iterationslauf mit konstanter Schrittweite A7 vorgenommen. Dabei
wird gleichzeitig eine Niherung fiir das Maximum iiber alle x fiir festes 7 von v, (z,7)
gewonnen. Hierzu wird eine Finite-Differenzen-N&herung

ulgm-l-l) - U](gm)

AT

v (x,7) &

verwendet. Es ergibt sich das aufgrund der Motivation aus Kapitel 5.1 erwartete Bild. Im
Verlauf der Iteration, also fiir 7 — T = 1, nimmt der Wert von v, (x,7) deutlich ab. Man
vergleiche dazu auch die Abbildung 7.1.

Nachdem die Motivation fiir eine Schrittweitensteuerung an einem Beispiel ,gerechtfer-
tigt’ wurde, soll diese Steuerung in einer ersten Form angewandt werden. Es zeigt sich
empirisch, dass das Beispiel 7.1.3 die Bedingung iii) des Korollars 4.2.1 nicht erfiillt. Der
urspriingliche DHR-Algorithmus wird ohne Unterbrechung durchlaufen. Somit lasst sich ei-
ne Schrittweitensteuerung einfach zwischen die einzelnen Zeitschritte integrieren. Fiir den
Algorithmus von Eriksson und Johnson wird dies direkt umgesetzt. Wir erinnern uns da-
bei noch einmal an die Beobachtung 6.2.2. Dort ist die Aussage gemacht worden, dass es
zweckmakig sein kann, die Schrittweite nicht in jedem Schritt anzupassen, sondern dies nur
sporadisch zuzulassen. Eine realisierbare Idee ist es, nur ganze Zehnerpotenzen als mog-
liche Schrittweiten zuzulassen und damit gleichzeitig die Anzahl der Schrittweitenwechsel
herabzusetzen. Statt der bisherigen Steuerungsvorschrift

tol
[ — ]

ATpi1 = Aty (7.1)
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Iog10
1
w
T

-3 -25 -2 -1.5 -1 -0.5 0
log, (1)

Abbildung 7.1.: Maximum iiber alle z fiir festes 7 der Approximation von v, (z, 7) im Zeit-
ablauf im Vergleich zur Schrittweite fiir das Beispiel 7.1.3 mit x,,;, = —2,

— _ 1 _ _1
xmax—Q; A.ﬁlf—mund AT—M

(vgl. hierzu Gleichung (6.1) im Algorithmus 6.1.2) wird nun die Vorschrift

round (logw (A‘rm tol ) —0.5)
ATy = 10 ulr) =l (7.2)

verwendet.

Der Unterschied zwischen den beiden Vorschriften zeigt sich in Abbildung 7.2. In beiden
Fallen wurde das Beispiel 7.1.3 mit . = —2, Timae = 2, Az = ﬁ diskretisiert. Die
lokale Toleranz fiir den verwendeten EJ-Algorithmus wurde mit tol = 10~* vorgegeben.
Fiir die erste der beiden Berechnungen ist ein stufenloser Schrittweitenwechsel in jedem
Schritt moglich. Es werden insgesamt 1170 Iterationen bendtigt. Sind jedoch nur stufen-
weise Wechsel der Schrittweite auf die nachste Zehnerpotenz moglich, so sieht man deutlich
den sich verringernden Fehler und beim Unterschreiten der Schranke tol - 10! den Wechsel
auf die néachste zuldssige Schrittweite. Hier ist nur fiir jeden dieser Spriinge eine Neubeset-
zung der Matrizen notwendig, allerdings werden insgesamt 4291 Iterationen durchgefiihrt.
Der erhoffte Performancegewinn bleibt (noch) aus. Der Grund hierfiir ist die geringe Start-
schrittweite A7 = 1075, die fiir die stufenweise Steuerung sehr lange beibehalten wird. Die
Auswahlprozedur iiber Zehnerpotenzen der Schrittweite ist noch nicht vollstindig ausge-
reift. Dazu wird noch eine genauere Untersuchung stattfinden.

Fiir die beiden anderen echten Steuerungsverfahren ergeben sich qualitativ &hnliche
Ergebnisse.
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-2.5

log,
A

-4.51-

35}

log,
A

_45}

log, (1)

(b) Schrittweitenwechsel sind nur um Zehnerpotenz zu-
lassig (4291 Iterationen)

Abbildung 7.2.: Lokaler Fehler im Zeitablauf im Vergleich zur Schrittweite fiir das Beispiel
7.1.3 mit 2, = —2, Tpaz = 2, Az = ﬁ. Fiir den EJ-Algorithmus ist die
lokale Toleranz tol = 10~* vorgegeben worden.

7.1.2. Schrittweitenabsturz bei Implizit/Crank-Nicolson Vergleich

Weil wir bereits mehrfach auf die Problematik, die Losung des Crank-Nicolson-Verfahrens
zu verwenden, hingewiesen haben (vgl. Korollar 6.1.7 und Kapitel 5.2.2), soll diese
Warnung mit einem Beispiel belegt werden. Wir verwenden erneut das Beispiel 7.1.3 mit
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der gleichen Diskretisierung wie bereits zuvor. Es seien wieder T, = —2, Tmae = 2,
Ax = 1_(1)0' Lediglich die Toleranzschranke wird auf tol = 107 verringert. Dies ist nicht

ganz angemessen flir die Wahl von Az, allerdings ldsst sich damit ein durch die Losung
des Crank-Nicolson-Verfahren hervorgerufener ,Schrittweitenabsturz‘ provozieren. Mit
diesem Begriff bezeichnen wir die Reduzierung der aktuellen Zeitschrittweite um mehrere
Zehnerpotenzen bei gleichzeitigem Abbruch des Algorithmus.

Wir betonen die ausschliefliche Verwendung der Losung des impliziten Euler-Verfahrens
fiir die weitergehende Iteration. Die iiber Crank-Nicolson berechnete zweite Lésung wird
einzig und allein zur Schitzung des Iterationsfehlers mitberechnet. Trotzdem wird die
Schétzung des Fehlers so sehr durch den Knick in der Crank-Nicolson-Losung beeinflusst,
dass eine verlédssliche Ermittlung des Iterationsfehlers nicht mehr méglich ist. Abbildung
7.3 gibt ein Protokoll des Iterationsverhaltens wieder. Es ist deutlich ein Flattern des
Fehlers fiir 1072 <7 <107%% zu beobachten. Unmittelbar damit verbunden ist die
kurzfristige Reduktion der Schrittweite nach einem solchen Fehlerpeak. Letztendlich
kommt es nach 1082 Iterationsschritten fiir 7 ~ 107%% zu einer anormalen Reduktion der
Schrittweite, in deren Folge der Algorithmus abbricht.

-10F 4

—11+ 4

—12+ 4

-13+ 4

log, (1)

Abbildung 7.3.: Schrittweite und Fehlerschatzung im Zeitablauf fiir Steuerung iiber
Implizit /Crank-Nicolson Vergleich am Beispiel 7.1.3 mit ., = —2,

Tmaz = 2, Az = 755 mit tol = 1077
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Fiir diesen Vorgang gilt:
Bemerkung 7.1.4. Auftreten des Schrittweitenabsturzes

i) Verwendet man die mittels Crank-Nicolson-Verfahren berechnete Naherung zur Fort-
setzung der Iteration, obwohl sie per Konstruktion des Verfahrens nur zur Fehler-
schétzung berechnet wird, so treten solche Effekte wesentlich hdufiger auf. Die not-
wendige Gldttung durch Rannacher smoothing geht in die Losung nicht mehr ein.

it) Der Effekt ist abhingig von der Diskretisierung. Fir das betrachtete Beispiel reicht

es aus, das komplette Gitter um % nach rechts zu verschieben, um einen Abbruch

bereits nach 308 statt den oben beobachteten 1082 Iterationen zu erreichen.

itt) Durch die in i) beschriebene Abhdngigkeit ist es schwierig, exakte Kriterien fir einen
Absturz anzugeben. Als Faustregel ist jedoch festzuhalten:

a) Die Verwendung des Crank-Nicolson-Verfahrens zur Fehlerschitzung ist mit
Vorbehalt zu behandeln.

b) Ein mdglicher Abbruch des Algorithmus wird umso wahrscheinlicher, desto gro-
fer das Missverhdltnis von Ax zu tol ist.

7.1.3. Optimierung des Schrittweitenwechsels

Im Einstiegsabschnitt hatten wir uns bereits mit einer Idee befasst, die die Anzahl der
Schrittweitenwechsel und den damit verbundenen Aufwand reduzieren kann. Dort wur-
de vorgeschlagen, einen Wechsel der Schrittweite nur um Zehnerpotenzen zuzulassen. Die
Umsetzung war problemlos, denn die Vorschrift zur Anpassung der Schrittweite musste le-
diglich gegen Gleichung (7.3) ausgetauscht werden. Das Ergebnis fiir das Einstiegsbeispiel
7.1.3 war eine Reduktion der Anzahl der Schrittweitenwechsel, verbunden mit der vier-
fachen Gesamtzahl von Iterationen. Die Feinheit einer Anderung von v, (z, ) ist ebenfalls
nur noch stufenweise und damit nicht mehr hinreichend genau erfasst worden.

Eine verbesserte Idee ist es, Bruchteile von Zehnerpotenzen zuzulassen, z.B. statt nur einer
zwei oder drei Schrittweitenstufen pro Zehnerpotenz zu erlauben. Dazu wird die Auswahl-
gleichung durch

(7'ound (wloglo (ATm f"l) —0.5) /a)
ATpiy =10 | (7.3)

ersetzt. Die natiirliche Zahl « gibt hier die Anzahl der Schrittweitenstufen je Zehnerpo-
tenz an. Ein Wechsel auf die nichste Stufe erfolgt nun beim Unterschreiten der Schranke
tol-10~/*, Der Fall des stufenlosen Wechsels wird dabei fiir o gegen Unendlich eingeschlos-
sen. Variiert man «, so kann man die unterschiedlichen Iterationsverlaufe mit verschiedenen
Anzahlen von Schrittweitenwechseln und unterschiedlichen Gesamtiterationsanzahlen be-
obachten. Diese Variation ist in der Tabelle 7.1 zusammengefasst.
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« Anzahl | Anzahl Laufzeit o Anzahl | Anzahl Laufzeit

Iterationen | Wechsel | CPU-Sek. Iterationen | Wechsel | CPU-Sek.
1 4291 5 434 10 1320 21 38
2 2046 7 60 20 1239 39 36
3 1706 8 48 100 1183 186 38
4 1584 10 45 1000 1170 799 60
5 1520 12 43 || 10000 1170 1170 88

Tabelle 7.1.: Auswirkungen der Variation von « auf den Berechnungsaufwand, d.h.
Iterationen und Schrittweitenwechsel, sowie die Laufzeit fiir das mittels
EJ-Algorithmus gesteuerte Beispiel 7.1.3

Der Gewinn in Form weniger Schrittweitenwechsel durch weniger mogliche Schrittweiten
ist hier deutlich zu sehen. Auf der anderen Seite ist aber ebenso deutlich die hohe Gesamt-
zahl von Iterationen durch zu wenige zuldssige Schrittweiten zu erkennen. Im Fall o =1
arbeitet der Algorithmus fast so, als wiirde keine Variation der Schrittweite stattfinden.
Es werden viel zu viele Iterationen durchgefiihrt. Um einen weiteren Vergleich zu haben,
werden die Iterationsverldufe fiir verschiedene o in Abbildung 7.4 wiedergegeben. Diese
Abbildung zeigt im Vergleich der Teilbilder a) bis e) mit dem Teilbild f) deutlich, wie
sehr die Schrittweite von der optimalen Schrittweite bei stufenloser Steuerungsméoglichkeit
abweicht. Besonders bei Erhohung der zuldssigen Schrittweitenstufen pro Zehnerpotenz
von 1 auf 2 ist eine Verbesserung durch diese Wahl sichtbar. Pro zusétzlicher Stufe
werden hier, nach dem Wechsel in die eingefiigte Zwischenstufe, 10°°-mal die Anzahl der
gemachten Schritte eingespart. Fiir die im Intervall 1073® < 7 < 1072 iiberschlagsweise
gemachten 90 Schritte der Liange 10~%® wurden zuvor etwa 270 Schritte der Linge 1075
gemacht. Der Zugewinn nimmt mit weiterer Erhéhung von o ab. Man sieht fiir a = 10
eine relativ gute Approximation der Schrittweitenfunktion A7(7,tol) durch eine Treppen-
funktion mit einer geringen Stufenhéhe und einer méfigen Anzahl unterschiedlicher Stufen.

Zusammenfassend ergibt sich
Bemerkung 7.1.5. Wahl von «

i) Natirlich hangt die optimal zu verwendende Schrittweite At (7, tol) nicht nur von der
Zeit T und der lokalen Toleranzgrenze tol ab. Es gehen insbesondere auch die Ma-
schenweite Ax und die Parameter der Option ein. Ein grofies o bedeutet eine schnelle
Diffusion und damit auch den schnellen Zerfall hochfrequenter Losungsanteile. Der
Algorithmus behdlt eine gewdhlte Schrittweite in diesem Fall nicht sehr lange bei.
Eine deutlich zu klein gewdhlte Schrittweite wird demnach sehr schnell korrigiert. o
sollte daher in Abhdngigkeit des Problems gewdhlt werden.

it) Weiterhin ist die Betrachtung ausschlieflich fir die Verwendung einer Steuerung iber
den Zuwachs der Lésung gemacht worden. Fir eine genaue Wahl bei Verwendung der
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. p . f

S 25 2 15 1 35 5 45 4 95 s 25 2 15 1 05 0 85 © 45 4 35 3 25
Tog, (0 og,,(0) 10g,,(t)

(a) o =1, 4291 Iterationen (b) oo =2, 2046 Iterationen (¢) a =5, 1520 Iterationen
Bl "'—\;\cx.:ljg\\:\\:\:\N\ B ———
e ] -
(d) a = 10, 1320 Iterationen (e) @ =20, 1239 Iterationen (f) o = 10000, 1170 Tteratio-
nen

Abbildung 7.4.: Variation von « fiir das mittels EJ-Algorithmus gesteuerte Beispiel 7.1.3
und eine lokale Toleranz von tol = 10~*. Dabei wird der lokale Fehler im
Zeitablauf im Vergleich zur Schrittweite geplottet.

beiden anderen Methoden ist, ebenso wie hier, ein wenig Erfahrung notwendig.

iii) Fine geschickte Wahl des o in Gleichung (7.3) kann durchaus eine Halbierung
der Laufzeit gegeniiber stufenloser Schrittweitenwahl bewirken. Allerdings fihrt ei-
ne schlechte Wahl von o zu einer Verfinffachung der Laufzeit, wie in Tabelle 7.1 zu
sehen ist.

Als Faustregel ist das nachfolgende Korollar zu sehen:

Korollar 7.1.6. Faustregel zur Wahl von «
In der Steuerungsvorschrift

round | o-log;g (ATm tol ; ) —0.5) /a)
ATy = 10( ( ulr) =l (7.4)

ist o zwischen 5 und 10 eine geeignete Wahl. Liegt die verwendete Schrittweite auf der
ndchst niedrigeren Stufe, so ist in diesem Falle die 1.58-fache bzw. 1.25-fache Zahl von
Schritten gegeniber der optimalen Wahl durchzufihren.
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7.2. Verbinden der Algorithmen

Fiir den ersten Test hatten wir ein Beispiel ausgew&hlt, fiir das die Aussage iii) des Korollars
4.2.1 nicht erfiillt war. Trotz der Transformation iiber die Konvektions-Verschiebung war die
Ausiibungsgrenze in den (z, 7)-Koordinaten weiterhin nicht wachsend. Die Frage ist nun,
welche Auswirkungen ein Beispiel erzeugt, in dem diese Aussage erfiillt wird. Insbesondere
wird dies im Fall der neuen Transformation und der angepassten Aussage iii) im Korollar
4.2.3 problematisch. Wir kénnen bisher den groben Algorithmus festhalten:

Algorithmus 7.2.1. Schrittweitensteuerung und DHR-Algorithmus (Grund-
form):
i) Man lege die Testschrittweite ATLEST fest.

it) Bestimmung der Lisung ugmﬂ) = ug,ﬁzj?), ausgehend von u'™ unter Verwendung der

Schrittweite ATEEST mit dem impliziten Euler-Verfahren.

itt) Von u'™ qusgehende Bestimmung der alternativen Lésung QLE,TH). Dies erfolgt mit-

tels des Crank-Nicolson-Verfahrens bzw. zwei tmpliziten Fuler-Schritten der halben

Schrittweite. Fiir die Steuerung tber den Lésungszuwachs ist die alternative Lésung
I (m+1) _ (m) d :
alsuy, 7 =u efintert.

impl.
iv) Bestimmung von norm = HUE]”H) _ uy}wrl) H
v) Falls norm < tol erfiillt ist, akzeptiere man den Schritt, setze u(m+Y) = u§m+1) und

beginne einen neuen Schritt mit i). Ansonsten wird ATIEST quf ATTEST /2 reduziert
und mit Schritt 1) fortgefahren.

Innerhalb dieses Algorithmus sind insbesondere die Schritte ii) und iii) abhingig vom Ver-
lauf der Ausiibungsgrenze. An diesen beiden Stellen wird der Algorithmus von Dempster,
Hutton und Richards eingesetzt, um den jeweiligen Schritt auszufiihren. Dies ist zunéchst
unproblematisch. Wenn allerdings die oben genannte Aussage iii) der Korollare erfiillt ist,
findet moglicherweise ein Wechsel der Suchrichtung statt. Interessant wird es besonders
dann, wenn der Wechsel der Suchrichtung in einen verworfenen Schritt fallt. Wir illustrie-
ren dies an der Abbildung 7.5. Ausgehend von der bekannten Losung u(™ nach m Schritten,
wird mit der Schrittweite A7, 1, ein erster Berechnungsversuch unternommen. Wir iiber-
schreiten das 7%, fiir das die Suchrichtung von fallend auf steigend wechselt. D.h. statt mit
dem Algorithmus 4.1.2 (UL-update) wird nun mit dem Algorithmus 4.2.5 (UL-update™!)
gearbeitet. Der Schritt wird jedoch verworfen und mit der Schrittweite A7, ;7 wiederholt.
Gilt jetzt aber 7, + A7,41,7 < 7%, so ist die Suchrichtung noch fallend. Im verworfenen
Schritt ist allerdings bereits auf eine steigende Suche nach dem Punkt z;; rechts von z(m)
umgeschaltet worden. Der modifizierte DHR-Algorithmus wird nun rechts von der griin ge-
punkteten Linie nach dem Ausiibungspunkt z;; suchen. Der gesuchte Punkt liegt jedoch
links von dieser Linie und wird daher nicht gefunden. Der Algorithmus bricht folglich mit
einem Fehler ab. Wir tragen dem Rechnung und modifizieren den Grundalgorithmus 7.2.1
durch Hinzufiigen zweier Teilschritte.
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TA

Abbildung 7.5.: Schematisch: Verschiedene Schrittweiten und Suchrichtungen beim modi-
fiziertem DHR-Algorithmus. Der Schrittindex m fiir die Zeitschrittweiten
ist der Ubersichtlichkeit halber fallen gelassen worden.

Im Bild sind zusétzlich die Auslibungsgrenze x; und der Zeitpunkt fiir
den Wechsel der Suchrichtung 7* sowie die moglichen Ausiibungspunkte
, 77 und wiedergegeben.

Algorithmus 7.2.2. Schrittweitensteuerung und DHR-Algorithmus (lauffihig):

i) a) Man lege die Testschrittweite ATLE5T fest.

b) Speichern der Spaltentauschrichtung.

ii) Bestimmung der Losung u§m+1) = ug:;.l),

Schrittweite ATTEST mit dem impliziten Euler-Verfahren.

ausgehend von u'™ unter Verwendung der

i) Von u'™ ausgehende Bestimmung der alternativen Losung uy}lﬂ). Dies erfolgt mat-

tels des Crank-Nicolson-Verfahrens bzw. zwer vmpliziten Fuler-Schritten der halben
Schrittweite. Fir die Steuerung iber den Lésungszuwachs ist die alternative Lésung

als ugTH) = u%;l_ definiert.

: : +1 +1
w) Bestimmung von norm := Hu?” - )H

v) Falls norm < tol erfillt ist, akzeptiere man den Schritt, setze Mt = u?"“) und
beginne einen neuen Schritt mit i). Ansonsten wird ATLEST quf ATTEST /2 reduziert

und

a) im Falle einer zu i) b) identischen Spaltentauschrichtung wird mit Schritt i)
fortgefahren.

b) anderenfalls wird der Zustand aus i) b) wiederhergestellt und mit Schritt ii)
fortgefahren.
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Die beiden Erginzungen zeigen Wirkung. In den bisher kritischen Féllen funktioniert die
Schrittweitensteuerung nun auch {iber den Punkt 7* hinaus. Abschliefend wird die folgende
Bemerkung gemacht:

Bemerkung 7.2.3. Notwendigkeit der Erginzungen

i) Die beiden Erganzungen sind nicht immer notwendig. Wenn die Aussagen i) aus
den Korollaren 4.2.1 bzw. 4.2.3 erfillt sind, dann ist die Ausibungsgrenze x; nicht
wachsend und damit kein Wechsel auf die UL-update™" Iteration notwendig.

i1) Auch fir die Verwendung des inversen Updates greifen die Anpassungen nicht
zwingend. Wenn der iber 7" hinausgehende Schritt nicht verworfen wird, wird die
Prozedur v) b) niemals abgearbeitet.

iii) Die Idee bis genau an die Stelle 7" mit der Schrittweite zu rechnen, also den
(m + 1)-ten Schritt jeweils auf die Linge

AT,y := min (T* — T, ATm_H)

zu beschrinken, kann nicht verwirklicht werden. Der Zeitpunkt T hdngt von x¢(T)
ab. Diese aus Sy(T) transformierte Ausiibungsgrenze ist a priori unbekannt und muss
deshalb tmplizit zusammen mit der Losung bestimmt werden.

7.3. lteration im Detail

Bisher wurde die Klasse von Algorithmen an die Transformationen angepasst. Im
Algorithmus 7.2.2 ist sowohl die genaue Steuerungsvorschrift als auch die verwendete
Alternativlosung offen gelassen worden. Nun kann eine Detailbetrachtung der Iteration
stattfinden. Wir haben in Kapitel 5.3 mit dem Satz 5.3.2 eine genaue Angabe der bend-
tigten Rechenoperationen geliefert, auferdem haben wir uns in Kapitel 5.3.2 Gedanken
iber den nicht direkt messbaren Rechenaufwand fiir die Ermittlung der Ausiibungsgrenze
gemacht. Die Frage bleibt, ob sich weitere Aussagen iiber den Ablauf der Iteration treffen
lassen.

Wir fiithren erneut eine Berechnung unseres Einstiegsbeispiels durch. Zur Wiederholung:

Beispiel 7.3.1. Einstiegsproblem
Man berechne den Preis eines amerikanischen Vanilla Puts mit K = 1.0, T = 1.0, r = 0.1,
0 =0 und o =0.3.

Auch hier wird wieder die Diskretisierung der Form z,.,, = —2, Ty =2, N =401,
d.h. Ax = ﬁ verwendet. Der einzige Unterschied ist nun, dass die Steuerung iiber den

Vergleich Implizit, d.h impliziter Euler, mit Crank-Nicolson statt der bisher verwendeten
Steuerung iiber den Losungszuwachs erfolgt. Wir setzen die lokale Toleranz tol wieder auf
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CPU-Sek.

Abbildung 7.6.: Details fiir die Iteration bei einer Schrittweitensteuerung iiber den Ver-
gleich der Losungen von implizitem Euler und Crank-Nicolson:
oben: Schrittweite A7, fiir jeweiligen Iterationsschritt m; Anzahl der mit

Schrittweite

Anzahl
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Iterationsschritt

dieser Lange durchgefiihrten Schritte

Mitte: CPU-Sekunden im m-ten Schritt

unten: Anzahl der gelosten Gleichungssysteme und der
m-ten Schritt

1074, lassen allerdings nur noch 3 Schrittstufen je Zehnerpotenz zu.

Die Abbildung 7.6 gibt den Iterationsverlauf wieder. Die x-Achse gibt in allen drei
Diagrammen die Nummer des jeweiligen Iterationsschrittes an. Im obersten Bild wird
die fiir den Iterationsschritt aktuelle Schrittweite blau geplottet. Die an den Schritt-
weitenwechseln hochgestellten Zahlen geben die Anzahl der mit dieser Schrittweite
durchgefiihrten Iterationsschritte wieder. Dabei ist deutlich das schnelle Abklingen der
hochfrequenten Anteile der Lésung zu beobachten. Denn mit den zu Anfang verwendeten
kleinen Schritten werden deutlich weniger Iterationen ohne Wechsel durchgefiihrt als

gegen Ende der Iteration bei einer vergleichsweise grofsen Schrittweite.

Im zweiten Diagramm ist die auf den aktuellen Schritt verwendete CPU-Zeit, als Maf
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fiir den Aufwand, in Sekunden wiedergegeben. Die Lage der in diesem Zusammenhang
auftretenden Peaks an Stellen, an denen ein Schrittweitenwechsel stattfindet, fallt sofort
ins Auge.

Der dritte Plot gibt u.a. die Anzahl der gelosten Gleichungssysteme wieder. Hierbei
tritt pro Iterationsschritt eine Grundlast von 2 Systemen pro Schritt auf. Es muss in
jedem Fall ein implizites und ein Crank-Nicolson-System gelost werden. Kommt es nun
zu einem Wechsel des Ausiibungsknotens, im Plot durch die griinen Punkte markiert, so
ist hierfiir eigentlich fiir jede Diskretisierung ein zusitzliches Gleichungssystem zu losen.
Wenn man sich aber z.B. den neunten oder den zwanzigsten Schritt herausgreift, so
wird in diesem Schritt nur ein zusétzliches Gleichungssystem gelost. Der Knotenwechsel
fiir das Crank-Nicolson-Verfahren und die damit verbundene Losung des zweiten Glei-
chungssystems findet erst verspitet im nachfolgenden Schritt statt. Weiterhin gibt dieser
Plot auch das Anlaufen der Iteration wieder. Als Startwert fiir nb wird immer der Index
des Minimums aller x; > 0 gewdhlt. Wir wissen bereits, dass z;(0) = 0 ist. Genauer gilt
27(07) =0, falls r > § erfiillt ist und 2;(0%) =In (%) <0 fiir » < . Daher findet im er-
sten Iterationsschritt eine Suche nach dem nb; statt, die mehrere Wechsel notwendig macht.

Anhand des gleichen Beispiels mit denselben Parametern betrachten wir insbesondere das
letzte Diagramm fiir eine Steuerung iiber den Vergleich der Schrittlangen. Fiir den Ver-
gleich der Losung des impliziten Eulers mit der Lésung des impliziten Eulers bei halber
Schrittweite ergibt sich das Bild 7.7. Als Grundlast sind nun drei Gleichungssysteme je

10 T T T T T T T

Anzahl

A AAAM MAMANNAMANNN AT

Iterationsschritt

Abbildung 7.7.: Details fiir die Iteration bei einer Schrittweitensteuerung iiber den Ver-
gleich der Losungen von implizitem Euler mit ganzer und halber Schritt-
weite (vgl. auch Abb. 7.6):
Anzahl der gelosten Gleichungssysteme und der im m-ten
Schritt.

Iterationsschritt zu l6sen. Findet ein Wechsel des Grenzknotens statt, so miissen zwei zu-
sdtzliche Gleichungssysteme gel6st werden; wieder ein System bei der Losung des impliziten
Eulers und ein(!) weiteres System fiir den ersten oder zweiten Schritt des impliziten Eulers
mit halber Schrittweite. Wie man sieht, finden die Wechsel bei beiden Verfahren simultan
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statt. Als weitere Bemerkung ergibt sich:

Bemerkung 7.3.2. Wechsel des Grenzknotens bet Crank-Nicolson

Den Details des Iterationsablaufes kann man entnehmen, dass die numerisch ermittelte
Austibungsgrenze x,, fir das implizite Euler-Verfahren nicht mit der des Crank-Nicolson-
Verfahrens tibereinstimmt. Beim Vergleich der beiden Lésungen ergibt sich daher fiir den
Knoten xpy,, ,+1 11 jedem Fall ein numerischer Fehler. Dieser fihrt bei kleinen Werten der
lokalen Toleranz tol zu dem in Kapitel 7.1.2 beschriebenen Absturz der gewdhlten Schritt-
weite und damit auch zu einer Beendigung des Algorithmus.
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8. Leistungsangabe und Vergleich

In diesem Kapitel soll nun der Leistungsgewinn, im Sinne einer Beschleunigung der Be-
rechnung, dokumentiert werden, der durch die Schrittweitensteuerung erzielt wird. Zuvor
jedoch sollen Kriterien formuliert werden, die die Giite der Losung quantifizieren.

8.1. Kriterien fiir die Genauigkeit der Losung

8.1.1. Genauigkeit des Preises

Wie schon im Kapitel 2.3 angekiindigt, greifen wir nochmals auf die Resultate von Merton
zuriick. Wir benutzen das qualitative Resultat:

Lemma 8.1.1. Konvexitit des Pretses [Mer73]
Der Preis V(S,t, K) einer amerikanischen Vanilla Option ist sowohl konvex im Kurs S
als auch konvex im Basispreis K.

Beweis:
Beweise zu Theorem 4 und Theorem 10 der zitierten Arbeit. O

Aus den Vorbereitungen zum Beweis dieses Theorems ergeben sich jedoch weitere Aussa-
gen, die sich quantitativ ausnutzen lassen.

Lemma 8.1.2. Homogenitit des Preises in Strike und Kurs [Mer73]
Der Optionswert V (S, t, K) einer amerikanischen Vanilla Option ist simultan homogen im
Strike K und Aktienkurs S. Dies bedeutet, dass fir A > 0 gilt:

V(AS, t, AK) = AV(S, t, K). (8.1)
Beweis:
Vgl. Theorem 9 der zitierten Arbeit. O

Aus diesem Lemma léasst sich direkt das nachfolgende Korollar ableiten:

Korollar 8.1.3. Homogenitdt des Preises im Strike nach der Transformation
Sowohl fir die Konvektions-Verschiebung als auch fiir die neue Transformation gilt: Nach
vorgenommener Transformation ist der Optionswert v(x,T) homogen im Strike K. Fir
A >0 gilt dann:

v(z, 7, \K) = Mv(z, 1, K). (8.2)
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Beweis:
Zunédchst kann die Invarianz von z gegeniiber A\-Vielfachen von S und K gezeigt werden.
Diese folgt durch Einsetzen von AS und AK aus der Definition der Transformationen iiber

z:=1In (%) + f(t,T,r,9,0).

Des Weiteren gilt v(z, t, K) = et Jo "t=0 4 V(S 7 K) fiir die Konvektions-Verschiebung
bzw. v(z, t, K) = elo =9 dv—57 /(S 7 K) fiir die neue Transformation. Mit dem Lemma
8.1.2 folgt die Behauptung. O

Das Korollar 8.1.3 1asst sich auf zweierlei Weise ausnutzen:
Bemerkung 8.1.4. Moglichkeiten, die Homogenitit auszunutzen

i) Durch die Wahl von A = + ldsst sich eine Klasse von Optionen mit unterschiedlichen
Preisen aus einer Option mit Strike 1 berechnen. Denn es gilt:

v(z, 7, K) = Kv(z, 7, 1). (8.3)

i1) Die Homogenitdt ldasst sich ebenso fir eine Konsistenzprifung der Schrittweitensteue-
rung nutzen. Berechnet man sowohl vy = v(x, 7, AK) als auch vy = v(z, 7, K)
mittels einem der Algorithmen, so sollten sich die Losungen punktweise um den Fak-
tor \ unterscheiden. Anders gesagt, das A-fache der zweiten Losung sollte sich nicht
gravierend von der ersten Lésung unterscheiden.

8.1.2. Genauigkeit der Ausiibungsgrenze

Die Ausiibungsgrenze lisst sich nach dem Buch von Kwok iiber eine Integralgleichung
darstellen. Fiir einen Put gilt [Kwo98, S. 161]:

SP(r)—K = Ke " N(—dy) — Sf(r) e " N(—dy)
+ /0 r K e "N (=da(y, 7)) — 0 SF (1) e N (—dy(y, 7)) dy. (8.4)

Analog gilt nach Kwok [Kwo98, S. 163] die Gleichung
K — Sf(r) = SJ?(T) e N (dy) — K e "N (dy)

+ /OT o S?(T) e YN (dy(y, 7)) — 1 K e "N (do(y, 7)) dy (8.5)

fir den Call. In beiden Féllen sind die Parameter fiir passendes Sy iiber

In (SfT(T)) + (r—90)T

g
dl — O_\/F —I—E\/F, dzizdl—()’\/;,
1n<SSf(T) )—i—(r—é)y
. G o .
d = - = dy = dy —
1 0'\/§ +2\/§7 2 1 O-\/g

definiert. Damit l4sst sich eine dhnliche Aussage fiir die Ausiibungsgrenze formulieren:
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Lemma 8.1.5. Homogenitit der Austibungsgrenze
Die Austibungsgrenze Sy der amerikanischen Vanilla Option erfiillt sowohl fir den Put als
auch fir den Call fiir A > 0 die Homogenititsaussage

Si(r, NK) = A Sy(r, K). (8.6)

Beweis:

Fiir den Beweis ist die Formulierung der Zeit ¢t oder 7 unerheblich. Das Einsetzen von
AS; und AK in die Integralgleichung (8.4) fiir den Put bzw. (8.5) fiir den Call liefert die
Aussage. O

Auch hier lasst sich nach der Transformation eine stirkere Aussage ableiten:

Korollar 8.1.6. Unabhdngigkeit von vy vom Strike
Nach der Transformation hdngt die Ausiibungsgrenze nicht mehr vom Strike K der Option
ab. Statt dessen ist x¢ in den (x, T)-Koordinaten nur noch eine Funktion von T,

[L'f:[L‘f(T). (87)

Beweis:
Es gilt fiir beide Transformationen

x:=1In (%) + f(r,T,r,d,0).

Damit gilt fiir die Ausiibungsgrenze
Si(r, K
zf(r,K) =1In (f(%)) + f(r,T,r,0,0).

Sei nun K > 0 ein beliebiger zweiter Strikepreis. Dann existiert ein A > 0 mit K = \K.
Fiir die entsprechende Ausiibungsgrenze gilt

Tp(, K) = In (%) + f(7,T,r,6,0)

Lemma 8.1.5 A Sf<7—7 K)
e 1 _—
" ( NK

- (S

) + f(r,T,r,0,0)

I ) + f(r,T,r,0,0) = x4(1, K).

Die Aufsprungpunkte sind also identisch. Damit ist der Aufsprungpunkt fiir alle Strike-
preise K gleich. O

Auch hier lasst sich eine entsprechende Bemerkung erginzen. Wie Korollar 8.1.3 ein Kon-

sistenzkriterium fiir den Preis angibt, so liefert das Korollar 8.1.6 ein Konsistenzkriterium
fiir die Ausiibungsgrenze:
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Bemerkung 8.1.7. Auszunutzen der Unabhdngigkeit vom Strike

Berechnet man eine Option fir verschiedene Strikepreise K, so sollten die Approzimationen
der Ausibungsgrenzen in den (x,T)-Koordinaten um weniger als die Maschenweite Ax
voneinander abweichen.

8.2. Konsistenztest

Bisher ist lediglich das Verhalten der Algorithmen untersucht worden. Uber die Qualitit
der ermittelten Losung ist bisher kaum ein Wort verloren worden. Nur zu der Konvexitéts-
aussage aus Lemma 8.1.1 ist Stellung bezogen worden. Allerdings ist hier das Ergebnis eher
qualitativ. Die Transformationen bewirken, dass keine numerischen Oszillationen durch
Dispersion auftreten. Mittels des Rannacher smoothing werden aufgrund der geringeren
Glattheit an der Ausiibungsgrenze Sy auftretende Oszillationen ausgeschaltet. Nun soll
untersucht werden, wie gut die Qualitit der Losung ist, insbesondere inwiefern der Fehler
der numerischen Naherung vom gewihlten Beispiel abhingt. Der Begriff Konsistenz‘ wird
hier flir die Widerspruchsfreiheit der Losung verwendet. Bei gleicher gewiinschter Anzahl
korrekter Dezimalstellen und unterschiedlicher Skalierung des Problems soll die ,gleiche
Losung geliefert werden.

8.2.1. Optionswert fiir verschiedene Strikepreise

Fiir Optionen mit identischen Parametern, jedoch unterschiedlichen Strikepreisen K, sollte
die Aussage des Korollars 8.1.3 erfiillt sein. Wir nutzen die Idee aus Bemerkung 8.1.4 und
berechnen ein Beispiel fiir unterschiedliche Strikes K mit den verschiedenen Algorithmen.
Damit sollen die Algorithmen auf ihre Widerspruchsfreiheit getestet werden.

Fiir das implizite Euler-Verfahren ohne Schrittweitensteuerung féllt dieser Test positiv
aus. Die Naherungen bzw. die entsprechenden Vielfachen zum Zeitpunkt 7 =T un-
terscheiden sich zumeist nur im Rahmen der Maschinengenauigkeit, héchstens jedoch
um die GréRenordnung 1072, Sie erfiillen also in jedem Fall die gemachten Anforderungen.

Fiir die drei Steuerungsverfahren berechnen wir nochmals das Einstiegsbeispiel 7.1.3. Zur
Erinnerung: Man berechne den Preis eines amerikanischen Vanilla Puts mit 7" = 1.0,
r=0.1, 6 =0 und o = 0.3 in der Diskretisierung =,,;, = —2, Timae = 2, Ax = ﬁ. Aller-
dings wird nun K und der Wert von tol so variiert, dass der Quotient %"l konstant 10~*
betragt. Es wird die absolute lokale Toleranz iiber Hu; - uHH gemessen. Die Anzahl der auf
diese Weise korrekt bestimmter Dezimalstellen soll in allen Féllen gleich sein. Wir wihlen
K als 0.1,1,10 und 100 und fiihren die Berechnung durch. Die berechneten Werte werden
nun fiir die Losung bei 7 = T miteinander verglichen und die Giiltigkeit des Korollars
8.1.3 gepriift. Dabei sei K = 1 der Normalfall und die abweichenden Werte werden iiber
% skaliert.

Die Abbildung 8.1 zeigt das Ergebnis dieser Berechnung. Eine exakte Erfiillung der

106



8.2 Konsistenztest

(a) EJ-Algorithmus (b) Implizit/Halbe Vergleich

Abbildung 8.1.: Konsistenzpriifung fiir den Optionswert mit Korollar 8.1.3 am Beispiel

7.1.3 mit T = —2, Tmaxr = 2, Ax = 1—(1)0: Vergleich von K = 1 mit
K =0.1, K =10 und bei konstantem Verhéltnis £ = 107"

Gleichung aus dem Korollar tritt nicht ein. Dies wurde allerdings auch nicht erwartet,
denn die Aussage des Korollars bezieht sich auf die exakte Losung. Hier handelt es sich
jedoch um Niherungslosungen. In allen Fillen bleibt der Unterschied unter 1078, der
Algorithmus liefert aufgrund der Einstellungen jedoch lediglich 5 richtige Dezimalstellen
der Losung. Somit bleibt die Anwendung des Algorithmus frei von Widerspriichen.
Betrachtet man die Unterschiede im Detail, so sieht man, dass diese fiir die Steuerung
iiber den Losungszuwachs, EJ-Algorithmus, geringer ausfallen als bei den beiden anderen
Verfahren. Diese sind untereinander in etwa vergleichbar, weshalb der Vergleich zwischen
den Losungen des impliziten Euler-Verfahrens mit ganzer und halber Schrittweite, dem
so genannten ,implizit/Halbe Vergleich‘, als Stellvertreter herangezogen wird. Grund fiir
den geringeren Unterschied beim EJ-Algorithmus ist die héhere Anzahl von Iterations-
schritten bei diesem Verfahren, denn es findet in jedem Schritt eine weitere Glattung des
numerischen Fehlers durch das L-stabile Verfahren statt. Insbesondere wird der Fehler
aus den ersten Iterationsschritten, Ubergang der stetigen auf eine differenzierbare Losung,
weiter geglittet. Eine Beobachtung, die durch die grofere Breite des Bereiches um das
Kurvenmaximum unterstrichen wird. Fiir die Zuwachssteuerung reicht dieser Bereich bis
etwa x = 1.0, bei den beiden anderen Verfahren reicht er nur bis z = 0.5. Fiir z < 0 ist
die linke Seite des Bereiches bei allen drei Verfahren durch die Ausiibungsgrenze fixiert.

Verdndert man die Parameter, so dndern sich auch die Resultate dieser Konsistenzpriifung

entsprechend. Wird der Quotient von % erhoht, so vergrofert sich ebenfalls der Unter-

schied zwischen den skalierten Niherungslosungen. Fiir eine Anderung der Maschenweite
Ax bleiben die Werte konstant. Die Naherungslosung w ist also fiir die Verwendung eines
Algorithmus konsistent.
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8.2.2. Ausiibungsgrenze fiir verschiedene Strikepreise

Bisher haben wir gesehen, dass die verschiedenen Algorithmen hinsichtlich des Options-
wertes konsistent im Sinne der Anwendung von Korollar 8.1.3 sind. Wir wollen dies
nun fiir die Ausiibungsgrenze priifen. Die entsprechende Aussage fiir die theoretische
Ausiibungsgrenze ist bereits in Korollar 8.1.6 hergeleitet worden. Wir testen, ob sich die
Aussage einer in K invarianten Ausiibungsgrenze x; halten lasst.

Wir wandeln dazu das Einstiegsbeispiel durch eine hohere Volatilitat ab, in der Hoffnung,
dadurch neue Effekte sehen zu kénnen. Der Berechnung liegt nun das nachfolgende Beispiel

in der Diskretisierung i, = —2, Timee = 2 und Ax = ﬁ bzw. ﬁ sowie einem Verhaltnis
t—[‘;l = 10"* zu Grunde.

Beispiel 8.2.1.
Man berechne den Preis eines amerikanischen Vanilla Puts mit K = 0.1,1.0, 10.0, 100.0,
T=10,r=0.1,0=0 und c =0.8.

Fiir das implizite Euler-Verfahren ohne Steuerung ist die Aussage des Korollars uneinge-
schrankt erfiillt. Die Ausiibungsgrenze stimmt fiir jedes 7 zwischen den Naherungen fiir
verschiedene K iiberein.

Verwendet man die Algorithmen mit Schrittweitensteuerung so gilt diese Aussage mit Ein-
schrankungen. Es wird meist die gleiche Anzahl von Zeitschritten fiir alle K durchgefiihrt,
evtl. tritt eine Abweichung von einem Schritt in der Gesamtzahl auf, jedoch entsprechen sich
bei gleicher Anzahl nicht alle Zeitschritte. Fiir die gleiche Schrittnummer sind die Schritt-
weiten fiir verschiedene K unterschiedlich lang. Folge davon ist, dass die Verschiebung um
den Konvektionsterm unterschiedlich stark greift (man vergleiche nochmals die Definition
der Transformationen). Die auftretenden Unregelméfigkeiten sind jedoch so gering, dass
sie bei einem Plot der verschiedenen Approximationen der Ausiibungsgrenze nicht offen-
sichtlich sind. Aus diesem Grund zeigen wir auch keine Grafik. Quantitativ bedeutet dies
einen Unterschied der Gréfenordnung 107, also genau der geforderten Dezimalstellenzahl.
D.h. bei gleicher Anzahl korrekt zu bestimmender Stellen liefern die Algorithmen dieselbe
Approximation der Ausiibungsgrenze.

Macht man einen ergdnzenden Test mit dem Verhéaltnis t—l‘? = 1072 so treten allerdings in
der Nédhe von 7 = 0 Abweichungen fiir grofe K auf. Hier springt die Ausiibungsgrenze an
einigen Stellen auf den néchsten Knoten.

8.3. Genauigkeitsvergleich

Im vorangehenden Abschnitt wurde gezeigt, dass die Methoden in sich stimmig sind. Nun
soll dargelegt werden, dass die Methoden mit Schrittweitensteuerung sowohl untereinander
als auch mit dem impliziten Euler-Verfahren ohne Steuerung vergleichbare Losungen gene-
rieren. Dazu nutzen wir das bereits zitierte Konvergenzresultat von Jaillet, Lamberton und
Lapeyre aus Satz 2.2.2. Wir wihlen relativ kleine Werte von Az und A7 und berechnen
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eine Naherungslosung u ;. Nach der Aussage dieses Satzes und unter Vernachlidssigung
des Rundungsfehlereinflusses kann diese Losung dann als ,genau‘ angesehen werden. Der
Begrift ;genau‘ ist nicht sehr prizise, aber weil es keine analytische Vergleichslésung gibt,
muss in jedem Falle eine numerische Approximation fiir den Vergleich benutzt werden.

Bemerkung 8.3.1. Quervergleich mit europdischer Option

i) Auch wenn der Vergleich seine Schwichen hat und das Problem durch die fehlende
Komplementaritat deutlich einfacher wird, so kann doch fir das gleiche Vorgehen bei
einer europdaischen Option eine Genauigkeitsangabe gemacht werden. Fine Approxi-
mation im Rahmen von Ax = 1075 und A1 = 107> lefert etwa 5 richtige Dezimal-
stellen.

it) Die Extrapolation der Ergebnisse fir die amerikanische Option liefert fir ein Gitter
der gleichen Feinheit eine dhnliche Genauigkeit.

Somit berechnen wir die Losung w;yr; mit Az = 107° und A7 = 107° in den Intervall-
grenzen T,,;, = —2 und ,,,, = 2. Dies erfolgt erneut fiir das

Beispiel 8.3.2.
Man berechne den Preis eines amerikanischen Vanilla Puts mit K = 1.0, T = 1.0, r = 0.1,
0=0 und o =0.3.

Die Wahl von K = 1 ist dabei aufgrund der vorher durchgefiihrten Konsistenzuntersuchung
reprasentativ. Diese Losung vergleichen wir nun mit den Ergebnissen verschiedener anderer
Diskretisierungen mit und ohne Schrittweitensteuerung.

Fiir den Vergleich mit u;;;, werden Losungen verwendet, die mittels der drei Verfahren die
Zeitschrittweite auf einem Gitter der Feinheit Az = 10~* und einer gleich grofen lokalen
Genauigkeit tol berechnet wurden. Bei den Ergebnissen unterscheiden wir zwischen dem

Optionswert und der Approximation der Ausiibungsgrenze.

Wir verwenden an dieser Stelle die folgenden Bezeichnungen:

Uhalb fiir die Losung, die {iber die Steuerung mittels implizitem Euler-Verfahren bei
Vergleich von ganzer und halber Schrittweite berechnet wurde.

UCN fiir die Losung, deren Schrittweite {iber den Vergleich von implizitem Euler-
Verfahren und Crank-Nicolson-Verfahren gesteuert wurde.

ugy fiir die Losung, deren Schrittweite {iber den Losungszuwachs gesteuert wurde.
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107

Abbildung 8.2.: Vergleich der Optionswerte fiir verschiedene Steuerungen fiir das Beispiel
8.3.2 mit Tpyin = —2, Tnae = 2, Ax = ﬁ: Vergleich des absoluten Unter-
schieds von w1 z2u U, ucny und

8.3.1. Optionswert fiir verschiedene Steuerungen

Zunéchst vergleichen wir den Optionswert fiir die drei alternativen Steuerungsverfahren,
um zu sehen, ob die ,exakte’ Losung w;r; hinreichend genau approximiert wurde. Dies
wird in der Abbildung 8.2 wiedergeben.

Dort sieht man, dass ug; die beste Niherung abgibt. Dies erklart sich, wenn man die
Anzahl der durchgefiihrten Schritte betrachtet. Man vergleiche dazu die Tabelle 8.1.

Losung CPU-Sekunden Zeitschritte
Uhalb 107.28 71
UCN 86.88 74

Upy 300.24 1532

Tabelle 8.1.: Kurzvergleich der Steuerungsverfahren am Beispiel 8.3.2
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Die Anzahl der verwendeten Schritte ist deutlich hoher als bei den beiden anderen Algorith-
men. Da aber in jedem Schritt mit der Berechnung des impliziten Euler-Schrittes auch eine
Glattung der Losung stattfindet (das implizite Euler-Verfahren ist L-stabil), wirkt sich die
zusatzliche Zahl der Schritte positiv aus. Aus demselben Grund ist die Losung uy,;, besser
als die Losung ucy. Hier wird mit der Naherung, die mit der halben Schrittweite bestimmt
wurde, weitergerechnet. Es werden daher doppelt so viele Glattungsschritte vorgenommen.
Absolut liegt diese Losung knapp iiber der lokalen Toleranzschwelle von 1074

8.3.2. Ausiibungsgrenze fiir verschiedene Steuerungen

Mit gleichbleibenden Bezeichnungen wird fiir die Ausiibungsgrenze eine analoge Betrach-
tung vorgenommen. Bei der Losungsberechnung mit den drei Steuerungsalgorithmen im
vorangegangenen Abschnitt wurde ebenfalls die Approximation der Ausiibungsgrenze fest-
gehalten. Alle vier Approximationen werden in der Abbildung 8.3 geplottet. Die beiden
Detailvergréfserungen zeigen als erstes die gute Wiedergabe der optimalen Ausiibungsgren-
ze der Losung u ;1 durch die Approximation des EJ-Algorithmus. Dabei ist zu beachten,
dass es sich bei der jexakten‘ Grenze nur um eine genauere Approximation handelt. Au-
ferdem ist das Gitter hier in x-Richtung um den Faktor 10 grober gewdhlt worden. Fiir die
feinen Schritte zu Anfang der Iteration (7 < 0.02) ist keine Differenz zu sehen und auch am
Ende der Iteration (7 > 0.8) ist die Differenz zwischen der schwarzen und griinen Kurve
auf das in x-Richtung grobere Gitter zuriickzufiihren. In der Totalen ist die schwarze, die
Ausiibungsgrenze von wu;r; reprisentierende, Kurve daher weggelassen worden.

Fiir die beiden anderen, zu up.p bzw. ucy, gehorenden Ausiibungsgrenzen ergibt sich
ein nicht so exakter Verlauf. Dieser ist in der Totalen kaum zu erkennen. Die Detail-
vergroferung flir kleine 7 zeigt, dass diese Abweichung durch die im Vergleich zum
EJ-Algorithmus wesentlich groferen Zeitschritte auftritt. Ferner ist anhand dieser Ver-
grofserung ebenfalls die unterschiedliche Anzahl von Zeitschritten ersichtlich. Die roten
und blauen Stiitzstellen liegen nicht auf den gleichen 7-Werten. Diese Beobachtung lasst
sich auch bei der zweiten Detailvergroferung fiir 7 > 0.8 machen. Dort zeigt sich ebenso
ein bzgl. 7 verzogertes Nachlaufen der Ausiibungsgrenze der Losung, die iiber die Steue-
rung mittels Vergleich zwischen implizitem Euler und Crank-Nicolson gewonnen wurde,
zur Grenze der Losung aus dem Schrittweitenvergleich. Wir notieren:

Bemerkung 8.3.3. Verwendbarkeit der Ausiibungsgrenze

Die mattels Schrittweitenvergleich bzw. Ordnungsvergleich gewonnene Austiibungsgrenze ist
nur eingeschrinkt verwendbar. Sie stellt aufgrund der langen Schrittlingen oft nur eine
grobe Approximation dar.
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Abbildung 8.3.: Ausiibungsgrenze fiir verschiedene Steuerungen fiir das Beispiel 8.3.2 mit

112

Tmin = —2, Timaz = 2, Ar = ﬁ: In der Totalen ist der Verlauf fiir .,

ucy und angegeben. Die beiden Ausschnitte geben die markierten
Bereiche vergrofert wieder. Dort kommt zusétzlich die Approximation fir
uyr als jexakte’ Grenze hinzu. Ebenfalls zusétzlich sind dort fiir die Ap-
proximationen ., und ucy Punktemarker an den Stiitzstellen gesetzt
worden.



8.4 Leistungszuwachs

8.4. Leistungszuwachs

Nachdem gezeigt wurde, dass mittels der Algorithmen, die eine Steuerung der Zeitschritt-
weite vornehmen, hinreichend genaue L&sungen berechnet werden, wenden wir uns nun
dem numerischen Aufwand zu. Dieser gibt Aufschluss dariiber, ob ein praktischer Einsatz
der Verfahren sinnvoll ist. Wir verwenden erneut das Beispiel 8.3.2, um uns die Laufzeiten
und den Aufwand der Algorithmen anzusehen. Dabei verwenden wir, jeweils fir x,,;, = —2
und x,,., = 2, die Diskretisierungen:

: . _ — 10-10
Diskretisierung a) Az = 155, ATpae = 10717,

Diskretisierung b) Az = 55, ATaz = 10715

8.4.1. Laufzeiten

Fiir die Berechnung des Beispiels 8.3.2 mit Diskretisierung a) ergeben sich die Laufzeiten
in CPU-Sekunden! gemif der Tabelle 8.2. Entsprechend gibt Tabelle 8.3 die Resultate
fiir die Diskretisierung b) wieder. Neben den drei Algorithmen und deren Laufzeiten fiir
verschiedene Werte der lokalen Toleranz tol werden auch die Laufzeiten fiir 100 bzw. 1000
Schritte des impliziten Euler-Verfahrens mit konstanter Schrittweite angegeben.

Fiir das implizite Euler-Verfahren ist A7 dann konstant ﬁ bzw. ﬁ. Eine Aussage iiber
die Genauigkeit der Losung ist fiir dieses Verfahren nicht moglich. Allerdings stellt der
Aufwand des impliziten Eulers eine Untergrenze flir die Programmierung eines Losungs-
verfahrens dar. Es wird genau eine Diskretisierung mittels Finiter-Differenzen erstellt und
berechnet. Das Verfahren geht, bis auf die zeitschrittweise Abfolge der Losung, nicht auf
die Eigenheiten des Problems ein.

Die beiden Tabellen zeigen, dass sich sowohl das Verfahren mit Schrittweitenvergleich und
zugehoriger Losung wup.p als auch das Verfahren mit Vergleich der Diskretisierungsord-
nung und Losung ucy im Bezug auf die Laufzeit fiir beide Beispiele deutlich unterhalb der
Laufzeit von 1000 dquidistanten impliziten Euler-Schritten bewegen. Dabei liegen beide
Verfahren nahe an der fiir 100 implizite Euler-Schritte bendtigten Zeit, im ersten Beispiel
sogar teilweise darunter.

Ebenso deutlich zeigt sich ein erheblicher Anstieg der Laufzeit fiir eine Schrittweitensteue-
rung iiber den Losungszuwachs bei niedrigerer lokaler Toleranz tol. Ein Anstieg der Laufzeit
ist auch bei den beiden anderen Verfahren zu beobachten, jedoch fillt er wesentlich schwi-
cher aus. Bei dem verwendeten feineren Gitter in z-Richtung schneidet der EJ-Algorithmus
fiir tol = 1072 erstaunlicherweise wesentlich besser ab als die beiden anderen Verfahren.
Diese qualitativen Resultate sollen auch auf der Ebene der durchgefithrten Operationen
untersucht werden, um sie genauer erklaren zu konnen. Die bisherigen Ergebnisse lassen
sich zur nachfolgenden Beobachtung zusammenfassen:

!Bemerkungen zur Vergleichbarkeit finden sich in Anhang B
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tol Uhalb ucN Uy
1072 2.34 1.77 1.56
10725 2.50 1.95 2.33
1073 2.85 2.09 4.69
10735 3.73 3.15 12.04
1074 4.70 3.40 40.51
100 Schritte impliziter Euler 3.43

1000 Schritte impliziter Euler 26.44

Tabelle 8.2.: Vergleich der Laufzeiten in CPU-Sekunden fiir die Algorithmen am Beispiel

8.3.2 mit der Diskretisierung a)
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Abbildung 8.4.: Visualisierung der Laufzeiten aus Tabelle 8.2: Die Laufzeiten sind fir .,
in CPU-Sekunden angegeben. Zur Orientierung sind die Lauf-

ucy und

zeiten filir das implizite Euler-Verfahren mit 100 bzw. 1000 dquidistanten
Schritten eingezeichnet.
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tol Uhalb UoN UgJj
1072 84.17 54.85 40.19
10725 85.36 Error 45.14
1073 91.24 Error 62.50
10735 98.11 75.88 112.17
1074 107.98 86.55 300.24
100 Schritte impliziter Euler 46.26

1000 Schritte impliziter Euler 234.41

Tabelle 8.3.: Vergleich der Laufzeiten in CPU-Sekunden fiir die Algorithmen am Beispiel
8.3.2 mit der Diskretisierung b). Fiir die mit Error bezeichneten Eintrige
brach der Algorithmus ab.
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Abbildung 8.5.: Visualisierung der Laufzeiten aus Tabelle 8.3: Die Laufzeiten sind fir .,
in CPU-Sekunden angegeben. Zur Orientierung sind die Lauf-
zeiten fiir das implizite Euler-Verfahren mit 100 bzw. 1000 dquidistanten
Schritten eingezeichnet.

ucy und
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Beobachtung 8.4.1. Laufzeitvergleich:

i) Die Steuerung der Zeitschrittweite ermoglicht eine schnellere Berechnung des Opti-
onswertes, als mit den ublichen 1000 dquidistanten Schritten und Berechnung tber
das implizite Euler-Verfahren.

i1) Der Zugewinn der Verfahren fdllt fiir ein grobes Gitter deutlich grofer aus; in unserem
Beispiel etwa um einen Faktor 6 fir die Diskretisierung mit Ax = 1(1)—0 gegeniiber dem

Faktor 3 fir Ax = 5.

i11) Beziiglich der bendtigten Laufzeit schneidet der Ordnungsvergleich am besten ab. Al-
lerdings wird diese Position mit dem Nachteil méglicher Ausfille durch die Verwen-
dung der Crank-Nicolson-Vergleichslosung, wie im zweiten Beispiel, erkauft.

iv) Die Steuerung iber den Losungszuwachs wird mit geringerer Toleranz wesentlich lang-
samer. Allerdings schneidet der EJ-Algorithmus fiir feines Ax und niedrige lokale
Toleranz tol gut ab.

8.4.2. Durchgefiihrte Operationen

Aufgrund der Messergebnisse ist es sinnvoll, die Schrittweitensteuerung anzuwenden. Wir
wollen die Beobachtungen 8.4.1 ii) kldren und schauen uns fiir beide Diskretisierungen
weitere Details an. Dazu werden die Anzahlen der

i) Schrittweitenwechsel (SW-Wechsel)
ii) durchgefiihrten Zeitschritte
iii) Wechsel des Ausiibungsknotens (NB-Wechsel)

fiir verringerte Toleranz und verfeinertes Gitter ermittelt und der Aufwand mittels des
Satzes 5.3.2 iiberschlagen. Wir erinnern daran, dass fiir einen Wechsel der Schrittweite
Matrizen besetzt und zerlegt werden miissen. Ebenso erfordert sowohl jeder Zeitschritt als
auch jeder NB-Wechsel das Losen von Gleichungssystemen. Im giinstigsten Fall ist dies
ein System, im ungilinstigsten bis zu drei Systeme. Zu den iiberschlagsweise bendtigten
Operationen vergleiche man nochmals die Tabelle 6.1 (S. 87). Insbesondere sei erneut
darauf hingewiesen, dass sich die Zahlen auf vollbesetzte Tridiagonalmatrizen beziehen. Die
Matrix D des diskretisierten Komplementaritatsproblems besteht aber nur ab der Spalte
nb+1 aus einer Tridiagonalmatrix. In den Spalten 1 bis nb hingegen stehen die Eintrdge aus
der negativen N x N-Einheitsmatrix. Der Aufwand fiir die Losung der Gleichungssysteme
wird somit liberschétzt. Dieser Tatsache und evtl. auch dem Zugriff auf Unterprogramme
wird am Beispiel tol = 1072, Az = 1072 dadurch Rechnung getragen, dass die Umsetzung
des Ordnungsvergleichs zwar rechnerisch mehr Operationen benotigt als der Schrittweiten-
vergleich, auf dem Rechner jedoch weniger CPU-Sekunden erfordert.
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Losung Aktion Anzahl Aufwand
Uhalb SW-Wechsel 7 7-200N = 140-N
7-6-N = 42 - N
Schritte 15 15-33-N = 495-N
NB-Wechsel 24 24-.22-N = 5H28-N
Summe 1205 - N
UCN SW-Wechsel 8 8-13-N = 104-N
8- 6-N = 48 - N
Schritte 16 16-27-N = 432-N
NB-Wechsel 24 24-27-N = 648-N
Summe 1232- N
URT SW-Wechsel 10 10-10-N = 100-N
10-3-N = 30- N
Schritte 19 19-11-N = 209-N
NB-Wechsel 24 24-11-N = 264-N
Summe 603 - N

Tabelle 8.4.: Uberschlagsweise Anzahl von Operationen fiir die Algorithmen am Beispiel
8.3.2. Dabei wird die Diskretisierung a), d.h. Az = 1072 mit N = 401, fiir

eine lokale Toleranz tol = 102 verwendet.

Wenn wir nun die Ergebnisse vergleichen, so versuchen wir Effekte zu isolieren, die haupt-
sichlich an der Verschiarfung der Toleranzforderung oder aber an der Verfeinerung des
Gitters festzumachen sind.
Der Vergleich der drei Tabellen zeigt zunédchst eine Tatsache, die eigentlich sofort aus der
Aufgabenstellung hervorgeht:

Bemerkung 8.4.2. Unabhdngigkeit der NB-Wechsel vom Verfahren

i) Die Anzahl der Wechsel des Ausiibungsknotens ist unabhdngig vom gewdhlten Ver-
fahren zur Steuerung der Zeitschrittweite. Dies wird sofort klar, wenn man bedenkt,
dass durch diese Wechsel im Wesentlichen das Auffinden der implizit in der Problem-
stellung enthaltenen Ausiibungsgrenze wiedergegeben wird.

it) Als Kennzahl fir die durchgefihrten NB-Wechsel lisst sich die Anzahl der Gitterpunk-
te x; angeben, die wihrend der Laufzeit der Option einen Austibungsknoten wieder-
geben. Bei einer monotonen verlaufenden Grenze ist dies die Mdchtigkeit der Menge

{x:i} N {zs(r) : 0<7<T}.

Man sieht sofort, dass bei einem dquidistanten Gitter die zehnfache Verfeinerung des
Gitters eine in etwa Verzehnfachung dieser Anzahl bedeutet.
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Losung Aktion Anzahl Aufwand
Uhald SW-Wechsel 14 14-20-N = 280-N
14-6-N = 84 - N
Schritte 23 23-33-N = T759-N
NB-Wechsel 24 24.22-N = 5H28-N
Summe 1651 - N
UCN SW-Wechsel 14 14-13-N = 182-N
14-6-N = 84 - N
Schritte 23 23-27-N = 621-N
NB-Wechsel 24 24-27-N = 648-N
Summe 1535 - N
UET SW-Wechsel 12 12-10-N = 120-N
12-3-N = 36- N
Schritte 156 156-11-N = 1716-N
NB-Wechsel 24 24-11-N = 264-N
Summe 2136 - N

Tabelle 8.5.: Uberschlagsweise Anzahl von Operationen fiir die Algorithmen am Beispiel
8.3.2. Dabei wird die Diskretisierung a), d.h. Az = 1072 mit N = 401, fiir
eine lokale Toleranz tol = 10~3 verwendet.

Fiir ein weiter verfeinertes Gitter stellen diese Wechsel des Ausiibungsknotens, im Gegen-
satz zu der Bezeichnung ,zusétzlicher Aufwand’ in Kapitel 5.3.2, den Hauptaufwand des
Losungsvorgangs dar. Laut Tabelle 8.6 werden hierfiir bei jedem der drei Verfahren mehr
als 80 Prozent der Operationen aufgewandt. Je feiner die Maschenweite in z-Richtung
gewdhlt wird, desto vorteilhafter zeigt sich hier die Steuerung tiber den Wertzuwachs
(EJ-Algorithmus), denn dort ist fiir einen solchen Wechsel nur ein Gleichungssystem zu
l6sen.

Anhand des Schrittweitenvergleichs wird dies nochmals in der Abbildung 8.6 dargestellt.
Dort ist deutlich die Durchfiihrung von sehr vielen NB-Wechseln am Beginn der Itera-
tion zu sehen, die letztendlich auch fiir den Hauptanteil der gelosten Gleichungssysteme
verantwortlich sind. Zum Teil werden je Zeitschritt mehr als dreiffigmal so viele Gleichungs-
systeme wie normal bearbeitet. Die Ausiibungsgrenze verdndert sich in diesem Bereich sehr
schnell und muss ,verfolgt’ werden.

Bemerkung 8.4.3. Aufwand fir das Verfolgen der Ausiibungsgrenze

Fiir ein sehr feines Gitter stellt das Verfolgen der Ausiibungsgrenze bei allen drei Verfahren
den Hauptaufwand des Algorithmus dar. Mit einer evtl. auch nur teilweisen Kenntnis des
Verlaufes der Austiibungsgrenze konnte die Anzahl der bendtigten Operationen betrdichtlich
reduziert werden. In diesem Falle kénnte der NB-Wechsel in den auszufithrenden Zeitschrit-
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Losung Aktion Anzahl Aufwand
Uhald SW-Wechsel 8 8:-20-N = 160-N
8-6-N = 48 - N
Schritte 37 37-33-N = 1221-N
NB-Wechsel 218 218 -22-N = 4796-N
Summe 6225 - N
UCN SW-Wechsel 9 9.-13-N = 117-N
9-6-N = 54 - N
Schritte 38 38-27-N = 1026-N
NB-Wechsel 218 218-27-N = 5886-N
Summe 7083 - N
URT SW-Wechsel 10 10-10-N = 100-N
10-3-N = 30-N
Schritte 38 38-11-N = 418-N
NB-Wechsel 218 218-11-N = 2398-N
Summe 2946 - N

Tabelle 8.6.: Uberschlagsweise Anzahl von Operationen fiir die Algorithmen am Beispiel
8.3.2. Dabei wird die Diskretisierung b), d.h. Az = 1073 mit N = 4001, fiir
eine lokale Toleranz tol = 10~2 verwendet.

ten zumindest teilweise integriert werden.
Leider sind gebrduchliche asymptotische Entwicklungen der Austibungsgrenze nur lokal ge-
nau. Sie ewgnen sich fir diesen Zweck daher nicht.

Der Vergleich der Tabellen 8.4 und 8.5 macht im Wesentlichen das unterschiedliche
Vorgehen bei der Steuerung iiber den Ordnungsvergleich und den Schrittweitenvergleich
auf der einen und der Zuwachssteuerung auf der anderen Seite deutlich. Innerhalb des
Verfahrens unterscheiden sich die zu den Werten gehdérenden Probleme nur in einer
zehnfachen Verschirfung der lokalen Toleranz.

Sowohl fiir den Schrittweitenvergleich als auch fiir den Ordnungsvergleich mit zugeord-
neter Losung upqp bzw. ucy erhoht sich die Anzahl der Schrittweitenwechsel durch die
strengere Toleranzgrenze deutlich. Die Verdopplung der Wechsel schldgt aber nur in einem
fiinfzigprozentigem Zuwachs der Gesamtanzahl der Iterationsschritte nieder. Ein Indiz da-
fiir, dass sich die Verfeinerung vor allem auf die ersten Iterationsschritte auswirkt. Die
Glattung durch das L-stabile implizite Euler-Verfahren ldsst die Unterschiede zwischen
den Vergleichslosungen im fortschreitenden Verfahren sehr schnell kleiner werden.

Im Gegensatz dazu steht das Verhalten der Steuerung iiber den Losungszuwachs. Hier wird
anhand des Unterschiedes zwischen der Losung vor und nach Durchfithrung eines Zeit-
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Abbildung 8.6.: Details fiir die Iteration bei einer Schrittweitensteuerung iiber den Ver-
gleich der Losungen von implizitem Euler mit ganzer und halber Schritt-
weite auf einem sehr feinen Gitter (vgl. Tabelle 8.6). Dazu sei im Vergleich
auf das Iterationsverhalten aus der Abbildung 7.7 hingewiesen. Es wer-
den die Anzahl der gelésten Gleichungssysteme und der im
m-ten Schritt dargestellt.

schrittes gesteuert. Dieser Unterschied ist durch das Problem gegeben. Eine Verfeinerung
der Toleranz um den Faktor zehn bedeutet nichts anderes, als den zuldssigen Unterschied
um das Zehnfache zu reduzieren. Als grobe Approximation fiir das Abklingen der Losung
kann der betragsmakig grofste Eigenwert herangezogen werden. Die Losung verhélt sich fiir
grofe 7 etwa wie

v(z,T) ~ exp ( — ?Afmx )C’(m)

mit einer nicht ndher spezifizierten von = abhingigen Konstante C. Weil C'(z) unabhéngig
von 7 ist, kann man die Approximation

v(z, T+ AT) —v(z,T) ~ exp ( - %)\imﬂ') C(x) (exp ( - ?)\immAT> - 1)

= e (= ) Clo) (~ 5t

heranziehen. Eine Verzehnfachung der lokalen Toleranz bedeutet daher in etwa die Durch-
flihrung von zehnmal so vielen Zeitschritten wie zuvor. Fiir die Problemstellung ist 7 aber
kleiner oder gleich 1. Dennoch lasst sich fiir den EJ-Algorithmus ein dhnliches Verhalten
beobachten. Mit der zehnfachen Verfeinerung der Toleranz steigt die Anzahl der Zeitschrit-
te um den Faktor 8. Die Laufzeiten fiir diesen Algorithmus (vgl. Abb. 8.4) sprechen genauso
fiir diesen Sachverhalt.
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8.4.3. Zusammenfassende Bemerkungen

Die Ergebnisse beziiglich Aufwand und Laufzeit der drei Steuerungsalgorithmen lassen sich
in mehreren Bemerkungen zusammenfassen.

Bemerkung 8.4.4. Verwenden des Ordnungsvergleichs

Von der Steuerung der Zeitschrittweite iber den Vergleich der Diskretisierungsordnun-
gen ist im speziellen Fall, dem Vergleich mit der O(AT2) -Losung des Crank-Nicolson-
Verfahrens, Abstand zu nehmen. Dieses Verfahren verursacht durchschnittlich zwar den
wenigsten Aufwand und bendtigt deshalb die geringste Laufzeit, bedingt jedoch den Nachteil
eines moglichen Verfahrensabbruchs ohne Lésung.

Die beiden anderen Verfahren kénnen jedoch zur Steuerung der Zeitschrittweite verwendet
werden. Wir sprechen dafiir die folgende Empfehlung aus:

Bemerkung 8.4.5. Losungzuwachs- oder Schrittweitenvergleich

i) Eine Verwendung der Schrittweitensteuerung ist hinsichtlich des numerischen Auf-
wandes in jedem Fall sinnvoll.

i1) Fir den Schrittweitenvergleich wird die Berechnung auf einem feinen Gitter durch
den Wechsel des Ausiibungsknotens fiir beide Losungen deutlich teurer. Hier geht die
Anzahl der Gitterpunkte gegeniiber der Steuerung iber den Lésungszuwachs mit dem
Faktor zwei ein.

iti) Die Steuerung tber den Losungszuwachs hat den Nachteil, dass mit verkleinerter
Toleranz sehr schnell die Anzahl der durchgefiihrten Zeitschritte ansteigt.

i) Der in Punkt iii) beschriebene Nachteil ist ein Vorteil fir die Ermittlung einer nu-
merischen Ausibungsgrenze. Die Zeitschichten liegen ndher hintereinander und die
Approximation der Grenze fillt genauer aus.

v) Um den heutigen Wert einer Option auf einem nicht zu feinen Gitter zu bestimmen,
1st es sinnwvoll, die Zeitschrittweite tiber den Vergleich zweier Losungen des impliziten
Euler-Verfahrens bei unterschiedlicher Schrittweite zu steuern.

vi) Fir ein Gitter mit geringer Maschenweite und zur Approzimation der Ausibungs-
grenze sollte man die Steuerung iber den Lésungszuwachs vorziehen.
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9. Anwendbarkeit auf Exoten

Die Resultate der vorangehenden Kapitel beziehen sich, theoretisch wie numerisch, aus-
schliefslich auf Vanilla Optionen amerikanischen Typs. Dies sind Optionen auf ein Under-
lying mit einem Ausiibungspreis, der am Preis dieses Underlyings festgemacht wird. Eine
interessante Frage ist nun, ob man die Resultate auf allgemeinere Optionen bzw. kom-
pliziertere Konstrukte iibertragen kann. Hier bieten sich zum einen Basket Optionen an,
d.h. statt einem Underlying wird die Auszahlung nun an mehrere Wertpapiere (z.B. Akti-
en) gekniipft. Eine andere Richtung wird durch die Betrachtung von Optionen asiatischen
Typs eingeschlagen. In diesem Falle zahlt nicht allein der aktuelle Kurs fiir die Auszahlung,
sondern auch ein Durchschnitt dieses Kurses liber ein zuriickliegendes Zeitintervall.

9.1. Basket Optionen

9.1.1. Definition

Wie schon in der Einleitung dieses Kapitels angeklungen ist, sind diese Optionen nicht
nur von einem Underlying abhéngig, sondern beziehen sich auf mehrere Aktien. Basket
Optionen werden fiir zwei Aktien z.B. in [ZFV01, Sey04| betrachtet. Einen allgemeinen
Fall mit einem Korb von n Aktien findet man im Buch von Kwok [Kwo98, Kapitel 3]. Das
in Kapitel 1.1 vorgestellte Modell wird hier erweitert.

Fiir jede Aktie S; gilt die Kursentwicklung

mit der dem eindimensionalen Fall entsprechenden Drift ; und Volatilitit o;. Die risikofreie
Zinsrate bleibt fiir alle Aktien gleich r, allerdings zahlt jede Aktie eine unterschiedliche
Dividende ¢;. Jeweils zwei Aktien ¢ und j sind {iber den Parameter p;; korreliert. Unter
diesen Voraussetzungen sowie den aus dem eindimensionalen Fall iibernommenen Markt-
annahmen ergibt sich die n-dimensionale Black-Scholes Gleichung

Vit Y (r=06)SiVs, + > %vasisi +) pij%sisjvsisj —rV =0. (9.2)
i=1 i=1 ij=1
i#]
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Der Payoff der Option kann dabei auf unterschiedliche Weise beschrieben werden. Denkbar
sind z.B. so genannte Index-Optionen mit Payoft

U(Sy,..., 5., 1) :—max(ZaiSi—K,O> >0, ;=1 (9.3)
i=1 i=1
oder aber Maximums- bzw. Minimums-Optionen mit Payoff der Form
U(Sy,....Snt): = max (m_aX(Si) _K, o) , (9.4)
U(Sy,...,8,t): = max <m1n(SZ) - K, O) . (9.5)

Die Liste der Beispiele lédsst sich beliebig erweitern.

9.1.2. Ubertragbarkeit der Theorie

Die Frage ist nun, ob sich die vorgestellten Transformationen auf diese Erweiterung iiber-
tragen lassen. Eine Untersuchung fiir die Konvektions-Verschiebung findet sich in meiner
Arbeit tiber die Vermeidung numerischer Dispersion fiir die Optionsbewertung [IV05|. Die
dort nicht behandelte neue Transformation wird gesondert untersucht.

Konvektions-Verschiebung

Wir folgen hier dem Aufbau aus [IV05, Abschnitt 5| und versuchen zunichst das Resultat
fiir die eindimensionale Konvektions-Verschiebung auf jede einzelne der Aktien anzuwen-
den. Die eindimensionale Transformation

T = T—t,
o= () [ i) - Ty

wird Uber die Zeitumkehr

T:=T—1 (9.6)
und eine Verschiebung fiir jede Aktie S; der Form

S

x; :=In (K) + /tTr(y) —(y) — le(y) dy ci=1,...,n (9.7)

auf die n-dimensionale Gleichung 9.2 iibertragen. In den neuen Koordinaten lautet die
Gleichung:

= 0'1-2 - 0;0j5
0 = v, — Z 5 Vi — Z Pii—y " Vs, + rv. (9.8)

i=1 ij=1
i#]
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Auch hier kann man mittels Finiter-Differenzen eine numerische N&herung bestimmen.
Diese Approximation bezeichnen wir wieder mit u. Um die Zuordnung der Notation zu
den einzelnen x; zu vereinfachen verwenden wir einen Multiindex kq, ..., k, statt des fiir
die Numerik verwendeten fortlaufenden Indexes. Damit ergeben sich die Approximationen

~ (m+1) (m)
v~ @ukl,...,kn (1 - G)Ukl,...,kn 3 (9.9)
u(erl) . (m)
K1k K1,k
v, R — . , (9.10)
AT
(m+1) (m+1) (m+1)
o e © kit T 2k, ki bn T Wi =1 e
(m) o, (m) (m)
+(1— @) Dbty 2k i Wk i1, (9.11)
(A.Z'Z)Q ’
(m+1) _(m41)
" ~ © Wkt 1, gtk Yk k=1, k4L, ki
it A.Tl A.ij
(m+1) o (m1)
+ukl,...,ki—l,...,kj—l,...,kn Uy kit 1,k =1,
Al’z‘ Al’j
o™ — ™
+(1 . @) k}17...,k’i-‘rl,...,kj-‘rl,...,k)n kl7---7ki_17---7kj+17---7kn
Ax; Ax;
(m) (m)
+Uk1,...,kifl,...,qu,...,kn T Uy kit Lk =1,k oy
A.Cl:i Aﬂfj ’ .
(9.12)
Ebenso werden die diskreten Fourier-Moden auf
n
27](;?) b = aezwmAT H ezﬁija:j (913>

verallgemeinert. Damit kann nun eine zum Eindimensionalen analoge Dispersions-Analyse
stattfinden. Mit Blick auf die Gleichung 9.2 unterscheiden wir den Fall von unkorrelierten
Aktien, d.h. p;; = 0O fiir alle ¢ # j, und den korrelierten Fall.

Im unkorrelierten Fall sind sdmtliche Aktien voneinander unabhéngig und die Differenzen-
Schemata koénnen in die einzelnen Dimensionen separiert werden. Dabei zeigt sich sofort
die Dispersionsfreiheit des Differenzen-Schemas.

Es bleibt im Hinblick auf den korrelierten Fall nur noch der Einfluss der gemischten zweiten
Ableitungen zu untersuchen. Um die Notation zu vereinfachen, nehmen wir n = 2 an. Damit
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wird die einzig verbliebene gemischte Ableitung iiber

(m+1) (m+1) (m+1) (m+1)

uk1+1,k2+1 - uk1—1,]€2+1 - ukl—‘rl,kz—l + ukl—l,kg—l
Vpimy A o (9.14)
Al’l A$2
(m) (m) (m) (m)
uk1+17k2+1 - uk’1—17k2+1 - uk’1+1,k2—1 + uk’1—17k2—1
+(1-9) (9.15)
AZL‘l AIQ

approximiert. Wir nehmen zur weiteren Vereinfachung ein rein implizites Verfahren, d.h.
O =1, an. Fiir
(m+1) (m+1) (m+1) (m+1)
Uk 41, ko1 — Why—1 ko1 — Wiy 41, ko—1 T U —1, kp—1

AZL’lASL’Q

ergeben sich diskrete Fourier-Moden der Form:

=~ Jiw(m+1)AT eik1A:v1 eikgAmg

ue . . » . . » » »
A (ezAxl ezAmz —e 1Axq 6ZA:E2 . ezA:rl e iAxo +e 1Az e zAxg)
T1AT3
~ iw(m+DAT ik1Ax1 ,ikoAzs
_ ue (AT ¢ € ((eiA:rl B efz'Ax1> iz _ (eiAml _ efm;pl) efiAwg)
n Az Azs
1
aeiw(m+1)AT eik1Aa:1 eikgA:rg o o
= (24 sin(Azy) 24 sin(Ax,))
A.I’lAIQ
aeiw(m—‘rl)AT eik1Aa:1 eikgA:L‘g . .
= —4 Ao A sin(Axy) sin(Az,).
T1RAT2

Der Imaginérteil ist hier identisch Null. Es treten also keine Probleme mit numerischer
Dispersion auf. Damit lasst sich die Transformation von Barraquand und Pudet auf Basket
Optionen iibertragen.

Neue Transformation

Wir versuchen, zunéchst fiir 2 Aktien, die neue Transformation in analoger Weise auf ein
Basket von Optionen zu tibertragen. Geméaf der Idee

T = T-—1,
15 T
r1 = In (f)-ﬁ-/ r(y) — 01(y) dy,
t

Ty = In (%) + /tTT(y) —da(y) dy,

ergibt sich analog zum Vorgehen in Kapitel 3.3.3 das Zwischenstadium

2 2 .
V;' - 2 (x1’2x2’7—) [V;clzl - ‘/;:1] - 02—<x1’2x2,7—) [szxz - a:2]
_p(xh T2, T)Ul ('rlv T2, T)Uz(xlv T2, 7)17331352 + T(T - T) ‘7 = 0. (916>
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Der Ansatz der Form

~

V(z1,22,7) = exp(g(z1, 22) + h(7)) v(21, 22, T) (9.17)

liefert dann eine weitere PDE in v. Der Wunsch nach Konvektionstermen identisch zu Null
fithrt auf Bedingungsgleichungen der Form

o1(z1,22,7) (1 = 295,) + 2p(x1, T2, T)02 (21,22, 7)gay, = O, (9.18a)
oo(z1, :L’Q,T)(l — 2%2) + 2p(x1, 29,701 (21,22, 7)ge, = O. (9.18b)

Diese Gleichungen sind bei unkorrelierten Kursen leicht zu losen. Sie stellen unabhingige
Erweiterungen des eindimensionalen Falles dar. Fiir korrelierte Aktien kann jedoch keine
geschlossene Losung angegeben werden. Die Schwierigkeit steckt in der Abhéingigkeit der
Parameter p und o; von den Variablen x; und x,.

Bemerkung 9.1.1. Lésbarkeit fir konstante Parameter

Uber den Spezialfall konstanter Parameter denken wir an dieser Stelle nicht mehr nach, er
ist bereits durch die Konvektions-Verschiebung abgedeckt. Die neue Transformation wurde
im Eindimensionalen hergeleitet, um Falle von kursabhdingiger Volatilitdt zu behandeln.

Die Verwendung der neuen Transformation bleibt somit auf eindimensionale Probleme
limitiert.

Bemerkung 9.1.2. Frage der Modellierung

Wir lassen die Frage offen, ob die Ermittlung der Parameter fiir die Aufgabenstellung hin-
reschend genau erfolgen kann. Die Ermittlung der Volatilitat liuft auf die Lésung eines
wnversen Problems hinaus und ist damit sehr schlecht konditioniert. Insbesondere bleibt
offen, ob es nicht sinnvoller ist, mit ausschlieflich zeitabhdngigen Parametern zu model-
lieren, dies evtl. auch uber die Bildung eines Durchschnittswertes. In diesem Falle aber
kénnte man wieder die Konvektions-Verschiebung verwenden.

9.1.3. Reduktion des Aufwandes

Wie wir gesehen haben, bereiten die gemischten Ableitungen beziiglich numerischer
Dispersion keine Schwierigkeiten. ,Storend‘ sind sie jedoch dann, wenn es darum geht, die
entstehenden Gleichungssysteme zu losen. Zwar lassen sich die entsprechenden Diskreti-
sierungsmatrizen auch mit diesen gemischten Ableitungen aufstellen, jedoch benétigen die
verwendeten Differenzensterne wesentlich mehr Eintrige.

Am Beispiel der zweidimensionalen Gleichung

ot o3
0 = VT — Tvxm — 7‘/@@ — P1201 02‘/931132 + TV (919)
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sehen die Differenzensterne fiir die Diffusion in x; und x5 wie folgt aus:

-1

2 2

o; 1 oy 1

—— | -1 42 -1 = +2 o

2 Ax? * ety Ax3 1 K
Azxq - Axo

Fiir die Kreuzdiffusion nach x; und x5 kommt noch der diskrete Operator

-1 0 +1
P1201 02— 0 0 0 ul
Axleg !
+1 0 —1 Az1Azxa

hinzu. Bei der Diskretisierung dieser Diffusionsgleichung entsteht eine diinnbesetzte
Blockdiagonalmatrix. Wir betrachten diese Matrix fiir eine lexikografische Anordnung der
Gitterpunkte im Diskretisierungsrechteck. Fiir jede gemischte zweite Ableitung kommen
dabei vier weitere Diskretisierungspunkte, d.h. auch Matrixeintrage, hinzu. Gegeniiber den
2n + 1 Eintragen fiir die unkorrelierte Gleichung werden nun also fiir je @ gemischte
Ableitungen jeweils vier zusétzliche Punkte benétigt. Dies ergibt fiir das vollstindig
korrelierte Modell dann insgesamt 2n? + 1 Eintrige je Matrixzeile statt der nur 2n + 1
Eintriage fiir das unkorrelierte Modell. Damit macht es Sinn, die Transformation so

abzuwandeln, dass sich eine Form ergibt, in der die gemischten Terme fehlen.

Hierfiir sind in [IV05, Abschnitt 5.2] bereits Abwandlungen der Transformation angegeben
worden. Diese wollen wir hier noch einmal betrachten. Fir n = 2 starten wir mit dem
Ansatz:

T = T—1t,
1 = apln (%) + a9 In (%) + (T — t)ﬁf\l , (9.20)
Ty = a9 ln (%) + a9 In (%) + (T — t)l/i’\g )

Wir berechnen die partiellen Ableitungen wie in [IV05, Anhang A| und setzen diese in
die Gleichung (9.2), mit n=2, ein. Nach dem Zusammenfassen der Terme ergibt sich die
Gleichung:

0 = V41V
_ o2 o2 -
=6 = Fan+ (r = 2 = P - R Vi,
_ o2 o2 -
- (7‘ — 01 — ?1)&21 + (7“ — 09 — 72)6122 - RQ] Vi,
_0% 2 U% 2
— 7%1 + poi10gaiiay2 + ?%2} Vara
— 0%(111@21 + 0§a12a22 + poiog(ariase + a12a21)} V2o
-2 o2
— 71&31 + P0O102021022 + EZCL§2:| ‘/332132 . (921)
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9.1 Basket Optionen

Fiir die partiellen Ableitungen V., V,, und V,,,, sollen die Koeffizienten identisch Null
sein. Dies fiihrt auf ein unterbestimmtes Gleichungssystem mit sechs Unbekannten in den
drei Gleichungen

2 2
(7’—(51—%)&11—{—(T—ég—%)&lg—Rl ; 0, (922)
2 2
(T’—(ﬁ—%)&m—i—(T—ég—%)QQQ—RQ ; 0, (923)
!
07 a1y a1 + 05 Ay Any + pra 0109(any agy + apag) = 0. (9.24)

Hier sehen wir sofort die Abhéngigkeit der Shift-Parameter f%\l und f%; von jeweils nur einer
einzigen Gleichung. Diese konnen aus diesem Grund zuletzt bestimmt werden. Wir begin-
nen daher mit dem Auflésen der unterbestimmten Gleichung (9.24). Dabei unterscheiden
wir die zwei Fille p;o = 0 and py3 # 0, d.h. die Gleichungen

0, (9.252)
0. (9.25b)

2 2
01 G11 G21 + 05 Q12 Q22

2 2
01 Q11 21 + 05 Q1 G2 + pr2 0102(a11 aga + a2 as)

Aus Gleichung (9.25a) folgen sofort die beiden hinreichenden Bedingungen aj; ag 0 und

@19 G99 L 0. Eine natiirliche Wahl, die an den Fall n = 2 der Gleichung (9.8) mit gemischten
zweiten Ableitungen anschliefst, ist dann a5 = a9y = 0 und a;; = agy = 1.

Die Gleichung (9.25b) kénnen wir, in Anlehnung an den Spezialfall p = 0, durch die Wahl
von aj; = a9y = 1 und a9 = 0 auf

2 !
o1 G21 + p12 o102 =0

vereinfachen. Hier folgt dann sofort
02

a1 = —pP12 —-
01

Mit den so bestimmten vier a;; lassen sich fz\l und R\g aus den verbleibenden Gleichungen
(9.22) und (9.23) zu

2

Bio= (r-0-3) =R,
_ (o) O'% O'% 09
Ry = —,012—(7’—51 ——> + (7’—52——> = Ry —pio— Ry
mit R, :=r —6; — %2 fiir konstante Parameter r, 6 und o ermitteln. Wir sehen sofort,

dass der Ansatz mit dem Gleichungssystem (9.20) nicht mit zeitabhéngigen Parametern
durchzufiihren wire. Am Beispiel des totalen Differentials fiir

8;171 81'2 or

_ v 91 0%y or 2
Vi= Voo + Ve + Vo (9.26)
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wird dies deutlich. Dort wiirde dann, statt dem bisher bestimmten Ergebnis %22 = —]/%\2,

ot
ein Ausdruck der Form

81’2 o aagl T 01<T - y>2 o
= (x1+/0 P —y) = (T —y) - 5 dy> - (9.27)

stehen. Die an dieser Stelle entstehende Transformation wiirde jedoch so kompliziert wer-
den, dass ihr Einsatz nicht mehr gerechtfertigt wére. Der Vermeidung der zusétzlichen
Matrixeintrige steht der Aufwand fiir die Auswertung des Payoffs gegeniiber. Statt dessen
geben wir noch einmal die vollstindige Transformation fiir n = 2 an. Sie lautet:

T:=T—1,
1 .= In (é) + (T - t)Rl s
v K
S o S
72 =1 (22) + (T = )Ry = iy O—j(ln (32) +(T=1)Ry).
mit der Bewertungsgleichung
o7 3 2
Vi— ? Ve, — 7(1 - p12) Vigay + 17V =0, (928>

In meiner Arbeit [IV05] wurde diese Transformation noch auf drei Aktien erweitert. Wir
verzichten auf eine Darstellung dieser Erweiterung und wollen uns statt dessen der nume-
rischen Berechnung zuwenden.

Numerisches Ergebnis

Mit der letzten Gleichung und den entsprechend transformierten Gleichungen haben wir fiir
ein quaderférmiges Gebiet im (21, 9, 7)-Raum den Wert einer Putoption auf das Minimum
zweier Aktien berechnet. Wir verwenden

Beispiel 9.1.3. Put auf das Minimum zweier Aktien

Man berechne den Preis eines amerikanischen Puts auf das Minimum von S7 und Sy mit
K=50,T=10,r=0.15,0, =0, =0, 01 =0.2, 05 = 0.3 und p = 0.3.

Fiir dieses Beispiel ist die Auszahlungsfunktion
W(Sy, Ss,t) := max [K — min[Sy, S5], 0] (9.29)

vorgegeben. In den transformierten Koordinaten werden fiir die Rédnder des Berechnungs-
gebietes Dirichlet-Randbedingungen vorgegeben. Der Wert auf den Réndern fiir 1 = 21,1,
oder 1 = T1mae DZW. To = Tomin 0der Ty = Tomee SOl exakt dem Wert der Auszah-
lungsfunktion an diesen Stellen entsprechen. Der Ansatz von Dempster und Hutton, das
Problem in ein Lineares Programm zu iiberfithren, kann aus dem eindimensionalen Fall
tibernommen werden. Eine Aussage in Analogie zu Lemma 2.2.3 ergibt sich sofort. Es
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9.1 Basket Optionen

reicht zu zeigen, dass die Nebendiagonaleintrige der Diskretisierungsmatrix negativ oder
Null sind. Diese Bedingung ist aber durch die Diskretisierung erfiillt. Das Problem lésst
sich damit fiir jeden Zeitschritt in ein Lineares Programm iiberfiihren.

Dieses Lineare Programm wird jedoch nicht, so wie es Dempster, Hutton und Richards
[DHRO8| im eindimensionalen Fall gemacht haben, strukturiert und mittels des DHR-
Algorithmus gelost. Statt dessen wird die zeitschrittweise Abfolge der Probleme festgelegt
und das Problem fiir einen Zeitschritt diskretisiert. Fiir jeden Zeitschritt wird das diskrete
zweidimensionale Problem dann mit CPLEX® [ILO99a], einem kommerziellen LP-Loser,
gelost. Dabei haben wir allerdings (noch) keine Zeitschrittweitensteuerung verwendet.

Fiir das Beispiel 9.1.3 ergeben sich Optionswerte, die in der Abbildung 9.1 veranschaulicht
werden. Dem in die (S, ¢)-Koordinaten zuriick transformierten Gitter sieht man deutlich die

s,
e
= e o
e P P77
7

SISO
ST
R

S22
=

SO

2

SRS

SRR

R
D

S
.>‘:‘
<P
>

Abbildung 9.1.: Optionswert einer Basket-Option. Es handelt sich um einen Put auf das
Minimum zweier Aktien. Die Parameter stammen aus dem Beispiel 9.1.3.
Der Plot gibt die Wertfunktion zum Zeitpunkt 7 = 7" = 1, den Inneren
Wert der Option sowie die Schnittkanten mit den Ebenen S; = 10 bzw.

Sy = 10 wieder.

Verzerrung in der So-Komponente an. Fiir die Berechnung wurden z; und x5 als unabhingig
voneinander gewéhlt, daher sind S; und S5 dann mittels des ao; korreliert. Auf diesen Fakt
ist ebenfalls schon in [IV05| hingewiesen worden. Qualitativ ergibt sich fiir die beiden
einzelnen Komponenten ein dhnliches Verhalten wie fiir eine eindimensionale Option. Das
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Profil der Querschnitte verlduft &hnlich wie die Wertfunktion im eindimensionalen Fall.

9.1.4. Steuerung der Zeitschrittweite

Auch wenn der DHR-Algorithmus fiir die Berechnung der Basket-Option nicht verwendet
wird, bleibt die wesentliche Struktur des Problems gleich. Egal, ob ein ein- oder mehrdi-
mensionales Bewertungsproblem vorliegt, es wird in jedem Fall die zeitliche Abfolge von
miteinander verwandten Linearen Programmen geldst.

Im Unterschied zum eindimensionalen Fall, d.h. einem Underlying, kann fiir ein lexiko-
grafisch durchnummeriertes mehrdimensionales Problem keine einfache Struktur fiir Basis-
und Nicht-Basisvariablen mehr angegeben werden. Der iiber die Gleichung (4.9) in Kapitel
4.1 definierte Spaltentausch kann daher nicht mehr angewandt werden. Deshalb wurde fiir
das Beispiel auf den LP-Loser zuriickgegriffen.

In der Struktur erhalten wird, wie schon gesagt, die zeitschrittweise Losung des Problems
durch Losung von Linearen Programmen der Form:

Minimiere ¢’y™ |
so dass ym

Ay™

> 0,
> Bu™Y — At = pm) (9.30)

wobei A und B hier nun keine Tridiagonalmatrizen mehr sind, sondern Blockgestalt haben.
Bei lexikografischer Nummerierung ergibt sich fiir n = 2 eine Matrix A der Form:

A A
A o
A = (9.31)
A A
mit
aq Gy a
G
A= . A= 7
y,
[ ay a
o’ AT oI AT of AT o3 At
Gq =1+ Az? T A2 T oAz?’ T T2AR (9-32)

Bei dquidistanter Diskretisierung wéachst die Matrixgrofe quadratisch in der Anzahl der
Gitterpunkte fiir eine Aktie. Es ist daher sinnvoll, nicht zu viele Zeitschritte zu machen.
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Gleichzeitig ist die Diskretisierungsungleichung eine zweidimensionale Warmeleitungs(un)-
gleichung. Auf dem Haltebereich gilt fiir die PDE Gleichheit, so dass wieder ein dhnliches
Verhalten wie fiir die Warmeleitungsgleichung zu erwarten ist. Die hochfrequenten Anteile
der Losung klingen sehr schnell ab, so dass fiir kleines 7 auch kleine Zeitschritte A7
durchzufiihren sind.

Im Wesentlichen tibertragen sich die Ideen aus dem eindimensionalen Fall. Wir halten dies
in der nachfolgenden Bemerkung fest:

Bemerkung 9.1.4. n-dimensionale Schrittweitensteuerung

i) Die Aussagen zur Verwendung des impliziten Euler bzw. Crank-Nicolson-Verfahrens
aus Lemma 5.2.12 und Korollar 5.2.15 iibertragen sich auf diesen Fall. Die Aus-
ibungsgrenze ist hier nicht mehr ein Punkt x¢(7), sondern eine von x1, ... x, abhdn-
gige Menge X (7). Die nicht ausreichende Glattheit an dieser Grenze bleibt auch fir
n Dimensionen erhalten und erfordert fir Rannacher smoothing wieder die Berech-
nung mittels eines L-stabilen Verfahrens (z.B. implizites Euler-Verfahren).

it) Die Steuerungsalgorithmen fir die Steuerung der Zeitschrittweite iber den Losungs-
zuwachs (Algorithmus 6.1.2), den Vergleich der Diskretisierungsordnung (Algorith-
mus 6.1.6) sowie den Vergleich zweier Schrittweiten (Algorithmus 6.1.8) konnen von
der Struktur her ubernommen werden. Die Ermittlung der neuen Schrittweite bleibt
unproblematisch, da zuvor bereits mit der Mazimumsnorm (Korollar 7.1.2) gear-
beitet wurde. Es muss nur der Loser fir den einzelnen Zeitschritt, z.B. gegen die
CPLEX®-Implementierung, ausgetauscht werden.

Auf eine numerische Umsetzung fiir das mehrdimensionale Beispiel haben wir verzichtet.

9.2. Asiatische Optionen

9.2.1. Definition

Asiatische Optionen konnen mitunter auch als Basket-Option von mehreren Underlyings
abhdngen. Wir behandeln hier der Einfachheit halber nur den Fall eines Underlyings. Statt
dessen wollen wir die Abhéingigkeit der Auszahlungsfunktion von einem Durchschnitt
als wichtigste Eigenschaft dieses Optionstyps herausstellen. Dieser Durchschnitt kann als
diskretes oder kontinuierliches, arithmetisches oder geometrisches Mittel bestimmt werden
(vgl. [WHD95, Kapitel 14|, [Sey04, Kapitel 6.2]). An dieser Stelle wollen wir nur das
diskrete arithmetische Mittel betrachten.

Es ist eine Folge von Zeitpunkten t; < t; < ... <t; =T gegeben, an denen das arithmeti-
sche Mittel des Kurses neu bestimmt wird. Diese Zeitpunkte bezeichnen wir im Folgenden
als Mittelungs- oder Beobachtungszeitpunkte. In der Praxis kénnen dies z.B. die Schluss-
kurse eines Handelstages sein. Fiir einen Zeitpunkt ¢ bestimmt sich der Durchschnitt nun
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als

A@%=%§:Sm% (9.33)

mit J; als dem grofiten Index, der ¢, < ¢ erfiillt. Aufgrund der stufenweisen Entwicklung
von A(t) reicht es aus, den Durchschnitt an den Mittelungszeitpunkten zu aktualisieren.

Alw) = 535()

l
— At + %(S(tl) ~ Alty). (9.34)

Nach dem Vorgehen von Barraquand und Pudet [BP96] erhalten wir im européischen Fall
eine zu Black-Scholes verwandte PDE

S—A
t

2
m+%52v55+(r—5)svs+ Vi—rV =0 (9.35)

fiir den Preis V (S, A, t) einer asiatischen Option. Dieser hangt nun auch vom Durchschnitt
A ab. Fiir eine Option amerikanischen Typs ergibt sich hier die entsprechende Ungleichung.

Fiir einen Floating Strike Put hat die Auszahlungsfunktion z.B. die Form:
¢(S, A, t) = maz[A— S, 0]. (9.36)

Auch hier sind weitere Varianten denkbar. Wir wollen an dieser Stelle nicht weiter auf die

verschiedenen Payoffs eingehen und verweisen daher auf die in diesem Abschnitt zitierten
Artikel und Biicher.

9.2.2. Berechnung diskret gemittelter asiatischer Optionen

Bevor wir uns der Berechnung zuwenden, soll auch hier eine Zeitumkehr der Form 7 =T —1
durchgefiihrt werden. Aus der Gleichung (9.35) wird die PDE

o? S—A
VT—?SQVSS—(T—é)SVS—T

Vi+rV =0. (9.37)

-7
Ebenso muss die Mittelungsvorschrift (9.34) angepasst werden. Fiir 7, := T — ¢; gilt dann:

Aln) = Alm) + 2= (Alm) — S(m). (9.38)

Wie schon oben angemerkt, ist der Durchschnitt zwischen je zwei Mittelungszeitpunkten
konstant. Das heift aber, dass der Konvektionsterm der PDE (9.37) in A-Richtung identisch
zu Null zwischen diesen Zeitpunkten ist. Im européischen Fall vereinfacht sich die Gleichung
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zur schon bekannten Black-Scholes Gleichung. Die Ungleichung fiir eine asiatische Opti-
on amerikanischen Typs vereinfacht sich dementsprechend auch auf das eindimensionale
Komplementarititsproblem. Mit dieser Uberlegung haben Wilmott et al [WHD95] bereits
einen Algorithmus fiir die Bewertung entwickelt.

Algorithmus 9.2.1. Bewertung asiatischer Optionen [WHDY5, S. 254/
i) Man finde den ndchsten Mittelungszeitpunkt ;.

it) Bewertung der Option fir das Zeitintervall |11, 7, mit einem Verfahren fir die
eindimensionale Gleichung. Dieser Schritt muss fir eine Menge mdéglicher Durch-
schnittswerte A vollzogen werden.

iii) Anwenden geeigneter Sprungbedingungen fir den Zeitpunkt 7;, um den Wert der Op-
tion nach dem Mittelungszeitpunkt zu erhalten.

iv) Beginn eines neuen Durchlaufs fir | :=1— 1.

Dieser Algorithmus gibt nur ein grobes Vorgehen wieder. Insbesondere der Schritt iii) erfor-
dert einigen technischen Aufwand. Genauso wie wir uns hier nicht niher iiber die Wahl der
Randbedingungen dufern, so sollen die fiir den Schritt iii) benétigten Sprungbedingungen
ebenfalls nur angerissen werden. Wir halten uns dabei an das Vorgehen von Zvan et al.
[ZEV99|, einem Artikel der auch genauere Auskunft iiber die Wahl der Randbedingungen
gibt.

Fiir einen Mittelungszeitpunkt 7; definieren wir

At = Ay, A = Am); Thi=nte, 7T =7 —c (9.39)

Die Indizierung der A erfolgt umgekehrt zur Indizierung der Zeitpunkte, denn wir bewegen
uns im Gegensatz zum Index [ der Echtzeit ¢ riickwérts in der Zeit 7. An der Stelle 7
muss nun eine Sprungbedingung, vergleichbar mit der Sprungbedingung fiir Dividenden
aus Kapitel 1.5 der Form

V(S,A* 75y =V (S, A", 77) (9.40)
implementiert werden. Der Wert fiir A™ ergibt sich aus der Gleichung (9.38) als
1
At = A"+ Z_—l(A— - 9). (9.41)

Wegen einer Diskretisierung mit einer fixen Menge von Durchschnittswerten A muss fiir
die Anwendung der Sprungbedingung in der Regel zwischen den Optionswerten interpoliert
werden. Auch hier verweisen wir fiir die Details auf die Arbeit von Zvan, Forsyth und Vetzal.
Wir wollen jedoch noch festhalten, dass die Richtung der Konvektion in A-Richtung durch

>0 falls S< A

o e e 0 fallsS=A4 (9.42)
<0 fallsS> A
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bestimmt wird. Die Information wird somit in einem Beobachtungszeitpunkt von der Dia-
gonalen S = A entlang der Geraden S konstant transportiert. Dies ergibt ein schematisches
Verhalten, wie es in Abbildung 9.2 dargestellt wird.

Al

!

S

Abbildung 9.2.: Schematisch: Informationsfluss fiir eine diskret gemittelte asiatische Op-
tion. Fiir einen Mittelungszeitpunkt ist die (.S, A)-Ebene wiedergegeben.
Durch die Anwendung der Sprungbedingungen fliefit die Information von
der Diagonalen S = A nach aufen.
Die Abbildung ist dhnlich zu [ZFV99, Abb. 1, S. 48], jedoch unterscheidet
sich die Indizierung durch die verschiedenen Zeitdefinitionen.

Im Rahmen dieser Arbeit ist jedoch der Schritt ii) des Algorithmus 9.2.1 interessanter.
Hier ist insbesondere die

Bemerkung 9.2.2. Zerlegbarkeit des Problems [ZFV99, S. 46]

“Conceptually, this problem [Bewertung einer asiatischen Option] can be considered to be a
collection of one-dimensional PDEs, embedded in a higher- (in this case two- [...]) dimen-
stonal space. Communication between these independent one-dimensional problems only
occurs at observation times. Clearly, this approach is ideally suited to an implementation
on parallel architectures, ...

entscheidend. Zum einen wird hier noch einmal die Tatsache hervorgehoben, die den
Schritt ii) ausmacht. Fiir eine Diskretisierung der A-Achse werden, fiir verschiedene Wer-

!Die Einfiigung bzw. Auslassung ist zur besseren Verstéindlichkeit im Kontext vorgenommen worden.
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9.2 Asiatische Optionen

te von A, unabhéngige eindimensionale Optionswerte berechnet. Auf der anderen Seite
wird angesprochen, dass sich diese Aufgabenstellung, aufgrund der Unabhingigkeit der
Teilprobleme, als ideal fiir den Einsatz eines Parallelrechners darstellt. Unter diesen Ge-
sichtspunkten kénnen wir uns der Ubertragbarkeit der Theorie zuwenden.

9.2.3. Ubertragbarkeit der Theorie

Dieser Abschnitt umfasst wieder die zwei Punkte: Transformation der Gleichung und Steue-
rung der Zeitschrittweite. Zum einen sind nun, bei einem Gitter auf der A-Achse mit z.B.
100 Knoten, 100 voneinander unabhéngige eindimensionale Black-Scholes (Un)gleichungen
zu losen. Diese unterscheiden sich von den zuvor behandelten Vanilla Optionen nur durch
die Rand- und Auszahlungsbedingungen. Damit gilt:

Korollar 9.2.3. Anwendbarkeit der Transformationen fiir asiatische Optionen

i) Die Anwendbarkeit der dispersionsunterdrickenden Transformationen fir diskret ge-
mittelte asiatische Optionen ist moglich. Fir jede Gleichung, der im Schritt ii) des
Algorithmus 9.2.1 entkoppelten Teilprobleme, wird die PDE mittels einer der Trans-
formationen auf eine Bewertungsgleichungen mit Form der Gleichung (1.10) bzw.
Gleichung (1.11) gebracht.

it) Der Algorithmus von Dempster, Hutton und Richards ist zur Bewertung dieser Teil-
probleme geeignet.

Beweis:

i) Folgt aus der Reduktion des Problems zwischen den Beobachtungszeitpunkten geméfs
Algorithmus 9.2.1 auf eindimensionale Black-Scholes PDEs (evtl. mit nichtkonstanten
Parametern) und die Entkopplung dieser Gleichungen nach Bemerkung 9.2.2.

ii) Der DHR-Algorithmus ist bereits erfolgreich von Dempster, Hutton und Richards auf
diese Problemklasse angewandt worden ([DHRI8, Kapitel 4.3]). Die Modifikation des
Algorithmus durch das inverse Update (Algorithmus 4.2.5) schriankt diese Aussage
nicht ein. O

Auch fiir die Steuerung der Zeitschrittweite 14sst sich eine dhnliche Aussage treffen:

Korollar 9.2.4. Steuerung der Zeitschrittweite fiir asiatische Optionen
Eine Anwendung der Zeitschrittweitensteuerung ist auch fir diskret gemittelte asiatische
Optionen mdéglich.

Beweis:

Auch hier folgt die Aussage sofort aus dem Vorgehen des Algorithmus 9.2.1 und der
Bemerkung 9.2.2. Zwischen zwei Beobachtungszeitpunkten liegt wieder ein Problem in
der bereits behandelten Form vor. Fiir jedes A muss eine eindimensionale amerikanische
Vanilla Option mit abgewandeltem Payoff sowie gednderten Anfangswerten berechnet
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Kapitel 9: Anwendbarkeit auf Exoten

werden. Zuvor haben wir gezeigt, dass eine Zeitschrittweitensteuerung fiir diese Klasse
von Problemen moglich ist. O

Eine numerische Umsetzung hat fiir die Zeitschrittweitensteuerung asiatischer Optionen
genau wie fiir die Basket Optionen nicht stattgefunden. Wir schliefsen dieses Kapitel mit
der nachfolgenden Uberlegung ab.

Bemerkung 9.2.5.

i) Es ist nicht moglich, die Aussage des Korollars 8.1.3 iiber die Homogenitit des Op-
tionswertes 1m Strikepreis fir asiatische Optionen zu retten. Nach der ersten Anwen-
dung der Sprungbedingungen haben die aktuellen ,Startwerte‘, d.h. die Anfangswerte
fir die unabhingige Bewertung im Schritt ii) des Algorithmus 9.2.1, fir verschiedene
A nicht mehr die Struktur eines homogenen Payoffs. Diesen benétigt Merton aber fir
den Beweis von Lemma 8.1.2.

it) Fir die Parallelisierung des Algorithmus 9.2.1 ldsst sich vermuten, dass der Einsatz
ewner Zeitschrittweitensteuerung besonders sinnvoll ist. Hier gilt die Faustregel, dass
sich der Effekt der Parallelisierung fiir ein performantes serielles Programm beson-
ders stark auswirkt.
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10. Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit haben wir uns mit verschiedenen Aspekten der numerischen Optionsbe-
wertung befasst. Dies sind im Wesentlichen das Auftreten von numerischer Dispersion
auf der eine Seite und das Verhalten des Optionswertes im Zeitablauf auf der anderen Seite.

Im Hinblick auf das Dissipations-Dispersions-Verhalten der Black-Scholes Gleichung haben
wir aus der Literatur bekannte Transformationen analysiert. Diese liefern zum Teil ohne
weitergehende numerische Hilfsmittel dispersionsfreie Losungen der PDE. Fiir den in der
Literatur bisher nicht abgedeckten Fall einer Modellierung mit lokaler Volatilitdt haben
wir im Eindimensionalen eine neue Transformation hergeleitet, die auch die geeignete
Eigenschaft, das Fehlen eines Konvektionsterms, besitzt. Im Vorfeld wurde die Ahnlichkeit
der Bedingungen fiir eine TVD-Diskretisierung der Gleichung und eine Ubertragung des
Problems in ein Lineares Programm dargestellt. Dabei stand insbesondere die Abhangig-
keit der Maschenweiten von der Péclet-Zahl im Vordergrund. Mit der Transformation aus
[BP96, Smi00| und der von uns neu entwickelten Transformation ist es moglich geworden,
die Black-Scholes PDE ohne numerische Dispersion zu 16sen. Die so berechneten Lésungen
sind auch in den Ableitungen frei von Oszillationen und ermdglichen dadurch ein effektives
Hedging. Gleichzeitig vermeiden wir den Einsatz von nichtlinearen Flussbegrenzern,
einem numerischen Instrument, welches mit dem Algorithmus von Dempster, Hutton und
Richards fiir die Darstellung des Problems als Lineares Programm nicht vereinbar ist.
Allerdings sind wir durch die Transformationen gezwungen, den DHR-Algorithmus zu
modifizieren.

Aufgrund der Verwandtschaft der Black-Scholes PDE zur Warmeleitungsgleichung haben
wir die Verwendung einer Steuerung der Zeitschrittweite motiviert. Um diese implemen-
tieren zu kénnen, mussten wir uns mit den Eigenschaften des Problems auseinandersetzen.
Dabei spielte insbesondere die eingeschriankte Differenzierbarkeit der Wertfunktion einer
amerikanischen Option eine Rolle. Eine Behandlung der Auszahlung zur Falligkeit haben
wir, wie in [Ran84, PFV03| vorgeschlagen, analog zum europdischen Gegenstiick iiber
die Glattung durch L-stabile Verfahren vorgenommen. Wir zeigen, dass die Berechnung
einer amerikanischen Option konsequenter Weise in jedem Zeitschritt dieses ,Rannacher
smoothing’ erfordert.

Fiir die Steuerung der Zeitschrittweite stellen wir, neben einer bereits von Forsyth und
Vetzal verwendeten Methode, zwei weitere Verfahren vor. Diese fiilhren die Steuerung
jeweils liber den Vergleich mit einer alternativen Losung durch. Wir haben dann die Eigen-
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Kapitel 10: Zusammenfassung und Ausblick

schaften dieser drei Verfahren im Zusammenhang mit dem DHR-Algorithmus analysiert.
Der Vergleich der Diskretisierungsordnungen hat sich durch die Verwendung des Crank-
Nicolson-Verfahrens als nur eingeschrankt tauglich erwiesen. Nachdem wir uns auf diese
Weisen einen theoretischen Uberblick verschafft haben, wurde die praktische Umsetzung
der Verfahren angegangen. Dabei wurde insbesondere der Tatsache Rechnung getragen,
dass es sich auch um ein Gleichungssystem in der Grofe N der Raumdiskretisierung
handelt. Der entstehende Aufwand konnte durch eine Anpassung der Steuerungsvorschrift
erheblich reduzieren werden. Genau wie bereits fiir die Dispersions-Unterdriickung miissen
die Algorithmen angepasst werden, um die Transformationen verwenden zu kénnen.

Mit den von uns entwickelten Algorithmen lassen sich Ergebnisse berechnen, die qualitativ
und quantitativ mit den bisher verwendeten Methoden konkurrieren konnen. Inshesondere
wurde dabei Wert auf die Berechnung des Optionswertes zum Bewertungszeitpunkt und
die Ermittlung des Verlaufes der numerisch ermittelten Ausiibungsgrenze gelegt. Aus
zuvor hergeleiteten Eigenschaften der Option konnten die fiir den Vergleich bendtigten
Kriterien abgeleitet werden. Insbesondere haben wir eine gewisse Skalierbarkeit des
Optionswertes und die Invarianz der Ausiibungsgrenze gegeniiber Variationen des Strikes
K nach der Transformation hergeleitet. Zu erwdhnen bleibt, dass sich die neuen Lésungen
in gleicher Qualitdt mit einem Speed-up der Grofenordnung drei bis sechs gegeniiber dem
bisherigen Verfahren mit konstanter Schrittweite berechnen lassen. Gleichzeitig stellt sich
heraus, dass der eigentliche Aufwand der Algorithmen nicht mehr in den Zeitschritten,
sondern in der Ermittlung der optimalen Ausiibungsgrenze steckt.

Abschliefend haben wir die Ergebnisse auf ausgewidhlte exotische Papiere iibertragen.
Die eindimensionalen Resultate bleiben in diesen Féllen theoretisch erhalten und wurden
teilweise auch numerisch verifiziert.

Sowohl vom theoretischen als auch praktischen Standpunkt bleiben einige Fragen offen.
Insbesondere konnte fiir den Fall lokaler Volatilitit die Frage nach einer die numerische
Dispersion unterdriickenden Transformation fiir die mehrdimensionale Black-Scholes
Gleichung nicht geklidrt werden. Die Einschrinkung der Klasse L-stabiler Verfahren auf
den impliziten Euler ist nicht zwingend. Aussagen iiber den bendtigten Aufwand bei der
Verwendung anderer L-stabiler Verfahren stehen noch aus.

Fiir die Praxis entscheidend ist die Frage, ob ein zusitzlicher Speed-up durch bessere
ndherungsweise Kenntnis der optimalen Ausiibungsgrenze méoglich ist. Unabhéngig davon
ist die Umsetzung der Theorie und der Algorithmen fiir diskret gemittelte asiatische
Optionen zu leisten. In diesem Punkt wird neben einer seriellen auch an die parallele
Implementierung gedacht. Die Untersuchung von Alternativen zum DHR-Algorithmus im
Zusammenhang mit den Transformationen und der Steuerung der Zeitschrittweite wire
ein interessantes Projekt.

Als grokte Herausforderung ist die Entwicklung einer Theorie fiir den globalen Diskretisie-
rungsfehler einer partiellen Differentialungleichung zu sehen.
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A. Berechnungsaufwand

Der Aufwand fiir die wesentlichen Elemente des Algorithmus von Dempster, Hutton und
Richards wird in diesem Kapitel hergeleitet. Gleichzeitig wird damit ein Beweis fiir den
Satz 5.3.2 geliefert. Wie ebenda wird angenommen, dass die Linge der Iterationsvektoren
N ist. Im gesamten Kapitel beziehen sich Gleichungsnummern mit dem Zusatz ,a‘ auf die
Konvektions-Verschiebung und mit dem Zusatz ,b‘ auf die neue Transformation.

Matrizen besetzen

Fiir die Iteration werden folgende Matrizen benotigt:

i) Fir das implizite Euler-Verfahren:

O ¢% .

A= I ———D B:=1. Al
AT 2 ’ (A-la)
O ¢ , .

A= [———(D-1 B:i=1. Al
ATQ( )’ ( b)

O ¢% . 1—00¢2 .
@(72 ~ 1—@0‘2 ~
A = I—A—T?(D—I), Bi=1+—— 7(D—I). (A.2b)

Hierbei ist D die Matrix, die aus der Diskretisierung des Diffusionsoperators hervorgeht
und [ die N x N-Einheitsmatrix.

Definiert man nun die Matrix A := D bzw. A := D—I, so miissen zum einen die Vorfaktoren
© 2 ynd %”—; berechnet werden. Hierfiir entsteht bei konstantem o ein Aufwand von 4
Multiplikationen fiir den impliziten Euler bzw. 5 Multiplikationen fiir das Crank-Nicolson-
Verfahren. Fiir ¢ als Funktion von x sind dies 2N + 2 bzw. 3N 4+ 3 Multiplikationen. Diese
miissen dann mit den entsprechenden Eintrdgen in A multipliziert werden. Dabei sind bei

Tridiagonalgestalt 3N Eintrédge pro Matrix betroffen. Dies macht 3N Multiplikationen fiir
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Anhang A

das implizite Euler-Verfahren und 6 N Multiplikationen fiir das Crank-Nicolson-Verfahren.
Die Addition zur Einheitsmatrix geht jeweils mit N Additionen ein.

Es bleibt also im Wesentlichen noch der Aufwand, um die Eintrdge in A zu bestimmen.
Bei einem beliebigen Gitter ergeben sich zur Berechnung von A=D-1

je Zeile fir: | =x; —x;1, h=x,11 — x; 2 Additionen
Qi i1 = ﬁ 2 Multiplikationen 1 Addition
a;; = —% — 1 2 Multiplikationen 1 Addition
Qjjit1 = ﬁ 2 Multiplikationen 1 Addition

6 Multiplikationen 5 Additionen

Insgesamt werden so 6N Multiplikationen und 5N Additionen benotigt. Falls A die Form
D hat, entfillt fir den Diagonaleintrag eine Addition. In der Summe verbleiben dann
6N Multiplikationen und 4N Additionen. Bei Verwendung eines &dquidistanten Gitters
reduziert sich der Aufwand zu der Berechnung von ﬁ, d.h. 2 Multiplikationen fiir den
Vorfaktor sowie 3N Multiplikationen, um die Eintridge in der Matrix zu bestimmen. Fiir
die neue Transformation kommen hier weitere N Additionen hinzu.

Zusammenfassend ergeben sich
a) fir das implizite Euler-Verfahren

i) mit einem beliebigen Gitter

5N + 2 Multiplikationen 4+ N Additionen
+6N Multiplikationen + 4N Additionen
= 11N + 2 Multiplikationen + 5N Additionen, (A.3a)

5N + 2 Multiplikationen + N Additionen
+6N Multiplikationen + 5N Additionen
= 11N + 2 Multiplikationen + 6N Additionen. (A.3Db)

ii) mit dquidistantem Gitter

5N + 2 Multiplikationen + N Additionen
+3N + 2 Multiplikationen
= 8N + 4 Multiplikationen + N Additionen, (A.4a)

5N + 2 Multiplikationen + N Additionen

+3N + 2 Multiplikationen + N Additionen
= 8N + 4 Multiplikationen + 2N Additionen. (A.4Db)
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b) fiir das Crank-Nicolson-Verfahren

i) mit einem beliebigen Gitter

8N + 2 Multiplikationen + N Additionen
+6N Multiplikationen + 4N Additionen
= 14N + 2 Multiplikationen + 5N Additionen,

8N + 2 Multiplikationen + N Additionen
+6N Multiplikationen + 5N Additionen
= 14N + 2 Multiplikationen + 6N Additionen.

ii) mit dquidistantem Gitter

8N + 2 Multiplikationen + N Additionen

+3N + 2 Multiplikationen

= 11N + 4 Multiplikationen + N Additionen,

8N + 2 Multiplikationen + N Additionen
+3N + 2 Multiplikationen + N Additionen
= 11N + 4 Multiplikationen + 2N Additionen.

UL-Zerlegung

(A.5a)

(A.5b)

(A.6a)

(A.6b)

Die sukzessive Abfolge des Spaltentausches im Algorithmus 4.1.1, dem Algorithmus von
Dempster, Hutton und Richards, kann sinnvoller als eine UL-Zerlegung des Problems ana-
lysiert werden. Es ergibt sich dann in den einzelnen Schritten folgender Aufwand:

Ln,n = Apn

Un-1m = 5.2 1 Multiplikation

1-Schleife 1=n—1,...,nb+1

L’H-l,i = Aij41,i
Lii=a;; — Liy1, U i1 1 Multiplikation
Ui = 5 1 Multiplikation

1-Schleife 7 =mnb, ... 1

Liv1,=0
Ui—1:,=0
Li; =—1

1 Addition
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Die volle UL-Zerlegung entspricht dem Fall nb = 0. Wir unterstellen immer diesen Fall und
tiberschiatzen damit den Aufwand. Dabei gehen wir von notwendigen 2N — 1 Multiplika-
tionen und N — 1 Additionen aus.

Lésen des Gleichungssystems (UL)z(™ = p™)

Vor der Losung des eigentlichen Systems muss der Vektor der rechten Seite b(™) ermittelt
werden. Dieser ergibt sich aus der Gleichung

b = Bulm _ A pm),

Um diese auszuwerten, ist fiir das implizite Euler-Verfahren eine Matrix-Vektor-
Multiplikation sowie die Addition des Ergebnisvektors zu u(™ durchzufiihren. Dafiir werden
je Zeile 3 Multiplikationen und 3 Additionen benétigt. Fiir das Crank-Nicolson-Verfahren
sind dies zwei Matrix-Vektor-Multiplikationen und die Addition beider Ergebnisse. Je Zeile
also 6 Multiplikationen und 5 Additionen. Es ergeben sich damit

a) fir das implizite Euler-Verfahren 3N Multiplikationen und 3N Additionen,
b) fiir das Crank-Nicolson-Verfahren 6 N Multiplikationen und 5N Additionen,

um die rechte Seite des Gleichungssystems zu bestimmen. Die Auflosung des Systems
Uy™ = (™ mittels

i-Schleife 1=n—1,...,1
g™ =0\ — Uy 1 Multiplikation 1 Addition

sowie des Systems L z(™ = ¢(™) iiber

(m)
z%m) = ?217 1 Multiplikation
1-Schleife 1=2, ..., n
(m) o y,fm)—Li,ifl Zle)

;= 7 2 Multiplikationen 1 Addition

ist unabhingig vom verwendeten Verfahren. Der Aufwand betragt hier fiir beide Systeme
zusammen 3N — 2 Multiplikationen und 2N — 2 Additionen.

Insgesamt bendtigt die Losung des Gleichungssystems
a) fiir das implizite Euler-Verfahren 6 N — 2 Multiplikationen und 5N — 2 Additionen.

b) fiir das Crank-Nicolson-Verfahren 9N — 2 Multiplikationen und 7N — 2 Additionen.
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B. Bemerkungen zur
Implementierung

Wir machen in diesem Teil des Anhangs einige Angaben zur durchgefithrten Implementie-
rung. Der allgemeine Teil bezieht sich dabei auf die Umsetzung aller Algorithmen. Nur fiir
die Implementierung der Berechnung von Basket Optionen sind wir davon abgewichen.

Allgemeine Implementierung

Die jeweiligen Verfahren sind mit MATLAB® programmiert worden. Dabei wurde die
Version 6.5 im Release 13 verwendet. Eine Einfiihrung zu den verwendeten Befehlen und
der MATLAB® Umgebung gibt es in der Online-Hilfe oder im Benutzerhandbuch [Mat02b].
MATLAB® erméglicht die einfache Programmierung numerischer Algorithmen ohne die
explizite Zuweisung von Speicher. Gleichzeitig besteht die Moglichkeit zur Grafikausgabe
innerhalb des Programms. Zu dem Basispaket des Programms sind weitere Toolboxen
verfiigbar. Insbesondere gibt es eine ,Optimization Toolbox‘, die einen fertigen Simplex-
Loser anbietet. Diese Toolbox ist jedoch nicht verwendet worden, um die Abhéngigkeit
der Methoden von kommerzieller Software auszuschliefsen.

Zu beachten ist weiterhin der selektive Umgang mit den von MATLAB® mitgelieferten
Routinen. So haben wir durchaus auf die ,sparse-Anweisung zuriickgegriffen, die eine
einfachere Verwendung diinnbesetzter Matrizen ermoglicht. Allerdings ist auf den Ge-
brauch der mitgelieferten Routinen fiir die Losung linearer Gleichungssystem verzichtet
worden. Zu den Griinden: Ein Vergleich zeigt, dass die eingebauten Routinen in etwa
um den Faktor drei schneller sind als der iiber das Interpreterfenster oder so genannte
;m-files‘ ausgefiihrte Code. Ein wesentlicher Augenmerk in der Arbeit liegt aber auf
dem Ausgleich des Aufwandes fiir die Losung der Gleichungssysteme und dem Aufwand
fiir die Neubesetzung und Zerlegung der Matrizen bei Schrittweitenwechseln. Um bzgl.
der Laufzeit gleiche Verhé&ltnisse zu schaffen, ist hier bewusst auf die fertigen Routinen
verzichtet worden. Unter diese fertigen Routinen wiirde die ,Optimization Toolbox
ebenfalls fallen.

Die Berechnungen sind jeweils auf einem PC mit Pentium IIT Prozessor mit 1 Gigaherz

Taktfrequenz und 256 MB Speicher ausgefiihrt worden. MATLAB® liefert dabei generell
eine Maschinengenauigkeit von 10716,
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Basket Optionen

Fiir die Berechnung der Optionswerte in Kapitel 9.1.3 wurde, wie dort schon angemerkt,
auf die CPLEX® callable library [ILO99a] zuriickgegriffen. Die Bibliothek wurde in ein
C-Programm integriert und mit diesem wurde dann der Optionswert berechnet. Zu den
verwendeten Befehlen verweisen wir auf die Erlduterungen im Benutzerhandbuch [ILO99b|.
Auch wenn wir fiir dieses Beispiel keine Laufzeiten angeben, so sei angemerkt, dass die
Berechnungen auf einer SUN® Workstation durchgefiihrt wurden.

146



C. Vergleichszahlen

Dieser Teil des Anhangs gibt einige absolute Vergleichszahlen wieder. Dabei greifen
wir auf das Beispiel 8.3.2 zuriick. Nach der Berechnung mit einer leicht abgewandelten
Diskretisierung werden zusétzlich zu den Laufzeiten (vgl. auch Tabellen 8.2 und 8.3) auch
die Optionspreise aufgefiihrt. Wir geben dabei als Indikator nur den Wert der Option am
Geld wieder, d.h. den Wert, der sich fiir V(K,0) oder Sy = K ergibt.

Zur Erinnerung nochmals die Parameter des Beispiels:
Man berechne den Preis eines amerikanischen Vanilla Puts mit K = 1.0, T = 1.0, r = 0.1,
0=0 und o =0.3.

Hier wird die Gleichung in x-Koordinaten im Intervall [— 2, 2} diskretisiert. Es werden
drei Schrittstufen je Zehnerpotenz zugelassen, d.h. a = 3. Dabei wird mit einer maximal
zuldssigen Zeitschrittweite A7, = 1071 gearbeitet. Wir transformieren das Koordina-
tensystem mit der Konvektions-Verschiebung der auf Barraquand und Pudet [BP96] bzw.
Smith [Smi00] zurtickgehenden Transformation.

Die ermittelten Werte finden sich in Tabellen auf der nichsten Seite.
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Anhang C

Ax =1072 Ax = 1072
AT Vaequidist. (K, 0) sec Vaequidist. (K, 0) sec
1072 0.0832418 5.22 0.0832561 52.64
5-1073 0.0832997 6.97 0.0833142 71.26
1073 0.0833485 29.38 0.0833633 222.29
5-1074 0.0833589 58.15 0.0833699 402.65

Tabelle C.1.: Optionswerte und Laufzeiten in CPU-Sekunden bei einer Berechnung ohne
Schrittweitensteuerung, d.h. mit dquidistanten Zeitschritten.

Az tol Vian (K, 0) sec Ven(K,0) sec Vimpi (K, 0) sec
1072 | 1072 0.0830351 3.47 0.0830371 | 2.38 0.0830496 2.00
1073 0.0830591 3.83 0.0830680 | 2.61 0.0832856 5.62

1074 0.0831343 5.69 0.0831395 | 3.92 0.0833538 45.76

107° 0.0832562 | 13.25 0.0832597 | 7.59 0.0833607 | 464.47

1073 | 1072 0.0830454 | 82.16 0.0830523 | 55.01 0.0830661 39.53
1073 0.0830738 | 88.69 Error - 0.0833007 66.39

10~ 0.0831489 | 105.57 0.0831540 | 66.18 0.0833690 | 354.42

107° 0.0832713 | 180.25 0.0832747 | 90.69 0.0833759 | 3077.23

Tabelle C.2.: Optionswerte und Laufzeiten in CPU-Sekunden bei einer Berechnung mit
einer Zeitschrittweitensteuerung. Das jeweils verwendete Verfahren ist dem
Index des Optionswertes zu entnehmen. Wir iibernehmen dabei die auf Seite
109 eingefiihrte Notation.
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