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Kurzzusammenfassung

Die Quantifzierung der Kreditrisiken und daraus resultierend die Mindesteigenkapi-
talanforderungen stellen im Bankenbereich eine zentrale Aufgabe dar. Aus Sicht von
Basel II lassen sich durch adidquate Risikomessverfahren verringerte Eigenkapitalan-
forderungen erzielen. Wir stellen in der vorliegenden Arbeit ein Modell zur Ermittlung
von Kreditausfallwahrscheinlichkeiten und zur Klassifikation von Darlehen vor. Die
Modellierung basiert auf einem verbandstheoretischen Ansatz, der die Struktur in den
verschiedenen Ausgangsklassen analysiert und es ermoglicht, aus diesen Strukturen
ein interpretierbares Regelwerk zu erstellen. Diese Vorgehensweise liefert zudem ei-
ne natiirliche Zerlegung des Darlehensbestandes in verschiedene Bonitdtsklassen, wie
sie bei Verwendung von internen Ratingverfahren aufsichtlich gefordert wird. Anhand
von empirischen Wahrscheinlichkeiten, die aus realen Kollektivdaten ermittelt wur-
den, konnen die entstandenen Bonititsklassen bewertet werden. Zur Validierung des
Gesamtmodells wird die Problemstellung mit bekannten Klassifikationsverfahren be-
arbeitet und die Ergebnisse mit denen des verbandstheoretischen Implikationenmo-
dells verglichen. Zudem wird die Generalisierungsfahigkeit aller untersuchten Modelle
iberpriift, indem die Ergebnisse auf ein zusétzliches reales Darlehenskollektiv iibertra-
gen werden. In einem letzten Schritt wird das verbandstheoretische Implikationenmo-
dell auf weitere bauspartechnische Fragestellungen angewendet.

Abstract

Quantifiying the risk of credits and satisfying the resulting minimum capital standards
is one of the major challenges in credit banking. In the view of Basel II, it is possible
to reduce the minimum capital requirements by the use of apropriate assessments of
risk. In the work at hand, we present a model to compute the probability of default
and to classify loans. The model is based on a lattice theoretic approach, which ana-
lyzes the structure of properties in different credit classes and permits the creation
of an interpretable body of rules. Furthermore, this procedure generates an elemen-
tary decomposition of loans into different borrower grades, which is necessary when
the internal ratings—based approach (IRB—Approach) is used. Using empirical proba-
bilities, acquired from real-world data, it is possible to assess the resulting borrower
grades. To validate the whole model, the problem is also solved using different establis-
hed classification models, and results are compared with the lattice theoretic approach.
Furthermore, the generalization ability of all models is examined by transferring the
models to another loan collective. Finally, the lattice theory based model is tested on
some other building association specific problems.
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Kapitel 1

Einleitung

Ab dem Jahr 2007 gelten fiir alle europdischen Kreditinstitute die neuen Eigenkapi-
talrichtlinien Basel II. Damit sind vor allem Neuerungen bei der Risikoeinstufung von
Krediten und der damit verbundenen Eigenkapitalhinterlegung betroffen.
Kreditinstitute benotigen Eigenkapital um die Verluste aus eingetretenen Markt- und
Kreditrisiken auszugleichen. Eine wichtige Forderung ist daher, dass die Kreditinstitu-
te ihre Risiken angemessen durch Eigenkapital hinterlegen. Die Einfithrung der neuen
Eigenkapitalrichtlinie wird vor allem mit einer Stabilisierung und Sicherung des Ban-
kensystems begriindet.

Bereits Ende der 80er Jahre wurde die Eigenkapitalrichtlinie Basel I verabschiedet.
Danach soll das Eigenkapital mindestens 8% der gewichteten Risikoaktiva! betragen
[MAO4]. Die Risikomessung erfolgte allerdings bislang pauschal in vier Risikoklassen
mit vorgegebenen Risikogewichten (0%,20%,50% und 100%). Alle Kredite an Pri-
vatpersonen und Privatunternehmen wurden ausnahmslos mit 100% bewertet, also mit
einer Eigenkapitalquote von 8% belastet.

Dieser pauschale Ansatz steht jedoch im Widerspruch zu der sich verdndernden Si-
tuation in den Kreditinstituten. Die bankinternen Methoden zur Messung des betriebs-
wirtschaftlichen Eigenkapitals und die Messung der Kreditrisiken haben sich erheblich
weiterentwickelt [CDELOS]. Ein pauschales Risikogewicht fiir alle Privatpersonen und
Privatunternehmen scheint daher nicht mehr zeitgemif. Zudem wurden Methoden zur
Risikominderung von Basel I nur wenig anerkannt.

Daher begann der Baseler Ausschuss fiir Bankenaufsicht im Jahre 1999 damit, eine
neue risikogerechte Regelung der Eigenkapitalhinterlegung zu formulieren. Die neue
Eigenkapitalvereinbarung (Basel II) beruht auf drei Sdulen: der Regelung der Mindest-
eigenkapitalanforderungen, der Uberpriifung dieser Anforderungen durch Aufsichts-
behorden sowie der Transparenz und Marktdisziplin, welche die Offenlegungspflich-
ten der Banken umfassen [Cre04]. Die grundlegende Eigenkapitaldefinition und der
Eigenkapitalkoeffizient bleiben unter Basel II unverdndert. Das innovativste Element

IBasel I umfasste dabei Kredit- und Marktrisiken.



Kapitel 1 Einleitung

der neuen Eigenkapitalvereinbarung ist die genauere Messung der Bonitit eines Kre-
ditnehmers. Damit wird das Risiko bei der Kreditvergabe transparenter und zukiinftige
Kreditverluste verringert bzw. konnen bei Kreditvergabe entsprechend bepreist werden
[Meu03]. Mit Hilfe der risikogerechten Beurteilung von Kreditnehmern lassen sich fiir
Kreditinstitute geringere Eigenkapitalhinterlegungen erzielen.

Zudem gestattet Basel II die Verwendung von externen Ratings zur Bonititsbeurteilung
der Kreditnehmer. Dadurch konnen Kreditinstitute auf externe Bonitétsbeurteilungs-
institutionen (z. B. Standard & Poor’s oder Moody’s) zuriickgreifen oder die Ausfall-
wahrscheinlichkeiten der Kreditnehmer, im Rahmen sogenannter IRB>—Ansiitze intern
ermitteln.

Nach den Beschliissen des Baseler Ausschusses fiir Bankenaufsicht stellt die Bonitéts-
einstufung der Kreditnehmer durch eine externe Ratingagentur oder interne Ratings in
Zukunft das wesentliche Kriterium dar, nach der die Eigenkapitalhinterlegung ermit-
telt wird. Damit sind allerdings auch die Kreditinstitute gefordert, ihre Kreditnehmer
zu bewerten. Die Ermittlung der entsprechenden Risikogewichte erfolgt unter anderem
mit Hilfe der Ausfallwahrscheinlichkeiten und dem zu erwarteten Verlust bei Ausfall.
Damit sind auch Bausparkassen verpflichtet Bonitédtsbeurteilungen fiir ihre Kunden
durchzufiihren. Allerdings konnen Bausparkassen nicht auf externe Ratings zuriick-
greifen, da die Ratingagenturen meist aus dem amerikanischen Raum stammen und
nicht mit dem System des Bausparens vertraut sind und somit keine Bewertungen vor-
liegen. Dies gilt ebenso fiir deutsche mittelstandische Unternehmen [BCKO04]. Daher
sind die Bausparkassen gezwungen auf IRB—Ansitze und damit auf interne Bewer-
tungen zuriickzugreifen. Fiir die Bausparkassen, die groBtenteils Baukredite an Pri-
vatkunden vergeben, sind die Voraussetzungen aber giinstig, dass mit internen Boni-
tatsbeurteilungen die Kreditrisiken des Bestandes zuverlidssig ermittelt werden konnen
[ZehO1].

Da die Bausparkassen auf interne Ratings angewiesen sind, wird in dieser Arbeit
ein logisches Modell zur Klassifikation von Bauspardarlehen und zur Ermittlung von
Kreditausfallwahrscheinlichkeiten vorgestellt. Die Kreditausfallwahrscheinlichkeiten
werden zur Ermittlung der Risikogewichte und zur Bildung von Bonitétsklassen beno-
tigt. Das Modell soll den Anwender bei der Beurteilung der Kreditnehmer unterstiitzen
und ihm dabei ein iiberschaubares und nachvollziehbares Regelwerk zur Bewertung
liefern.

Um die Qualitit der ermittelten Ausfallwahrscheinlichkeiten und die Klassifikations-
giite zu iiberpriifen, werden die Ergebnisse mit anderen logischen sowie probabilisti-
schen Modellen verglichen. Zur weiteren Validierung wird das Modell auf eine zusétz-
liche Bausparkasse iibertragen. Damit kann die Generalisierungsfihigkeit der Model-
lierung bewertet werden. In einem weiteren Schritt wird die Anwendung des logischen
Modells auf andere bauspartechnische Fragestellungen ausgeweitet. Hierbei ist vor al-

’IRB = auf internen Ratings basierender Ansatz (Internal Ratings Based Approach).



lem die Klassifikation von Darlehensverzichtern bzw. Darlehensnehmern zu erwihnen.
Daraus ergibt sich fiir die vorliegende Arbeit folgende Struktur:

In Kapitel 2 werden die Modellgrundlagen vorgestellt. Dabei wird zu Beginn auf das
Klassifikationsproblem im Allgemeinen eingegangen. Weiterhin werden notwendige
mathematische und bauspartechnische Grundlagen zur Modellierung dargestellt.

Da die Klassifikationsergebnisse mit den Ergebnissen anderer Modelle verglichen wer-
den sollen, werden in Kapitel 3 die theoretischen Grundlagen drei weiterer Klassifika-
tionsmodelle beschrieben. Dabei handelt es sich um zwei logische und ein probabili-
stisches Modell.

Ziel des Kapitels 4 ist die Entwicklung eines Modells zur Klassifizierung und Be-
wertung von Bauspardarlehen. Da die Modellierung auf einem verbandstheoretischen
Ansatz basiert, wird das Modell auch als verbandstheoretisches Implikationenmodell
bezeichnet. Ausgehend von der Datendiskretisierung, die fiir logische Modelle not-
wendig ist, wird die Ermittlung eines signifikanten Regelwerks zur Klassifikation be-
schrieben. Anschlieend wird auf die Bewertung des Regelwerks und die Analyse der
Ergebnisse eingegangen.

In Kapitel 5 wird das verbandstheoretische Implikationenmodell auf reale Kollektiv-
daten angewendet um Kreditausfille zu klassifizieren und die Ausfallwahrscheinlich-
keiten der Kreditnehmer zu ermitteln. Die zugrunde liegende Bausparkasse werden
wir im Folgenden als Ausgangsbausparkasse bezeichnen. Zusitzlich wird das Modell
ohne weitere Anpassungen auf die Originaldaten einer weiteren Bausparkasse ange-
wendet und die gewonnenen Ergebnisse dargestellt. Diese Bausparkasse werden wir in
den folgenden Ausfithrungen als Validierungsbausparkasse bezeichnen. AbschlieBend
wird auf eine mogliche Verwendung der Ergebnisse im Rahmen von IRB—Ansitzen
eingegangen.

Da die Ergebnisse des verbandstheoretischen Implikationenmodells mit anderen Mo-
dellen verglichen werden sollen, werden in Kapitel 6 die Klassifikationsergebnisse der
in Kapitel 3 vorgestellten Modelle dargestellt. Auch diese Modelle werden zur Uber-
priifung ihrer Generalisierungstihigkeit ohne weitere Anpassung auf die Validierungs-
bausparkasse iibertragen.

Ein quantitativer und qualitativer Vergleich aller Ergebnisse erfolgt in Kapitel 7. Um
die Vergleichbarkeit der verschiedenen Modelle zu gewéhrleisten, wurde eine einheit-
liche Diskretisierung der logischen Modelle durchgefiihrt. Im ersten Teil des Kapitels
wird ein quantitativer Vergleich der Klassifikationsergebnisse durchgefiihrt. Im zwei-
ten Teil werden die Unterschiede der Modelle inhaltlich erldutert und interpretiert.
Dazu wurden weitere Datenanalysen durchgefiihrt.

AbschlieBend wird das verbandstheoretische Implikationenmodell in Kapitel 8 auf
weitere bauspartechnische Fragestellungen angewandt. Dabei wurde die Struktur der
Darlehensverzichter bzw. Darlehensnehmer untersucht und eine Klassifikation vorge-
nommen. Eine weitere Klassifikation wurde bei den Kiindigern in Sperrfrist durchge-
fiihrt. Kapitel 9 bewertet abschlieend die Ergebnisse nochmals und geht auf mogliche
Verbesserungen und Erweiterungen des Modells ein.
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Kapitel 2
Modellgrundiagen

2.1 Klassifikation und Klassenbewertung

Das Problem der Zuordnung eines Objektes zu einer von mehreren gegebenen Klassen
wird als Klassifikation bezeichnet. Beispiele fiir Klassifikationsprobleme sind die Zu-
ordnung von kranken und gesunden Patienten, die Einordnung von Darlehensnehmer
in verschiedene Risikoklassen, oder die Zuordnung von Tieren bzw. Pflanzen in be-
stimmte Gattungen. Dabei sind die Anwendungsmoglichkeiten aulerordentlich viel-
seitig.

Damit eine solche Zuordnung zu verschiedenen Klassen moglich ist, werden Infor-
mationen iiber die Objekte bendtigt. Die Objekte werden in den folgenden Ausfiih-
rungen auch als Trainingsbeispiele bezeichnet. Die Informationen iiber die Objekte
liegen in Form von Merkmalen bzw. Merkmalsauspriagungen vor. Klassifikationsmo-
delle versuchen mit Hilfe der in den Trainingsbeispielen enthaltenen Informationen
die Zuordnung zur jeweiligen Klasse bzw. eine Trennung der Klassen vorzunehmen.
Dabei soll die Zuordnung binir sein, d. h. ein Objekt kann genau einer Klasse zuge-
ordnet werden. Allerdings stellt sich die Frage, welche Merkmale fiir die Trennung
bzw. Klassenzuordnung verwendet werden sollen. Meist enthalten die Objekte eine
Vielzahl von Merkmalen. Welche dieser Merkmale konnen sinnvoll zur Klassifikation
verwendet werden? Es ist zudem mdglich, dass nur bestimmte Merkmalskombinatio-
nen fiir die Klassenzugehorigkeit verantwortlich sind, d. h. einzelne Merkmale konnen
redundant sein. Wurde eine Merkmalsauswahl getroffen, so sollte diese Auswahl auch
in der Lage sein, neue Objekte mit denselben Merkmalen sinnvoll zu klassifizieren.

Werden bei der Klassifikation unendlich viele Klassen zugelassen, so handelt es
sich um ein Regressionsproblem. Dabei wird einem Objekt ein reeller Wert zuge-
ordnet. Die Regression stellt damit eine Verallgemeinerung des Klassifikationspro-
blems dar. Beispiele aus dem okonomischen Bereich konnen z. B. Waren sein, die
durch ihren Preis, ihre Verkaufsfoérderung und Rabattaktionen beschrieben werden.
Diesen Waren werden die entsprechenden Absatzmengen zugeordnet. Im Folgenden
werden wir uns allerdings auf Klassifikationsprobleme mit endlicher Klassenanzahl
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beschrinken. Weitere Informationen zur Regressionsanalyse finden sich unter ande-
rem in [DHSO01, BLK06, BEP 86, OU02, Kad06].

Im Verlauf dieser Arbeit wird aber nicht nur die Zuordnung der Trainingsbeispiele
zu den Klassen, sondern auch die Bewertung der Klassen von Bedeutung sein. Diese
Klassenbewertung erlaubt eine zusitzliche Verwendung der Klassifikationsergebnisse,
die in Unterabschnitt 2.7 vorgestellt wird.

2.2 Klassifikationsproblem

2.2.1 Uberwachtes/Nicht (iberwachtes Lernen

Beim Lernen wird generell zwischen dem iiberwachten und dem nicht iiberwachten
Lernen unterschieden [RNO04]. Das iiberwachte Lernen zeichnet sich durch die vorab
bekannte Klassenzugehorigkeit der Objekte aus. Dem zu lernenden System wird mit-
geteilt, aus welcher Klasse ein Objekt stammt. Beim iiberwachten Lernen wird also
stets mit Hilfe von bekannten Beispielen eine Klassifizierungsfunktion gelernt. Ein-
und Ausgabewerte beim iiberwachten Lernen sind vorab bekannt. Klassische Verfah-
ren des liberwachten Lernens sind neuronale Netze, Entscheidungsbdume und Regres-
sionsverfahren.

Beim nicht tiberwachten Lernen liegen Trainingsbeispiele mit unbekannter Klassen-
zugehorigkeit vor. Dies wirft die Frage auf, wie Objekte mit unterschiedlichen Eigen-
schaften in sinnvolle Kategorien eingeteilt, und wie solche Kategorien entdeckt werden
konnen. Ein Beispiel fiir ein Kategorisierungsproblem ist die Einteilung von Bauspa-
rern zu dhnlichen Sparertypen [Van96]. Zur Kategorisierung kdnnen unter anderem
Clusterverfahren verwendet werden. Eine Darstellung weiterer Verfahren findet sich
unter anderem in [BEPT86].

Aufgrund der bekannten Klassenzugehorigkeit in den vorliegenden Trainingsbei-
spielen, werden wir uns in den folgenden Ausfiihrungen auf das iiberwachte Lernen
beschrinken. Im Verlauf dieser Arbeit wollen wir unsere Problemstellung mit unter-
schiedlichen Klassifikationsverfahren modellieren.

2.2.2 Mathematische Formulierung

Im folgenden Abschnitt wollen wir auf die mathematische Formulierung des iiber-
wachten Lernproblems, wie sie z. B. bei der Modellierung mit neuronalen Netzen be-
notigt wird, niher eingehen. Aus den bereits klassifizierten Objekten X = (x,...,x,)
soll eine Klassifikationsfunktion % ermittelt werden, die allen Objekten die jeweili-
ge Klasse y zuordnet. Dabei sei ' der Merkmalsraum, in dem alle zur Klassifikation
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relevanten Objekte beschrieben sind. Da viele Merkmale reellwertige Eintrdge enthal-
ten, wird ' = R” gesetzt. Zusitzlich zum Merkmalsraum F ist ein Ergebnisraum L
mit zugehorigen Klassen gegeben. Beim Klassifikationsproblem enthélt I nur diskrete
Werte, nimlich die Zahl der Klassennummern, und damit gilt . C N. Es ist eine Funk-
tion (x) = y gesucht, die jedem Objekt bzw. dem Merkmalsvektor x der dieses Objekt
beschreibt, seine Klasse y zuordnet. Die Bezeichnung x kennzeichnet also das Ob-
jekt sowie den objektbeschreibenden Merkmalsvektor. Ziel ist es, auch fiir zukiinftige
Testobjekte gute Vorhersagen zur erreichen. Dabei entspricht /(x) der idealen Ziel-
funktion der Trainingsbeispiele. Allerdings ist es im Allgemeinen sehr schwierig eine
solche Zielfunktion perfekt zu lernen. Héufig sind die Trainingsbeispiele z. B. durch
Messfehler verrauscht. Daher wird versucht, diese ideale Zielfunktion moglichst gut zu
approximieren. Der Lernprozess wird hiufig als Funktionenapproximation bezeichnet
[Mit97]. Die gesuchte Funktionenapproximation bezeichnen wir mit }Az(x), um diese
von der idealen Zielfunktion %(x) zu unterscheiden. Diese Approximation beinhaltet
natiirlicherweise auch Fehlklassifikationen, d. h. ein Objekt mit bekannter Klassenzu-
gehorigkeit wird filschlicherweise einer anderen Klasse zugeordnet. Ein weiteres Ziel
ist daher die Minimierung der Fehlklassifikationen.

Bei parametrischen Verfahren unterstellt man dem zu modellierenden Zusammenhang
eine bestimmte funktionale Form. Anschliefend bestimmt man die Parameter der Funk-
tion mit Hilfe der vorliegenden Trainingsbeispiele. Ein einfaches Beispiel ist die linea-
re Regression. Bei Vorlage der Daten in Form (y;,x;), i = 1,...,n wird dem Modell
ein linearer Zusammenhang der Form Y, = B, + B,x, mit (3, 3,) € R" unterstellt. Die
Parameter 3, und 3, konnen anschliefend z. B. mit der Methode der kleinsten Fehler-
quadrate ermittelt werden.

2.2.3 Aussagenlogische Formulierung

Da im Rahmen dieser Arbeit logische Klassifikationsmodelle verwendet werden, wird
an dieser Stelle auf die aussagenlogische Formulierung der Problemstellung eingegan-
gen. Dabei werden wir kurz die Grundziige der Aussagenlogik darstellen.

2.2.3.1 Aussagenlogische Ausdricke

In der Aussagenlogik werden Ausdriicke betrachtet, die aus den Aussagenvariablen,
den sogenannten Atomen, allein durch Hilfe von Junktoren zusammengesetzt sind.
Die Aussagenvariablen werden durch ihre Wahrheitswerte ,,Wahr” und ,,Falsch” inter-
pretiert. Wir wollen im Folgenden die konkrete Menge aussagenlogischer Ausdriicke
(Formeln) definieren [EFT92]:

Definition 2.1. Es sei A das Alphabet der Aussagenlogik bestehend aus

* einer endlichen Anzahl von Aussagenvariablenx €V, mitV = {xy,x;,Xy, ..., Xn },
n € N und



Kapitel 2 Modellgrundlagen

o Junktoren J={T, L,— A,V,—, <}

Fiir die aussagenlogischen Ausdriicke, als Zeichenreihen iiber A gilt:
o Jedes Atom ist eine Formel, d. h. alle x € V sind Formeln,
e | und T sind Formeln,

* sind A und B Formeln, dann sind auch (—A), (AAB), (AV B), (A — B) und
(A < B) Formeln.

Die aussagenlogischen Ausdriicke sind mit den Buchstaben A, B, ... gekennzeich-

net und setzen sich aus Aussagenvariablen und Junktoren zusammen. Dabei werden
die Symbole der Menge J als ,,wahr”, ,falsch”, ,nicht”, ,und”, ,,oder”, ,,wenn—so”
(,,impliziert”) und ,,genau dann wenn” genannt. Die Menge aller aussagenlogischen
Ausdriicke bezeichnen wir mit AA.
Ein Ausdruck ist dabei in disjunktiver Normalform (DNF), wenn er eine Disjunktion
von Konjunktionen aus Aussagenvariablen oder negierten Aussagenvariablen ist, er ist
in konjunktiver Normalform (KNF), wenn er eine Konjunktion von Disjunktionen aus
Aussagenvariablen oder negierten Aussagenvariablen ist.

Beispiel 2.1. Der Ausdruck
(% Vx5V (—x; AXxy))
ist in disjunktiver Normalform, der Ausdruck
((x) V—xg) Axy A (g Vx,))

ist in konjunktiver Normalform.

2.2.3.2 Hornausdriicke und Problemformulierung

Im vorigen Abschnitt haben wir die Syntax der Aussagenlogik erldutert und die Menge
der aussagenlogischen Ausdriicke AA definiert. In den folgenden Ausfiihrungen wol-
len wir auf aussagenlogische Ausdriicke von besonderer Gestalt eingehen und unsere
Problemstellung formulieren.

Definition 2.2. [HW91] Ein aussagenlogischer Hornausdruck besitzt eine der folgen-
den Gestalten:

1. ~x;V-x,V...V-x,Vx fiirneN
2. x

3. %V, V...V—x, firneN

10
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Aussagenlogische Hornausdriicke besitzen also hdchstens ein positives Literal. Wei-
terhin haben sie die Eigenschaft, dass man die Erfiillbarkeit solcher aussagenlogischen
Hornausdriicke leicht testen kann. Mehr zu Hornausdriicken und dem Erfiillbarkeits-
problem findet sich in [EFT92].

Der Ausdruck in 1. ist aussagenlogisch dquivalent zu x; Ax, A...Ax, — x (AH1), wie
man mit Hilfe von Wahrheitstabellen leicht zeigen kann. Diesen Ausdruck bezeichnen
wir im Folgenden auch als Implikation.

Unsere Problemstellung lédsst sich damit folgendermaflen formulieren. Gegeben sei
eine (m,n)-Matrix mit m Bauspardarlehen und n Aussagenvariablen. Gesucht sind
Merkmale bzw. Merkmalskombinationen, die fiir die Klassifikation von Bedeutung
sind. Um die notwendigen Informationen aus den Trainingsbeispielen zu erlangen,
werden wir in den folgenden Ausfithrungen Ausdriicke der Gestalt AH1 verwenden,
da sie im Rahmen der formalen Begriffsanalyse in der Lage sind, die Struktur in den
Trainingsbeispielen zu beschreiben. Eine ausfiihrliche Beschreibung der Implikatio-
nen im Sinne der formalen Begriffsanalyse wollen wir in den folgenden Ausfiihrungen
darstellen.

2.3 Formale Begriffsanalyse und Implikationen

Gegenstand der formalen Begriffsanalyse sind binidre Relationen und mit ihnen in en-
ger Verbindung stehend vollstindige Verbinde. Die formale Begriffsanalyse liefert zu-
dem Anwendungen, um Zusammenhidnge in Daten zu beschreiben und dadurch zu
neuen Einsichten zu gelangen. Dabei ist unter anderem die Implikationentheorie von
grofer Bedeutung, da sich die Struktur eines Begriffsverbandes durch die ihn im gel-
tenden Implikationen beschreiben ldsst [Gan00].

Wir wollen daher in der vorliegenden Arbeit die Implikationentheorie nutzen, um die
Struktur in unseren Trainingsbeispielen zu beschreiben. Mit Hilfe einer handlichen
Menge von Implikationen wollen wir ein Regelwerk erzeugen, das in der Lage ist,
unser Klassifikationsproblem zu 16sen. Vorab wollen wir aber auf grundlegende Defi-
nitionen und Sétze der formalen Begriffsanalyse eingehen.

2.3.1 Hullenoperatoren, Hullensysteme

Definition 2.3. Hiillensystem, Hiillenoperator
Ein Hiillensystem auf einer Menge G ist eine Menge von Teilmengen, die G enthdlt und

unter Durchschnittsbildung abgeschlossen ist. Formal: U CP(G) ist ein Hiillensystem,
falls G € U ist und

XCU=NXeU

gilt. Ein Hiillenoperator ¢ auf G ist eine Abbildung, die jeder Teilmenge X C G eine
Hiille X C U zuordnet, wobei gilt:

11
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* X CY = ¢X C @Y (Monotonie)
*» X C X (Extensitdit)
* X = @X (ldempotenz).

Hiillensystem und Hiillenoperator sind eng miteinander verwandt, wie der folgende
Satz zeigt:

Satz 2.1. [GW96] Ist U ein Hiillensystem auf G, so definiert
ouX = MN{AelU|X CA}
einen Hiillenoperator auf G. Umgekehrt ist die Menge
Uy :={9pX|X C G}
aller Hiillen eines Hiillenoperators @ stets ein Hiillensystem und es gilt:
Uy = @  sowie Ll(pu =U
Beweis. - U ist ein Hiillenoperator: Aus X C Y folgt
{AcU|XCA}D{AcU|Y CA},
also aufgrund der Monotonie von N
wX=[VAcU|XCAYC({{AcU|Y CA} =Y.

Die Extensitit ist trivial, Idempotenz: Nach der Definition von ¢l enthilt jedes Ele-
ment von U, welches X enthilt, auch (pL{X und umgekehrt.

- U, ist ein Hiillensystem: Sei X' C U,,. Wegen der Extensitit von ¢ ist X C (N X).
Mit Monotonie und Idempotenz folgt aus X € X stets ([ X') C X =X, was ¢(X) C
(X nach sich zieht.

-XeUeX=NMAcU|XCAle  X=X<XcEUy,.

- Fiir A € Uy ist X C A gleichbedeutend zu X C A. Also ist ol X=N{Ae Uy | X C
¢

Beispiele fiir Hiillensysteme sind z. B. die Potenzmenge, Untergruppen und auch der
im folgenden Abschnitt eingefiihrte (Ableitungs—)Operator ” stellt einen Hiillenopera-
tor mit zugehdrigem Hiillensystem dar. Dieser ist fiir uns von besonderem Interesse,
da er zur Ermittlung der Implikationen verwendet wird. Weitere Beispiele fiir Hiillen-
operatoren mit zugehorigen Hiillensystemen finden sich in [GW96].

12
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2.3.2 Kontext und Begriff

Die elementaren Grundbegriffe der formalen Begriffsanalyse sind formale Kontexte
und formale Begriffe. Diese wollen wir im folgenden Abschnitt definieren.

Definition 2.4. Formaler Kontext

Ein formaler Kontext K := (G,M,I) besteht aus zwei Mengen G und M sowie einer
Relation I zwischen G und M. Die Elemente von G nennen wir Gegenstdnde, die von M
Merkmale. Um auszudriicken, dass ein Gegenstand g mit einem Merkmal m in Relation
steht, schreiben wir glm oder (g,m) € I und lesen dies als: der Gegenstand g besitzt
Merkmal m.

Dabei bezeichnet I die Inzidenzrelation des Kontextes, (g,m) ¢ I = g Im.
Kleinere Kontexte lassen sich bequem als ,,Kreuztabellen darstellen. Ein Kreuz in
Zeile g und Spalte m gibt an, dass der Gegenstand g das Merkmal m besitzt. Ein Kon-
text definiert, in welcher Beziehung eine Menge von Gegenstidnden zu einer Menge
von Merkmalen stehen. Tabelle 2.1 zeigt beispielhaft einen Kontext iiber Planeten un-
seres Sonnensystems. Betrachtet man die Gegenstinde g des Kontextes, so kann man

klein mittel gro nah | entfernt Mond | kein Mond

Merkur | X X X
Venus X X X

Erde X X X

Mars X X X
Jupiter X X X
Saturn X X X
Uranus X X X
Neptun X X X

Tabelle 2.1: Beispielkontext K iiber Planeten unseres Sonnensystems [Lin99].

nach deren gemeinsamen Merkmalen fragen. Analog kann man die gemeinsamen Ge-
genstidnde eines Merkmals m betrachten. Dazu definieren wir:

Definition 2.5. Ableitungsoperator ’
Fiir eine Menge A C G von Gegenstdnden definieren wir:

A" :={m € M| gIm fiir alle g € A}

(die Menge der gemeinsamen Merkmale der Gegenstinde in A). Entsprechend ist fiir
eine Menge B C M von Merkmalen

B' :={g € G| gIm fiir alle m € B}

definiert (die Menge der Gegenstdinde, die alle Merkmale aus B besitzen).

13



Kapitel 2 Modellgrundlagen

Fiir unser Beispiel sind gemeinsame Merkmale von g = {Venus, Merkur} die Menge
g = {klein,nah, kein Mond}, die Merkmale m = {gross, ent fernt, Mond} besitzen die
Gegenstinde m’ = {Jupiter, Saturn} alle gemeinsam.
Die zentrale Definition der formalen Begriffsanalyse ist die des formalen Begriffs:

Definition 2.6. Formaler Begriff

Ein formaler Begriff des Kontextes (G,M, 1) ist ein Paar (A,B) mitAC G, BCM, A’ =
B und B' = A. Wir nennen A den Umfang des Begriffes, und B den Inhalt des Begriffes
(A,B). B(G,M,]I) bezeichnet die Menge aller Begriffe des Kontextes (G,M,]I).

Ein Begriff umfasst anschaulich ein maximales Rechteck im Kontext. In unserem
Beispiel wire { (Jupiter,Saturn,Uranus,Neptun), (ent fernt, Mond) } ein Begriff. Die-
ses ,,voll belegte” Rechteck ist in Tabelle 2.1 eingezeichnet.

Ein Begriff ist also ein Paar aus der Gegenstands- und Merkmalsmenge. Die Ge-
genstandsmenge eines Begriffes wird als Begriffsumfang, die Merkmalsmenge als Be-
griffsinhalt bezeichnet. Die Operation ' zur Bestimmung der gemeinsamen Gegenstin-
de und Merkmale besitzt eine Reihe von Eigenschaften [GW96]:

Hilfssatz 2.2. Ist (G,M,I) ein Kontext und sind A,A,A, C G Mengen von Gegenstdin-
den und B C M eine Menge von Merkmalen, so gilt

1. A, CA,= A, C A

2. ACA”

3. A/:A///

4. ACB+<=BCA' <= AxBCI.

Die analogen Eigenschaften (1.—3.) gelten natiirlich auch fiir die Mengen von Merk-
malen B,B,B, C M.

Beweis. 1. Istm € A%, so gilt glm fiir alle g € A,, also erst recht g/m fiiralle g € A,
falls A; C A,, und damit m € A}.

2. Ist g € A, so gilt gIm fiir alle m € A’, woraus g € A” folgt.

3. A C A” folgt aus der Eigenschaft B C B”, und aus A C A” erhilt man mit (1)
A/// gA/

4. folgt direkt aus der Definition.
0

Wendet man die Operation ’ zweimalig an, so erhilt man einen Hiillenoperator, wie
er in Definition 2.3 beschrieben ist. Die Abbildung ¢ : X — X, @(X) = X" ist monoton
(1), extensiv (2) und idempotent (3).

14
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Beweis. (1) aus X; C X, folgt X{ D X; = X|' C XJ' = ¢(X,) C ¢(X,).
(2) ergibt sich unmittelbar aus Eigenschaft 2 des Hilfssatzes.
B)Esgilt: (X)) =X"= (X" =(X")"=X""= ppX. O

Fiir jede Menge A C G ist A’ ein Begriffsinhalt, denn (A” A’) ist stets Begriff mit
A’ = B. Dabei ist A” der kleinste Begriffsumfang, der A umfasst. Folglich ist eine Men-
ge A C G genau dann Begriffsumfang, wenn A = A”. Entsprechend ist fiir jede Menge
B C M B’ ein Begriffsumfang, denn (B, B”) ist stets Begriff mit B’ = A. Eine Menge
B C M ist genau dann Begriffsinhalt, wenn B = B
Die Vereinigung von Begriffsumfingen ergibt im Allgemeinen nicht wieder einen Be-
griffsumfang. So ergibt die Vereinigung der beiden Begriffsumfinge (Merkur, Mars)
und (Jupiter,Saturn) aus Tabelle 2.1 keinen Begriffsumfang. Dagegen ist der Durch-
schnitt beliebig vieler Begriffsumfinge (bzw. Begriffsinhalte) stets wieder ein Begriffs-
umfang (bzw. Begriffsinhalt), wie der folgende Hilfssatz zeigt.

Dabei ist die Eigenschaft des Ableitungsoperators hilfreich, die es erlaubt, die Ge-
meinsamkeiten einer Vereinigung von Mengen auf die Gemeinsamkeiten der einzelnen
Mengen zuriickzufiihren.

Hilfssatz 2.3. Ist T eine Indexmenge und ist fiir jedest € T A, C G eine Menge von
Gegenstdnden, so ist

(UAI)/ = ﬂA;

teT teT

Entsprechendes gilt fiir Mengen von Merkmalen.

Beweis.

me (| JA) < gImfirallege (A,
teT teT
<= glmfirallegc A, firallereT

< meAfirallereT

— me (A
teT

2.3.3 Begriffsverband

Jeder formale Kontext (G, M, I) enthilt eine Menge B(G,M,I) von Begriffen. Das Be-
merkenswerte ist, dass die Begriffe einen vollstindigen Verband, den Begriffsverband
bilden. Dazu bendtigen wir vorab einige Definitionen.

Definition 2.7. Infimum, Supremum
Es sei (M, <) eine geordnete Menge und A C M. Eine untere Schranke von A ist ein
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Element s von M mit s < a fiir alle a € A. Dual wird eine obere Schranke von A erklirt.
Gibt es in der Menge aller unteren Schranken von A eine grofite, so nennt man diese
das Infimum von A und bezeichnet sie mit inf A oder \ A; dual wird eine kleinste obere
Schranke Supremum genannt und mit sup A oder \/ A bezeichnet. Ist A = {x,y}, so
schreibt man fiir inf A auch x \'y und fiir sup A auch x\ y.

Definition 2.8. Vollstindiger Verband

Eine geordnete Menge V := (V, <) ist ein Verband, wenn zu je zwei Elementen x und y
in'V stets das Supremum x\'y und das Infimum x \y existieren. V heifst vollstindiger
Verband, falls zu jeder Teilmenge X C'V das Supremum \/ X und das Infimum \ X exi-
stieren. Jeder vollstindige Verband V hat ein grofites Element \/ V, das als Einselement
bezeichnet wird; dual wird das kleinste Element als Nullelement bezeichnet.

Alle Begriffe konnen in den Begriffsverband eingetragen werden. Dabei entspricht
jeder Begriff im Kontext einem Knoten im Liniendiagramm. Das Liniendiagramm
wird hiufig auch als Hasse—Diagramm bezeichnet.

Der Hauptsatz der formalen Begriffsanalyse [GW96] besagt unter anderem, dass der
Begriffsverband ein vollstindiger Verband ist.

Satz 2.4. Hauptsatz iiber Begriffsverbinde
Der Begriffsverband B(G,M,I) ist ein vollstindiger Verband, in dem Infimum und
Supremum folgendermafen beschrieben sind:

/\ (AHBI) = (ﬂAn(U Bt)”)

teT teT teT
\/(At:Bt) = ((UAt)H: ﬂBt>-
teT teT teT

Beweis. Zunichst wollen wir die Formel fiir das Infimum erldutern. Da A, = B; fiir
jedes t € T gilt, kann

(NA-(UJB)")

teT teT

mit Hilfssatz 2.3 umgeformt werden zu

(s (Us)",

teT teT

ist also von der Form (X’,X”) und somit sicher ein Begriff. Dass es sich nur um das
Infimum der Begriffe (A,, B,) handeln kann, folgt sofort daraus, dass der Umfang die-
ses Begriffes gerade der Durchschnitt der Umfinge der (A,, B,) ist. Die Formel fiir das
Supremum wird entsprechend begriindet. Damit ist nachgewiesen, dass B(G,M,I) ein
vollstdandiger Verband ist. L
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Am Begriffsverband ist der Kontext noch einfacher abzulesen. Zusitzlich ldsst sich
aus dem System aller Begriffe der Kontext miihelos rekonstruieren. Die Bestimmung
aller Begriffe eines Kontextes ist daher fiir die formale Begriffsanalyse von zentraler
Bedeutung. Allerdings gibt es noch weitere Moglichkeiten die Zusammenhénge inner-
halb eines Kontextes darzustellen, ndmlich in Form von logischen Implikationen, auf
die wir im Folgenden eingehen wollen.

2.3.4 Merkmalsimplikationen und Pseudoinhalte

Bei umfangreichen Kontexten bietet es sich hdufig an, das Begriffssystem aus der
Merkmalslogik zu erschlieBen, also aus den Implikationen zwischen den Merkmalen.
Damit meinen wir Aussagen der Art: ,,Jeder Gegenstand mit den Merkmalen a, b, c, . ..
hat auch die Merkmale x,y,z...”. Formal ist eine Implikation zwischen Merkmalen
ein Paar von Teilmengen der Merkmalsmenge M. Wir bezeichnen eine solche Impli-
kation mit A — B (A,B C M). Die Implikationen geben Aufschluss iiber die Struktur
des Kontextes, es ist sogar moglich anhand der Implikationen den gesamten Kontext
zu rekonstruieren (siehe Beispiel 2.2). Umgekehrt konnen die Implikationen natiirlich
am Begriffsverband abgelesen werden. Dieser ist jedoch bei groleren Kontexten sehr
uniibersichtlich. Wie der Begriffsverband, ist die Verwendung einer miminalen Men-
ge von Implikationen eine dquivalente Beschreibung des Kontextes. Zunéchst jedoch
einige Definitionen:

Definition 2.9. Fiir einen Gegenstand g € G schreiben wir g' fiir den Gegenstands-
inhalt {m € M | gIm} zum Gegenstand g. Entsprechend ist m' :== {g € G | gIm} der
Merkmalsumfang zu Merkmal m.

Definition 2.10. Merkmalsimplikationen

Sei K = (G,M,I) ein Kontext und A,B,T C M. Eine Teilmenge T respektiert eine Im-
plikation A — B, wenn A € T oder B C T ist. Die Implikation A — B gilt in einem
Kontext, wenn sie im System der Gegenstandsinhalte gilt. Wir sagen dann auch, A — B
sei eine Implikation des Kontextes (G,M,I). Dabei bezeichnen wir A als Primisse und
B als Konklusion.

Hilfreich zur Ermittlung der Implikationen sind die folgenden Hilfssitze:

Hilfssatz 2.5. Eine Implikation A — B gilt in (G,M,I) genau dann, wenn B C A" ist.
Sie gilt dann auch automatisch fiir die Menge aller Begriffsinhalte.

Beweis. BCA" < A'CB < [Vge G: (VaeA:gla)= (Vb€ B: glb)].
Fiir Begriffsinhalte gilt ja gerade B=B” = B C B”. O

Hilfssatz 2.6. Ist L eine Menge von Implikationen in M, so ist

H(L) :={X C M|X respektiert L}
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ein Hiillensystem auf M. Ist L die Menge aller Implikationen eines Kontextes, dann ist
H(L) das System aller Begriffsinhalte.

Beweis. M € H(L), denn M respektiert alle Merkmalsimplikationen.
Fiir @ # 7 C H(L) ist zu zeigen, dass (7 jede Implikation A — B € L respektiert.
Dies erhalten wir wie folgt:

AC(\T=(NTE€T:ACT)=(NT€T:BCT)=BC( 7.
O

Der zugehorige Hiillenoperator X~ wird folgendermafen beschrieben. Fiir eine Men-
ge X C M sei

X£:=XUU{BJA—~BcL,ACX}.

Man bildet die Mengen X*, X ££ X “££ . bis schlieBlich eine Menge £ (X ) := X ££-£
mit £(X)* = L£(X) entsteht. £(X) ist dann die gesuchte Hiille von X beziiglich des
Hiillensystems H(L). Dieser Hiillenoperator entspricht der zweiten Ableitung, wie er
zur Ermittlung der Implikationen in Hilfssatz 2.5 verwendet wird. Der zum Hiillensy-
stem aller Begriffsinhalte eines Kontextes gehorende Hiillenoperator ist also: H(X) =
X"

Mit Hilfe des Hiillensystems H (£) kann man sich zu jeder vorgegebenen Menge £ von
Implikationen einen Kontext verschaffen, dessen Begriffsinhalte genau die respektie-
renden Mengen sind. Das Beispiel 2.2 soll verdeutlichen, dass bei ausschlieBlicher Ver-
wendung der Merkmalsimplikationen keine Informationen des urspriinglichen Kontex-
tes verloren gehen. Aus diesem Grund konnen wir uns in Kapitel 4 auf die alleinige
Ermittlung der Implikationen beschrinken.

Beispiel 2.2. Rekonstruktion des Kontextes mit vorgegebenen Implikationen L

Beispielkontext: Gegeben Menge L:
112|3]|4 L : 1—3

a| X X | X L,: 2—4

b X | XX Ly: 23—4

c| X X Ly: 14-3

d X X Ly: 12—34

Hiillenoperator: X* :== X UU{B|JA - B€ L, ACX}
Gesucht: Alle Begriffsinhalte des Kontextes

Wiihle: X = {1} — A = {1}
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2.3 Formale Begriffsanalyse und Implikationen

X£ = {1}UuU{3} aus L,,
XE:={1,3}=Xx:{1,3},A=1
XEE={1,3}U{3}

XL .= {1,3}

= L(X)F = L(X)

= {1,3} ist Begriffsinhalt.

Ebenso: X = {2} - A={2}
mit L, = {2,4} ist Begriffsinhalt.

X={3} -A=1{3}
{3} ist Begriffsinhalt.

Ebenso X = {4}, {4} ist Begriffsinhalt.

X={12} —A={3,4)
{1,2,3,4} ist Begriffsinhalt.

X = {1,4} ist Begriffsinhalt.

X=1{23} -A=1{2,3)
aus Ly = {2,3,4} ist Begriffsinhalt.

X={3,4} - A={3,4}
{3,4} ist Begriffsinhalt.

Damit wurden alle Begriffsinhalte des Kontextes rekonstruiert.

AuBler £ gelten im Kontext noch alle Implikationen, die aus £ im Sinne der nach-

folgenden Definition folgen:

Definition 2.11. Sei K = (G,M,I) ein Kontext, A,B C M.
* Die Implikation A — B folgt aus der Implikationenmenge L =

VT C M : T respektiert L = T respektiert A — B.

e Die Implikationenmenge L heif3t vollstindig:=

Alle Merkmalsimplikationen von K folgen aus L

* Die Implikationenmenge L heif3t reduziert (nichtredundant):=

—-3JA—Be€ L:A— Bfolgt aus L\ {A — B}
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Anschaulich bedeutet dies, dass eine Implikation aus £ folgt, wenn sie in jedem
Mengensystem gilt, in dem auch £ gilt. Dazu miissen die Teilmengen, in denen eine
Implikation gilt, untersucht werden. Allerdings finden sich viele Implikationen, die
trivialerweise aus anderen folgen, oder in jedem Kontext gelten. Beispielsweise gilt
A — B stets, wenn B C A ist, weiterhin folgt aus A — B und C C B stets A — C. Ziel
ist es daher, eine handliche vollstindige Menge an Implikationen zu finden. Eliminiert
man triviale Implikationen, so bleiben Implikationen mit echter Pramisse {ibrig.

Definition 2.12. Fiir eine Merkmalsmenge A C M eines Kontextes (G,M,I) bezeichnen
wir mit

A" = A"\ (AUU, e (A\ {n})")

die Menge derjenigen Merkmale, die zwar in A", nicht aber in A oder in der Hiille
einer echten Teilmenge von A liegen. Wir nennen A eine echte Primisse, wenn A* # 0,
d.h., wenn

A" # AU, 4 (AN {n})".

Die Menge der Implikationen mit echter Primisse eines Kontextes ist vollstdndig,
wie folgender Hilfssatz zeigt:

Hilfssatz 2.7. [GW96] Ist T eine endliche Teilmenge von M, so ist
T" = TU|J{A*| Aist echte Primisse mit A C T}.
Die Menge aller Implikationen der Form
A — A", A echte Priimisse,
eines Kontextes mit endlicher Merkmalsmenge ist vollstindig.

Um nachzuweisen, dass eine Menge £ von Implikationen eines Kontextes vollstin-
dig ist, muss man zeigen, dass jede Teilmenge 7' C M, die L respektiert, ein Begriffs-
inhalt ist [GW96].

Beweis. Ist T =T", so ist T Begriffsinhalt, und die Behauptung trivial. Sei also m €
T"”\ T. Eine Teilmenge A von T, die minimal beziiglich der Eigenschaft m € A" ist,
muss eine echte Priamisse sein, also gibt es eine Implikation A — A* mitm € A*. Dam
beliebig gewihlt war, folgt die erste Behauptung. Respektiert 7" alle Implikationen der
Form A — A*, wobei A echte Pramisse ist, so folgt aus dem soeben Bewiesenen, dass
T" =T ist, also folgt, dass T ein Begriffsinhalt ist. ]

Allerdings ist die so beschriebene Implikationenmenge in der Regel noch redun-
dant. Duquenne und Guigues haben in [DG86] gezeigt, dass es zu jedem Kontext mit
endlicher Merkmalsmenge M eine natiirliche vollstindige und nichtredundante Menge
von Implikationen gibt. Diese Menge wird als Duquenne—Guigues—Basis oder auch
als Stammbasis bezeichnet. Dazu wird allerdings noch der grundlegende Begriff des
Pseudoinhalts bendtigt, der an die Stelle der echten Pramisse tritt:
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2.3 Formale Begriffsanalyse und Implikationen

Definition 2.13. P C M heifit Pseudoinhalt von (G,M,I) genau dann, wenn P # P" ist
und fiir jeden Pseudoinhalt Q C P,Q # P schon Q" C P gilt.

Satz 2.8. [DG86] Sei K = (G,M,I) ein Kontext. Dann ist die Implikationenmenge:
L:={P— P"| P Pseudoinhalt}
vollstindig und nichtredundant.

Beweis. Offenbar gilt £ in (G,M,I). Um zu zeigen, dass £ vollstindig ist, miissen wir
wieder zeigen, dass jede Menge T C M, die L respektiert, ein Begriffsinhalt ist. Jede
solche Menge respektiert insbesondere alle Implikationen Q — Q”, wo Q ein Pseu-
doinhalt und Q C T ist. Angenommen T # T", dann erfiillt T selbst die Definition des
Pseudoinhaltes, und die Implikation 7 — T" ist in £, wird aber nicht von T respektiert
= Widerspruch.

Um zu zeigen, dass £ nichtredundant ist, betrachten wir einen beliebigen Pseudoin-
halt P und zeigen, dass P die Menge £\ {P — P"} respektiert. Ist namlich 0 — Q"
eine Implikation in £\ {P — P"”} mit Q C P, dann muss auch Q" C P sein, da P ein
Pseudoinhalt ist. O

Die ermittelten Implikationen der Stammbasis entsprechen den aussagenlogischen
Hornausdriicken, wie sie in Unterabschnitt 2.2.3.2 eingefiihrt wurden. Dabei bezeich-
nen wir eine Implikation als einfache Implikation, wenn die Konklusion ein Element
umfasst [Zic91]. Eine einfache Implikation entspricht genau einem aussagenlogischen
Hornausdruck mit einem positiven Literal. Dementsprechend kann eine Menge einfa-
cher Implikationen mehreren Hornausdriicken entsprechen.

Hornklausel(n) Implikation
A/N...NA, —B - {A,...,A,} — B

AN...NA, — B,
: — {A,,..., Ay} = {B,,....,Bun}
AN... Ny — B,

Dabei seien A,,...,Ap,By,...,Byn € M. Die aussagenlogischen Hornausdriicke be-
sitzen genau ein positives Literal, sind also von der Gestalt AH 1, wie sie auf Seite 10
vorgestellt wurde. In [Zic91, Gan99] wurde zudem gezeigt, dass diese Implikationen
auch in die Pradikatenlogik iibertragbar sind.
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2.4 Statistische Grundlagen und Hypothesentests

2.4.1 Empirische Lageparameter

Zur kompakten Beschreibung empirischer Daten werden hiufig sogenannte Lagepa-
rameter verwendet. Dadurch lédsst sich Datenmaterial durch Angabe eines Parameters
charakterisieren [BB96]. Im Folgenden wollen wir drei Lageparameter in Form von
Mittelwerten kurz vorstellen [LMGROO].

¢ Arithmetisches Mittel:
f=L0 +x4 .. 4x,) =

S =

n
) X;
i=1

¢ Geometrisches Mittel:
_xg: n/_xl .xz....xn
¢ Median:
X

X _ (nwztl )
med Xmy falls n gerade
2

falls n ungerade

Der Median ist durch seine Eigenschaft definiert, dass er die Datenreihe teilt. Liegen
die Messwerte bereits geordnet vor (x1 <x, <...< Xn), so liegt der Median in der
,,Mitte” der beobachteten Werte.

2.4.2 Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie

Ein Vorgang den wir beliebig oft wiederholen konnen, und der verschiedene, sich ge-
genseitig ausschlieBende Ausgiinge besitzt, bezeichnen wir als Zufallsexperiment. All-
gemein wird einem Zufallsexperiment mit endlich vielen Ausgéngen, eine endliche
nichtleere Menge Q zugeordnet, deren Elemente @ die Versuchsausginge bezeichnen.
Mit Q bezeichnen wir die Ergebnismenge oder den Ergebnisraum, dementsprechend
nennen wir @ die Ergebnisse oder Elementarereignisse. Also gilt fiir Q:

Q = {o: o ist Elementarereignis}

Zusitzlich bezeichnen wir Teilmengen von € als Ereignisse. Diese werden hiufig mit
A oder B bezeichnet. Im Gegensatz zu den Elementarereignissen schlieBen sich Ereig-
nisse nicht notwendigerweise gegenseitig aus. Die Gesamtheit aller Ereignisse bildet
ein Ereignissystem, ist also eine Menge von Teilmengen von €, und entspricht men-
gentheoretisch der Potenzmenge P(Q). Bei Durchfithrung eines Zufallsexperimentes
wollen wir jedem Ereignis A € Q eine Mafzahl fiir die Chance des Eintretens von A
zuordnen, die wir ein Wahrscheinlichkeitsmafl nennen, wenn sie folgende Bedingun-
gen erfiillt [LWO0O0, Bau91]:
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Definition 2.14. Eine Abbildung P von P(Q) in [0,1] heifst Wahrscheinlichkeitsmaf
wenn gilt:

(i) P(Q) = 1
(ii) P(A) > O fiir alle A
(iii) P(AUB) = P(A) + P(B) fiir alle disjunkten A,B

Diese Axiome werden als Axiome von Kolmogoroff oder Axiome der Wahrschein-
lichkeitsrechnung bezeichnet. Das Paar (Q, P) heifit der dem Experiment zugeordne-
te Wahrscheinlichkeitsraum [Kre03]. Aus diesen Eigenschaften konnen noch weitere
hilfreiche Rechenregeln abgeleitet werden [LWO0O0].

Bei endlicher Ergebnismenge Q = {®,, ®,,...,®,} und gleichen Wahrscheinlichkei-
ten aller @ € Q, spricht man von einem Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsraum!. Hier
gilt fiir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A die folgende einprigsame Regel:

Anzahl der fiir A giinstigen Ergebnisse
Anzahl aller moglichen Ergebnisse

P(A) = {5 =
Die Ermittlung der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A reduziert sich also auf em-
pirisches Abzihlen der giinstigen Ausgénge fiir A.

2.4.3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Héufig interessiert man sich fiir die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A unter der
Annahme, dass ein bestimmtes Ereignis B eintritt, oder bereits eingetreten ist. Diese
bedingte Wahrscheinlichkeit ist folgendermalen definiert:

Definition 2.15. Sei (Q, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Sind A, B Ereignisse und gilt
P(B) > 0, so heifst

P(ANB)

PAIB) = 55

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B.

In der Anwendung wird jedoch hiufig P(ANB) aus P(B) und P(A|B) ermittelt. Dazu
muss die Gleichung in Definition 2.15 lediglich in P(A N B) = P(A|B) - P(B) umfor-
muliert werden.

Allgemein gilt fiir das Rechnen mit bedingten Wahrscheinlichkeiten der Satz der tota-
len Wahrscheinlichkeit [LWOO]:

'Benannt nach dem franzosischen Mathematiker Pierre-Simon Laplace.

23



Kapitel 2 Modellgrundlagen

n
Satz 2.9. Seien B,B,,...,B, paarweise disjunkte Ereignisse mit \ ) B; = Q und P(B;) >
i=1

0,i=1,...,n. Dann gilt fiir ein Ereignis A:

M=

P(A) =) P(A|B)-P(B;) 2.1)

1

Beweis. A € Q, daherist ANQ =A. Mit Q = UB = ZB iIstA=AN ZB und die

i=

gesuchte Gleichheit ergibt unter Anwendung der Deﬁnltlon 2.15 als

Unter den Voraussetzungen von Satz 2.9 gilt im Falle von P(A) > 0 die Formel von
Bayes:

P(A|B;) - P(B))

P(Bi|A> = P(A)

firi=1,...,n. (2.2)

2.4.4 Grundbegriffe der Testtheorie

In der schlieBenden Statistik sollen anhand von Beobachtungen Riickschliisse auf be-
stimmte GesetzmaBigkeiten gezogen werden. Haufig sind diese Beobachtungen zahl-
reichen Zufallseinfliissen unterworfen, die damit keine absolut giiltigen Schliisse erlau-
ben. Die statistische Testtheorie kann solche Fehler nicht verhindern, ist aber bestrebt
die Fehler kontrollierbar bzw. moglichst kalkulierbar zu machen.

Ein Test ist ein Verfahren zur Uberpriifung von Annahmen iiber bestimmte Verteilun-
gen, die das Zustandekommen von Beobachtungsdaten beschreiben. Die Annahmen
werden als Hypothesen bezeichnet. Ein Test ist also eine Entscheidungsregel, die fiir
jeden beobachteten Wert festlegt, ob man sich fiir oder gegen die Hypothese entschei-
det. Im ersten Fall wird die Hypothese (Nullhypothese) angenommen, der zweite Fall
fiihrt zum Verwerfen der Nullhypothese. Mit der Formulierung einer Nullhypothese
(H,) wird auch stets eine Alternativhypothese (H, ) angegeben. Sie stellt den gegentei-
ligen Wert der Nullhypothese dar, und wird angenommen, wenn H,, verworfen wird.
Ein Test ist durch die Angabe eines Verwerfungsbereiches bzw. kritischen Bereiches
beschrieben. Soll eine Entscheidung beziiglich H, getroffen werden, muss stets ein
kritischer Wert angegeben werden, der iiber Annahme oder Verwerfen entscheidet.
Durch Annahme oder Verwerfen von Hypothesen konnen auch Fehlentscheidungen
getroffen werden. Generell sind zwei Arten von Fehlern moglich. Ist H|y richtig und
wird félschlicherweise trotzdem verworfen, so spricht man von einem Fehler der ersten
Art. Die Wahrscheinlichkeit H, falschlicherweise zu verwerfen wird mit o bezeichnet.
Von einem Fehler der zweiten Art spricht man, wenn H,; zu Unrecht angenommen
wird, die Wahrscheinlichkeit dafiir wird mit 8 bezeichnet.
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Die Wahrscheinlichkeit einen Fehler der ersten Art zu begehen wird auch als Signi-
fikanzniveau o eines Tests bezeichnet. Das Signifikanzniveau wird in der Regel vor
der Durchfithrung des Tests gewihlt, so dass der Fehler der ersten Art direkt kontrol-
liert werden kann. Mit Wahl von « ist auch der kritische Bereich festgelegt. Da die
Anzahl der Beobachtungen stark unter oder auch stark iiber dem kritischen Bereich
liegen kann, existieren zwei Verwerfungsbereiche. In diesem Fall wird jeweils o /2 fiir
den oberen und unteren Grenzbereich festgelegt.

2.4.5 Hypothesentests

Im folgenden Abschnitt werden statistische Hypothesentests vorgestellt, die wir zu
einem spiteren Zeitpunkt in dieser Arbeit verwenden wollen. In vielen Testverfahren
wird eine Normalverteilung des zugrunde liegenden Sachverhaltes angenommen. Wir
wollen allerdings auf Testverfahren eingehen, die bei beliebigen Verteilungsannahmen
anwendbar sind, also verteilungsfrei sind. Dabei wird eine Teststatistik verwendet, die
durch eine y2—Verteilung approximiert werden kann.

+ x>-Unabhiingigkeitstest
Beim y’—Unabhingigkeitstest soll fiir eine zweidimensionale Zufallsvariable
(X,Y) uberpriift werden, ob ihre Komponenten X und Y stochastisch unabhingig
sind. Dazu wird der Wertebereich der Komponenten in disjunkte Intervalle zer-
legt. Sei A, ..., A, eine disjunkte Zerlegung von X, und B, ..., B, die Zerlegung
vonY.Firi=1,...;kund j=1,... [ gilt:

P = P(X €AY € Bj) und
Die = ipij =P(X €A,) sowie
]:1
Pej = i:lel-j =P(X€B))
Falls X und Y stochastisch unabhéngig sind miisste gelten:

Pij = PiePaj

Weiterhin bezeichnen wir fiir Stichproben (X,,Y),...,(X,,Y,):

N;; = Anzahlderm € {1,...,n} mitX,, € A;und Y, € B,
!

N, = ) N;;= Anzahl der m mit X,, € 4,
j=1
k

N,; = N;; = Anzahl der m mitY,, € B

1
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Es wird die Nullhypothese
Hy:p;; = PP, firalle Paare (i, )
zur Alternativhypothese
H,:p;; # PP, firmindestens ein Paar (i, )

tiberpriift. Als TestgroBe wird die quadratische Abweichung der beobachteten
Hiufigkeiten ermittelt.

Allerdings sind p;, und p, ; nicht bekannt und werden daher iiber ihre relativen

y A N, . N, N o
Hiufigkeiten p;, = —** sowie p, = — abgeschiitzt. Daraus ergibt sich:

(N Nlo N.j)z

N2
To= (LY )

i=1j=1"Vie Vej
Die Nullhypothese H,, ist giiltig, wenn die Priifstatistik 7" kleine Werte annimmt.
Sie ist fiir grole n niherungsweise x(zk_l)(l_l)—verteilt [WN70]. Daher wird H,,
abgelehnt, wenn
FEE g
T = n( = 1) > X—1y—1);1-
i:lj:lNi-'Noj (k=1)(I-1);1-0

ist. Die GroBe %(Zk—l) (I-1)1-a wird auch als das (1 — o¢)—Quantil der y>—Vertei-
lung bezeichnet.

Exakter Test von Fisher

Bei Vorlage einer Vierfeldertafel wird hiufig zur Uberpriifung der Unabhiingig-
keit zweier Merkmale der exakte Test von Fisher verwendet. Dieser bietet sich
vor allem fiir kleinere Stichproben an. Der Vorteil des Tests liegt darin, dass die
TestgroBen nicht nur ndherungsweise, sondern exakt angegeben werden konnen.
Um eine quantitative Aussage iiber das Auftreten der Merkmale machen zu kon-
nen, werden aus einer dichotomen Menge Stichproben entnommen und auf eine
bestimmte Eigenschaft hin untersucht. In der Statistik wird dies als ,,Ziehen ohne
Zuriicklegen” formuliert. Die Zufallsvariable, die diesen Vorgang beschreibt, ist
eine hypergeometrisch verteilte Zufallsvariable gemif der folgenden Definition
[LWOO].



2.5 Auswertung von Klassifikationsergebnissen

Definition 2.16. Seien n,N,M € N, und gelte n,M < N. Die Zufallsvariable
X heifst hypergeometrisch verteilt mit Parametern n,N,M (kurz (H(n,N,M) —
verteilt), falls

PX=i) = L 202 i max(0,n—N+M),... min(n,M)

gilt.

Damit kann das Vorliegen bestimmter Merkmale in der Stichprobe, durch eine
hypergeometrisch verteilte Zufallsvariable X beschrieben werden. Nach Wahl
des Signifikanzniveaus o ermittelt man die kritischen Werte der Verteilung. Die
Quantile der hypergeometrischen Verteilung konnen z. B. in statistischen Tafel-
werken nachgeschlagen werden.

Eine ausfiihrliche Darstellung weiterer Hypothesentests findet man z. B. in [BLKO6,
LWO00, Kre03].

2.5 Auswertung von Klassifikationsergebnissen
2.5.1 ROC-Graphen

ROC-Graphen? sind eine Moglichkeit Klassifikationsergebnisse auszuwerten und zu
visualisieren. Sie werden intensiv im medizinischen Bereich zur Bewertung von Be-
handlungsstrategien verwendet. Grundlage fiir die ROC—Analyse ist die Kontingenz-
tabelle. Wir gehen im Folgenden stets von einem Klassifikationsproblem mit zwei
Klassen (z. B. Kreditausfall/kein Kreditausfall oder krank/gesund) aus. Diese Klassen
bezeichnen wir mit {p,n}. Dabei bezeichnet p die positiven Klassen (z. B. krank), n
bezeichnet die negativen Klassen (z. B. gesund). Ein Klassifikationsmodell ordnet die
Datensiitze vorhergesagten diskreten Klassen zu. Um die vorhergesagten Klassen von
den Ursprungsklassen zu unterscheiden bezeichnen wir diese mit {Y, N}. Eine vorher-
gesagte positive Klasse nennen wir Y, eine vorhergesagte negative Klasse bezeichnen
wir mit N.

Sind ein Klassifikationsmodell und ein Datensatz gegeben, so existieren vier mogliche
Klassifikationsentscheidungen. Ist der Datensatz positiv und das Klassifikationsergeb-
nis ebenfalls, so bezeichnen wir dies als True Positive, wird er negativ eingestuft, so
wird er False Negative genannt. Handelt es sich um einen negativen Datensatz, kann
dieser einer negativen oder positiven Klasse zugeordnet werden. Den ersten Fall kenn-
zeichnen wir mit True Negative, den zweiten Fall mit False Positive. Die vier mogli-
chen Zuordnungen sind in Tabelle 2.2 dargestellt. Die Eintrige entlang der Hauptdia-

2ROC = Receiver-Operating—Characteristic
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L P | n
Y || True Positives | False Positives
N || False Negatives | True Negatives

y="P Y=N

Tabelle 2.2: Kontingenztabelle mit moglichen Klassifikationsergebnissen

gonalen stellen die Anzahl der richtig klassifizierten Fille dar. Die Summe der ersten
Spalte beziffert alle echt positiven Fille P, die Summe der zweiten Spalte alle echt ne-
gativen Fille N. Folgende Kenngro3en lassen sich aus der Kontingenztabelle ableiten
[Faw03].

.\ FP . TP
false positive rate = — precision = ———
N TP+FP
( " ‘ rp TP+TN
rue positive rate = — accuracy = —————
ue p P uracy PIN

Dabei kennzeichnet die true positive rate den Anteil aller richtig positiv klassifizierten
Fille, bezogen auf die Summe aller echt positiven Fille. Die false positive rate kenn-
zeichnet den Anteil aller félschlicherweise positiv klassifizierten Fille, bezogen auf
die Summe aller echt negativen Fille. Die accuracy wird hiufig auch als Gesamtklas-
sifikationsgiite bezeichnet. Zur Ermittlung der ROC—Kurven werden Sensitivitit und
Spezifitit bendtigt. Sie liegen stets im Intervall [0, 1] und sind folgendermafBen defi-
niert:

TP TP
Sensitivitit = — = — 2.3)
P TP+FN
P .\ TN
Spezifitit = 1 — false positiv rate = ———— 2.4)
I'N+FP

ROC-Kurven werden in zweidimensionalen Graphen dargestellt. Ublicherweise wird
auf der y—Achse die true positive rate (Sensitivitdt) und auf der x—Achse die false po-
sitive rate (1 — Spezifitit) abgetragen. Abbildung 2.1 zeigt beispielhaft einen ROC-
Graphen. Im Punkt (0,0) des ROC-Graphen wurde kein positiver Datensatz richtig
klassifiziert, allerdings wurde auch kein Datensatz filschlicherweise positiv klassifi-
ziert. Ein gegensitzliches Ergebnis liefert der Punkt (1, 1). Hier werden alle Datensit-
ze positiv bewertet. Ein perfektes Klassifikationsergebnis wird im Punkt (0, 1) erreicht.
Daher gilt generell in ROC—Graphen, dass ein Punkt (x,y) ,.besser” einzustufen ist, je
niher er am ,,perfekten” Punkt (0, 1) liegt. Daneben ist in Abbildung 2.1 die Diagonale
y = x eingezeichnet, die das Ergebnis des ,,bloBen Ratens” reprisentiert. Ein realisti-
sches Klassifikationsergebnis sollte daher stets iiber der Diagonalen liegen.

Allerdings existieren diskrete Klassifikationsmodelle, wie z. B. Entscheidungsbdume,
die fiir jeden Datensatz genau ein Ergebnis liefern. Angewendet auf eine Menge von
Testdaten produziert das Verfahren eine Kontingenztabelle und liefert daher nur einen
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Sensitivitat

02k /// 4

1-Spezifitat

Abbildung 2.1: Beispielhafte Darstellung eines ROC—Graphen

Wert fiir Sensitivitdt und Spezifitit, was einem Punkt im ROC—Graphen entspricht. In
[PDO3] werden Verfahren beschrieben, die es moglich machen, aus diskreten Ergeb-
nissen ROC-Graphen zu generieren.

2.5.2 AUC—-Werte

Um verschiedene ROC—Graphen miteinander zu vergleichen, ist man an einem quan-
titativen Mal interessiert. Ein solches Maf stellt dabei die Fldche unter dem ROC-
Graphen dar. Sie wird als AUC-Wert? bezeichnet und liegt stets im Intervall [0, 1]. Die
in Abbildung 2.1 dargestellte Diagonale y = x halbiert das Einheitsquadrat und besitzt
daher einen AUC—Wert von 0.5. Die Flache unter der ROC—Kurve hat eine anschauli-
che Bedeutung. Sie gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass ein zufillig ausgewéhlter posi-
tiver Datensatz hoher bewertet wird, als ein zufillig ausgewihlter negativer Datensatz.
In [HMS82] wurde gezeigt, dass die Ermittlung des AUC-Wertes dem Wilcoxon—Rang—
Test bzw. der Mann—Whitney—Statistik entspricht. Der AUC-Wert einer ROC—Kurve
kann leicht mittels Trapezoid—Methode berechnet werden. Dazu wird der Graph mit
Hilfe der Datenpunkte in Trapeze zerlegt und ein linearer Verlauf des Graphen zwi-
schen den Datenpunkten angenommen.

Beim Vergleich zweier ROC—-Graphen anhand des AUC—Wertes sollte allerdings die

3AUC = Area Under the (ROC) Curve
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Gestalt beider Kurven beriicksichtigt werden. Es ist z. B. bei sich schneidenen ROC—
Kurven moglich, dass eine Kurve einen hoheren AUC—Wert als der Vergleichsgraph
aufweist, der jedoch in bestimmten Intervallen ein besseres Klassifikationsergebnis
erzielt. Eine ROC—Analyse sollte daher den AUC—Wert und die Gestalt der Kurve um-
fassen.

2.6 Bauspartechnische Grundlagen

Bausparen ist ein freiwilliges Sparen mit dem Ziel ein Bauspardarlehen fiir wohnwirt-
schaftliche Zwecke zu erlangen. Die Verzinsung des Bausparguthabens und des Bau-
spardarlehens sind mit Abschluss des Bausparvertrages iiber eine bestimmte Bauspar-
summe festgelegt, und damit von Zinsschwankungen am Kapitalmarkt unabhingig.
Ein Bausparvertrag gliedert sich in vier Phasen [Lau05]:

1. Abschluss- bzw. Einlésephase

2. Sparphase

3. Zuteilung bzw. Auszahlungsphase
4. Darlehens- bzw. Tilgungsphase

Wird die Abschlussgebiihr direkt bei Abschluss des Bausparvertrages geleistet, so be-
findet sich der Bausparer sofort in der Sparphase. Wihrend der Sparphase zahlt der
Bausparer auf sein Konto ein, und stellt damit die Bauspareinlagen dem Bausparkol-
lektiv zur Verfiigung. Wihrend der Sparphase ist der Bausparer in seinem Sparverhal-
ten vollig frei. Die Sparphase endet mit der Zuteilung des Bausparvertrages und ist
von der Sparleistung des Sparers abhingig. Mit der Zuteilung tritt der Bausparer auch
in die letzte Phase, die Darlehensphase ein. Dabei kann der Bausparer von der Bau-
sparkasse ein Darlehen verlangen, dessen maximale Hohe sich aus der Differenz der
vereinbarten Bausparsumme zum Bausparguthaben errechnet [TCDLO02]. Der Bauspa-
rer ist im Gegenzug verpflichtet, das Bauspardarlehen mit einer von der Bausparkasse
vorgeschriebenen Mindesttilgung zu tilgen.

Abbildung 2.2 zeigt einen idealisierten Ablauf eines Bausparkontos. In der Realitit
kann der Ablauf des Bausparvertrages allerdings stark von dem dargestellten Ablauf
abweichen, da dem Bausparer innerhalb der verschiedenen Phasen unterschiedliche
Optionen zur Verfiigung stehen.

* Kiindigung
Der Bausparer kann seinen Bausparvertrag innerhalb der Sparphase jederzeit
kiindigen. Hat der Bausparer staatliche Wohnungsbaupridmie erhalten, so unter-
scheidet man zwischen Kiindigung innerhalb und aulerhalb der Sperrfrist, die
derzeit 7 Jahre betrdgt. Kiindigt ein Bausparer innerhalb der Sperrfrist, so muss
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Abbildung 2.2: Idealisierter Kontoverlauf mit konstanter Sparzahlung und konstanter
Tilgung. Der Anspargrad ist der Anteil der Bauspareinlage an der Bau-
sparsumme

er die erhaltene Wohnungsbauprimie zuriickzahlen. Wurde keine Wohnungsbau-
primie vom Bausparer bezogen, so ist es unerheblich, ob die Kiindigung inner-
halb oder auBBerhalb der Sperrfrist stattfindet.

* Fortsetzung
Wenn der Bausparer die Zuteilungsvoraussetzung erfiillt und die ihm angebotene
Zuteilung nicht annimmt bzw. keine Absicht der Zuteilungsannahme dufert, so
wird der Bausparvertrag fortgesetzt [Lau05]. Zu einem spiteren Zeitpunkt kann
der Bausparer sein Recht auf Zuteilung wiedergeltend machen.

* Auszahlungsverschiibe
Mit der Zuteilungsannahme stellt die Bausparkasse die Bausparsumme zur Aus-
zahlung bereit. Allerdings kann der Bausparer sich das Bausparguthaben und
das Bauspardarlehen zu verschiedenen Zeitpunkten auszahlen lassen. Nach Aus-
zahlung des Guthabens konnen durchaus Jahre vergehen bis der Bausparer das
Darlehen abruft. Allerdings kann die Bausparkasse — wie andere Kreditinstitute
auch — Bereitstellungszinsen vom Bausparer verlangen [Lau05].

* Sondertilgung
Der Bausparer ist berechtigt, neben der von der Bausparkasse vorgeschriebenen
tariflichen Mindesttilgung, jederzeit Sondertilgungen zu leisten. Dafiir ist vom
Bausparer keine Vorfilligkeitsentschddigung zu entrichten. Sondertilgungen fin-
den hiufig in Form von Ablosungen des gesamten Darlehens statt.

31



Kapitel 2 Modellgrundlagen

* Darlehensverzicht
Nach der Zuteilung ist der Bausparer nicht verpflichtet sein Darlehen in An-
spruch zu nehmen. Er kann ganz oder teilweise auf seinen Darlehensanspruch
verzichten. Dies ist bei hoch verzinsten Bausparvertrigen hiufig der Fall, da der
Bausparer am Kapitalmarkt eventuell bessere Konditionen vorfindet.

Daneben existieren weitere Formen des Bausparens, die sogenannten Vor- und Zwi-
schenfinanzierungsvertriage (VK/ZK—Vertrige). Beim Vorfinanzierungsvertrag gewihrt
die Bausparkasse dem Bausparer ein Vorausdarlehen. Im Gegenzug wird vom Darle-
hensempfinger ein Bausparvertrag iiber die volle Summe des Vorausdarlehens abge-
schlossen. Allerdings ist der Bausparer bei der Besparung dieses Vertrages nicht frei,
sondern muss sich an die vorgeschriebenen Sparraten der Bausparkasse halten.

Beim Zwischenfinanzierungsvertrag ist beispielsweise ein bestehender Bausparvertrag
noch nicht zuteilungsreif. Die Bausparkasse gewdhrt einen Zwischenkredit iiber die
volle Bausparsumme des nicht zuteilungsreifen Bausparvertrages. Mit Zuteilung des
Bausparvertrages wird der Zwischenkredit getilgt. Ndhere Details zu Vor- und Zwi-
schenfinanzierungsvertrdagen finden sich z. B. unter [Lau05, TCDLO02].

2.7 Kreditausfallwahrscheinlichkeiten

2.7.1 Problemstellung

In einem ersten Schritt soll der zentrale Begriff des Kreditrisikos erldutert werden. Un-
ter Kreditrisiko verstehen wir im Rahmen dieser Arbeit das Risiko, dass ein Schuldner
seinen Verpflichtungen bestehend aus Zins- und Tilgungszahlungen innerhalb eines
bestimmten Zeitraumes nicht nachkommt. Dieser Zeitraum wird in der Rahmenverein-
barung des Baseler Ausschusses fiir Bankenaufsicht mit 90 Tagen angegeben [Bas04].
Kreditausfille liegen in der Zukunft und basieren auf Prognosen. Daher liegt das Ziel
dieser Arbeit unter anderem darin, Prognosen fiir die Kreditausfille in Form von Kre-
ditausfallwahrscheinlichkeiten zu ermitteln. In der vorliegenden Arbeit werden schuld-
nerspezifische Ausfallwahrscheinlichkeiten von Privatkrediten untersucht. Dabei ge-
winnt die Betrachtung der Kreditausfallwahrscheinlichkeiten von Privatpersonen zu-
nehmend an Bedeutung. Die Anzahl der privaten Verbraucherinsolvenzen steigt im Ge-
gensatz zu den Unternehmensinsolvenzen kontinuierlich an (sieche Abbildung 2.3). Sie
umfasste im 1. Halbjahr 2006 bereits 43.600 Personen [Cre06]. Unter diesem Aspekt,
und auch im Hinblick auf die Umsetzung von Basel II, erscheint eine risikogerechte
Ermittlung der Ausfallwahrscheinlichkeiten notwendig. Die genaueren Verfahren zur
Risikomessung fithren zudem zu Erleichterungen bei der notwendigen Eigenkapital-
ausstattung der Kreditinstitute.

32



2.7 Kreditaustallwahrscheinlichkeiten

50000 T T T T T T T

45000 1

40000 |- 1

35000 |- E

30000 |- B

25000 - 1

Anzahl

20000 |- 1

15000 1

10000 1

5000 - E

0 1 1 1 1 1 1 1
2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006
Jahr

Abbildung 2.3: Entwicklung der Verbraucherinsolvenzen seit dem Jahr 2000 (jeweils
1. Halbjahr) [Cre06].

2.7.2 Quantifizierung des Kreditrisikos

Neben den schuldnerspezifischen Ausfallwahrscheinlichkeiten sind in der Praxis wei-
tere RisikomalBle von Interesse, die dazu beitragen das Kreditrisiko zu quantifizieren.
Die den Verlust bestimmenden Risikoparameter sind im einzelnen [BCKO04]:

¢ PD (Kreditausfallwahrscheinlichkeit)
Mit PD wird die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, dass ein Kreditnehmer zah-
lungsunfihig wird (PD = Probability of Default). Sie ist abhéngig von der Boni-
tit des Kreditnehmers.

* EAD (Kreditbetrag bei Ausfall)
Der Risikoparameter EAD gibt an, wie hoch die Kreditbenutzung zum Zeitpunkt
des Kreditausfalls sein wird. Er entspricht dem erwarteten Forderungsbetrag zum
Ausfallzeitpunkt (EAD = Exposure at Default).

* LGD (Verlustquote bei Ausfall)
Die Verlustquote gibt an, welchen Teil der Forderung die Bank bei Ausfall des
Kredits verlieren wird (LGD = Loss Given Default). Die Verlustquote hingt von
Art und Wert der Sicherheiten und ihrer Liquidierbarkeit ab.
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* M (Restlaufzeit)
Der Risikoparameter M bezeichnet die effektive (Rest)-Laufzeit des Kredites
(M = Maturity). Diese wird benétigt, da die Tendenz besteht, dass Kreditnehmer
im Zeitraum der Kreditlaufzeit ihre Bonitét verindern [Neu98].

Diese Parameter ermoglichen nun eine Quantifizierung des Kreditrisikos als Kosten-
faktor. Dabei wird generell zwischen erwarteten und unerwarteten Verlusten unter-
schieden. Der erwartete Verlust (EL = Expected Loss) versucht die dem Kreditgeschéft
inhdrenten Verlustrisiken abzubilden und ermittelt sich aus dem folgenden Produkt
[DeuO4]:

EL = PD - EAD - LGD. (2.5)

Die erwarteten Verluste sind eine kalkulierbare Kostenkomponente im Kreditgeschift
und werden von den Instituten bereits durch Wertberichtigungen und Zinsmargen ab-
gedeckt. Das tatsdchliche Kreditrisiko besteht allerdings aus der Ungewissheit, ob sich
der erwartete Verlust tatsdchlich einstellt, oder ob die effektiven Verluste hoher ausfal-
len. Die Abweichungen vom erwarteten Verlust werden als unerwarteter Verlust (UL =
Unexpected Loss) bezeichnet. Der unerwartete Verlust wird in [Deu04] folgenderma-
Ben quantifiziert:

UL = EAD - LGD — EL (2.6)

Die tatsdchlichen Abweichungen vom EL konnen sehr hoch sein, treten dafiir aber
relativ selten auf. Ein typisches Beispiel dafiir ist der gleichzeitige Ausfall vieler Kre-
ditnehmer aufgrund einer Rezession.

Im folgenden Abschnitt werden die Vorschlige des Baseler Ausschuss fiir Bankenauf-
sicht zur Eigenkapitalhinterlegung vorgestellt, die sich bei der Kalibrierung der Risi-
kogewichte am Konzept der unerwarteten Verluste orientierten [WBE04, WEVO1].

2.7.3 Neue Eigenkapitalanforderungen fur Kreditinstitute
(Basel Il)

Wesentliches Ziel der neuen Eigenkapitalrichtlinien Basel II ist es, die Kapitalanfor-
derungen stédrker als bisher vom eingegangenen Risiko abhéngig zu machen. Die Ei-
genkapitalunterlegung der Kredite soll an der Bonitét der Kreditnehmer ausgerichtet
werden. Zudem bietet Basel II die Moglichkeit, Sicherheiten in die Risikoermittlung
miteinzubeziehen. Ein zentraler Punkt der neuen Vereinbarung sind die quantitativen
Eigenkapitalanforderungen, die aus unterschiedlich komplexen Verfahren zur Risiko-
messung resultieren.

Dabei unterscheidet Basel II zwischen den Standard— und IRB—Ansitzen. Die Stan-
dardansitze gliedern sich in den einfachen und umfassenden Ansatz. Sie basieren auf
externen Ratings und unterscheiden sich nur in Bezug auf Behandlung und den Kreis
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zuldssiger Sicherheiten [CDELOS]. Die Standardansitze weisen den verschiedenen
Schuldnerkategorien (Ratingklassen) pauschale Risikogewichte zu. Eine beispielhaf-
te Darstellung der erforderlichen Eigenkapitalunterlegung findet sich in Tabelle 2.3.
Grundsitzlich gilt: je hoher das Risikogewicht, desto hoher das zu hinterlegende Ei-
genkapital.

Aufsichtsrechtliches Kapitalunterlegung von unbesicherten
Verfahren Unternehmenskrediten
Kredit Risiko- Unter- Eigenkapital-
in gewicht legungsatz hinterlegung
Euro der Bank
Bisherige Regelung 100.000 x 100% x 8 % = 8.000 Euro
Kiinftige Regelung 100.000 x 20%* x 8 % = 1.600 Euro
im Standardansatz x 50% x 8 % = 4.000 Euro
x 100% x 8 % = 8.000 Euro
x 150% x 8 % = 12.000 Euro
Kiinftige Regelung ~ 100.000° x 13%° «x 8 % = 1.040 Euro
im IRB—Ansatz (bis)

X 245% x 8 % = 19.600 Euro

Tabelle 2.3: Grundschema aufsichtsrechtlicher Kapitalanforderungen fiir Banken’

Im Rahmen der IRB—Ansitze setzen die Kreditinstitute eigene Risikobewertungs-
verfahren ein um die notwendige Eigenkapitalhinterlegung zu bestimmen. Die Banken
beurteilen Kreditnehmer anhand interner Rating— bzw. Risikomessverfahren, wobei ein
spezielles Verfahren nicht vorgeschrieben wird. Nach den Vorschldgen des Baseler
Ausschusses fiir Bankenaufsicht miissen die Kreditinstitute die Kreditnehmer dann in
eine von mindestens acht Ratingklassen einteilen [Bas04]. Zur Ermittlung der von Ba-
sel II geforderten Eigenkapitalhinterlegung werden die in Unterabschnitt 2.7.2 einge-

“Pauschale Risikogewichte

>Im IRB—-Ansatz wird als Berechnungsgrundlage anstelle des Kreditbetrags die erwartete Forderungs-
hohe im Ausfallzeitpunkt (EAD) verwendet.

® Auf Basis der Risikoparameter Ausfallwahrscheinlichkeit (PD), Verlust bei Ausfall (LGD) und Rest-
laufzeit (M) ermittelte Risikogewichte.

7Quelle: www.basel2.helaba.de
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fiihrten Risikoparameter benotigt. Diese Eingangsparameter werden je nach verwen-
detem Ansatz teilweise vorgegeben (IRB—Basisansatz) oder vollstindig von der Bank
geschitzt (Fortgeschrittener IRB—Ansatz). Die Risikogewichte werden mit Hilfe von
aufsichtlichen Risikogewichtsfunktionen ermittelt und orientieren sich an der Art der
zugrunde liegenden Forderung. Die Risikogewichtsfunktionen sind in [Deu04] aus-
fihrlich dargestellt. Das geforderte regulatorische Eigenkapital soll die unerwarteten
Verluste absichern. Die aufsichtlich geforderte Eigenmittelunterlegung fiir Forderun-
gen an Privatkunden (RWA) im IRB—Ansatz wird aus dem Produkt

RWA = 0.08 - EAD - RW(PD,LGD) 2.7)

ermittelt. Dabei wird im Basisansatz nur der Risikoparameter PD durch die Bank ge-
schitzt, die anderen Risikokomponenten werden aufsichtlich vorgegeben, wihrend im
fortgeschrittenen Ansatz alle Komponenten vom Kreditinstitut ermittelt werden. Der
stufenweise Aufbau der IRB—Ansiitze soll dazu dienen, den Ubergang vom Basisansatz
zum fortgeschrittenen Ansatz fiir die Kreditinstitute zu erleichtern. Eine beispielhafte
Berechnung der geforderten Eigenkapitalhinterlegung in den verschiedenen Ansitzen
findet sich in Tabelle 2.3.

Zudem besteht bei allen Ansitzen die Moglichkeit, das zu unterlegende Eigenkapi-
tal durch sogenannte Methoden der Risikominderung (Anrechnung von Garantien und
Sicherheiten des Kreditnehmers) weiter zu reduzieren. Dabei richtet sich die Anerken-
nung von Sicherheiten nach dem verwendeten Ansatz. Die Moglichkeiten der Kreditri-
sikominderung sind in Tabelle 2.3 nicht beriicksichtigt. Eine ausfiihrliche Darstellung
der Kreditrisikominderungstechniken findet sich ebenfalls in [Deu04, CDELOS].
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Kapitel 3

Vorstellung verschiedener
Klassifikationsverfahren

3.1 Neuronale Netze
3.1.1 Grundidee

Ausgangspunkt der Beschiftigung mit kiinstlichen neuronalen Netzen ist in der Regel
das menschliche Gehirn. Dort miissen Informationen gefiltert und verarbeitet werden
um zu Entscheidungen zu gelangen. Ein Neuron besitzt zur Informationsverarbeitung
drei wesentliche Komponenten [RMS90]:

* einen Information empfangenden Bereich,
¢ einen Information verarbeitenden Bereich
¢ und einen Information sendenden Bereich.

Diese Komponenten werden zur Modellierung mit neuronalen Netzen verwendet.

3.1.2 Modellierung

Der mathematische Formalismus eines einzelnen Neuron stellt ein Modell dieser drei
Komponenten dar. In einer Neuronenzelle werden die verschiedenen Informations-
kanile zusammengefiihrt und gebiindelt. Die Informationen sind mit x;, i € {1,...,n}
gekennzeichnet und liegen in Form von Datensitzen vor. Mit ¢, i € {1,...,n} wer-
den die Gewichte der Informationskanile bezeichnet. Ist ein Gewicht null, so wird
dieser Kanal abgetrennt. Als Absolutwerte konnen die Gewichte als Stirke der Verbin-
dung interpretiert werden, das Vorzeichen signalisiert dabei eine hemmende (¢; < 0)
bzw. eine verstirkende (¢r; > 0) Wirkung.

Im nichsten Schritt werden in der Neuronenzelle alle eingehenden Informationen zu
einer Gesamtgrof3e iiberlagert. Dazu wird die gewichtete Summe y = Y | ax; aller
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gefilterten Informationen gebildet. Diese gewichtete Summe wird als Nettoinput be-
zeichnet.

Der néchste Schritt stellt die Entscheidungsfindung dar. Anhand der bisherigen Infor-
mationen soll eine Ja—Nein—Entscheidung getroffen werden. Im einfachsten Fall ver-
gleicht man den Nettoinput mit einem Schwellwert «,. Ist der Nettoinput groBer als
der Schwellwert, so soll der Output des Neurons F(y) gleich eins sein, im anderen Fall
gleich null. Im mathematischen Modell lisst sich dies durch die Heaviside Sprung-
funktion auf die Differenz y — o, abbilden.

I, falls y—o0 >0

F@y) = {o; falls y—oy <0 3.1

Diese Funktion wird im Kontext der neuronale Netze als Aktivierungsfunktion be-
zeichnet. Allerdings ist der Gebrauch der Sprungfunktion stark eingeschrinkt, da sie
nicht iiberall differenzierbar ist und daher in der Netzwerkoptimierung keine Verwen-
dung findet. Daher werden in jedem Punkt des Definitionsbereiches differenzierba-
re nichtlineare Aktivierungsfunktionen verwendet. Diese werden als Sigmoidfunktion
bezeichnet.

Abbildung 3.2 zeigt ein Netz mit mehreren Neuronen in dem diese als einzelne Schich-
ten angeordnet sind, deren Verbindung stets von einer Schicht in die néchste fiihrt. Da-
bei werden die Neuronen der Eingabeschicht als Eingabeneuronen, die der mittleren
Schicht als verdeckte Neuronen und die der Ausgangsschicht als Ausgabeneuronen be-
zeichnet. Der Nettoinput y j der verdeckten Neuronen wird folgendermal3en ermittelt:

Vi = inaij 3.2)
i=1

Als Aktivierungsfunktion f, wird héufig die logistische Funktion gewihlt, da diese
in jedem Punkt ihres Definitionsbereiches differenzierbar ist. Abbildung 3.1 zeigt die
logistische Aktivierungsfunktion deren Wertebereich im Intervall [0, 1] liegt. Das Aus-
gabesignal der verdeckten Neuronen wird durch die logistische Aktivierungsfunktion
folgendermallen ermittelt:

1
14+e7i

f(yj) = (3.3)

Die Eingangssignale fiir die Ausgabeneuronen z; setzen sich daher folgendermalen
zusammen:

g = Y Buf0)) (3.4)
j=1

Dabei bezeichnet f3 I das Gewicht der direkten Verbindung zwischen verdecktem Neu-
ron y; und dem Ausgabeneuron z;. Auch hier wird, um zur Entscheidungsfindung zu
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Abbildung 3.1: Von links nach rechts: Logistische und tangens—hyperbolicus Aktivie-
rungsfunktion

gelangen, eine Aktivierungsfunktion benotigt. Wir verwenden ein zweites Mal die lo-
gistische Funktion und erhalten folgenden Ausdruck:

f( = Zﬁ]kf yJ Zﬁjkf le ,J (3.5)

Diese Netze werden aufgrund der Richtung der Informationsverarbeitung auch als
Feed-Forward—Netze bezeichnet. Eine weitere hiufig verwendete Aktivierungsfunk-
tion ist die tangens—hyperbolicus Funktion, die @hnliche Eigenschaften wie die lo-
gistische Aktivierungsfunktion besitzt. Abbildung 3.1 zeigt die tangens—hyperbolicus
Funktion.

e —e*
ef+e X

f(x) = tanh(x)=

(3.6)

3.1.3 Lernalgorithmen — Der Backpropagation—Algorithmus

Dieser Abschnitt soll den Lernalgorithmen gewidmet sein, speziell dem (Error)-Back-
propagation-Algorithmus (Fehlerriickfithrungsalgorithmus). Ziel der Lernphase ist es,
die Gewichte «; j und B % SO Zu ermitteln, dass die Anzahl der Fehlklassifizierungen
minimiert wird. Dabei werden dem Netz Trainingsbeispiele mit bekannter Klassen-
zugehorigkeit zur Verfiigung gestellt. In der Trainingsphase soll durch optimale Wahl
der Gewichte die Differenz zwischen Netzwerkklassifikation und dem zu lernenden
Zielwert minimiert werden, daher der Name Fehlerriickfithrungsalgorithmus. Zur Er-
lauterung des Algorithmus sei beispielhaft eine neuronale Netzwerkarchitektur eines
Feed-Forward—Netzes, bestehend aus Eingabeneuronen, inneren (verdeckten) Neuro-
nen und einem Ausgabeneuron gegeben.

Das Flussdiagramm in Abbildung 3.2 stellt die Informationsverarbeitung eines neuro-
nalen Netzes dar [Zim94].

39



Kapitel 3 Vorstellung verschiedener Klassifikationsverfahren

f(z) = f(jgjl ﬁjkf(ié 0t;x;))

| Ausgabeneuronen z; mitk = 1,...,1
A

3 = ]gl ﬁ]kf(yj)

n

F) =X ax)

| Innere Neuronen y; mit j=1,...,m
A
n
Yi= L %%
i=1
X; = input,
Eingabeneuronen x;, miti=1,...,n

Abbildung 3.2: Informationsfluss in einem Feed—Forward-Netz

Dabei bezeichnen x;,y ; und z;, den Nettoinput in die Neuronen der jeweiligen Neu-
ronenschicht, f(y;) und f(z;) kennzeichnen die Ausgabe der Neuronen. Als Aktivie-
rungsfunktion f wird beispielhaft die logistische Funktion gewihlt. Schichtenweise
werden in diesem Netz Informationen weiter transportiert. Dazu wird mittels der Ak-
tivierungsfunktion die Aktivitdt eines Neurons bestimmt und an die nichste Schicht
weitergegeben. Fiir nachfolgende Neuronen stellen die Aktivitdten voriger Neuronen
somit Eingangssignale dar. In einem ersten Schritt wird das Ausgangssignal anhand
vorher festgelegter Gewichte! ermittelt und fiir jedes Trainingsbeispiel ¢ mit der Ziel-
grofle verglichen. In weiteren Schritten sollen die Gewichte «; j und B ik SO bestimmt
werden, dass die mittlere quadratische Abweichung iiber alle Trainingsmuster zwi-
schen Endausgabe f(z,) und Zielwert ¢, minimiert wird. Lernen heif3t also in diesem
Sinne Fehlerminimierung. Der Einfachheit halber bezeichnen wir f(z,) als o, f(y j)
als 0; und x; als o;. Dabei signalisiert o, dass es sich um eine Ausgabe (=Output) han-
delt. Daraus ergibt sich folgende Zielfunktion des Netzwerkfehlers E (o, 3) tiber alle

IDer Initialwert jedes Gewichtsfaktors ist i. d. R. eine kleine Zufallszahl, z. B. aus dem Bereich -0.50
bis +0.50.
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3.1 Neuronale Netze

Trainingsbeispiele T':

U
=72 2 5(0c—1) > — min (3.7)
t=1k=1
bzw. fiir ein Trainingsbeispiel
L1
E(a,B)= Z E(Ok —tk)2 — min. (3.8)

k=1

Der Proportionalititsfaktor von % in Formel 3.7 dient der einfachen Herleitung der
Lernregel. Bei Verwendung der logistischen Funktion bzw. der tanges—hyperbolicus
Funktion gestaltet sich die Ermittlung der Ableitungen besonders einfach, da

f1x) = f) (1= fx)) (3.9)
bzw. fiir die tanges—hyperbolicus Funktion:
g0 =1-(g(x))? (3.10)

gilt. Wir bestimmen zur Optimierung von 3.8 die folgenden Ableitungen unter Benut-
zung der logistischen Funktion als Aktivierungsfunktion. Dabei bezeichnen A3 ik und

A, ; die AnderungsgroBen fiir die Gewichte f3 ik und o, ; [Fiis95].
1. Fehlerverinderung bei Anderung der Aktivitiit eines Ausgabeneurons o P
e, =(0,—1) (3.11)
2. Fehlerverinderung bei Anderung des Nettoinputs z . an einem Ausgabeneuron k:
0, = eo0.(l1-0,) (3.12)
3. Fehlerverinderung bei Anderung des Gewichts 3 ik Zu einem Ausgabeneuron:

Aﬁjk = §0;

i (3.13)

4. Fehlerverinderung bei Anderung der Ausgabe o

; eines Neurons der vorigen
Ebene:

l
Y 8B (3.14)
k=1
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5. Fehlerverinderung bei Anderung des Nettoinputs y j eines Neurons der vorigen
Ebene:

I
5 = kzlakﬁjkoj(l—oj) (3.15)

6. Fehlerverinderung bei Anderung des Gewichts Q;; zu einem inneren Neuron:

A, = 8.0, (3.16)

7. Fehlerverinderung bei Anderung der Ausgabe eines Eingabeneurons X;:

e, = 5jocij0i (3.17)

Abbildung 3.3 zeigt exemplarisch den vollstandigen Ablauf von Informationsfluss und
Fehlerausbreitung in einem Feed—Forward—Netz. Beginnend von der Ausgabeebene
wird riickwirts der Einfluss der Ebenen auf den Fehler E(o, 3) ermittelt. Bei Schritt
drei und sechs wurde die Verdnderung des Fehlers bei Verinderung der Gewichte f3
und o ermittelt. Der Fehler wird durch das allmihliche Anpassen der Gewichte re-
duziert. Dieser Prozess wird als Lern- bzw. Trainingsprozess bezeichnet, in dem die
einzelnen Schritte zyklisch wiederholt werden.

|  Ausgabeneuronen z; mitk=1,...,[ |

A

|  Eingabeneuronenx; miti=1,....n |

Abbildung 3.3: Informationsfluss und Fehlerausbreitung in einem Feed—Forward—
Netz
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3.1 Neuronale Netze

3.1.4 Optimierungsverfahren

Der Backpropagation—Algorithmus liefert ein Verfahren zur Berechnung der ersten
Ableitung der Zielfunktion. Damit ist noch nicht festgelegt, wie die Gewichte verin-
dert werden sollen um eine optimale Minimierung der Zielfunktion zu erreichen. Alle
Optimierungsverfahren wihlen einen geeigneten zufilligen Startwert der Gewichte.
Danach wird die Suchrichtung (Richtungsvektor) d im hochdimensionalen Raum der
Gewichte bestimmt, entlang der man eine Verbesserung der Zielfunktion erwartet. In
einem zweiten Schritt wird die Schrittweite (Lernrate) 1 in die Abstiegsrichtung fest-
gelegt. Daraus erhidlt man einen neuen Parameterwert w,_ ;. Diese Vorgehensweise
wird solange iteriert, bis bestimmte Abbruchkriterien erfiillt sind [And97]. Im Folgen-
den werden wir alle Gewichte 8 und & zu einem Parameterwert w zusammenfassen.
Die Gewichtsverdanderung kann also folgendermallen beschrieben werden:

W = watnd (3.18)

Von einem Gradientenverfahren spricht man, wenn als Suchrichtung d fiir die Mini-
mierung der negative Gradient der Fehlerfunktion verwendet wird. Dabei bestimmt der
Gradient an einer beliebigen Stelle der Fehlerfunktion den steilsten Anstieg. Es existie-
ren weitere Verfahren die nicht den Gradienten verwenden, z. B. Simulated—Annealing
oder genetische Algorithmen, auf die wir aber nicht néher eingehen wollen. Eine aus-
fiihrliche Darstellung dieser Verfahren findet sich z. B. unter [MD89]. Wir bezeichnen
mit g den Gradienten und mit E(w) die Abhéngigkeit der Fehlerfunktion von den Ge-
wichten w. Die Suchrichtung d kann folgendermaBen beschrieben werden:
dz—gz—éL(W) (3.19)
ow
Das Gradientenverfahren erzeugt eine Folge E(w,),E(w,),...,E(w,) mit der Eigen-
schaft E(w, ;) < E(w,). Entwickelt man die Taylorreihe der Zielfunktion bis zur
zweiten Ordnung erkennt man sofort, dass durch eine Verschiebung in Richtung des
negativen Gradienten eine Verkleinerung des Fehlers bewirkt wird [Zim94].

E(Wn_H) = E(w+nd)

= E(w—ng)
w z w
= £+ 25 g L CEW g 20)
2 2 w
= E(W)—n<g,g>+%g5§2)

Wird die Lernrate 11 geniigend klein gewihlt, so verliert der letzte Term durch die Mul-
tiplikation mit % schnell an Bedeutung. Da das Skalarprodukt (g,g) nicht negativ ist,
wird die Ziel- bzw. Fehlerfunktion nicht vergrofert.

Das Gradientenverfahren wird meist in erweiterter Form eines konjugierten Gradien-
tenverfahrens angewendet. Dabei wird zusitzlich eine Schrittweitensteuerung und ein
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Gedichtnisterm x eingefiihrt. Der Gedichtnisterm erlaubt es, vergangene Suchrich-
tungen d in die Berechnung des neuen Parameters w, , | miteinzubeziehen. Die Such-
richtung ergibt sich dann aus einer Uberlagerung der Richtung des steilsten Abstieges
und einer Dampfung der alten Suchrichtung d,, | = —g + kd,, mit (0 < k < 1). Wei-
tere Informationen zum konjugierten Gradientenabstiegsverfahren finden sich u. a.in
[And97].

3.1.5 Pruning-Algorithmen zur Ermittlung einer
Basisnetzwerkarchitektur

Die Netzwerkarchitektur ist dafiir verantwortlich wie gut die Zielfunktion approxi-
miert werden kann. Die Zahl der inneren Neuronen und verwendeten Gewichte ist
von entscheidender Bedeutung. Werden zu viele innere Neuronen verwendet, wird das
Rauschen der Daten abgebildet. Eine hiufig zitierte Daumenregel schligt vor, als An-
zahl der inneren Neuronen den Mittelwert der Anzahl der Ein- und Ausgabeneuro-
nen zu wihlen. Dariiber hinaus konnten Hypothesentests fiir die einzelnen Gewichte
durchzufiihrt werden. Gewichte, die nicht signifikant zur Erkldrung der unabhédngigen
Variablen beitragen, konnten vernachléssigt und durchtrennt werden.

Eine weitere Moglichkeit zur Losung dieses Problems bieten sogenannte Pruning—
Algorithmen. Ziel der Pruning—Algorithmen ist es, eine geeignete Netzwerkarchitektur
aufzustellen. Dabei ist das Vorgehen dhnlich wie bei Hypothesentests, allerdings wird
anstelle der Priifstatistik die sogenannte Saliency ermittelt, die ein Ma8 fiir die Bedeu-
tung des Gewichts darstellt. Die Saliency eines Gewicht stellt die Zunahme des Netz-
werkfehlers bei Entfernung des Gewichts aus dem Netzwerk dar. Die Herleitung des
Verfahrens und die Ermittlung der Saliency beruht auf einer Approximation der Feh-
lerfunktion durch ein Taylorpolynom zweiter Ordnung (siehe 3.20) in der Umgebung
der geschitzen Gewichte und ist in [LDS90, Zim94, And97] ausfiihrlich dargestellt.
Daneben werden in [LDS90, HS93] Verfahren zur Ausdiinnung der neuronalen Netze
vorgestellt.

3.1.6 Verwendung von neuronalen Netzen

Neuronale Netze besitzen eine hohe Lernfihigkeit und sind in der Lage auch nichtli-
neare Zusammenhinge in den Daten zu erkennen. Sie konnen ,,wichtige” Informatio-
nen aus den Datensitzen herausfiltern, indem sie Eingabeneuronen, die keinen Beitrag
zur Klassifikation leisten, vom Netz abtrennen. Zudem unterscheidet sich die Art der
Modellierung wesentlich von der Modellierung logischer Modelle. Aus diesen Griin-
den wollen wir die neuronalen Netze auf unsere Problemstellung anwenden und die
Ergebnisse mit den Ergebnissen der logischen Modelle vergleichen.
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3.2 Logisches Modell von Truemper
3.2.1 Grundidee

Das logische Klassifikationsmodell von Truemper [Tru04] zéhlt ebenfalls zu den iiber-
wachten Lern- bzw. Klassifikationsverfahren. In den folgenden Ausfiihrungen gehen
wir wieder von einer zweiklassigen Problemstellung aus. Die Grundidee des Modells
besteht darin, dass aus den Daten logische Formeln extrahiert werden, welche die Da-
tensétze separieren. Dies wird auch als logisches Lernen bezeichnet. Man sucht eine
logische Formel D, die fiir die Klasse A stets wahr und fiir die Klasse B stets falsch
liefert. Die logische Formel D separiert dann die Klasse A von B. Der Vorteil die-
ser Modellierung liegt im logischen Ansatz und der daraus resultierenden besseren
Interpretier- und Nachvollziehbarkeit der Ergebnisse.

3.2.2 Voraussetzungen

Da es sich um ein iiberwachtes Klassifikationsverfahren handelt, ist die Kenntnis der
Klassenzugehorigkeit der Datensédtze Voraussetzung. Weiterhin ist es notwendig, dass
die Daten in bindrer Form vorliegen, d. h. jedes Merkmal muss in der Form: ,,Merkmal
ist vorhanden: ja oder nein” vorliegen. Dies stellt jedoch bei allen logischen Klassifi-
katoren eine groB3e Hiirde dar, da die Daten naturgemal nicht diese Gestalt aufweisen.
Vielmehr liegen die Daten héufig in kategorischer (z. B. Beruf, Tarif, ...) oder rationa-
ler Form (z. B. Darlehenshohe, WoP—Hohe, ...) vor, die in bindre Form transformiert
werden miissen. Zur Datentransformation existieren verschiedene Methoden. Quin-
lan verwendet z. B. bei der Klassifikation mit Hilfe von Entscheidungsbiumen einen
entropiebasierten Ansatz aus der Informationstheorie [Qui93]. Dieser Ansatz wird im
folgenden Kapitel ausfiihrlich dargestellt.

Im Modell von Truemper wird ein anderer Ansatz gewéhlt. Es wird versucht, die ratio-
nalen Eintrdge in Intervalle einzuteilen, die dann entsprechend kodiert werden: ,,Ein-
trag y, liegt im Intervall [x;,x j] ja oder nein”. Diese Transformation unterscheidet sich
fiir kategorische und rationale Daten.

3.2.3 Transformation der Daten
3.2.3.1 Transformation von kategorischen Daten

Fiir kategorische Daten gestaltet sich die Transformation recht einfach, da die Anzahl
der moglichen Eintrdge in den meisten Fillen tiberschaubar ist. In diesem Fall werden
gerade so viele Variablen wie mogliche Merkmalsauspriagungen bereitgestellt. Bei-
spielsweise umfasst die Kategorie Tarif vier moégliche Merkmalsauspriagungen, daher
werden die Variablen x,, x,, x; und x, erzeugt. Stammt ein Konto aus Tarif 1, so wird
dies folgendermalBen kodiert x; = 1, x, = x; = x, = 0. Fiir die drei weiteren Tarife
wird ebenso verfahren.
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3.2.3.2 Transformation von rationalen Daten

Die Transformation von rationalen Daten im Modell von Truemper erfolgt in mehreren
Schritten. Die Grundidee der Methode besteht darin, nach abrupt wechselnden Klas-
senzugehorigkeiten zu suchen und diese als natiirliche Intervallgrenzen zu wihlen. Da-
zu werden die rationalen Eintrige aufsteigend sortiert und mit ihrer Klassenzugehorig-
keit markiert. In einem ersten Schritt werden dann die Werte (Schnittpunkte) gesucht,
an denen sich die Klassenzugehorigkeit dndert. Dabei werden bis zu drei Schnittpunkte
als Initialisierungspunkte gewihlt, die auf natiirliche Weise vier Intervalle definieren
und eine binédre Kodierung erlauben. Die Initialisierungspunkte werden folgenderma-
Ben gewihlt:

Durchsuche alle rationalen Eintréige v; nach einem Wechsel der Klassenzugehorigkeit.
Wird ein Wechsel gefunden, so wird die Differenz 51‘ ermittelt.

6 = |vi—v 4

Als Initialisierungsschnittpunkte z; werden die Werte mit dem hochsten §; gewihlt. Die
z; werden folgendermalen ermittelt:

Viep TV
z; = 2

Mit Hilfe der z; wird eine erste Transformation in logische Daten durchgefiihrt und
tiberpriift, ob die Darstellung ausreichend prizise ist um daraus logische Formeln zu
extrahieren. Dazu werden Teile eines Extrahierungsprozesses angestoflen, der in den
folgenden Kapiteln dargestellt wird. Es wird tiberpriift, ob die ,,Clash-Bedingung” (die-
se Bedingung sorgt dafiir, dass fiir alle Datensitze der Klasse B falsch geliefert wird)
eingehalten werden kann, und damit die Existenz einer trennenden Formel gewihrlei-
stet ist. Die ,,Clash-Bedingung” wird ebenfalls im folgenden Abschnitt ndher erldutert.
Falls die Bedingung mit den gewihlten z; nicht eingehalten werden kann, wird ein re-
kursiver Prozess gestartet, der die Ausgangsintervalle weiter zerlegt. Die zusétzlichen
Schnittpunkte werden wiederum mit Hilfe des Wechsels der Klassenzugehorigkeit be-
stimmt. Anschlieend wird ein weiteres Mal iiberpriift, ob die Bedingung eingehalten
werden kann. Ist dies der Fall, so bricht der Transformationsprozess ab, andernfalls
werden die Intervalle rekursiv weiter verkleinert und zusétzliche Intervallschnittpunk-
te eingefiihrt.

Die Methode wird als ,,Cutpoint—Methode” bezeichnet und wurde von Bartnikowski,
Granberry, Mugan und Truemper auch experimentell untersucht und lieferte robuste
logische Datensitze, aus denen logische Formeln extrahiert werden konnten. Weite-
re Ausfiihrungen zum ,,Cutpoint—Verfahren” und Anwendungsbeispiele finden sich in
[BGMTO04]. Das Verfahren ist auch im frei zuginglichen LEIBNIZ—-System? zur Klas-
sifikation implementiert.

’Das Softwaretool Leibniz kann kostenlos unter http://utdallas.edu/~klaus/
Leibnizprogram/leibnizmain.html heruntergeladen werden.
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3.2.3.3 Fehlende Werte

Im logischen Modell von Truemper werden zwei Klassen von fehlenden Werten unter-
schieden. Es sind die Eintrige fehlend und nicht ermittelbar moglich. Nicht ermittelbar
bedeutet, dass die Werte z. B. bei Patienten aufgrund bestimmter gesundheitlicher Kon-
stellationen nicht gemessen werden konnen. Dies verdeutlicht, dass der nicht vorhan-
dene Eintrag vom Datensatz abhédngig ist und damit in gewisser Weise Informationen
beinhaltet. Hingegen ist der Eintrag fehlend vom Datensatz unabhingig und beinhal-
tet keine Information. Es ist z. B. moglich, dass eine Messung am Patienten vergessen
worden ist. Anwendungsbeispiele zeigten [MT04], dass diese Unterscheidung sinnvoll
ist. Damit sind im Modell von Truemper folgende logische Eintrige moglich: wahr,
falsch, nicht ermittelbar und fehlend.

Sei r ein Datensatz mit den Variablen x,x,,...,x, und D, eine DNF-Klausel der Ge-
stalt D; = (x; A... Ax,). Die Variablen konnen die Werte wahr, falsch, nicht ermit-
telbar oder fehlend besitzen. Die DNF-Klausel D, liefert wahr, wenn alle entspre-
chenden wahr/falsch Eintrige im Datensatz r dazu fithren, dass D | wahr liefert. Die
Klausel D, liefert falsch, wenn eine entsprechende Variable im Datensatz r falsch lie-
fert oder ein Literal in D, existiert, dessen Auspragung in r nicht ermittelbar ist. Liefert
D, gemil diesen Definitionen nicht wahr oder falsch, so wird nicht entscheidbar als
Wahrheitswert geliefert. Dies ist allerdings nur moglich, wenn mindestens ein Eintrag
in r mit der Auspragung fehlend vorhanden ist.

Diese Vorgehensweise kann auch mit intuitiven Argumenten begriindet werden.

Beispiel 3.1. Die Datensditze p, p, zweier Patienten seien mit:

Py : X, = nicht ermittelbar, x, = wahr, x; = falsch,... ,x, = wahr
Py : x|, = fehlend, x, = wahr, x; = wabhr,... ,x, = wahr
gegeben. Dabei sind die Ausprigungen der Werte x,, ..., x, bei beiden Patienten voll-

stindig bekannt. Der Wert x| kann beim ersten Patienten p, aus gesundheitlichen
Griinden nicht ermittelt werden, beim Patient p, wurde keine bzw. eine fehlerhafte Mes-
sung durchgefiihrt. Gemdf3 obiger Definition kann D | nur wahr liefern, wenn der Wert
fiir x; bekannt ist. Fiir Patient p, liefert D, aufgrund des nicht ermittelbaren Wertes
stets falsch. Fiir Patient p, liefert D| hingegen den Wahrheitswert nicht entscheidbar.
Dies ist auch intuitiv richtig, da die Messung fiir Patient p, wiederholt werden kann,
und somit ein Wahrheitswert fiir D, ermittelt werden konnte. Eine wiederholte Mes-
sung ist fiir Patient p, nicht moglich, daher kann D, fiir p, nie den Wahrheitswert
wahr liefern.

3.2.4 Formelermittlung

Wie erhilt man bei gegebenen Datenmengen der Klassen A und B eine DNF-Klausel
D,, die fiir eine maximale Teilmenge A; aus A wahr liefert und fiir alle Datensétze aus
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B falsch erzeugt? Die allgemeine Form der DNF-Klausel D, hat folgende Gestalt:

n
/\ X; oder X oder kein Literal x ) (3.21)

Zur Generierung der Formel werden fiir j = 1,...,n zwei logische Variablen x j(neg)
und x ; (pos) eingefiihrt, die zu folgender Auswahl der Literale fiir D, fiihren:

(pos) = wahrund x;(neg) = falsch: Wihle Literal x;
x;(pos) = falschund x;(neg) = wahr: Wihle Literal —x;

(pos) = x;(neg) = falsch: Wihle kein Literal

(pos) = x;(neg) = wahr: Nicht erlaubt

Der vierte Fall wird mit folgender Bedingung ausgeschlossen:
—x;(pos) V —x;(neg), j=1,....n

Diese Bedingung besagt, dass x;(pos) und x;(neg) nicht gleichzeitig wahr liefern kon-
nen. Sei r ein beliebiger Datensatz aus A oder B, so definieren wir J = {j | x ;=
wahr in Datensatz r}, J© ={j | x; = falsch in Datensatz r}, J;, = {j | x; = nicht ermit-
telbar in Datensatz r} und J; = {j | x; = fehlend in Datensatz r}. Der Datensatz r kann
daher folgendermal3en beschrieben werden:

x; = wahr,Vj€J|

x; = falsch,VjeJ.

x; = nicht ermittelbar, Vj € J,
x; = fehlend, Vje€J,

J

Damit konnen Bedingungen formuliert werden, die von allen Datensétzen aus A und B
erfiillt werden. Wir beginnen mit den Datensitzen der Menge B. Die Klausel D; muss
fiir alle Datensétze s aus B falsch liefern. Dies ist genau dann der Fall, wenn D; das
Literal X; enthilt, Datensatz s aber die Auspriagung x = falsch besitzt bzw. D; das
Literal —x 5 enthilt, Datensatz s aber die Ausprigung x ;= wahr aufweist. Weiterhin
wiirde falsch erzeugt werden, wenn D, die Literale x j oder —x j enthilt, Datensatz s
aber das Merkmal x = nicht ermittelbar besitzt.

In logischer Formulierung sieht diese Bedingung, die im Modell von Truemper als
,Clash-Bedingung” bezeichnet wird, folgendermal3en aus:

\/ x;(neg) v \/ x;(pos), Vs€B (3.22)

JeWLUR) JEWLUT)

Die Klausel D, soll fiir eine maximale Teilmenge A; C A wahr liefern, d. h. alle Literale
miissen wahr liefern. Dies ist genau der Fall wenn, fir j € (J1 UJ;UJ;), x;(neg) =
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falsch, und fiir j € (JZUJ;UJ;), x;(pos) = falsch ist. Diese Bedingung wird als
,»Agree-Bedingung” bezeichnet und besitzt in logischer Formulierung folgende Ge-
stalt:

N wmeg)n N\ —xj(pos), VreA (3.23)
JEWLUIUIG) JEWTUILUIT)

Wir modellieren Zugehorigkeit von r in A; mit einer logischen Variablen select(r) die
wahr ist, wenn r € A, bzw. falsch, wenn r ¢ A ist.

select(r) — | /\ —x;(neg) A /\ —x;(pos)], VreA (3.24)
JeWruILuIL) JEWT UL

Die Klausel D; kann folgendermaBen ermittelt werden: Ordne jedem select(r), r € A,
Kosten in Hohe von 1 zu falls select(r) falsch liefert und 0O falls select(r) wahr liefert.
Nun kann die MINS AT-Instanz, die durch die ,,Clash— und Agree—Bedingungen” und
die Kosten von select(r) definiert ist, gelost werden. Die im LEIBNIZ-System imple-
mentierten Losungsalgorithmen entstammen unter anderem aus [RemO1]. Dort findet
man auch eine ausfiihrliche Darstellung der Losungsalgorithmen. Die erfiillende Bele-
gung entspricht unserer gesuchten logischen Formel D, die wahr fiir A| und falsch fiir
B liefert.

Die weiteren Formeln findet man mit Hilfe eines rekursiven Prozesses. Unter der An-
nahme dass A, nicht leer ist, ersetzt man A durch A\A1 und bezeichnet die neue Menge
mit A,, die daraus resultierende DNF-Klausel mit D,. Falls A, leer ist sind wir fertig
und D = D,. Ansonsten wird der Prozess fortgesetzt und wir erhalten D,. Anschlie-
Bend wird A durch A\(A; UA,) ersetzt. Die Schritte werden solange wiederholt bis
A = 0 und wir erhalten fiir D:

D=D,VD,V...VD, (3.25)

D ist damit wahr fiir alle Datensétze aus A und falsch fiir alle Datensétze aus B. Eine
ausfiihrliche Darstellung der Problemformulierung findet sich in [Tru04].

3.2.5 Existenz einer trennenden Formel

Eine trennende DNF-Formel existiert stets, wenn die Datensitze aus A und B nicht
ineinander verschachtelt bzw. identisch sind. Ein Datensatz r € A ist schwach in einen
Datensatz s € B verschachtelt, wenn fiir jede wahr oder falsch Ausprigung des Daten-
satzes r, der Datensatz s dieselbe wahr oder falsch Auspragung bzw. fehlend besitzt.

Beispiel 3.2. [Tru04] Die Menge A enthdlt den Datensatz r:

r . x,=wahr, x, = falsch, x; = nicht ermittelbar
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Die Menge B enthdilt den Datensatz s:
s x; =wahr, x, = fehlend, x; = wahr
Fiir s € B lautet die ,,Clash—Bedingung”:

x,(neg) V x;(neg)

Allerdings wird damit schon deutlich, dass dieses System nicht erfiillbar ist, da die
»Agree—Bedingung” fiir r € A gerade fordert:

—x, (neg) A —x,(pos) A x5 (pos) A —x;(neg)

Vor der Ermittlung einer trennenden DNF-Formel miissen die Daten hinsichtlich
ihrer Eindeutigkeit untersucht und gegebenenfalls verschachtelte Datensitze entfernt
werden. Das folgende Theorem zeigt, dass unter Ausschluss der schwachen Verschach-
telung stets eine trennende Formel D existiert.

Theorem 3.1. [Tru04] Seien A und B zwei Mengen von Datensditzen. Es existiert eine
trennende DNF—-Formel D, die A von B separiert, genau dann wenn kein Datensatz
r € A schwach in einen Datensatz s € B verschachtelt ist.

Beweis. Angenommen es existiert eine DNF-Formel D die A von B separiert. Wihle
einen beliebigen Datensatz r € A. Fiir diesen Datensatz liefert D den Wert wahr. Daher
muss D eine Klausel D, besitzen, dass fiir jedes Literal x j bzw. —x i€ D,, der Datensatz
reAx = wahr bzw. x = falsch besitzt. Fiir jeden beliebigen Datensatz s € B muss
D, den Wert falsch liefern. Daher miissen Literale in D, z. B. mit Index j existieren,
fiir die der Datensatz s € B x ;= nicht ermittelbar aufweist. Oder aber der Literal x ;
ist in D, enthalten und s enthélt x ;= falsch oder Literal —x ; ist in D, vorhanden und
s besitzt x = wahr. Daraus folgt, dass bei Existenz einer trennenden DNF-Formel der
Datensatz r nicht schwach in s verschachtelt sein kann.

Im zweiten Fall gehen wir von der Annahme aus, dass kein r € A schwach in ein be-
liebiges s € B verschachtelt ist. Wir definieren D als DNF-Formel, in der jede DNF—
Klausel D, durch ein r € A folgendermalen definiert ist. Fiir jedes x; = wahr bzw.
X = falsch in r, enthidlt D, den Literal x 5 bzw. —x It Mit dieser Konstruktion liefert
D, den Wert wahr fiir r. Wihle nun ein beliebiges s € B. Da r nicht schwach nicht s
verschachtelt ist, besitzt r einige Literale x ; mit wahr oder falsch Eintrigen, in denen
s gegenteilige wahr oder falsch Werte aufweist bzw. den Eintrag nicht ermittelbar be-
sitzt. Egal um welchen Fall es sich handelt, die Klausel D, liefert falsch fiir s. Daraus
schlieBen wir, dass die DNF-Formel D, die aus den Klauseln D,, r € A besteht, fiir alle
Datensitze aus A den Wert wahr liefert und fiir alle Datensitze aus B den Wert falsch
zuriickgibt. ]
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3.2.6 Wert und Bewertung einer Formel

Wir wollen uns in den folgenden Ausfithrungen mit der Bewertung der DNF-Formel
bzw. der Bewertung der DNF—Klauseln beschiftigen. Die in Unterabschnitt 3.2.4 er-
zeugte DNF-Formel ist von der Gestalt D =D,V D, V...V D,, mit D, = (x; Ax JATRRIA
xm)- Eine Klausel dieser DNF liefert den Wahrheitswert wahr, wenn alle Literale der
DNF—Klausel den Wahrheitswert wahr liefern. Die Klausel liefert den Wahrheitswert
falsch, sobald ein Literal der Klausel den Wahrheitswert falsch erzeugt.

Damit die DNF-Formel den Wahrheitswert wahr liefert, ist es ausreichend, wenn eine
der DNF-Klauseln den Wahrheitswert wahr erzeugt. Die DNF-Formel liefert hinge-
gen den Wahrheitswert falsch, wenn alle DNF-Klauseln der Formel den Wert falsch
liefern.

Die Bewertung der DNF-Formel erfolgt in Abhédngigkeit der Klassenzugehorigkeit
des Datensatzes, wie in Tabelle 3.1 dargestellt. Wenn der Wert einer Formel den Wahr-

Wahrheitswert | Formel wahr — | Bewertung
der Formel Stimme fiir
wahr A 1
falsch B 1
wahr B -1
falsch A -1

Tabelle 3.1: Formelbewertung im Modell von Truemper

heitswert wahr liefert und die Formel wahr = Stimme fiir A impliziert, so bekommt der
Datensatz den Wert +1 zugewiesen. Die Formel deutet also darauf hin, dass der Daten-
satz aus Klasse A stammt. Liefert die Formel den Wahrheitswert falsch, so bekommt
der Datensatz den Wert -1 zugewiesen. Dies bedeutet, dass der Datensatz vermutlich
aus der Menge B stammt. Impliziert die Formel wahr = Stimme fiir B, so bekommt
der Datensatz den Wert -1 zugewiesen, wenn der Wert der Formel den Wahrheitswert
wahr liefert. Liefert die Formel den Wahrheitswert falsch, so erhilt der Datensatz den
Wert +1 zugewiesen.

Im LEIBNIZ-System von Truemper konnen insgesamt 40 Formeln generiert wer-
den. Dabei garantiert jede Formel eine Teilmenge der Datensétze aus A und alle Da-
tensétze aus B richtig zu klassifizieren. Fiir jeden Datensatz werden die Stimmen aller
40 Formeln addiert. Die Gesamtanzahl der Stimmen je Datensatz schwankt daher zwi-
schen -40 bis 40. Dabei entspricht eine Gesamtanzahl von 40 Stimmen einem maxima-
len Grad der Zugehorigkeit zur Klasse A. Betrigt die Gesamtanzahl der Stimmen -40,
so entspricht dies einem maximalen Grad der Zugehorigkeit zur Klasse B. Allerdings
ist es im Modell von Truemper auch moglich, dass ein Datensatz 0 Stimmen erfiillt.
Dieser Datensatz bekommt den Wert nicht entscheidbar zugewiesen. Néihere Informa-
tionen zur Formelgenerierung finden sich in [Tru04].
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Mit Hilfe einer Testmenge wird die Klassifikationsgiite des Modells iiberpriift. Dabei
wird die Stimmanzahl jedes Datensatzes aus der Testmenge gezihlt und Sensitivitéit
und Spezifitit fiir verschiedene Schwellwerte aus dem Intervall [—40,40] ermittelt.

3.2.7 Verwendung des logischen Modells von Truemper

Das logische Klassifikationsmodell von Truemper versucht mit Hilfe einer DNF-For-
mel die Klasse A von der Klasse B zu separieren. In Kapitel 4 wird mit Hilfe der Im-
plikationentheorie der formalen Begriffsanalyse ein Modell entwickelt, das versucht
logische Regeln zu generieren. Die Zusammenfassung dieser Regeln liefert ebenfalls
DNF-Formeln, welche die Klassen unserer Problemstellung trennen sollen. Aufgrund
der Ahnlichkeiten wollen wir das Modell von Truemper fiir unsere Fragestellung ver-
wenden. Zudem ist es uns moglich das generelle Abschneiden zweier logischer Klas-
sifikationsmodelle direkt miteinander zu vergleichen.

3.3 Entscheidungsbaume

3.3.1 Grundidee

Die Entscheidungsbdume stellen ebenfalls ein tiberwachtes Lern- bzw. Klassifikations-
verfahren dar. Dabei wird versucht, Klassifikationsregeln mit Hilfe einer Baumstruktur
zu erzeugen. Die Bewertung und Auswahl der Klassifikationsmerkmale erfolgt mit
Hilfe eines entropiebasierten Ansatzes.

3.3.2 Modellierung

Ein Entscheidungsbaum verlangt als Eingabe ein Objekt das durch mehrere Attribute
beschrieben wird [RNO4]. Ziel ist es, die Objekte anhand ihrer Attribute in Klassen
einzuteilen. Dabei entspricht jeder interne Knoten im Entscheidungsbaum einem Test
auf das Vorhandensein eines bestimmten Merkmals. Die Kanten, die von den Knoten
abgehen, stellen dementsprechend die Testausginge dar. Blattknoten beinhalten das
Klassifikationsergebnis und bestimmen somit die Klassenzugehorigkeit des Pfades. Im
Idealfall befinden sich nur Datensitze einer Klasse in einem Blatt. Soll beispielsweise
das Kreditrisiko eines unbekannten Darlehensnehmers ermittelt werden, so durchwan-
dert der zugrunde liegende Datensatz ausgehend von der Wurzel den gesamten Baum,
bis er anhand verschiedener Tests an einem Blatt angelangt ist. Abbildung 3.4 zeigt
einen solchen Entscheidungsbaum zur Abschitzung des Kreditrisikos. Allerdings soll
der Baum dabei moglichst kompakt und {iibersichtlich bleiben. Er soll eine geringe
Tiefe und daraus resultierend kurze Pfade aufweisen. Damit wird eine Abbildung des
Rauschens, also ein Overfitting—Effekt vermieden. Um den Entscheidungsbaum kom-
pakt zu halten, miissen ,,wichtige” Merkmale (Merkmale, die sehr viel Information
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beinhalten) zur Klassifikation gewéhlt werden. Dadurch wird eine korrekte Klassifika-
tion mit moglichst wenig Testinstanzen erreicht. Dies wirft allerdings die Frage auf,
wie solche Merkmale ausgewihlt bzw. deren Informationsgehalt ermittelt werden soll.

Kreditwiirdigkeit?

unbekannt schlecht gut

\

Verschuldung? Sicherheiten? Verschuldung?
A
hoch niedrig keine angemessen /hoch niedrig
Sicherheiten? |hohesRisiko| Imimeres nisikol Sicherheiten?
o\ /\
keine angemessen keine angemessen

3 2 i 2
Einkommen? niedriges Risiko Einkominien? niedriges Risiko

i

bis 15 Tsd.Euro 15-35 Tsd. Euro iiber 35 Tsd. Euro bis 15 Tsd.Euro 15-35 Tsd. Euro iiber 35 Tsd. Euro

lhohes Hisiko| I mittleres Risiko | ' niedriges Risiko | [hohes Risikol | mittleres Risikol I niedriges Risikol

Abbildung 3.4: Entscheidungsbaum zur Klassifizierung des Kreditrisikos [LugO1].

3.3.3 Merkmalsauswahl

Wir suchen also nach einem Ma@ fiir die Attribute, das uns einen Entscheidungsbaum
mit moglichst geringer Tiefe liefert. Ein perfektes Attribut wiirde die Grundgesamtheit
so aufspalten, dass sich in jeder Menge nur noch Datensétze einer Klasse befinden. Ein
schlechtes Attribut wiirde nach dem Test die Datensitze in den Mengen im gleichen
Verhiltnis wie in der Ausgangsmenge zuriicklassen.

Ein geeignetes MalB hierfiir ist die erwartete Informationsmenge die ein Attribut liefert.
Der mathematische Begriff des Informationsgehaltes wurde in [SW49] definiert. Nach
Shannon ist der Informationsgehalt einer Nachricht abhéingig von der Wahrscheinlich-
keit des Auftretens des Attributes. Shannon formalisierte dies, indem er den Informa-
tionsgehalt einer Nachricht als Funktion der Wahrscheinlichkeit p des Vorkommes je-
der moglichen Nachricht als —log, p definiert hat. Der Informationsgehalt einer Nach-
richt wird dabei in Bit gemessen. Mit einem Bit konnen zwei Zustinde kodiert werden
(z. B. Kopf oder Zahl). Daher ist ein Bit Information ausreichend um eine ,,Ja—Nein”
Frage zu beantworten (z. B. Miinzwurf).
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Die Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines Merkmales C j wird folgendermaBlen er-
mittelt [Qui93]:

freq(C,.S)
N

Dabei bezeichnet S eine Menge von Datensitzen, |S| die Anzahl dieser Datensétze und
C j eine beliebige Klasse (z. B. Kopf). Der Informationsgehalt wird dabei in Bits als
—Logarithmus zur Basis 2 gemessen. Daher betridgt der Informationsgehalt der Klasse
C.

J
freq(C;,S)

) Bits.
N

—log,(

Um den Informationsgehalt aller Datensitze aus S zu bestimmen, wird iiber alle Klas-
sen C ; (z. B. Kopf und Zahl) summiert:

k C.,S C.,S
nfofs) = = L P o

=1

) Bits

Beispiel 3.3. Es soll der Informationsgehalt eines Miinzwiirfes mit einer ungefilschten
(fairen) Miinze ermittelt werden.

1 1 1 1
info(Miinzwurf) = _EZOgZ(E) - 510g2<§) = [ Bit

Die GroBe info(S) wird auch als Entropie der Menge S bezeichnet. Damit kann die
gesamte Information ermittelt werden, die bendtigt wird, um alle gegebenen Beispiel-
datensétze mit einem Entscheidungsbaum abzudecken.

Es stellt sich allerdings die Frage, welches Merkmal als Wurzelknoten verwendet wer-
den soll. Welches Attribut bzw. welcher Test liefert zu Beginn die beste Aufspaltung?
Dazu wird ein beliebiges Attribut als Testattribut gewéhlt und seine Testausginge er-
mittelt. Es wird iiberpriift, wieviel Information nach Wahl des Wurzelknotens noch be-
notigt wird, um den Baum fertigzustellen. D. h. wieviel Information steckt nach Wahl
des Wurzelknotens noch in den einzelnen Teilbidumen.

Es sei eine Trainingsmenge 7' gegeben. Wenn wir die Eigenschaft X mit n moglichen
Ausgingen als Testknoten wihlen, wird die Trainingsmenge dadurch in Teilmengen
T,,T,,...,T, zerlegt. Wird X als Wurzelknoten eingesetzt, so ist fiir die Fertigstellung
des Baumes noch folgende Informationsmenge notwendig [LugO1]:

infoy(T) = i 1zl -info(T,)
i=1
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Die GroBe infoy (T) entspricht der noch benétigten Informationsmenge, in Form der
gewichteten Summe aller entstandenen Teilbdume. Der Informationsgewinn durch die
Wahl der Eigenschaft X als Testgrof3e berechnet sich dann folgendermaBen:

gain(X) = info(T)—infoy(T)

Bei einer algorithmischen Losung des Problems (ID3—Algorithmus in [Qui93]) werden
alle Attribute X auf ihren Informationsgewinn hin untersucht. Das Attribut mit dem
hochsten Gewinn gain(X ) wird dann als Wurzelknoten gewihlt. Der ID3—Algorithmus
fiihrt diese Analyse rekursiv mit jedem Teilbaum durch bis der Baum fertiggestellt ist.

3.3.4 Erweiterungen

Mit diesem Verfahren konnen einfache Entscheidungsbiume zur Klassifikation erstellt
werden. Allerdings sind im ID3—Algorithmus folgende Probleme unberiicksichtigt:

¢ Rationale Merkmale
Wie sollen rationale Merkmalsausprigungen, wie z. B. WoP—Hohe, Einkommen,
Darlehenshohe, ... als Testgroen behandelt werden?

¢ Fehlende Werte
Jeder Test basiert auf einem beliebigen Merkmal. Wie soll klassifiziert werden,
wenn dieses Merkmal bei einem Datensatz nicht vorhanden ist?

Diese Fragestellungen wurden in der Erweiterung des ID3—Algorithmus miteinbezo-
gen. Der C4.5-Algorithmus[Qui93] ist in der Lage rationale Dateneintriige, fehlende
Werte oder verrauschte Daten zu verarbeiten.

Bei rationalen Merkmalen wie Darlehenshohe oder Spardauer werden die Trainingsda-
tensitze T beziiglich der rationalen Ausprigungen des Attributs X sortiert. Da es nur
eine endliche Anzahl dieser Werte gibt, konnen diese folgendermallen sortiert wer-
den: {v,,v,,..., v} mitv; <v, <... <y, Jeder Schnittpunkt trennt die Objekte in
zwei Klassen. Zum einen Datensitze, die im Intervall {v,,v,...,v;} liegen und zum
anderen Datensitze, die sich im Intervall {vl. L1 Vig2r - ,vm} befinden. Es existieren
genau m — 1 mogliche Schnittpunkte, die im C4.5—Algorithmus alle hinsichtlich ihres
Gewinns gain(X) untersucht werden. Die Umsetzung ist aufgrund der vorab durchge-
fithrten Sortierung relativ einfach. Die Schnittpunkte liegen genau im Intervallmittel-
punkt [Qui93]:

VitV
2

Allerdings wird die benétigte Laufzeit um einen Entscheidungsbaum zu erstellen stark
von der Sortierung dominiert. Die oben erwédhnten Operationen kdnnen in linearer Zeit
durchgefiihrt werden, die Sortierung von d rationalen Werten benétigt aber die Lauf-
zeit O(d -log(d)) [Qui93].
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Bei fehlenden Werten, die in der Realitédt hidufig auftreten, ergeben sich zwei Proble-
me. Zum einen stellt sich die Frage, wie bei fehlenden Werten, die keine Aussage
iber einen Testausgang moglich machen, in der Trainingsmenge verfahren werden
soll. Zum anderen konnen auch ungesehene Datensitze aus der Testmenge nicht klas-
sifiziert werden. Die einfachste Moglichkeit bestiinde darin, diese Datensétze fiir das
Training nicht zu verwenden bzw. bei der Validierung das Ergebnis ,,nicht klassifizier-
bar” auszugeben. Allerdings wird dadurch die Anzahl der Trainings- und Testdaten
reduziert. Da die Datenbasis in vielen Anwendungen hiufig gering ist, erscheint das
Vorgehen nicht praktikabel.

Daher wird ein probabilistischer Ansatz gewéhlt und die Ermittlung des gain(X) da-
hingehend modifiziert, dass nur Datensédtze verwendet werden, deren Merkmalsauspri-
gung fiir das Attribut A bekannt ist. Der modifizierte gain(X) ermittelt sich folgender-
mallen:

gain(X) = F-(info(T)—infoy(T))

Dabei bezeichnet F' den Anteil der Datensitze, deren Auspriagung fiir das Attribut A
bekannt ist. Zur Ermittlung des Informationsgehaltes des gesamten Baumes und eines
Attributs A, werden ebenfalls nur Datensitze mit bekannten Werten verwendet. Den
Datensitzen werden nun Gewichte zugewiesen. Kann ein Datensatz eindeutig einer
Klasse zugewiesen werden, so erhilt er das Gewicht 1. Eine solch starke Zuweisung
ist bei fehlenden Eintridgen nicht moglich. Wird ein Test X auf ein bestimmtes Attribut
A mit O,...,0, moglichen Ausgingen durchgefiihrt, so wird der Datensatz auf alle
Testausgidnge verteilt, und ihm wird die Wahrscheinlichkeit jedes Testausgangs als Ge-
wicht zugewiesen.

Die Klassifikation ungesehener Fille weist ein dhnliches Vorgehen auf. Der Daten-
satz wird den moglichen Ausgidngen mit der Wahrscheinlichkeit des Auftretens des
Ausgangs zugeordnet, er wird auf mehrere Pfade verteilt. An den Blittern angekom-
men wird die Klasse mit der hochsten Wahrscheinlichkeit gewéhlt.

3.3.5 Pruning von Entscheidungsbaumen

Bei der Modellierung mit neuronalen Netzen wurden Pruning—Methoden zur Gewichts-
ausdiinnung verwendet. Auch die Entscheidungsbdume nutzen Pruning—Methoden zur
,Entzweigung” bzw. Vereinfachung eines Baumes.

Im Idealfall wird die Generierung eines Entscheidungsbaumes so lange fortgesetzt,
bis sich in jedem Blatt nur noch Datensitze einer Klasse befinden. Dadurch entste-
hen allerdings sehr komplexe Biume, die hiufig das Rauschen abbilden, also einen
Overfitting—Effekt zur Folge haben.

Bei der Vereinfachung von Entscheidungsbiumen existieren grundsitzlich zwei Mog-
lichkeiten. Zum einen besteht die Moglichkeit in einem Blatt die Entscheidung zu tref-
fen, dass nicht mehr weiter aufgespalten werden soll. Zum anderen kdnnen bereits
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erzeugte Teilbdume im Nachhinein wieder geloscht werden.

Eine Konsequenz des Prunings ist allerdings, dass die Datensitze in einem Blatt nicht
notwendigerweise derselben Klasse angehdren miissen. Es wird also keine Klasse
mehr mit einem Blatt identifiziert, sondern vielmehr eine Klassenverteilung, die fiir
jedes Blatt eine Wahrscheinlichkeit spezifiziert, dass ein Datensatz dieses Blattes zu
einer bestimmten Klasse gehort.

Entscheidungsbdume werden hiufig dadurch vereinfacht, dass ein oder mehrere Teil-
biaume durch Blitter ersetzt werden [Qui93]. Dabei bezeichnet N die Anzahl der Da-
tensitze in einem Blatt und E entspricht der Anzahl der fehlerhaften Datensétze in
einem Blatt. Damit liefert % die Fehlerrate eines Blattes.

Unter der Annahme, dass die Fehlerrate eines Baumes einschlieBlich seiner Teilbdume
und aller Blitter vorhergesagt werden konnte, ergébe sich eine relativ einleuchtende
Pruning—Regel: Es wird von den Blittern aufwirts am Entscheidungsbaum damit be-
gonnen, jeden Teilbaum zu untersuchen der kein Blatt ist. Falls die Ersetzung des Teil-
baumes durch ein Blatt eine niedrigere Fehlerrate als die vorhergesagte Rate liefert, so
wird der Teilbaum durch ein Blatt ersetzt. Anderenfalls bleibt der Teilbaum bestehen.
Da die Fehlerrate in jedem Teilbaum reduziert wird, reduziert sich dadurch auch die
Fehlerrate des kompletten Entscheidungsbaumes.

Allerdings stellt sich die Frage, wie die Fehlerraten eines Entscheidungsbaumes vor-
hergesagt werden konnen. Dazu existieren verschiedene Moglichkeiten. Man verwen-
det neue, vom Entscheidungsbaum noch nicht gesehene Datensitze, um die Fehlerraten
vorherzusagen. Die Fehlerraten konnen dann mit den Fehlerraten der Trainingsmenge
verglichen werden. Dies hat bei geringen Datenmengen natiirlich den Nachteil, dass
zur Erstellung des Baumes weniger Daten verwendet werden konnen.

Quinlan hat einen Pruning—Ansatz entwickelt, bei dem nur die Trainingsdatensitze,
aus denen der Entscheidungsbaum erstellt wurde, verwendet werden. Dazu betrachtet
er die N Datensitze, die von einem Blatt abgedeckt werden, als N—Versuche bzw. N—
malige Wiederholung eines Versuches. Die Menge E der fehlerhaften Datensitze im
Blatt konnen als Ereignis (= Fehler) betrachtet werden. Damit kann die stark verein-
fachte Annahme getroffen werden, dass die Fehlerwahrscheinlichkeit binomialverteilt
B(n, p) ist. Fiir die vorhergesagte Fehlerwahrscheinlichkeit p gilt dann:

PX=E) = (Z) pE (1= p)VE (3.26)

Der Wert P(X = E) entspricht der Wahrscheinlichkeit, dass im Blatt genau E Fehler
auftreten.

Die vorhergesagte Wahrscheinlichkeit eines Teilbaumes ergibt sich aus der Summe der
vorhergesagten Wahrscheinlichkeiten aller Blitter dieses Teilbaumes. Der Teilbaum
wird durch ein Blatt ersetzt, wenn diese Summe grofer ist als die vorhergesagte Feh-
lerwahrscheinlichkeit des Blattes.
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3.3.6 Verwendung von Entscheidungbaumen

Die Entscheidungsbdume versuchen ebenfalls logische Regeln fiir die Klassifikation
zu finden. Sie haben zudem den Vorteil, dass sie iibersichtliche Baumstrukturen mit
relativ leicht nachvollziehbaren und iiberschaubaren Pfaden erzeugen. Dies erlaubt ei-
ne zusitzliche Validierung der in Kapitel 4 ermittelten Regelsitze.

In diesem Kapitel wurden drei unterschiedliche Klassifikationsverfahren vorgestellt.
Wir wollen sie dazu verwenden, die Klassifikationsgiite unseres Modells zu iiberprii-
fen. Daneben konnen die erzeugten Regeln der logischen Modelle mit denen des Im-
plikationenmodells verglichen werden. Zusitzlich konnen wir die Ergebnisse der lo-
gischen Modelle mit den Ergebnissen der neuronalen Netze vergleichen, die deutliche
Unterschiede in der Vorgehensweise zur Klassifikation aufweisen.
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Kapitel 4

Entwicklung eines
verbandstheoretischen
Implikationenmodells

4.1 Grundidee/Motivation

Im folgenden Kapitel wird ein verbandstheoretisches Klassifikationsmodell entwickelt,
das folgenden Anspriichen geniigen soll:

+ Uberschaubarkeit der Regelsitze

* Transparenz fiir den Anwender

* Erfassung vieler Datensitze mit den Regeln

* Ermittlung von Wahrscheinlichkeiten fiir verschiedene Klassen
* einfache Implementierung

» Ubertragbarkeit auf andere Fragestellungen

Vorab stellt sich natiirlich die Frage, welche Merkmale bzw. Merkmalskombinationen
sinnvoll zur Klassifikation verwendet werden sollen. Die Datensitze enthalten umfang-
reiche Informationen in Form einer Vielzahl von Variablen. Ziel ist es, aus dieser Viel-
zahl von Variablen, diejenigen zu extrahieren, die fiir die Klassenzugehorigkeit eines
Datensatzes verantwortlich sind. Hiufig sind dies nicht nur einzelne Merkmale, son-
dern bestimmte Merkmalskombinationen. Wie konnen solche Merkmalskombinatio-
nen aus dem umfangreichen Datenmaterial gewonnen werden? Um Zusammenhédnge
und Strukturen in Daten zu beschreiben, bietet die formale Begriffsanalyse eine Viel-
zahl von Anwendungen, die sich vor allem durch ihre Transparenz fiir den Anwender
auszeichnen. Daher wollen wir im Folgenden die Theorie der formalen Begriffsanalyse
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zur Modellbildung verwenden. Mit Hilfe der Implikationentheorie wird ein signifikan-
tes Regelwerk zur Klassifikation erzeugt.

Um der Uberschaubarkeit des Regelwerks Rechnung zu tragen, sind weitere Ar-
beitsschritte notwendig. Signifikante Regeln miissen herausgearbeitet und die Vielzahl
der gewonnenen Regeln muss geeignet zusammengefasst werden. Zur Signifikanzprii-
fung und Zusammenfassung der Regeln werden statistische Testverfahren verwendet.
In einem weiteren Schritt wird das Regelwerk bewertet und mit einem Bayesschen An-
satz bedingte Wahrscheinlichkeiten fiir die Regelsétze ermittelt.

Im Anwendungsteil der vorliegenden Arbeit wird die Modellierung dann zur Klassi-
fikation realer Bauspardarlehen und zur Ermittlung von Kreditausfallwahrscheinlich-
keiten verwendet. Zur Validierung und Uberpriifung der Generalisierungsfihigkeit der
Modellierung, wird das Verfahren auf die Originaldaten einer weiteren Bausparkasse
tibertragen. Im Anschluss daran wird auf eine Verwendung der Ergebnisse im Rahmen
von IRB—-Ansitzen eingegangen. AbschlieBend werden zwei weitere bauspartechni-
sche Fragestellungen anhand realer Kollektivdaten mit derselben Vorgehensweise un-
tersucht.

Zur logischen Modellierung miissen die Daten in bindrer Form vorliegen, d. h. ratio-
nale Merkmalsausprigungen, wie z. B. die Darlehenshohe oder das Alter eines Spa-
rers, miissen diskretisiert werden. Die Vorgehensweise zur Ermittlung bindrer Daten
wird im folgenden Abschnitt ausfiihrlich erlautert.

4.2 Datenvorbereitung/Diskretisierung

4.2.1 Bisherige Diskretisierungsverfahren

Im vorigen Kapitel wurde bereits das ,,Cutpoint—Verfahren” und ein entropiebasier-
ter Ansatz zur Diskretisierung vorgestellt. Einen Vergleich der beiden Ansitze, sowie
weitere Verfahren zur Erzeugung logischer Daten, findet man in [MTO04]. Dort wurden
Datensitze mit verschiedenen Verfahren diskretisiert und die Klassifikationsergebnis-
se, die mit vier unterschiedlichen Modellen erzeugt wurden, miteinander verglichen.
Die Untersuchung lieferte das Ergebnis, dass die Giite des jeweiligen Diskretisierungs-
verfahrens stark vom verwendeten Klassifikationsmodell abhéngt.

4.2.2 Ansatz der inhaltlichen Diskretisierung

Im vorliegenden Datenmaterial sind eine Vielzahl ,,bauspartechnischer” Informatio-
nen enthalten, die sich groftenteils aus der Tarifgestaltung der Bausparkassen ergeben.
Es bietet sich daher an, dieses Expertenwissen bei der Diskretisierung der Daten ein-
flieBen zu lassen. Eine eingehende Analyse der in den Daten vorhandenen rationalen
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Merkmale bestirkte diese Vorgehensweise [EFMO04].

Zur Modellierung unserer Fragestellung konnen beispielsweise die Merkmale Dar-
lehenshohe, Spardauer, Alter und Hohe der Wohnungsbauprimie (WoP) verwendet
werden. Die Bedeutung der inhdrenten bauspartechnischen Informationen, und dar-
aus resultierend das Vorgehen zur Diskretisierung, wird am Merkmal Spardauer kurz
dargestellt. Die Spardauer bezeichnet die Anzahl der Jahre vom Abschluss eines Bau-
sparvertrages bis zur Zuteilung. Dabei ist der Bausparer frei in seinem Sparverhalten.
Allerdings schlagen die Bausparkassen den Sparern in ihren Tarifwerken bestimmte
Regelsparraten vor, um moglichst ,.effizient” zum Sparziel zu gelangen.

Tabelle 4.1 zeigt die notwendigen Tarifparameter zur Ermittlung der Spardauer. Die
Regelsparrate ist in Promille pro Monat angegeben und bezieht sich auf die volle Bau-
sparsumme. Die Mindestwartezeit in Monaten bezeichnet die Anzahl der Monate nach
Abschluss, in denen der Bausparvertrag nicht zugeteilt werden darf. Die vorgeschla-

‘ Tarifname H Anspargrad in % ‘ Regelsparrate ‘ Mindestwartezeit ‘

Tarif 1 40 4 18
Tarif 2 50 7 18
Tarif 3 40 4 18
Tarif 4 50 4 60

Tabelle 4.1: Auszug aus den Tarifkonditionen der Ausgangsbausparkasse'

gene Regelsparrate ist fiir den Bausparer nicht verbindlich, dennoch gibt es einen er-
heblichen Anteil sogenannter Regelsparer, die sich an der Rate orientieren. Die Min-
destwartezeit gibt eine untere Schranke fiir die Spardauer an.

Beispiel 4.1. Ermittlung der Spardauer in Abhdngigkeit der Regelsparrate
Der Ansatz

Anspargrad =~ x-Regelsparrate-12
liefert fiir den Tarif 1

04 =~ x-0.004-12
8.33 (Jahre).

Q

X

Da in dieser Berechnung keine Zinszahlungen beriicksichtigt sind, wird der Wert ab-
gerundet und man erhdilt eine Spardauer von acht Jahren im Tarif 1. Mit demselben
Verfahren ergibt sich eine Spardauer von sechs Jahren im Tarif 2, acht Jahren im Tarif
3 und zehn Jahren im Tarif 4.

Die angegebenen Tarifparameter beziehen sich auf iltere Tarifgenerationen und wurden umbenannt.
Neuere Tarife wurden in der Untersuchung nicht beriicksichtigt.
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Die Intervalle fiir die Diskretisierung orientieren sich an den so ermittelten Spar-

dauern. Da die ermittelten Groen nur Richtwerte und keine feste Vorgabe an den
Bausparer darstellen, werden die Intervalle fiir alle Tarife verwendet. Ein Bausparer
in Tarif 1 oder 4 kann durchaus seine Sparphase innerhalb sechs Jahren, z. B. durch
Soforteinzahlungen beenden. Als untere Schranke im Tarif 4 kann eine Mindestlauf-
zeit von fiinf Jahren angegeben werden, die durch unsere Intervalle iiber alle Tarife
nicht verletzt wird. Eine kurze Spardauer betrigt weniger als sechs Jahre, eine mittlere
Spardauer liegt zwischen sechs und zehn Jahren, und eine Spardauer von iiber zehn
Jahren bezeichnen wir im Folgenden als lang. Die Diskretisierung der weiteren ratio-
nalen Variablen wurde mit Expertenwissen auf dhnliche Weise durchgefiihrt und ist im
Anwendungsteil dieser Arbeit dargestellt.
Zum Vergleich der Klassifikationsmodelle mit dem verbandstheoretischen Implikatio-
nenmodell wurde die inhaltliche Diskretisierung fiir das Modell von Truemper und die
Entscheidungsbdume verwendet. Daneben wurden die Modelle mit ihrer urspriinglich
implementierten Diskretisierungsmethode getestet. Eine ausfiihrliche Darstellung die-
ser Ergebnisse findet sich ebenfalls im zweiten Teil dieser Arbeit.

4.3 Ermittlung der Merkmalskombinationen

In den folgenden Ausfithrungen wird das generelle Vorgehen zur Ermittlung von signi-
fikanten Merkmalskombinationen dargestellt. Die Vorgehensweise wird allgemein und
unabhingig von der zugrunde liegenden Problemstellung formuliert.

4.3.1 Problemformulierung und Losungsansatze

Mit Hilfe der inhaltlichen Diskretisierung erhilt man eine (m,n)-Matrix mit m Gegen-
stinden und n bindren Variablen. Die Menge aller Gegenstidnde bezeichnen wir mit G,
die Menge aller bindren Merkmale mit M. Dabei gilt |G| = m und |M| = n. Anhand der
Matrix sollen fiir die Klassifikation relevante Merkmale bzw. Merkmalskombinationen
ermittelt werden. Triviale Merkmale, d. h. Merkmale die keinen Beitrag zur Klassifika-
tion leisten, sollen ebenfalls erkannt werden bzw. im Regelwerk nicht mehr auftauchen.
Da es sich um ein iiberwachtes Klassifikationsproblem handelt, ist das Zielattribut
w ¢ M (ndmlich die Klassenzugehorigkeit) bekannt, das unsere Ausgangsmatrix in
zwei Teilmatrizen zerlegt. Zum einen die Teilmatrix GT, die alle Gegenstiinde umfasst,
die das Zielattribut w besitzen, und die Teilmatrix G, die alle Gegenstinde enthilt, die
w gerade nicht besitzen. Es sollen Regeln formuliert werden, welche die strukturellen
Zusammenhinge innerhalb beider Teilmatrizen erfassen und damit unsere Ausgangs-
vermutung bestitigen.

In [FT02] wird mit Hilfe der ,,Clash— " und ,,Agree-Bedingungen” eine trennen-
de DNF-Formel D = D,V D, V...V D, ermittelt, welche die Datensétze gemél ihrer
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Klassenzugehorigkeit separiert. Zur Bewertung ungesehener Testfille wird die Anzahl
der erfiillten Formeln pro Datensatz gezihlt. Allerdings werden bei der Formulierung
der Bedingungen alle Variablen verwendet, ohne deren Beitrag zur Klassifikation zu
untersuchen. Dies widerspricht unserer Zielvorstellung, dass signifikante Strukturen
herausgearbeitet werden sollen, um ein iiberschaubares Regelwerk zu erhalten. Auch
fiir triviale Merkmale bzw. Merkmalskombinationen werden Bedingungen formuliert.
Wir suchen daher nach einem Verfahren, dass uns die innere Struktur der beiden Ma-
trizen G* und G, die wir im Folgenden auch als Mengen bezeichnen wollen, her-
ausarbeitet. Wir werden einen verbandstheoretischen Ansatz zur Ermittlung der Merk-
malskombinationen wihlen, da die formale Begriffsanalyse geeignete Verfahren zur
strukturellen Untersuchung von Daten liefert.

In [GKO0O0, GKO1] wird ein Ansatz vorgeschlagen, bei dem mit Hilfe von Implika-
tionen Hypothesen zur Klassifizierung erstellt werden. Ganter und Kuznetsov gehen
dabei ebenfalls von zwei Grundmengen aus, die positiven Beispiele (G™), welche das
Zielattribut w besitzen und die negativen Beispiele (G ), die w nicht besitzen. Diese
Hypothesen sollen Objekte mit unbekanntem Zielattribut klassifizieren. Grundannah-
me bei der Formulierung von positiven Hypothesen ist, dass bestimmte Mengen von
Attributen existieren, die nur von positiven Beispielen erfiillt werden, aber von kei-
nem negativen Beispiel. Dasselbe gilt natiirlich fiir die Formulierung von negativen
Hypothesen. Positive und negative Hypothesen sind folgendermalen definiert:

Definition 4.1. [GKOO] Eine positive Hypothese im Hinblick auf das Zielattribut w, ist
ein Gegenstandsinhalt des Kontextes K™ = (G, M,I), der nicht Gegenstandsinhalt g
eines negativen Beispiels g € G~ ist. Ein Objekt g € G besitzt eine positive Hypothese,
wenn

g = {meM|(gm)el}
eine positive Hypothese enthdlt. Analoges gilt fiir negative Hypothesen.

Mit Hilfe der Implikationentheorie werden Hypothesen in Form von Gegenstandsin-
halten formuliert, die zur Klassifikation unbestimmter Objekte verwendet werden. Ein
Objekt besitzt dann das Zielattribut w, falls es eine positive Hypothese erfiillt, und es
besitzt das Zielattribut nicht, falls es eine negative Hypothese erfiillt. Ein unbestimm-
tes Objekt wird positiv bewertet, wenn es eine positive, aber keine negative Hypothese
erfiillt. Die negative Zuordnung eines unbestimmten Objektes verlduft ebenso.

Diese Vorgehensweise erscheint fiir unsere Problemstellung jedoch nicht praktika-
bel. Allein die Grundannahme, dass Hypothesen in Form von Gegenstandsinhalten
existieren, die ausschlieBlich in einer der beiden Mengen G* oder G~ auftreten, berei-
tet bei dem vorliegenden umfangreichen Datenmaterial Probleme. Ein kurzes Beispiel
soll dies verdeutlichen.
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Beispiel 4.2. In den untersuchten Mengen G und G~ ist die bincire Variable ,, Weiteres
Darlehenskonto in Zahlungsschwierigkeiten? Ja oder Nein” folgendermaflen verteilt:

Variable Menge G* | Menge G~ Hat ein Darlehensnehmer bereits ein
vorhanden? (in %) (in %) Darlehenskonto, das sich in Zahlungs-
Ta 32.83 0.10 verzug befindet, so ist davon auszugehen,
Nein 6717 99.00 dass das Darlehenskonto ebenfalls in

Zahlungsschwierigkeiten geraten wird.

Allerdings existieren im vorliegenden Datenmaterial auch endgetilgte Konten (g €
G™), die ein weiteres Darlehenskonto in Zahlungsverzug besitzen. Daraus liefe sich
mit dem eben vorgestellten Ansatz keine positive Hypothese formulieren, obwohl eine
solche Hypothese sinnvoll wiire.

Eine weitere Schwachstelle liegt in der Bewertung der unbestimmten Objekte. Es

existieren sicherlich Konten, die sowohl positive als auch negative Hypothesen erfiil-
len. Daneben dringt sich dem Leser die Frage auf, ob ein Konto das mehrere positive
Hypothesen erfiillt, genauso zu bewerten ist, wie ein Konto das nur eine positive Hy-
pothese erfiillt. Hier erscheint eine differenzierte Bewertung der erfiillten Hypothesen
angebracht.
Um die angefiihrten Nachteile zu beseitigen, werden wir in unserer Modellierung die
Annahme der Eindeutigkeit der Hypothesen verwerfen und die kombinierbaren ermit-
telten Merkmalskombinationen empirisch bewerten. Allerdings wollen wir die Regeln
ebenfalls auf Basis der Implikationentheorie formulieren. Mit Hilfe des Zielattribu-
tes w ¢ M wollen wir die Datenmenge in zwei Teilkontexte Kt := (G*,M,I") sowie
K™ :=(G*,M,I") zerlegen.

Um Merkmalszusammenhiénge zu erarbeiten, bietet die formale Begriffsanalyse ver-
schiedene Methoden. Zum einen konnen alle Begriffsinhalte ermittelt und daraus ein
Liniendiagramm erstellt werden. Damit erhiilt man einen Uberblick iiber die Struktur
des Kontextes. Allerdings kann die Anzahl der Begriffe exponentiell mit der GréBe des
Kontextes wachsen [Lin99]. So kann ein Kontext (G,M,I) mit |G| = m und |M| = n,
maximal bis zu 2! Begriffe besitzen, mit [ = min(m,n).

Um die hohe Anzahl von Begriffen zu reduzieren wird in [Stu02] nach hiufigen Be-
griffen gesucht. Dazu werden fiir einen Kontext die sogenannten Triger (,,support’)
berechnet.

Definition 4.2. [Stu02] Der Support einer Merkmalsmenge X C M fiir einen Kontext
(G,M,I) ist gegeben durch:

X

supp(X) = —

|Gl

Damit konnen die Begriffsinhalte zusitzlich nach ihrer relativen Hiufigkeit des Auf-
tretens bewertet werden. Diese Art der Analyse erlaubt es, Kontexte bzw. Liniendia-
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gramme zu erstellen, die nur die hdufigsten Begriffsinhalte enthalten. Diese Begriffs-
verbinde werden auch als Eisbergverbédnde bezeichnet. Eine Einfithrung in die Theorie
der Eisbergverbédnde findet sich ebenfalls in [Stu02].

Unsere empirische Regelformulierung erlaubt im Gegensatz zu [GKO00], dass eine Re-
gel sowohl in der Menge der positiven als auch in der Menge der negativen Beispiele
auftritt. Ein hiufiger Begriff im Kontext K* kann dquivalent als hiufiger Begriff in K~
vorhanden sein. Im Hinblick auf unsere Zielformulierung wurden dadurch keine signi-
fikanten Strukturen fiir die Mengen G* und G~ erschlossen. Daher miissen bei der
Regelformulierung beide Kontexte K* und K~ beriicksichtigt, und moglicherweise
auch eine Vielzahl von Begriffen untersucht werden. Die Verwendung von Eisbergver-
bénden fiir unsere Problemstellung erscheint daher ebenfalls nicht praktikabel.

Bei einer hohen Anzahl von Gegenstinden und einer relativ kleinen Menge von
Merkmalen bietet es sich an, den Kontext anhand der Implikationen zwischen den
Merkmalen zu erschlieBen [GW96]. Dies hat den Vorteil, dass die Anzahl der Impli-
kationen deutlich geringer als die Anzahl der Begriffsinhalte ist, dadurch aber keine
Informationen des Kontextes verloren gehen. Die Formulierung von Regeln mit Hilfe
von Implikationen weist Ahnlichkeiten zur Definition 4.1 von Ganter und Kuznetsov
auf, wie folgendes Lemma zeigt.

Lemma 4.1. Seien A, B C M. Die Implikation A — B gilt genau dann in einem Kontext
K = (G,M,I), wenn A — B fiir das System g' := {m € M | (g,m) € I} der Gegen-
standsinhalte gilt, also von jedem Gegenstandsinhalt respektiert wird.

Beweis. Gelte A— Bim Kontext K = (G,M,I)undseig € G.Esfolgt: AC g’ = g" C
A =g =g"DA"DB.

Gilt umgekehrt fiir jeden Gegenstandsinhalt g’ die Beziehung A C g’ = B C ¢/, so
ergibt sich fiiralle h€e G:he A'=ACH =B Ch = he B'. Damitist A’ CB =
BCA”und A — B giltin K. 0

Daraus folgt, dass A — B genau dann im Kontext K = (G,M,I) gilt, wenn A — B
von jedem Begriffsinhalt respektiert wird.

Beweis. Wird A — B von jedem Begriffsinhalt respektiert, so auch von jedem Gegen-
standsinhalt. Daraus folgt nach dem eben Bewiesenen A — B gilt in K.

Gilt A — B in K und sei T C M Begriffsinhalt, d.h. T = T”. Wir erhalten A C T =
A" CT" = BCT"=T.T respektiert also A — B. 0

Die mit Hilfe der Implikationentheorie formulierten Regeln respektieren also alle
Begriffsinhalte der Kontexte K™ und K. Ziel ist es, eine handliche Menge von Im-
plikationen der Kontexte K™ und K~ zu finden, aus denen anschlieBend Regeln zur
Klassifikation erzeugt werden konnen.
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4.3.2 Ermittlung der Stammbasis der Implikationen

Zur Ermittlung einer Stammbasis von Implikationen verwenden wir den Ganter—Algo-
rithmus, der auch als Next—Closure—Algorithmus bezeichnet wird. Er ermittelt sukzes-
sive alle Begriffs- und Pseudoinhalte und basiert auf einer totalen Ordnung auf den
Begriffen. Ausgehend vom kleinsten Begriff wird der jeweilige Nachfolger ermittelt.
Dazu definieren wir eine lexikographische Ordnung < auf der Menge aller Teilmen-
gen von G, die auf einer lexikographischen Ordnung der Mengen G und M aufbaut:
M = {m; <m,... < my,} und analog fiir G.

Definition 4.3. Lexikographische Ordnung

Von zwei verschiedenen Mengen A, B C M heif3it A lexikographisch kleiner genau dann,
wenn das kleinste Element, in dem sich A und B unterscheiden, in B enthalten ist.
Formal:

A<B <= A<,B

= Fpa AN{L2, =1} =BN{1,2,...,i—1}

Zusitzlich ist die Operation @, die eine neue Merkmalsmenge bestimmt, folgender-
malen definiert:

Definition 4.4. Fiir A C M sei:
Adi=(An{1,2,...,i—1}Hu{i})"

Fiir A <, B und A @ i kbnnen folgende Aussagen verifiziert werden:

() A<B: <= A<,BfireinicM.

2) A<iBundA<ijiti<j:>C<iB.

B) iI¢A=>A<ADI

(4) A <, Bund B Begriffsinhalt == A®iC B,d h A®i<B.
(5) A <, Bund B Begriffsinhalt == A <; A®/.

Mit Hilfe der Operation & lédsst sich zu einem Begriff der lexikographisch néchste
Begriff bestimmen, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 4.1. [GW96] Der kleinste Begriffsinhalt, der bzgl. der lexikographischen Ord-
nung grofer ist als eine gegebene Menge A C M, ist

Adi,
wobei i das grifite Element von M ist mit A <; AD L.

Beweis. Sei A" der kleinste Inhalt nach A bzgl. der lexikographischen Ordnung. We-
gen A <A™ istA <; A" fiir ein i € M nach (1) und damit A <; A @i nach (5). Nach (4)
folgt A®i < AT, also A®i=A" wegen A < A@i. Dass i das groBte Element ist mit
A <;A®i, ergibt sich aus (2), denn A <; A® j mit j # i hat wegen A@i =A" <A j
nach (2) j < i zur Folge. ]
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4.3 Ermittlung der Merkmalskombinationen

Jetzt wollen wir uns mit Hilfe eines geeigneten Hiillensystems mit der lexikographi-
schen Konstruktion von Begriffs- und Pseudoinhalten befassen. Als Grundlage bend-
tigen wir folgenden Hilfssatz:

Hilfssatz 4.2. [GW96] Sind P und Q Begriffs- oder Pseudoinhalte mit P # Q,P ¢
Qund Q ¢ P, so ist PN Q ein Begriffsinhalt.

Beweis. Sowohl P als auch Q, und damit auch PN Q, respektieren alle Implikationen
in £ mit Ausnahme von P — P” und Q — Q". Ist P # PN Q # Q, so respektiert PN Q
auch diese Implikationen, ist also ein Inhalt. O

Als unmittelbare Folge des Hilfssatzes 4.2 erhilt man:

Hilfssatz 4.3. [GW96] Die Menge aller Teilmengen von M, die Begriffs- oder Pseu-
doinhalte eines Kontextes (G,M,1) sind, ist ein Hiillensystem. O

Der Hiillenoperator zu diesem Hiillensystem entsteht durch Modifikation aus dem
Operator L. Ausgehend von einer Menge X € M bilden wir sukzessive

X = XU|{B|A—>B€LACX A£X}

X = XF Ul {Bl|A—BeLACXE A£XE)

und so fort, bis schlieBlich eine Menge £*(X) mit £*(X) = £*(X)*" erreicht ist. Diese
ist dann der gesuchte Pseudo- oder Begriffsinhalt.

Der Satz 4.1 ist der Kern von Ganters Algorithmus und zeigt, wie der gesuchte Be-
griffsinhalt zu finden ist. Das Vorgehen des Algorithmus kann auch folgendermallen
beschrieben werden:

1. Die Menge L aller Implikationen wird auf die leere Menge gesetzt.
2. Der lexikographisch kleinste Begriffs- oder Pseudoinhalt ist .

3. Ist A als Begriffs- oder Pseudoinhalt bestimmt, so findet man den lexikogra-
phisch nichsten Begriffs- oder Pseudoinhalt, indem man alle Merkmale i € M\ A
priift, beginnend mit dem groften, und dann in absteigender Reihenfolge, bis
erstmals A <, L*(A®1) gilt.

L*(A@i) ist dann der nichste Begriffsinhalt.

4. Gilt L*(A®i) = (L*(ADi))”, dann ist L*(A @) ein Begriffsinhalt. Ansonsten
ist er Pseudoinhalt und die Implikation £*(A & i) — (L*(A®i))” wird zu L
hinzugefiigt.

5. Wenn L*(A @ i) = M, dann Ende, sonst A < L*(A @) und weiter bei 3.
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Die Vorgehensweise des Algorithmus soll an einem kurzen Beispiel mit Hilfe einer
Tabelle dargestellt werden.

Beispiel 4.3. Die Implikationen und Begriffsinhalte des Beispielkontextes sollen er-
mittelt werden. Dabei bezeichnet B.1. einen Begriffsinhalt, P1. einen Pseudoinhalt und
damit eine Implikation.

a|b|c|d
1 X
21 XX
3 X | X
4 X
A |i |A®i| LA®I) | A<, LY(A®DI)? (L*(A®0) | L Inhalte
6 |d |d d 0<,dJa cd d—c d=P.L
d d c c d<.cla c - c=B.I.
c d | cd cd d<,cdlJa cd - cd=B.I.
cd | b2 | b b cd <, bla b - b=B.I.
b |d | bd bdc b <, bdc Nein wg.c
b c bc bc b <. bcla abcd bc — ad | be=PI.
bc | d | bed | abcd bc <;abcd Nein wg.a | - - -
bc | a a a bc<g,ala ab a—b a=PlL.
a |d | ad abcd a <, abdc Neinwg.c | - - -
a | c | ac abcd a <. abdc Nein wg.b | - - -
a | b | ab ab a<,abla ab - ab=B.I.
ab | d | abd | abcd ab <, abcd Nein wg.c | - - -
ab | ¢ abc abced ab <. abcd Ja abced - abcd=B.L

Tabelle 4.2: Durchfiihrung des Next—Closure—Algorithmus fiir den Beispielkontext

Der Algorithmus liefert folgende Stammbasis der Implikationen:
L={d— c,bc—ad,a— b}

Zusdtzlich werden die Begriffsinhalte ausgegeben, die im Folgenden nur durch ihre
Merkmale angegeben werden.

B ={(0),(c),(cd),(b), (ab), (abcd)}

Der Algorithmus Next—Closure berechnet alle Begriffs- und Pseudoinhalte eines
Kontextes mit der Komplexitit O(|M|?-|G| - |B(G,M,I)|) [Lin99]. Die Ableitungsope-
ration " mit ihrer Komplexitit O(|M|- |G|) muss maximal |M|-mal ausgefiihrt werden.
Dabei bezeichnet |B(G,M,I)| die Anzahl der Begriffe, die exponentiell mit der GroBe

’Die Merkmale d und ¢ miissen nicht mehr untersucht werden, da sie im Begriffsinhalt (cd) selbst
liegen. Diese Schritte werden im Folgenden nicht mehr aufgefiihrt.
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des Verbandes wachsen kann. In [Lin99] wird unter anderem eine Komplexitétsre-
duktion des Algorithmus vorgestellt. Diese bezieht sich auf Kontexte, die aus einer
Erginzung eines bestehenden Kontextes entstehen. Der Kontext kann unter Verwen-
dung des Verbandes des urspriinglichen Kontextes berechnet werden. Dadurch wird
eine vollstandige Neuberechnung des Verbandes vermieden und die gewiinschte Kom-
plexitétsreduktion erreicht.

In [KOO02] werden weitere Algorithmen zur Ermittlung von Begriffs- und Pseudoinhal-
ten vorgestellt und Laufzeitvergleiche durchgefiihrt. Dabei zeigte sich, dass die Lauf-
zeiten der verschiedenen Algorithmen sehr stark von der Grofle des zu untersuchen-
den Kontextes abhingen. Aufgrund der Ergebnisse von [KOO02] und der bestehenden
Implementierung in ConImp® wurde zur Ermittlung der Stammbasis der Algorithmus
Next—Closure gewdhlt.

4.4 Auswahl der ermittelten
Merkmalskombinationen

Mit Hilfe des Next—Closure—Algorithmus sind wir jetzt in der Lage aus den Kontex-
ten K™ und K~ die Stammbasis der Implikationen zu ermitteln. Alle Gegenstiinde
des jeweiligen Kontextes respektieren diese Implikationen. Allerdings ist die Anzahl
der Implikationen zur Ermittlung eines iiberschaubaren Regelwerkes immer noch sehr
hoch. Unser Ziel ist es daher, die fiir die Klassifikation relevanten Implikationen aus
der Stammbasis herauszuarbeiten. Dazu bedarf es allerdings einiger Vorarbeiten.

Um die Anzahl der Implikationen der Stammbasis zu reduzieren, werden zum einen
nur Implikationen ausgewihlt, die nicht trivialerweise von den Trainingsbeispielen er-
fiillt werden. Fiir unsere empirische Untersuchung wollen wir ausschlieBlich Implika-
tionen A — B mit A, B C M mit erfiillter Primisse betrachten.

Eine weitere Reduzierung der Implikationen wird dadurch erreicht, dass der An-
teil der Trainingsbeispiele, welche die Implikation echt erfiillen, einen bestimmten
Schwellwert § € R iiberschreiten muss. Es existieren Implikationen in der Stammbasis,
die nur von wenigen Objekten echt erfiillt werden. Ziel unseres Modells ist es jedoch,
grundlegende Strukturen bzw. signifikante Implikationen herauszuarbeiten, mit deren
Hilfe anschlieBend viele Objekte richtig klassifiziert werden konnen. Der Schwellwert
0 wird in unserem Modell auf 10 % gesetzt, d. h. Implikationen fiir die gilt:

% <8 mit §={g'|g € Grespektiert A — B}

’Das Programm kann kostenlos unter http://www.mathematik.tu-darmstadt.de/
~burmeister/ heruntergeladen werden.
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werden in unserer Untersuchung vernachldssigt. Diese Vorgehensweise kann intuitiv
damit begriindet werden, dass durch diese Implikationen Einzelfille abgebildet wer-
den, die bei der Klassifikation einer Testmenge zu einem Overfitting—Effekt fithren.
Implikationen, die von vielen Objekten echt erfiillt werden, liegen im zugehdrigen
Begriffsverband B(G,M,I) in der Nihe des Einselements, auf dem alle Gegenstin-
de liegen. Dementsprechend liegen auf dem Nullelement alle Merkmale. Je nidher ein
Merkmal A C M am Einselement in B(G,M, ) liegt, umso mehr Gegenstinde g € G
besitzen das Merkmal. Ebenso gilt, je niher ein Gegenstand g € G in B(G,M,I) am
Nullelement liegt, umso mehr Merkmale m € M besitzt er. Hiufige Implikationen lie-
gen im Hasse—Diagramm also ndher am Einselement und spiegeln daher den grundle-
genden Aufbau von B(G,M,I) wider.

4.5 Ermittlung von signifikanten Implikationen fur
die Mengen G und G~

4.5.1 Auswahl des Testverfahrens

Nach Auswahl von hiufigen, echt erfiillten Implikationen stellt sich die Frage, ob die
Implikationen der Kontexte K+ und K~ auch signifikant fiir die Mengen G und G~
sind. Eine Implikation des Kontextes K kann genauso hiufig in der Menge G, wie in
der Menge G~ auftreten. Analoges gilt fiir Implikationen des Kontextes K™. Es muss
eine Priifstatistik gewihlt werden, die in der Lage ist zu testen, ob eine Implikation des
Kontextes KT signifikant hiufiger in der Menge G als in der Menge G~ auftritt. Die
Statistik stellt hier eine Vielzahl an Hypothesentests zur Verfiigung. Eine Ubersicht der
Testverfahren findet sich z. B. in [BLKO06].

Die vorliegende Fragestellung kann auch folgendermaBen formuliert werden: ,,Ist
das Auftreten von Implikation i unabhiingig von der Menge aus der das Beispiel stammt
7’ Damit haben wir eine erste statistische Unabhéngigkeitshypothese formuliert.

Zum Testen von Unabhingigkeitshypothesen existieren verschiedene Priifstatistiken.
In Kapitel 2 wurde der exakte Test von Fisher vorgestellt, der den Vorteil hat, dass
die PriifgroBe nicht durch eine Verteilung approximiert werden muss, sondern direkt
ermittelt werden kann. Allerdings ist der Test eher fiir kleinere Stichprobenumfinge
geeignet, da sich hier die Verteilung der TestgroBe ohne allzu gro3en Aufwand berech-
nen lidsst. Bei Vorlage groBerer Stichprobenumfinge, wie in unserem Falle, erscheint
dieses Testverfahren ungeeignet.

Daher entscheiden wir uns zum Uberpriifen der Unabhingigkeitshypothese fiir den
x*>—Unabhingigkeitstest. Der y?—~Unabhingigkeitstest iiberpriift, ob zwei oder auch
mehrere Variablen stochastisch unabhingig sind. Damit die benutzte y > Verteilungs-
approximation hinreichend genau ist, sollte n;; > 5 fiiralle i, j = 1,2 gelten [CLO3,
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BBO96]. Diese Voraussetzung ist in unserer Untersuchung stets erfiillt.

4.5.2 Formulierung von Hypothesen und der Prifstatistik

Bei der Formulierung der Hypothesen und der Priifstatistik beschrinken wir uns in den
folgenden Ausfithrungen auf den vorliegenden Fall k = [ = 2. Fiir eine zweidimensio-
nale Zufallsvariable (X,Y) soll tiberpriift werden, ob ihre Komponenten unabhingig
sind. Dazu zerlegen wir den Wertebereich von X und Y in zwei Mengen X, X, und
Y,,Y, . Firi,j=1,2sei

pij = P(XGX”YEYJ) und

Pie = Zp.-:P(XEXl.) sowie

2
Pej = Zpij:P(YGYj)'

Sind die Zufallsvariablen stochastisch unabhiingig, so miisste gelten:
P(XeX.,Y e Yj) = PXeX,)-PYeY),
also p; = Dje" P, Daraus ergeben sich die zu testenden Hypothesen:

Hy = p;;=p;s-P,; firalle Paare (i, )
H = p; # Die" Do i fiir mindestens ein Paar (i, j).

Als Signifikanzniveau wird o = 0.01 gewihlt. Die Priifgrole T wird folgendermal3en
ermittelt:

2
(ny -nyy —nyynyp)

nlo '1’12. .nol .n02

T = n-

2

(1;1-a) 1St.

Die Nullhypothese H, wird abgelehnt wenn 7' > y

4.5.3 Testdurchflihrung

Um eine moglichst hohe Signifikanz der Regeln zu gewihrleisten wurde o, dass dem
Risiko einer Fehlentscheidung entspricht, sehr gering gewihlt. Die Durchfiihrung des
Tests wird beispielhaft an der Implikation /; dargestellt.

Beispiel 4.4. Die Implikation ,,Selbstindig — Tarif 1/Tarif 3" soll beziiglich ihrer
Signifikanz des Auftretens in den beiden Mengen G und G~ getestet werden.

Es wird also die Nullhypothese

H, := Das Vorhandensein der Implikation I ist unabhdingig davon, aus welcher Menge
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das Konto stammt

gegen die Alternativhypothese

H, := Das Vorhandensein der Implikation I, ist abhiingig davon, aus welcher Menge
das Konto stammt

getestet. Die empirische Auswertung der Daten lieferte die Kontingenztabelle 4.3.

| | ausg. Konten | endg. Konten | ¥ |

1, 160 1.142 1.302
-, 1.205 26.734 27.939
Y 1.365 27.876 29.241

Tabelle 4.3: Kontingenztabelle der Implikation 7;

Der kritische Bereich bei einem Signifikanzniveau o = 0.01 ist ndherungsweise-
x(zk_l)(l_l)—verteilt und betriigt 6.64.
Fiir unser Beispiel wird H, abgelehnt, wenn fiir die Priifgrofie T gilt:

T —p. i =nem)® e oy

Mg Mg g Tle)

_ (160-26.734—1.142-1.205)> __
T =29.241 3557050 136527876~ ~ 177-83 > 6.64

= Die Unabhiingigkeitshypothese H wird auf dem Signifikanzniveau o verworfen,
die Alternativhypothese H, wird angenommen.

Der x?-Unabhiingigkeitstest wurde fiir alle in Abschnitt 4.4 ermittelten Implikatio-
nen der Kontexte K™ und K~ durchgefiihrt. Die Implikationen, deren y>—Wert unter-
halb des kritischen Bereiches lag, wurden verworfen, da sie nicht dazu dienen signi-
fikante Strukturen aus den Mengen G und G~ herauszuarbeiten. Damit erhilt man
zwei Mengen £, und £, von Implikationen, die wir im Folgenden auch als Regeln
bezeichnen wollen. Allerdings miissen sie noch zu einem handlichen Regelwerk trans-
formiert werden.

4.6 Erstellung eines kompakten Regelwerkes

4.6.1 Ausgangssituation

Aus den oben erwihnten Schritten erhélt man zwei Mengen £ und £, mit bereinigten
und signifikanten Implikationen r;, i = 1,2,...,n und ?j, j=1,2,...,m mit zugeho-
rigen y>~Werten fiir die Mengen G und G~. Da es sich bei den Regeln stets um
Implikationen mit erfiillter Pramisse handelt, konnen sie auch in Form von Konjunk-
tionen dargestellt werden, z. B. r,, = x; AXGN-AXy oder 7, = xo Axp A+ - Ax,. Bs wird
jetzt nach einer Bewertung der Regeln in Tabelle 4.4 gesucht, die in der Lage ist, die
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2 2

‘ El xrn H EZ xi’\m
2 ~ 2
X | T X
2 ~ 2

2 X || T2 Xi

A

2 2
"'n X "'n 'm X Py

Tabelle 4.4: Mengen £, und £, mit zugehorigen Regeln r;, und #,,, sowie den jeweili-
gen x>—Werten.

Trainingsbeispiele richtig zu klassifizieren. Weiterhin soll durch die Mengen £, und
L, eine maximale Anzahl von Datensitzen iiberdeckt werden. Allerdings kann ein Da-
tensatz k; mehrere Regeln aus £, oder £, erfiillen. Moglich sind auch Kombinationen
beider Mengen, wie folgendes Beispiel verdeutlichen soll.

Beispiel 4.5. Datensatz k; erfiillt die Regeln r|,rs aus L. Ist k; besser oder schlechter
zu bewerten als ein Datensatz k ; der nur ry erfiillt?

Datensatz k; erfiillt die Regeln ry,rs aus L, und 75,75 aus L,. Ist k; schlechter oder
besser zu bewerten, da er Regeln aus beiden Mengen erfiillt.

Im Modell von Truemper wird zur Losung des Problems die Anzahl der erfiillten
Formeln gezihlt und addiert. Dabei liegen allerdings die Annahmen zu Grunde, dass
alle Regeln gleichwertig einzustufen sind, und dass ein Datensatz der mehr Regeln
erfiillt auch automatisch ,,besser” eingestuft wird, als ein Datensatz mit weniger er-
fiillten Regeln. Diese Annahmen wollen wir aber durch eine empirische Bewertung
aller Mengen von Teilmengen aus £, und £, gerade erst nachweisen. Daher muss
die Potenzmenge aus £, und £, in Betracht gezogen und bewertet werden. Die Ge-
samtanzahl aller Regeln beider Mengen betriigt n +m = k Regeln*. Daher liefert die
kombinatorische Teilmengenbildung |P(k)l=2% mogliche Teilmengen. Allerdings be-
trigt die Anzahl der moglichen Kombinationen z. B. bei n =m = 5 schon 20 = 1.024
Teilmengen, bei n = m = 10 betrigt die Anzahl bereits 220 = 1.048.576 Teilmengen.
Die Potenzmenge P(k) muss mit dem zur Verfiigung stehenden Datenmaterial empi-
risch bewertet werden.

Allerdings treten hier zwei Probleme unterschiedlicher Art auf. Zum einen bereitet
die Enummerierung von P(k) rechentechnische Schwierigkeiten, da die Laufzeit ex-
ponentiell mit der Anzahl der Regeln k wichst. Zum anderen bereitet die empirische
Bewertung einer hohen Anzahl von Teilmengen Probleme. Trotz einer vergleichswei-
sen groen Anzahl von Trainings- und Testdaten ist nicht gewihrleistet, dass alle Teil-
mengen mit Datensédtzen bzw. mit einer ausreichenden Anzahl von Datensitzen belegt

“Die Anzahl der Regeln in beiden Mengen muss nicht identisch sein.
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werden konnen. Dadurch ist keine statistisch abgesicherte Bewertung und daraus re-
sultierend auch keine Klassifikation der Datensitze moglich.

4.6.2 Zusammenfassung von Regeln

Zur Losung beider Probleme bietet es sich an, die Regeln der jeweilige Menge G+ und
G~ zusammenzufassen. Dies wirft allerdings die Frage auf, anhand welcher Gesichts-
punkte die Zusammenfassung geschehen soll. Es soll ein Verfahren entwickelt werden,
dass es stets erlaubt die Regeln auf eine vorher festgelegte Anzahl zu reduzieren. Mog-
lich wire zum einen die inhaltliche Zusammenfassung der Regeln, welche die Anzahl
der vorhandenen Literale in den verschiedenen Regeln beriicksichtigt. Zum anderen
konnten die Vorarbeiten aus Kapitel 4.5 verwendet werden, um die Regeln nach ihrer
Signifikanz zu biindeln.

Eine inhaltliche Zusammenfassung der Regeln setzt voraus, dass einzelne oder meh-
rere Literale in verschiedenen Implikationen vorhanden sind und daher zu einer Regel
um Literal x ; oder um die Literale (x; A x j) zusammengefasst werden konnten. Zum
Auffinden solcher Literale konnte die Haufigkeit ihres Auftretens untersucht werden.
Allerdings wird die Signifikanz der Regeln bei einem solchen Vorgehen vernachlissigt.
Weiterhin miisste geklart werden, wieviele Regeln eine zusammengefasste Teilmenge
enthalten soll. Dies ist im Hinblick auf eine gleichmifige Verteilung der Datensitze
auf die Teilmengen von Bedeutung.

Hinsichtlich unserer Zielformulierung wirft die inhaltliche Zusammenfassung der Re-
geln einige Probleme auf. Die Voraussetzung, dass Literale in verschiedenen Regeln
vorhanden sind, ist nicht immer gegeben, wie Beispiel 4.6 verdeutlichen soll.

Beispiel 4.6. Gegeben seien die Regeln v, i = {1,2,3,4} mit insgesamt neun Literalen,
die zusammengefasst werden sollen.

‘ H X X X X3 Xy X5 Xg X Xg X9
r 1 1
r 11 1

= Da die Literale nicht gleichzeitig in mehreren Regeln vorhanden sind, kann keine
inhaltliche Zusammenfassung durchgefiihrt werden.

Daneben konnen verschiedene Literale genauso hiufig in unterschiedlichen Regeln
auftauchen. Ein reiner Vergleich der Hiufigkeit des Auftretens liefert hier ebenfalls
kein eindeutiges Ergebnis. Zudem besteht das Problem, dass Literale in Regeln mit
deutlich unterschiedlicher Signifikanz auftreten konnen und damit die Sinnhaftigkeit

74



4.6 Erstellung eines kompakten Regelwerkes

einer solchen Zusammenfassung in Frage gestellt wird. Die Zusammenfassung unter-
schiedlicher Signifikanzen konnte zudem die Klassifikationsergebnisse verschlechtern.
Die hier angefiihrten Argumente legen den Schluss nahe, dass die inhaltliche Zusam-
menfassung nicht stets zur gewiinschten Regelreduktion fiihrt und daher fiir unsere
Zwecke als eher unbrauchbar einzuschitzen ist.

Bei der Signifikanzanalyse in Unterabschnitt 4.5.3 wurden Vorarbeiten durchge-
fiihrt, die auch fiir eine Zusammenfassung verwendet werden konnten. Allerdings ist
zu kliren, ob mit Hilfe des dort ermittelten y >~Wertes direkt auf die Stirke des Zusam-
menhangs geschlossen werden kann. Dies ist generell nicht moglich, da der y?—Wert
von der Stichprobengrof3e abhédngig ist und sich daher mit steigender Stichprobengrofie
auch ein hoherer y2~Wert ergibt. Ein hoher y>—Wert kann aus schwachen Zusammen-
hiingen resultieren, wenn die Stichprobengréfe nur ausreichend hoch gewihlt wird.
Daher werden im folgenden Abschnitt verschiedene Zusammenhangsmafle kurz vor-
stellen.

4.6.3 ZusammenhangsmafBe

Die Statistik gibt verschiedene Zusammenhangsmalle fiir Nominalskalen an, die auf
dem y?—Konzept beruhen [Sac02, BB96]. Diese versuchen den Wert so zu normie-
ren, dass er von der Stichprobengrofle unabhingig ist. Der einzige Unterschied der
verschiedenen Mafle liegt in der Art der Normierung. Dabei bezeichnet N stets den
gesamten Stichprobenumfang.

» Kontingenzkoeffizient C (Kontingenzkoeffizient von Pearson)

_ X
S\ N

Der Koeffizient C ist ein MaB fiir die Straffheit des Zusammenhangs.

2
D=5
N

Die GroBe @ ist eine weitere Mal3zahl fiir die Stirke des Zusammenhangs.

_ X
V= \/N~ (min(r,c) —1)

Beim Zusammenhangsmall V' bezeichnet r die Anzahl der Spalten und ¢ die
Anzahl der Zeilen. Fiir eine Vierfeldertafel entspricht V dem Mal3 ®.

* Phi

¢ Cramers V
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Die Koeffizienten werden alle mit dem Stichprobenumfang normiert. Da fiir unsere
Modellierung zur Ermittlung der Signifikanz stets eine 2 x 2 Kontingenztabelle und
derselbe Stichprobenumfang verwendet wird, kann zur Messung der Stirke des Zu-
sammenhangs direkt der y>~Wert verwendet werden. Durch Anwendung einer der hier
vorgestellten Mallzahlen wiirde sich lediglich die Normierung dndern.

4.6.4 Zusammenfassung mit Hilfe von Lageparametern

Gegeben seien die Regeln beider Kontexte K+ und K~ fiir die Mengen G* und G~
mit zugehdrigen nicht normierten y>—~Werten, die anhand dieses Wertes sortiert und in
eine Rangfolge gebracht werden konnen.

Ziel ist es, eine Zusammenfassung der Regeln zu finden, die stets durchfiihrbar und
einfach zu implementieren ist und zudem die Stirke der einzelnen Regeln beriicksich-
tigt. Im Hinblick auf die Anwendung des Modells im Rahmen von IRB—Ansitzen,
soll die Zusammenfassung weiterhin eine vorher festgelegte Anzahl von Teilmengen
erzeugen, die anschlieBend mit dem vorhandenen Datenmaterial empirisch bewertet
werden konnen. Dies entspricht der Bildung unterschiedlicher Bonitétsklassen, auf die
im zweiten Teil dieser Arbeit ausfiihrlich eingegangen wird.

Bei der Vielzahl der vorhandenen Regeln ist eine solche Umsetzung schwer durch-
fiihrbar, daher wird eine stark vereinfachte Vorgehensweise vorgeschlagen. Die Men-
gen £, und L, liegen in Form einer Rangfolge ihres x>~Wertes vor. GemiB der Ziel-
formulierung soll eine vorab festgelegte Anzahl an Teilmengen entstehen. Dies kann
auf einfache Weise durch die Verwendung von Lageparametern, welche die Signifi-
kanz der Regeln beriicksichtigen, erreicht werden. Einen geeigneten Lageparameter
stellt der Median dar, da durch ihn stets eine Reduzierung beider Mengen £, und
L, erreicht wird. Zusitzlich bietet die Zusammenfassung mit Hilfe des Medians den
Vorteil, dass die entstandenen Teilmengen stets dieselbe Anzahl an Regeln enthalten.
Damit wird der gewiinschten gleichmiBigen Verteilung der Datensitze auf alle Teil-
mengen Rechnung getragen.

Bei Vorlage einer geordneten Messreihe X)Xy X () mit X < X0 <...< X(n)
ergibt sich fiir den Median x, ,, bei einer ungeraden Beobachtungsanzahl n: x, ,, =

X (n41)2 bei einer geraden Beobachtungsanzahl n: x, , = X(n)- Durch die Verwendung
s 2

des Medians wird also stets eine Halbierung der Mengen und daraus resultierend eine
feste Anzahl zu bewertender Teilmengen erzeugt. Dabei bezeichnet

L,, = Regeln, die aus dem Kontext K* ermittelt wurden,
L,, = Regeln, die aus dem Kontext K™ ermittelt wurden.

Die Zusammenfassung mit Hilfe des Medians liefert in Anlehnung an Tabelle 4.4 fol-

76



4.7 Bewertung der Regeln

gende Regeln in disjunktiver Normalform fiir die Menge G

L, = r(l)\/r(z)\/...\/r(%) und

L, = r(%H) \/r(%H) \/...\/r(n).

Fiir die Signifikanz der beiden zusammengefassten Regeln gilt £, > £,,. Analoges
gilt fiir die Darstellung der Regeln der Menge G—

Ly = Py VigV...VF,

Ly = Ay VgV -VF

S

) und

0|

(3+2) (m)*

Fiir die Signifikanz gilt ebenfalls £,, > L,,. Dabei gilt eine zusammengefasste Regel
L. > i,j ={1,2} als erfiillt, wenn eine ihrer Klauseln erfiillt ist. Die kombinatorische

Teilmengenbildung erlaubt die Bildung von IP(k)| = |P(4)l = 2* = 16 Teilmengen. Mog-
lich ist z. B. die Regel

(L L) = LynLy

= (ryVrg Ve Vra ) Ay Vi Ve Vi)

n
2

in konjunktiver Normalform, die erfiillt ist, wenn £ 11 und le erfiillt sind. Die Zusam-
menfassung und Kombination der Regeln liefert eine natiirliche Zerlegung des Bestan-
des in unterschiedliche Klassen. Dies ist vor allem im Hinblick auf die Anwendung
des Modells im Rahmen von IRB—Ansitzen hilfreich (siehe Abschnitt 5.8). Zusétzlich
kann bei Anwendung des Modells im Rahmen der Klassifikation gezielt jede vom Da-
tensatz erfiillte Regel mit ihrem zugehdrigen y2>—Wert betrachtet werden.

Trotz der erwihnten Nachteile einer differenzierten inhaltlichen Zusammenfassung
der Regeln wurde die Klassifikation am Beispiel der Kreditausfille sowohl mit ei-
ner inhaltlichen, als auch mit der Medianzusammenfassung durchgefiihrt. Dabei zeigte
sich, dass eine differenzierte Zusammenfassung der Regeln keine wesentliche Verbes-
serung in den Klassifikationsergebnissen liefert. Daher wurde in den Anwendungsbei-
spielen im zweiten Teil der Arbeit stets das standardisierte Verfahren mit Hilfe des Me-
dians gewihlt. Allerdings miissen die Mengen £, , i,j = {1,2} noch mit Hilfe empi-
rischer Trainingsdaten bewertet werden. Dieses Problem wird im folgenden Abschnitt
durch die Verwendung bedingter Wahrscheinlichkeiten gelost.

4.7 Bewertung der Regeln

Aus den umfangreichen Mengen £, und £, sind mit Hilfe des Medians vier Teil-
mengen L, L,,L,, und L,, entstanden, die jeweils einen Teil der Regeln umfassen.
Abbildung 4.1 zeigt die moglichen Regelkombinationen, die aus der Medianzusam-
menfassung entstanden sind. Die leere Menge bezeichnet dabei den Fall, dass der zu
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0
() (L12) (L)) (L)
(L11£12) (L11£5) (L11£) (L1pL5)) (L1pL) (£y1£9)
(L1 L1Ly) (L1 L1Ly) (L1 L1 L) (L1pL5 L)
(L1 £12L51Lp)

Abbildung 4.1: Mogliche Regelkombinationen nach der Medianzusammenfassung der
Ursprungsmengen

untersuchende Datensatz keine Regel erfiillt. Es muss allerdings noch ein Bewertungs-
verfahren fiir die Teilmengen gefunden werden. Ein Datensatz wird nun genau der ma-
ximalen Menge der erfiillten Regeln zugeordnet. Erfiillt Datensatz k; beispielsweise
die Regeln £, und £, , so wird er ausschlieBlich der Vereinigung der beiden Mengen
zugeordnet. Dadurch ist eine eindeutige Zuordnung der Datensitze zu den Teilmen-
gen gewihrleistet. Diesen Sachverhalt konnen wir mit Hilfe eines einfachen Entschei-
dungsbaumes darstellen. Abbildung 4.2 zeigt den zugehorigen Entscheidungsbaum fiir
unsere Fragestellung am Beispiel der Teilmenge (£,,£,,).

Regel £, Z,, erfiillt?

Regel £, <, nicht erfiillt?

Datensatz

Regel Z, <, erfiillt?

Regel <, <, nicht erfiillt?
Abbildung 4.2: Entscheidungsbaum zur Ermittlung der bedingten Wahrscheinlichkei-
ten

Fiir jeden Datensatz der die Regeln £, L,, erfiillt, existieren zwei mogliche Pfade
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im Entscheidungsbaum: Entweder er stammt aus der Menge G oder er stammt aus
der Menge G . Analoges gilt fiir jeden Datensatz k; und jede der 16 Teilmengen aus
Tabelle 4.1.

Im Rahmen der Wahrscheinlichkeitstheorie lédsst sich unsere Fragestellung auch fol-
gendermalen formulieren. Fiir i vorliegende Datensitze soll iiberpriift werden, ob sie
bestimmte Regeln erfiillen oder nicht. Dabei bezeichnen wir Q als Ergebnisraum der
alle Datensédtze umfasst, @ nennen wir Elementarereignis, mit

®; = 1:Datensatz k; erfiillt die Regel,

1

®; = 0:Datensatz k; erfiillt die Regel nicht.

Ein Ereignis A bezeichnet in unserem Fall das Vorliegen einer bestimmten Teilmenge
aus P(L; j). Der Ergebnisraum Q kann damit folgendermallen beschrieben werden:

Q={w=(0,0,...,0,):0;,=0o0der 1, i=1,...,n}.

Allerdings besitzen wir noch weitere Informationen tiber unser Zufallsexperiment. Wir
wissen, dass der Ergebnisraum Q durch die disjunkten Mengen G* und G~ vollstindig
zerlegt wird. Daher gilt:

G NG~ ® und
GTUG- = Q.

Daneben besitzen wir Kenntnisse iiber die empirischen Grofen G und G, fiir die
gilt:

IG"| = g
G| = k

Damit gelten die Voraussetzungen aus Satz 2.9 und wir konnen mit Hilfe der Formel
von Bayes Bewertungen fiir jede Teilmenge ermitteln. So erhalten wir fiir jede Teil-
menge eine bedingte Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Datensatz aus der Menge G
oder G~ stammt, wenn Ereignis A vorliegt. Formal werden diese Wahrscheinlichkeiten
mit P(GT|A) bzw. P(G~|A) bezeichnet und folgendermafen ermittelt:

P(G*)-P(A|G")
P(GV)-P(A|G")+P(G) P(A|G)
P(G™) -P(AIG")
P(GV)-P(A|G")+P(G) - P(A|G)

P(G"A)

P(G™|A)

Dabei bezeichnen wir P(G*) und P(G™) als a priori Wahrscheinlichkeiten, die unser
Vorwissen iiber die Verteilung der Mengen G+ und G~ widerspiegeln. Die bedingten
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P(A|G)
P(G")
P(—A | G")
Datensatz
P(A|G)
P(G)
P(CA | G)

Abbildung 4.3: Prizisierter Entscheidungsbaum zur Ermittlung der bedingten Wahr-
scheinlichkeiten

Wahrscheinlichkeiten P(G|A) und P(G~|A) nennt man a posteriori Wahrscheinlich-
keiten. Sie geben an, wie hoch die Wahrscheinlichkeit ist, dass der Datensatz aus der
Menge G* bzw. G~ stammt, wenn Ereignis A im Datensatz k; eintritt. Damit kann un-
ser Entscheidungsbaum aus Abbildung 4.2 prizisiert werden. Wir sind nun in der Lage
fiir alle 16 Teilmengen bedingte Wahrscheinlichkeiten zu ermitteln. Diese Wahrschein-
lichkeiten liefern uns eine Bewertung, mit deren Hilfe wir die Datensétze klassifizieren
konnen. Allerdings miissen die Bewertungen und die daraus resultierenden Klassifika-
tionsergebnisse geeignet interpretiert und ausgewertet werden. Dazu verwenden wir
die ROC-Analyse, auf die wir im folgenden Abschnitt ndher eingehen wollen.

4.8 Analyse der Ergebnisse

4.8.1 ROC-Graphen

Zur Analyse der Ergebnisse werden die in 2.5 vorgestellten Verfahren verwendet. Mit
Hilfe von Sensitivitdt und Spezifitdt sind wir in der Lage einen ROC—Graphen zu er-
stellen. Sensitivitit und Spezifitit werden folgendermallen ermittelt

e TP e TN
Sensitivitit = ———— Spezifitit = —————.
TP+FN IN+FP

Generell stellt sich bei allen Klassifikationsmodellen die Frage, ab welchem Schwell-
wert ein Datensatz positiv bzw. negativ zu bewerten ist. Eine Ausnahme bilden die
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diskreten Klassifikationsverfahren wie die Entscheidungsbdume. Sie liefern ein ein-
deutiges Ergebnis, welches einem einzelnen Punkt im ROC-Graphen entspricht. In
[Faw03] wird ein Verfahren vorgestellt, das die Erstellung einer ROC—Kurve aus Ent-
scheidungsbdumen moéglich macht und damit auch die Ermittlung eines charakteristi-
schen AUC—Wertes.

Die Angabe von Wahrscheinlichkeiten stellt einen Grad der Zugehorigkeit eines Da-
tensatzes zu einer bestimmten Klasse dar. Der Grad der Zugehorigkeit kann zusammen
mit einem Schwellwert ¢t € R verwendet werden, um ein diskretes Klassifikationser-
gebnis zu erhalten. Ist der Grad der Zugehorigkeit grofer ¢, so wird der Datensatz
der Klasse G* zugeordnet, ist er kleiner 7, wird er der Menge G~ zugewiesen. Bei
Angabe von Wahrscheinlichkeiten liegen die Schwellwerte im Intervall [0, 1]. Die Ad-
dition der Stimmen pro Datensatz liefert z. B. im Modell von Truemper Schwellwer-
te zwischen [—40,40]. Generell konnen die Schwellwerte im Intervall [—oo, oo liegen
und ermoglichen verschiedene Zuordnungen zu den jeweiligen Klassen. Mit Hilfe der
Schwellwerte konnen unterschiedliche Kontingenztabellen erstellt, und daraus resul-
tierend verschiedene Werte fiir Sensitivitdt und Spezifitit ermittelt werden.

In [Faw03] wird ein einfacher Algorithmus mit Laufzeit O(n?) zur Erstellung einer

ROC—-Kurve beschrieben. Er priift fiir alle positiven Datensétze, ob die Wahrschein-
lichkeiten f(i) iiber dem Schwellwert ¢ liegen (Algorithmus 1, Zeile 5) und ordnet ihn
entweder der Variable TP oder FP zu. Dabei werden alle n Datensétze n mal durch-
laufen.
Der Algorithmus kann effizienter gestaltet werden, wenn die Monotonieeigenschaft der
Ergebnisse ausgenutzt wird. Dazu werden vorab die vorliegenden rationalen Klassifi-
kationsergebnisse absteigend sortiert. Wird ein Datensatz fiir einen Schwellwert po-
sitiv eingestuft, so ist dies fiir niedrigere Schwellwerte ebenfalls der Fall. Die Liste
wird nach unten abgearbeitet und die Anzahl der TP stets erhoht. Zur Sortierung be-
notigt der Algorithmus die Laufzeit O(n - logn) sowie O(n) um die Liste nach unten
abzuarbeiten. Daraus resultiert eine Gesamtkomplexitit von O(n -logn) [Faw03].

4.8.2 AUC—-Werte

Zur Analyse der Ergebnisse wollen wir zusitzlich den AUC-Wert angeben, der mit
Hilfe einiger Anderungen des oben vorgestellten Algorithmus errechnet werden kann.
Algorithmus 2 zeigt ein effizientes Verfahren zur Ermittlung des AUC—Wertes. Da-
bei werden sukzessive die Fliachen der einzelnen Trapeze hinzugefiigt. Voraussetzung
des Algorithmus ist ebenfalls die absteigende Sortierung der Datensétze nach ihren f—
Werten.

In [Faw03] ist das Vorgehen zum Vergleich zweier Klassifikationsmodelle anhand ihrer
ROC-Graphen ausfiihrlich dargestellt. Um einen umfassenden Vergleich zweier Klas-
sifikationsmodelle zu erlangen, sollten ROC—Kurven aus Datensétzen verschiedener
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Algorithmus 1 : Einfache Methode zur Generierung einer ROC—Kurve

Input : L = Menge aller Testdatensitze, f(i) = Wahrscheinlichkeit, dass die
Instanz i positiv ist, min und max = der kleinste bzw. gro3te Wert der von
f ausgegeben wird, increment = kleinste Differenz zwischen zwei
beliebigen Werten von f, P = Anzahl der positiven Trainingsbeispiele, N
= Anzahl der negativen Trainingsbeispiele
Output : ROC-Kurve
1 for t = min to max by increment do
FP — 0
TP — 0
foric Ldo
if f(i) > t then
if i ist ein positiver Datensatz then
TP «— TP +1

else
FP < FP +1

end
end

o 0 N N A WN

—
Rl

end

13 Punkt (5F, Z2) zur ROC—Kurve hinzufiigen

o
[ ]

14 end

Testmengen erstellt werden. Daraus kann z. B. mit Hilfe des ,,vertical averaging” oder
des ,,threshold averaging” eine gemittelte ROC—Kurve erstellt werden. Eine ausfiihrli-
che Vorgehensweise beider Methoden ist in [MP04] dargestellt.

Wir werden im zweiten Teil der Arbeit zum Vergleich der Klassifikationsmodelle die
ROC-Kurven und die AUC—Werte aus verschiedenen Testmengen verwenden. Die Er-
gebnisse des verbandstheoretischen Implikationenmodell sollen mit den Ergebnissen
der neuronalen Netze, der Entscheidungsbiume und des Modells von Truemper ver-
glichen werden. Dabei werden wir auf eine Mittelung der ROC—Kurven verzichten,
da die Schwankungen innerhalb der Modelle duBlerst gering waren und wir zudem
am generellen Klassifikationsniveau der Modelle interessiert sind. Weiterhin liegt un-
ser Augenmerk auf dem qualitativen Vergleich der Modelle. Zur spezifischen Analyse
wurden die Ergebnisse der Modelle mit der hochsten Klassifikationsgiite gewihlt.

Im folgenden Abschnitt wird das vorgestellte verbandstheoretische Implikationen-
modell dazu verwendet, ausgefallene Bauspardarlehen zu klassifizieren und Kredit-
ausfallwahrscheinlichkeiten zu ermitteln. Darauf aufbauend wird eine Verwendung
des Modells im Rahmen von IRB—Ansitzen vorgestellt. Die erhaltenen Klassifika-
tionsergebnisse werden mit den Ergebnissen der in Kapitel 3 vorgestellten Modelle
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verglichen. Zudem wurde bei allen Modellen die Generalisierungsfihigkeit iiberpriift,
indem sie ohne weitere Anpassungen auf die Originaldaten einer weiteren Bauspar-
kasse angewendet wurden. In einem letzten Schritt werden weitere bauspartechnische
Fragestellungen anhand realer Kollektivdaten mit Hilfe des verbandstheoretischen Im-
plikationenmodells untersucht.

Algorithmus 2 : Ermittlung des Flicheninhalts unter einer ROC—Kurve
Input : L = Menge aller Testdatensitze, f(i) = Wahrscheinlichkeit, dass die
Instanz i positiv ist, P = Anzahl der positiven Trainingsbeispiele, N =
Anzahl der negativen Trainingsbeispiele
Output : AUC-Wert, Flacheninhalt unter der ROC—Kurve
1 L., < Labsteigend nach f Werten sortiert
FP—TP—0
FPprev — TPprev —0
A—0
f prev T
i—1
while i <|L . .| do
if f(l) a fprev then
9 A — A+ TRAPEZOID_FLACHE(EE Horer TP Thorer)
10 f prev < f (l)
11 FPprey < FP
12 TPyrey TP

13 end

14 if i ist ein positiver Datensatz then
15 TP—TP+1

16 else

17 FP—FP+1

18 end

w0 NN N A WN

19 end

2 A — A+ TRAPEZOID_FLACHE(1, e, 1, ey
u Funktion (TRAPEZOID_FLACHE(X,,X,,Y,,Y,)
22 Breite — |X; — X, |

23 Hohe — (Y, +Y,)/2

24 return [Breite x Hohe])
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Kapitel 5

Ermittlung von
Kreditausfallwahrscheinlichkeiten
mit dem verbandstheoretischen
Implikationenmodell

5.1 Bisherige Untersuchungen und Eigenarten
von Privatkundenkrediten

Im Bereich der Kreditwiirdigkeitspriifung von Privatkunden und Unternehmen existie-
ren zahlreiche Untersuchungen mit unterschiedlichen Modellierungsansétzen. Beispie-
le finden sich unter anderem in [MRO0O0, KS00, Fiis95, Sch03, OU02, SR94]. Der Gro83-
teil der Untersuchungen beschiftigt sich mit der Bonitédtsanalyse von Unternehmen.
Den Untersuchungen liegen dann meist GroB3en wie Bilanzkennzahlen, Umsatzzahlen,
Jahresabschliisse usw. zugrunde. Untersuchungen im Privatkundenbereich sind meist
auf personliche oder sozio—demographische Merkmale angewiesen [SR94]. Dies hat
mehrere Nachteile:

* Fehlende Zeitachse

* Geringere Variabilitét
* Nachpriifbarkeit

* Fehlende Angaben

Bei Privatkundenkrediten stehen Merkmale, wie z. B. Einkommen, Beruf, Darlehens-
hohe und Alter im Vordergrund, die bei Vergabe des Darlehens ausgewertet werden.
Die Untersuchung von reinen Bauspardarlehen bietet im Vergleich dazu den Vorteil,
dass zusitzliche Merkmale aus dem bisherigen Verlauf des Bausparvertrages in die
Analysen miteinbezogen werden konnen (z. B. Spardauer, WoP—Anteil am Guthaben
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oder Tarif). Es handelt sich nicht mehr um eine rein stichtagsbezogene Abfrage von
Merkmalen, sondern vielmehr werden Vergangenheitswerte in die Bonitétspriifung
miteinbezogen. Im Verlauf dieses Kapitels soll untersucht werden, inwieweit sich da-
durch die Prognosequalitidt der Aussagen iiber einen Ausfall bzw. Nichtausfall eines
Bauspardarlehens verbessern lédsst. Zusitzlich bietet die Verwendung von Bauspardar-
lehen in unserem Fall den Vorteil, dass fehlende Werte bei der Vielzahl der vorliegen-
den realen Kollektivdaten eine untergeordnete Rolle spielen. Einige der oben ange-
fiihrten Nachteile bei der Bonititsanalyse von Privatkundenkrediten konnen durch die
Verwendung von Bauspardarlehen beseitigt werden.

Zur Kreditwiirdigkeitsuntersuchung werden daher wirtschaftliche, personliche so-
wie vertragsimmanente Merkmale herangezogen. In den folgenden Abschnitten wird
die Anwendung des verbandstheoretischen Implikationenmodells zur Klassifikation
von ausgefallenen bzw. endgetilgten Bauspardarlehen vorgestellt. In einem weiteren
Schritt soll iiberpriift werden, inwieweit die ermittelten Ausfallwahrscheinlichkeiten
im Rahmen von IRB—Ansitzen verwendet werden konnen. Vorab wird der Begriff der
Kreditausfallwahrscheinlichkeit niher definiert.

5.2 Definition Kreditausfallwahrscheinlichkeit

Um die schuldnerspezifischen Kreditrisiken zu ermitteln werden Ausfallwahrschein-
lichkeiten bestimmt. Unter Kreditausfallwahrscheinlichkeit versteht man die Wahr-
scheinlichkeit, dass ein Darlehensnehmer nicht in der Lage ist, seinen Zahlungsver-
pflichtungen bestehend aus Zins und Tilgung nachzukommen und somit ausfillt:

n(x) = PY;=1X;=x), xeX (5.1

X; e R? steht dabei fiir die bei Kreditvergabe vorhandenen Merkmale des j—ten Dar-
lehensnehmer mit dem Wertebereich X'. Allerdings miissen die vorhandenen Merkma-
le fiir eine Verwendung im verbandstheoretischen Implikationenmodell binir kodiert
werden. Dies wird in Unterabschnitt 5.6.2 erlédutert. Fiir die Indikatorvariable des Kre-
dits ¥; € {0, 1} gilt:

1; Schuldner j féllt aus

i = { 0; Schuldner j fillt nicht aus (5.2)

Die Ausfallwahrscheinlichkeit 7(x) nimmt Werte im Intervall [0, 1] an. Im Rahmen
dieser Arbeit werden ausschlieBlich Kreditausfille bzw. Nichtausfille und keine Boni-
tiatsverschlechterungen im Zeitverlauf betrachtet.
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5.3 Untersuchungsaufbau

Fiir die Untersuchung wurden reale Kollektivdaten einer Bausparkasse der Jahre 2000—
2004 verwendet, die in Form von Jahresendbestinden vorliegen. Flussgrof3en, wie der
monatliche Spar- oder Tilgungseingang, sind dabei aufsummiert. Der Datenumfang
umfasst ca. drei Millionen Bausparkonten. Allerdings sind fiir unsere Zwecke nur Bau-
sparkonten von Interesse, die sich aktuell in der Darlehensphase befinden bzw. diese
bereits beendet haben. In den Originaldaten der Ausgangsbausparkasse befinden sich
ca.350.000 Bausparvertrige, die diesen Bedingungen entsprechen. Davon ist jedoch
lediglich ein Teil fiir unsere Untersuchungen relevant, wie im Folgenden erldutert wird.
Bei den Bausparkassen ist grundsétzlich zwischen kollektivem und auBerkollektivem
Geschiift zu unterscheiden. Zum kollektiven Geschiift zdhlen die klassischen Bauspar-
darlehen, wohingegen Vor- und Zwischenfinanzierungsvertrige in den auflerkollekti-
ven Geschiftsbereich fallen. Bei klassischen Bauspardarlehen entsteht ein Zahlungs-
verzug in der Darlehensphase. Im Gegensatz dazu entsteht ein Zahlungsverzug bei
VK/ZK—Vertrigen bereits in der Sparphase. Beim Vorfinanzierungsvertrag wird von
der Bausparkasse ein Vorausdarlehen gewihrt. Im Gegenzug wird vom Darlehensemp-
fdnger ein Bausparvertrag iiber die volle Summe des Vorausdarlehens abgeschlossen.
Der Bausparer ist verpflichtet, den Bausparvertrag mit einer vertraglich festgelegten
Rate zu besparen. Die Sparleistung bei vorfinanzierten Vertragen entspricht daher der
Tilgungsleistung der klassischen Bauspardarlehen. Da der Zahlungsverzug bereits in
der Sparphase entsteht, werden VK/ZK—Vertridge nicht in die Untersuchung miteinbe-
zogen, es werden ausschlieBlich reine Bauspardarlehen betrachtet.

Eine weitere Einschriankung besteht in der Auswahl der Darlehenskonten. Im Rahmen
unserer Untersuchung sind bereits ausgefallene, sowie endgetilgte Darlehen von be-
sonderem Interesse. Bauspardarlehen, die sich aktuell noch in der Darlehensphase be-
finden, werden nicht fiir die Untersuchung verwendet, da sie im Verlauf ihrer weiteren
Darlehensphase noch in Zahlungsverzug geraten konnen. Diese Problematik bereitet
bei Kreditwiirdigkeitspriifungen mit geringem Datenmaterial hiufig Schwierigkeiten.
In den vorliegenden Originaldaten finden sich jedoch geniigend Datensitze, die unse-
ren Voraussetzungen geniigen. Das vorhandene Datenmaterial wurde in eine Trainings-
und Testmenge im Verhiltnis 1:1 aufgeteilt, da eine Abweichung von diesem Verhilt-
nis stets zu schlechteren Klassifikationsergebnissen fiihrte (siche Unterabschnitte 6.1.3
und 6.2.2). Zur Ermittlung des Regelwerks und der Ausfallwahrscheinlichkeiten wur-
den aus den Trainingsdaten verschiedene Stichproben gezogen, zur Validierung der
Ergebnisse wurden die Testdaten verwendet.

5.4 Darlehensauswahl

Die Klassifikation der Bauspardarlehen erfolgt stichtagsbezogen zum Jahresende. Fiir
die Untersuchung wurden ausschlieBlich dltere Tarifgenerationen betrachtet, da die
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Anzahl der endgetilgten Vertridge in diesen Tarifen ausreichend hoch ist. Bauspar-
konten neuerer Tarifgenerationen befinden derzeit iiberwiegend in der Sparphase. Die
Auswahlkriterien werden in den folgenden Abschnitten nédher erldutert.

5.4.1 Ausgefallene Darlehen

Bauspardarlehen, die im Untersuchungszeitraum jemals einen Zahlungsverzug von
mehr als 90 Tagen aufwiesen, werden als ausgefallen eingestuft. Dieses Kriterium wird
auch vom Baseler Ausschuss fiir Bankenaufsicht in der Rahmenvereinbarung [Bas04] 1
vorgeschlagen. Ein Zahlungsriickstand wird auf Basis der von der Bausparkasse ver-
traglich festgelegten Mindesttilgung ermittelt, die abhingig vom jeweiligen Tarif ist.
Tabelle 5.1 zeigt die Tilgungsraten (¢r) der zugrunde liegenden Tarife der Ausgangs-
bausparkasse. Dabei beziehen sich die Tilgungsraten stets auf die volle Bausparsumme
(bs). Zur Ermittlung der Regeltilgungszeit wird auBBerdem der Anspargrad des Tarifes
benotigt. Fiir einen Darlehensausfall muss bei Vorlage von Jahresdaten fiir das Daten-

Tarifname || Anspargrad | Tilgungsrate p.a. (17) |

Tarif 1 40 % 7.2 %
Tarif 2 50 % 9.6 %
Tarif 3 40 % 7.2 %
Tarif 4 50% 6.0 %

Tabelle 5.1: Tarifkonditionen der Alttarife der Ausgangsbausparkasse

feld ,, Tilgungsbeitrag in Euro” (¢b) folgende Bedingung gelten:
th<tr-0.75-bs

Fiir Bauspardarlehen, die dieser Bedingung geniigen, wird die Indikatorvariable ¥; = 1
(Schuldner i féllt aus) gesetzt. Die Auswahlbedingungen lieferten 2.730 ausgefallene
Darlehenskonten, mit einem gesamten Darlehensvolumen von ca. zehn Millionen Euro
im Bestand der Ausgangsbausparkasse.

5.4.2 Endgetilgte Darlehen

Ein Darlehen wird als nicht ausgefallen bewertet, wenn das Bauspardarlehen innerhalb
der Regeltilgungszeit endgetilgt wurde. Wir betrachten daher Konten, die im Untersu-
chungszeitraum ihr Darlehen innerhalb der Regelzeit endgetilgt haben und von der
Bausparkasse bereits abgewickelt sind. Die Bausparkonten miissen daher im Daten-
feld ,,Auflésungsgrund” den Eintrag ,,Darlehensende” aufweisen.

Aufgrund des beschrinkten Zeithorizonts und der Vorlage von Jahresdaten ist bei end-
getilgten Bauspardarlehen nicht die komplette Darlehensphase ersichtlich. Theoretisch

1'Vgl. Abschnitt 452 in [Bas04].
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konnen endgetilgte Darlehen unterjihrig oder vor der ,,sichtbaren” Darlehensphase in
Zahlungsverzug geraten sein. Allerdings hitten dann Nachzahlungen der Tilgungsra-
ten stattfinden miissen. Zur Verringerung dieses Risikos wird ein zusitzlicher Sicher-
heitspuffer verwendet, indem die ermittelten Regellaufzeiten stets nach ,,unten abge-
rundet” werden. Die ausgewihlten Darlehen tilgen daher immer schneller als von der
Bausparkasse gefordert. Da die Regeltilgungszeiten der Darlehen abhiingig vom Tarif
sind, werden diese tarifspezifisch mit Hilfe der Mindesttilgungsraten aus Tabelle 5.1
ermittelt.

Beispiel 5.1. Ermittlung der Regellaufzeit fiir den Tarif 1 unter der Annahme, dass der
Bausparer die maximal mogliche Darlehenssumme in Anspruch nimmt.

Anspargrad Tarif 1: 40 %
Tilgungsrate (tr) p.a.: 7.2 %
Darlehenslaufzeit bei Regeltilgung des Darlehens (in Jahren): x

0 = bs-0.6—x-(tr-bs)

0 = bs-0.6—x-(0.072-bs)
8.33 (Jahre)

Mit Sicherheitspuffer = x = 8 Jahre.

Fiir Bauspardarlehen, die ihr Darlehen in verkiirzter Regellaufzeit getilgt haben,
wird die Indikatorvariable Y; = O (Schuldner i féllt nicht aus) gesetzt. Diese Auswahl-
bedingung lieferte 55.752 endgetilgte Bauspardarlehen im Bestand der Ausgangsbau-
sparkasse.

Tabelle 5.2 zeigt die Verteilung der ausgefallenen und endgetilgten Bauspardarle-
hen auf Trainings- und Testmenge. Die Menge der ausgefallenen Konten werden wir

‘ ‘ ausgefallen ‘ endgetilgt ‘ )y ‘

Training 1.365 27.876 | 29.241
Validierung 1.365 27.876 | 29.241
Y 2.730 55.752 | 58.482

Tabelle 5.2: Verteilung der ermittelten Daten auf Trainings- und Testmenge

im Folgenden mit G, die Menge der endgetilgten Konten mit G~ bezeichnen. Zur
Erstellung der formalen Kontexte K™ und K~ wurden verschiedene Stichproben, die
jeweils 600 Bausparkonten umfassten, aus den Trainingsmengen G und G~ erstellt.
Die weiteren Konten der Trainingsmenge wurden zur Signifikanzpriifung der Implika-
tionen verwendet. Die Testmenge diente ausschlieBlich zur Uberpriifung des Modells.
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Vor der Datenkodierung und der Erstellung der Kontexte, werden die Daten hin-
sichtlich ausgewdhlter Merkmale analysiert. Diese Analyse bietet die Moglichkeit das
ermittelte Regelwerk zusitzlich zu verifizieren bzw. zu bestétigen.

5.5 Darlehensanalyse

Im Folgenden werden ausgewihlte Kreditmerkmale der Mengen G und G~ hinsicht-
lich ihrer relativen Hiufigkeit des Auftretens untersucht. Grundlage der Untersuchung
war die Menge G, sowie eine 10 %-ige Stichprobe der Menge G . Tabelle 5.3 zeigt

Weiteres Konto in Y.=1 Y.=0
Zahlungsschwierigkeiten| (in %) (in %)
ja 32.83 0.10
nein 67.17 99.90

Tabelle 5.3: Empirische Verteilung des Merkmals ,,Weiteres Konto in Zahlungsschwie-
rigkeiten

deutlich, dass der Anteil der vorbelasteten Darlehen in der Menge G hoher ist als in
der Menge G~. Nahezu ein Drittel aller Konten in der Menge G sind bereits durch
ihre Kontofiithrung bei weiteren Darlehen negativ aufgefallen. Aus Tabelle 5.4 kann

| Berufsgruppen || Y,=1 (in %) | Y,=0 (in %) |

Arbeiter 29.61 18.31
Angestellter 43.54 50.13
Beamter 291 6.06
Rentner 4.31 10.02
Selbstindige 11.93 6.89
Juristische Person| 0.11 0.09
ohne Beruf 7.59 8.50

Tabelle 5.4: Empirische Verteilung des Kreditmerkmals ,,Berufsgruppe”

geschlossen werden, dass die Berufsgruppe fiir den Ausfall bzw. Nichtausfall eines
Darlehens von Bedeutung ist. Der relative Anteil von Arbeitern und Selbstindigen ist
in der Menge G* deutlich hoher. Demgegeniiber steht ein geringeres Auftreten von
Beamten und Rentnern in der Menge G*. Es ist natiirlich moglich, dass die Berufs-
gruppe nur in Verbindung mit anderen Merkmalen eine signifikante Rolle spielt.

Die Merkmale Spardauer und Alter in Jahren sind aus Griinden der Ubersichtlich-
keit graphisch dargestellt. Abbildung 5.1 zeigt die empirische Verteilung des Merkmals
Spardauer. Dabei kann vermutet werden, dass es sich um keinen linearen Zusammen-
hang handelt, da die Ausfallwahrscheinlichkeit nicht mit jedem Jahr der Spardauer
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steigt. Vielmehr kristallisieren sich zwei Peaks heraus. Die Menge G~ weist einen Ho-
hepunkt bei einer Spardauer von fiinf Jahren auf, danach féllt der Anteil im Bestand
wieder ab. Hingegen zeigt die Menge G einen Hohepunkt bei einer Spardauer von
acht Jahren.

Anteil am Bestand in %

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 >13
Spardauer in Jahren

Abbildung 5.1: Graphische Darstellung des Merkmals Spardauer
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Abbildung 5.2: Graphische Darstellung des Merkmals Alter

In der Menge G~ haben nahezu 40 % der Bausparkonten nach fiinf Jahren die Spar-
phase verlassen und sich das Darlehen auszahlen lassen. Im Gegensatz dazu haben in
der Menge G nur 20 % bereits nach fiinf Jahren die Sparphase verlassen. Betrachtet
man die Verteilungsfunktion nach acht Jahren ergibt sich ein dhnliches Bild. Nahe-
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zu drei Viertel aller Darlehen in G~ haben die Sparphase nach acht Jahren verlassen,
wohingegen der Anteil in der Menge G bei ca. zwei Drittel liegt. Nach neun Jahren
Spardauer beginnt sich diese Differenz jedoch zu verringern. Diese Ergebnisse lassen
darauf schlieBen, dass die Verteilung des Merkmals nicht linear ist. Signifikante Un-
terschiede scheinen hauptsichlich in den ersten acht Jahren zu liegen.

Ahnliche Riickschliisse erlaubt Abbildung 5.2. Auch hier trifft die Aussage: ,,mit je-
dem zusitzlichen Lebensjahr erhoht sich die Ausfallwahrscheinlichkeit” nicht zu. Viel-
mehr sind die Anteile in der Menge G bis zum 50. Lebensjahr stets hoher als die in
der Menge G~ . Ab dem 50. Lebensjahr sind die Anteile in Menge G~ allerdings hoher.

5.6 Datenaufbereitung

Im folgenden Abschnitt wird auf die Auspridgung und Kodierung der Merkmale ein-
gegangen. Da im Rahmen der Implikationentheorie der formalen Begriffsanalyse aus-
schlieBlich Aussagen iiber vorhandene Merkmale moglich sind, werden z. B. aus dem
Merkmal ,,Weitere Bausparvertrige in Zahlungsschwierigkeiten” zwei Variablen er-
zeugt.

5.6.1 Erlauterungen zu den Merkmalen

* Weiterer Bausparvertrag vorhanden
Da die Anzahl der Bausparvertrige nicht beschrinkt ist, kann ein Bausparer
mehrere Bausparvertrige besitzen. Allerdings sind fiir unsere Untersuchung nur
weitere Bausparvertridge von Interesse, die sich ebenfalls in der Darlehensphase
befinden.

* Weitere Bausparvertrige in Zahlungsschwierigkeiten
Es wird ermittelt, ob sich ein weiteres Bauspardarlehen in Zahlungsschwierig-
keiten befindet.

* Weitere Bausparvertrige nicht in Zahlungsschwierigkeiten
Der Darlehensnehmer besitzt weitere Vertrdge in der Darlehensphase, von denen
keiner in Zahlungsverzug ist.

* Darlehenshohe
Die maximale Darlehenshohe (dh,,,y) errechnet sich tarifspezifisch aus dem
Produkt von Vertragssumme und 1-Mindestanspargrad, der jeweils 40 % bzw.
50 % betrigt.

dhmae = bs-(1—0.40) bzw.
dhmar = bs-(1—0.50)
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Der ausgezahlte Darlehensbetrag liegt aber praktisch immer unter dh,,,,, da das
Guthaben allein durch Zinsen, die im Zeitraum zwischen positiver Bewertung
und Zuteilung anfallen, iiber den von der Bausparkasse geforderten Mindest-
anspargrad wichst.

* Tarife

Das Tarifwerk der Ausgangsbausparkasse umfasst eine Vielzahl an Tarifen, die
sich in den Tarifbedingungen sowie im Entstehungsjahr unterscheiden. In der
Tarifgeneration 2003 (d. h. der Tarif wurde im Jahr 2003 erstmalig angeboten)
befand sich zum Untersuchungszeitpunkt kein Darlehen im Bestand, das un-
seren Bedingungen geniigt. Daher beschrinkt sich die Untersuchung auf iltere
Tarifgenerationen. Generell wird zwischen den Tarifen 1-4 unterschieden. Die
Tarife 1 und 3 wurden bei der Untersuchung zusammengelegt, da ihre Konditio-
nen im Darlehensbereich nahezu identisch sind. Fiir die Untersuchung werden
daher drei Haupttarife (Tarif 1/Tarif 3, Tarif 2 und Tarif 4) beriicksichtigt. Die
unterschiedlichen Mindesttilgungen der Tarife wurden bei der Ermittlung von
Zahlungsriickstanden und der Regellaufzeit beriicksichtigt.

* Berufe/Berufsgruppen
Die Ausgangsbausparkasse erlaubt 26 verschiedene Ausprigungen im Datenfeld
Beruf, die zu sieben dhnlichen Berufsgruppen zusammengefasst wurden.

* Spardauer
Die Spardauer wird aus der Differenz des Jahres der Zuteilung und dem Ab-
schlussjahr gebildet. Verschiedene am ZAIK durchgefiihrte Clusterungen von
Bausparvertriagen mit abgeschlossener Sparphase ergaben eine Vielzahl unter-
schiedlicher Sparertypen (z. B. Soforteinzahler, Regelsparer, Nullsparer, .. . ), die
sich in ihrer Sparleistung und demzufolge auch in der Spardauer unterscheiden.

* Wohnungsbauprimie (WoP)
Der Staat fordert das Bausparen mit der Wohnungsbauprimie. Fiir die jahrli-
chen Sparbetriige erhalten die Bausparer derzeit? 8.8 % p.a. auf einen maximalen
Sparbetrag. Allerdings gibt es bestimmte Einkommensgrenzen, die nicht iiber-
schritten werden diirfen. Maximale WoP erhalten jene Sparer, welche die Ein-
kommensgrenze nicht tiberschreiten und jdhrlich einen konstanten Betrag spa-
ren, der dem maximalen Sparbetrag entspricht.

o Alter
Das Alter des Bausparers wird anhand des Feldes ,,Geburtsdatum/Jahr” aus den
Bauspardaten ermittelt.

2Seit dem 01.01.2004 betriigt die Wohnungsbauprimie nur noch 8.8 % auf maximal 512 Euro fiir
Alleinstehende bzw. 1.024 Euro Sparzahlungen fiir Verheiratete, bei konstanter Einkommensober-
grenze.
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5.6.2 Datenkodierung

Die Anwendung des verbandstheoretischen Implikationenmodells fordert Daten in bi-
nidrer Form, d. h. rationale Eintridge miissen diskretisiert werden. Die Diskretisierung
orientiert sich dabei an der inhaltlichen Bedeutung der Merkmale. Folgende rationale
Merkmale miissen diskretisiert werden:

1.

4.

Darlehenshohe

Die Diskretisierung der Variablen Darlehenshohe orientiert sich an der notwen-
digen Absicherung des Bauspardarlehens [EFMO04]. Fiir geringe Bauspardarle-
hen geniigt hidufig ein vereinfachtes Kreditantragsverfahren, mit zunehmender
Darlehenshohe steigt der Grad der notwendigen Darlehensabsicherung.

Spardauer

Die Diskretisierung orientiert sich an der vorgeschlagenen Regelsparrate der
Ausgangsbausparkasse. Eine Beispielberechnung fiir den Tarif 1 findet sich in
Unterabschnitt 4.2.2.

. Hohe der Wohnungsbaupriamie

Die Hohe der Wohnungsbauprdmie wird in %, bezogen auf das Guthaben des
Bausparkontos, gemessen. Dabei wird zwischen geringem und hohem Woh-
nungsbauprimienanteil am Guthaben unterschieden.

Alter
Bei der Diskretisierung der Variablen Alter wurde die aus dem Alter resultieren-
de berufliche Lebenssituation des Bausparers beriicksichtigt.

Der Merkmalsvektor X € B?’ besitzt folgende Eintrige:
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* x,: Weiterer Bausparvertrag in der Darlehensphase vorhanden? ja/nein

x,: Weitere Bausparvertrage in Zahlungsschwierigkeiten? ja/nein

x5: Weitere Bausparvertrdge nicht in Zahlungsschwierigkeiten? ja/nein
x4: Darlehenshohe < 10.000 Euro? ja/nein

x5: 10.000 > Darlehenshohe < 15.000 Euro? ja/nein

Xe: Darlehenshohe > 15.000 Euro? ja/nein

x,: Tarif 1/Tarif 3? ja/nein

xg: Tarif 27 ja/nein

Xy: Tarif 47 ja/nein

x,o: Beruf: Arbeiter? ja/nein



5.7 Ergebnisse

* x;;: Beruf: Kein Arbeiter? ja/nein

* x,,: Beruf: Angestellter? ja/nein

* x,3: Beruf: Kein Angestellter? ja/nein

x,4: Beruf: Beamter? ja/nein

* x,5: Beruf: Kein Beamter? ja/nein

* x,¢: Beruf: Rentner? ja/nein

x,,: Beruf: Kein Rentner? ja/nein

* x,g: Beruf: Selbststidndig? ja/nein

* X,9: Beruf: Nicht Selbststindig? ja/nein

Xyo- Spardauer < 6 Jahre? ja/nein

Xy;: 6 Jahr > Spardauer < 10 Jahre? ja/nein

* X,,: Spardauer > 10 Jahre? ja/nein

* X,3: WoP-Anteil am Guthaben < 4% Prozent? ja/nein
Xy, WoP-Anteil am Guthaben > 10% Prozent? ja/nein
X,s: Alter: jlinger als 40 Jahre? ja/nein

* X, Alter: zwischen 40 und 60 Jahren? ja/nein

* X,5: Alter: liber 60 Jahre? ja/nein

Mit Hilfe dieser Kodierung wurden aus den Mengen G und G~ zwei formale Kon-
texte Kt und K~ erzeugt. In einem weiteren Schritt wurde die Stammbasis der Impli-
kationen fiir K™ und K~ ermittelt. Nach Auswahl der relevanten Implikationen in der
Stammbasis, wurde mit einem y?—~Unabhingigkeitstest deren Signifikanz iiberpriift.
AbschlieBend wurden die Implikationenmengen £, und £, anhand des Medians x, ,,
zusammengefasst, und die bedingten Wahrscheinlichkeiten fiir alle Teilmengen empi-
risch ermittelt.

5.7 Ergebnisse

In den folgenden Abschnitten soll die Klassifikationsgiite des Modells sowie die Uber-
tragbarkeit der Modellierung auf eine weitere Bausparkasse (Validierungsbausparkas-
se) dargestellt werden. Danach wird auf eine Verwendung der ermittelten Ausfallwahr-
scheinlichkeiten im Rahmen von IRB—Ansitzen eingegangen. Wir wollen mit dem zu-
sammengefassten Regelwerk beginnen.
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5.7.1 Regelwerk

Die Medianzusammenfassung der Implikationenmengen £, und £, lieferte die fol-
genden Mengen L, L,,, £,, und L,, in disjunktiver Normalform. Dabei werden
die Implikationen so wiedergegeben, wie sie vom Next—Closure—Algorithmus erzeugt
wurden.
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* L,,: Stark signifikante Regeln des Kontextes K*

Weiteres Konto in Zahlungsschwierigkeiten
Selbstindig — Tarif 1/Tarif 3

Selbstindig A Mittlere Spardauer — Geringe WoP
Selbstindig A Mittleres Alter — Geringe WoP
Hohes Darlehen A Selbstindig — Geringe WoP
Arbeiter A jung — Tarif 1/Tarif 3

Arbeiter A Geringe WoP— Tarif 1/Tarif 3

L,,: Signifikante Regeln des Kontextes K+

Kein Angestellter A Geringe WoP A Mittleres Alter — Kein Rentner
Kein Beamter A Geringe WoP A Mittleres Alter — Kein Rentner
Kein Angestellter A jung — Kein Beamter

Selbstindig A Geringe Spardauer — Geringe WoP

Hohe Spardauer A Mittleres Alter — Geringe WoP

Arbeiter A Mittlere Spardauer — Tarif 1/Tarif 3

Hohe Spardauer A Mittleres Alter — Kein Rentner

L,,: Stark signifikante Regeln des Kontextes K™

Weiteres Konto nicht in Zahlungsschwierigkeiten

Nicht Selbstindig A Geringe Spardauer A alt — Kein Beamter
Geringe Spardauer A alt — Kleines Darlehen

Kleines Darlehen A Nicht Selbstindig A alt — Kein Beamter
Nicht Selbstiindig A alt — Kein Beamter

Nicht Selbstiindig A alt — Kein Arbeiter

Kein Angestellter A Geringe Spardauer A alt — Kein Beamter

L,,: Signifikante Regeln des Kontextes K™

Kleines Darlehen A Kein Angestellter A alt — Kein Beamter
Kleines Darlehen A Kein Arbeiter A alt — Kein Beamter
Beamter — Tarif 1/Tarif 3

Beamter — Geringe WoP

Rentner — Tarif 1/Tarif 3



5.7 Ergebnisse

Kein Angestellter A alt — Kein Beamter
Kein Angestellter A Geringe Spardauer A alt — Geringe WoP

Die in Abschnitt 5.5 durchgefiihrte Darlehensanalyse lieferte bereits dhnliche Ergeb-
nisse. Dort fielen vor allem die Merkmale Spardauer, Alter und Berufsgruppe in den
Stichproben auf. Wihrend die Berufsgruppe Selbstindig eine duBerst hohe Signifikanz
fiir einen Darlehensausfall aufweist, tritt die Berufsgruppe Arbeiter nur in Kombina-
tion mit anderen Merkmalen als signifikant fiir einen Kreditausfall in Erscheinung.
Das Merkmal ,,hohe Spardauer” wird aussschlieBlich zur Klassifizierung ausgefalle-
ner Darlehen verwendet, wohingegen das Merkmal ,,geringe Spardauer” groftenteils
zur Bestimmung von endgetilgten Konten verwendet wird. Tritt es allerdings in Kom-
bination mit der Berufsgruppe Selbstindig auf, so dient es auch zur Klassifikation aus-
gefallener Darlehen.

5.7.2 Ermittelte Kreditausfallwahrscheinlichkeiten und
erreichte Konten

Ziel der Modellierung war es, eine moglichst hohe Anzahl von Trainingsbeispielen mit
dem Regelwerk zu iiberdecken. Tabelle 5.5 zeigt die Anteile der iiberdeckten Konten
in Trainings- und Testmenge, die in allen Fillen bei nahezu 90 % liegen. Damit kann
die Zielformulierung eines hohen Uberdeckungsgrades als erfiillt betrachtet werden.

Anteil iiberdeckter | Anteil iiberdeckter
Trainingsbeispiele Testbeispiele
(in %) (in %)
Ausgefallene 87.717 90.18
Endgetilgte 88.26 89.94
Gesamtanteil 88.23 89.95

Tabelle 5.5: Anteile iiberdeckter Trainingsbeispiele durch das Regelwerk in der
Trainings- und Testmenge der Ausgangsbausparkasse

Wir bezeichnen mit:

El. = Regeln, die aus dem Kontext K+ ermittelt wurden,
L,, = Regeln, die aus dem Kontext K™ ermittelt wurden.

Der Ergebnisraum Q besteht aus allen fiir die Untersuchung relevanten Konten. Dabei
bezeichnet G die Menge der ausgefallenen Trainingsbeispiele und G~ die Menge
der endgetilgten Trainingsbeispiele. Die Mengen G* und G~ liefern eine vollstindige
Zerlegung des Ergebnisraumes. Fiir GT und G~ gilt:

G NG~ = 0
GTuUG- = Q
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Ein Ereignis A bezeichnet das Vorliegen einer bestimmten Teilmenge aus P(L, j). Dann
gilt fiir jede Zerlegung und jedes Ereignis A:

P(A) = Y P(G)-PAIG) 1e{+ -}
[

Dabei bezeichnet P(G'), I € {4, —} die a priori Verteilung der ausgefallenen und end-
getilgten Darlehen im Bestand. Die GroBe P(A|G'), [ € {+,—} entspricht der Wahr-
scheinlichkeit, dass Ereignis A eintrifft, wenn der Bausparvertrag aus der Menge G/, [ €
{+,—} stammt. Daher kann fiir die Ermittlung der bedingten Wahrscheinlichkeiten die
Formel von Bayes verwendet werden. Ist P(A) > 0 und gelten die Voraussetzungen der
Formel der totalen Wahrscheinlichkeit, so gilt fiir alle /:

P(G') - P(A|G')
Y, P(G")-P(A|G')

P(G'|A) le{+,-}.

Fiir jedes Bausparkonto wird die bedingte Wahrscheinlichkeit ermittelt, dass das Kon-
to aus der Menge der ausgefallenen bzw. endgetilgten Darlehen stammt. Die empiri-
sche Bewertung dieser Teilmengen lieferte die Ergebnisse in Tabelle 5.6. Die beding-
ten Wahrscheinlichkeiten P(G']A) sind in einigen Teilmengen recht gering. Dafiir ist
die Gesamtverteilung der ausgefallenen und endgetilgten Konten im Bestand der Aus-
gangsbausparkasse verantwortlich. Die a priori Wahrscheinlichkeit fiir ein endgetilgtes
Darlehenskonto betrigt ca. 95 %, demgegeniiber steht eine a priori Wahrscheinlichkeit
fiir ausgefallene Konten von ca.5 %. Die a posteriori Wahrscheinlichkeit wird daher
vom hohen Anteil der endgetilgten Darlehenskonten geprégt. Enthélt die Teilmenge
jedoch die stark signifikanten Regeln £, so sind die bedingten Wahrscheinlichkei-
ten deutlich hoher. Allerdings stellt sich die Frage, wie die Klassifikationsgiite dieser
Ergebnisse bewertet werden kann. Da die Indikatorvariablen Y;, i = {0, 1} aller Da-
tensdtze in der Trainings- und Testmenge bekannt sind, kann eine ROC—Analyse mit
verschiedenen Schwellwerten durchgefiihrt werden.

5.7.3 ROC-Graphen und AUC-Werte

Im folgenden Abschnitt werden die ROC—Graphen mit zugehorigen AUC—Werten er-
zeugt. Zur Erstellung der ROC—Graphen werden Sensitivitdt und Spezifitit fiir jeden
Schwellwert s € R ermittelt. Als Schwellwerte werden die bedingten Wahrscheinlich-
keiten aus Tabelle 5.6 verwendet. Die Graphen in Abbildung 5.3 und die AUC-Werte
in Tabelle 5.7 wurden mittels der in Abschnitt 4.8 vorgestellten Algorithmen berech-
net. Tabelle 5.7 zeigt einen sensiblen Bereich in dem gleichzeitig die hochsten Werte
fiir Sensitivitdt und Spezifitit erreicht wurden, d. h. die Anzahl der richtig positiven
und richtig negativen Datensétze war dort am hochsten.
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5.7 Ergebnisse

Vorhandene Regeln || P(GT|A) = x(x) | P(G™|A)

des Ereignisses A (in %) (in %)
L, 63.84 36.16

Ly 572 04.28

L, 2.90 97.10

Ly 1.90 93.10

L. Lp 12.12 87.88

L, Ly 35.72 64.28

L, Ly 1471 85.29
Ll 1.06 08.94
1oLy 233 97.67

Ly Loy 1.68 08.32

Lo Looly 3.02 06.08
TR 99.99 0.01

Ly Loy Ly 975 90.25
Lyl Loy 1.65 0335

L Lnlo Ly 5.44 0456

Tabelle 5.6: Bedingte Wahrscheinlichkeiten fiir einen Kreditausfall im verbandstheo-
retischen Implikationenmodell

| Sensitivitit | Spezifitit | AUC-Wert |
Trainingsmenge 0.72 0.66 0.735
Testmenge 0.85 0.75 0.852

Tabelle 5.7: Sensitivitit, Spezifitat und AUC—Werte der Trainings- und Testmenge

5.7.4 Zusatzliche Validierung

Zur Uberpriifung der Generalisierungsfihigkeit wird das verbandstheoretische Impli-
kationenmodell ohne weitere Anpassungen auf die Originaldaten der Validierungsbau-
sparkasse angewendet. Eine Ubertragbarkeit des Modells wire von Vorteil, da somit
eine kosten- und zeitintensive Modellierung in den einzelnen Bausparkassen entfallen
konnte. Dazu muss allerdings iiberpriift werden, inwieweit die Klassifikationsgiite des
Modells eine solche Generalisierung zuldsst. Die Validierungsbausparkasse besitzt ein
dhnliches Tarifwerk sowie d@hnliche Tarifbedingungen wie die Ausgangsbausparkasse.
Allerdings weist sie eine unterschiedliche Bestandszusammensetzung auf. Zudem exi-
stieren lokale Unterschiede in beiden Bausparkassen.

Zur Modellierung wurde vorab das Kollektiv der Validierungsbausparkasse hinsicht-
lich ausgefallener und endgetilgten Bausparkonten untersucht. Der Untersuchungszeit-
raum erstreckte sich dabei tiber die Jahre 1991-2005. Die Kriterien fiir ausgefallene
und endgetilgte Darlehen blieben unverindert. Beide Bausparkassen besitzen iden-
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Sensitivitat
Sensitivitat

0.4 H B

0.2 - - 0.2 H g

Training

Validierung ------ Validierung
oL 1 1 1 0 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1-Spezifitat 1-Spezifitat

(a) Ausgangsbausparkasse (b) Validierungsbausparkasse

Abbildung 5.3: ROC-Graphen der Ausgangs- und Validierungsbausparkasse

tische, vertraglich festgelegte Mindesttilgungsraten. Die Analyse lieferte insgesamt
1.369 ausgefallene sowie 69.012 endgetilgte Darlehen im Bestand der Validierungs-
bausparkasse. Zur Klassifikation der Darlehen wurde das erzeugte bewertete Regel-
werk der Ausgangsbausparkasse verwendet. Die Kollektivzusammensetzung der Va-
lidierungsbausparkasse ist zwar bekannt, d. h. wir konnten eine kassenspezifische Be-
wertung durchfiihren, allerdings soll gerade iiberpriift werden, inwieweit das verbands-
theoretische Modell ohne zusitzliche Analysen auf weitere Bausparkassen iibertragen
werden kann.

Abbildung 5.3 zeigt die Ergebnisse der Ubertragung auf die Validierungsbauspar-
kasse. Fiir den Flicheninhalt unter der ROC-Kurve ergab sich ein AUC-Wert von
0.7831, der damit zwischen dem Wert der Trainings- und Testmenge der Ausgangs-
bausparkasse liegt. Die Quote der richtig positiv erkannten Datensitze lag bei 0.81,
als richtig negativ klassifiziert wurde ein Anteil von 0.71 Bauspardarlehen. Die Klas-
sifikationsgiite spricht also dafiir, dass die Modellierung ohne weitere Anpassungen
ibertragbar ist.

5.7.5 Zusammenfassung der Ergebnisse

Die verbandstheoretische Modellierung lieferte robuste Klassifikationsergebnisse fiir
die Ausgangs- und Validierungsbausparkasse. Das Modell war mit Hilfe der Bewer-
tung in der Lage, die ausgefallenen von den endgetilgten Bauspardarlehen zu unter-
scheiden. Zudem konnten iiberschaubare logische Strukturen aus den Daten abgeleitet
werden. Es zeigte sich aulerdem, dass die Vermutungen der ersten Darlehensanalyse
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5.8 Verwendung der Ergebnisse im Rahmen von IRB—Ansétzen

aus Abschnitt 5.5 bestitigt werden konnen. Weiterhin wurde die Annahme bestétigt,
dass die Verwendung von vertragsimmanenten Vergangenheitswerten fiir die Klassi-
fikation sinnvoll ist. Eine weitere Erkenntnis liegt in den gewonnen Merkmalskom-
binationen. Auch hier konnte die Ausgangsvermutung verifiziert werden, dass viele
Merkmale nur in Kombination mit anderen Merkmalen signifikant fiir die Klassifika-
tion sind.

Zur Klassifikation ungesehener Datensitze ist das Modell aufgrund seiner starken Ab-
hingigkeit von den a priori Wahrscheinlichkeiten aber nur beschrinkt anwendbar. Viel-
mehr kann das Modell durch seine hohe Interpretierbarkeit unterstiitzend im Entschei-
dungsprozess mitwirken. Eine kombinierte Anwendung des Modells mit anderen Be-
wertungsmethoden erscheint daher sinnvoll. Im folgenden Abschnitt wird auf eine wei-
tere interessante Verwendung der ermittelten Ausfallwahrscheinlichkeiten im Rahmen
von IRB—Ansitzen eingegangen.

5.8 Verwendung der Ausfallwahrscheinlichkeiten
im Rahmen von IRB-Anséatzen

Kreditinstitute miissen im Rahmen von Basel II ihre Kreditnehmer zur Quantifizie-
rung des Kreditrisikos in eine von mindestens acht Bonitétsklassen einordnen. Dabei
entfallen sieben Bonitétsklassen auf nicht ausgefallene Darlehen, eine Bonititsklas-
se muss fiir Forderungen, die sich bereits im Verzug befinden, vorgehalten werden.
Eine Rating- oder Bonititsklasse ist definiert als die Einstufung des Schuldnerrisikos
auf der Grundlage mehrerer Ratingkriterien, aus denen die Ausfallwahrscheinlichkeit
(PD) der Klasse abgeleitet werden kann [Bas04]>. Die Zuordnung der Kreditnehmer
zu den Ratingklassen muss dabei verschiedene Kriterien erfiillen. Sie muss zum einen
gewihrleisten, dass Kreditnehmer mit dhnlichen Risiken derselben Ratingklasse zu-
geordnet werden, zum anderen muss die Zuordnung nachvollziehbar und interpretier-
bar sein [Bas04]*. Mit Hilfe der Ausfallwahrscheinlichkeiten und zusétzlichen Risiko-
parametern kann die aufsichtlich geforderte Eigenkapitalunterlegung zur Abdeckung
der unerwarteten Verluste ermittelt werden. Die Ergebnisse des verbandstheoretischen
Implikationenmodell kénnen zur Bildung solcher Bonitédtsklassen verwendet werden.
Das Modell zerlegt den Bestand an Bauspardarlehen mit Hilfe logischer Regeln in
verschiedene Klassen, die sich durch ihre vorhandenen Merkmalskombinationen de-
finieren. Jeder Kreditnehmer wird anhand seiner vorhandenen Merkmale genau einer
Klasse, nimlich der maximalen, zugeordnet. Dadurch wird auf natiirliche Weise eine
Zuordnung der Kreditnehmer zu den Bonititsklassen vorgenommen. Das zur Ermitt-
lung der Ausfallwahrscheinlichkeiten verwendete Datenmaterial umfasste einen Zeit-
horizont von fiinf Jahren und geniigt somit den Anspriichen des Baseler Ausschuss fiir

3Vgl. Absatz 405 in [Bas04].
4Vgl. Absatz 410 in [Bas04].
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Risikoklasse || Vorhandene || 7(x) =PD
Regeln (in %)
I L,L,, 1.06
2 L,Lo L 1.65
3 L, L, 1.68
4 L,, 1.90
5 L,L5 2.33
6 L, 2.90
7 L, L,Ly 3.02
8 LL,L5,L5, 5.44
9 L, 572
10 Ly 1Ly Loy 9.75
11 L,L,, 12.12
2 L,L,, 1471
13 L,L, 35.72
14 Ly 63.84
15 L LL5, 99.99

Tabelle 5.8: Einteilung von Risikoklassen mit zugehoriger PD mit Hilfe des verbands-
theoretischen Implikationenmodells

Bankenaufsicht®. Anhand der Ergebnisse aus Tabelle 5.6 konnen die in Tabelle 5.8 dar-
gestellten Risikoklassen mit zugehoriger PD gebildet werden. Die Ausfallwahrschein-
lichkeit nimmt mit jeder Risikoklasse zu, und damit die Qualitdt des Darlehens ab.
Die Ausfallwahrscheinlichkeiten der Bonititsklassen erlauben nun die Ermittlung der
Risikogewichte und damit die Berechnung des aufsichtlich geforderten Eigenkapitals
fiir einen Kredit. Die aufsichtlich vorgegebenen Risikogewichtsfunktionen sind abhén-
gig von der zugrunde liegenden Forderungsklasse (z. B. Forderungen an Unternehmen
und Forderungen an Privatkunden). Im Falle von Forderungen an Privatkunden sind
die Risikokomponenten PD und LGD Eingangsparameter fiir die Risikogewichtsfunk-
tion. Das aufsichtliche Eigenkapital erhilt man aus dem Produkt des Risikogewichts
(RW) mit der erwarteten Forderungshohe im Ausfallzeitpunkt (EAD) und der gefor-
derten Eigenkapitalunterlegung (8 %). Ein Berechnungsbeispiel findet sich in Tabelle
2.3 auf Seite 35. Die aufsichtlich vorgegebenen Risikogewichtsfunktionen sind aus-
fiihrlich in [Bas04, Deu04] dargestellt. Die Risikoklassen miissen allerdings ergéinzt
werden um eine Klasse fiir bereits ausgefallene Darlehen sowie eine Klasse zur Be-
wertung der nicht erfassten Kredite im verbandstheoretischen Implikationenmodell.
Da das vorhandene Datenmaterial keine Angaben iiber zugrunde liegende Sicherhei-
ten beinhaltet, muss der Risikoparameter LGD mit Hilfe anderer Verfahren ermittelt
werden, bzw. bei Verwendung des IRB—Basisansatzes wird er aufsichtlich vorgegeben.

>Vgl. Absatz 414 in [Bas04].
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5.8 Verwendung der Ergebnisse im Rahmen von IRB—Ansétzen

Der Baseler Ausschuss fiir Bankenaufsicht stellt in [BasO4] einige Anforderungen an
Ratingsysteme zur Ermittlung von Bonitétsklassen und Ausfallwahrscheinlichkeiten.
Tabelle 5.9 zeigt beispielhaft wichtige Anforderungen und Kriterien an Ratingverfah-
ren zur Verwendung in IRB—Ansitzen und deren Umsetzung im verbandstheoretischen

Implikationenmodell.

Mindestanforderung an ein
Ratingverfahren

Umsetzung im verbandstheoretischen
Implikationenmodell (v.1.)

Einteilung der Kreditnehmer in minde-
stens acht Bonititsklassen [404]°

Das v.I.erzeugt 15 Klassen von Kre-
ditnehmern mit unterschiedlichen Merk-
malsausprigungen, die allerdings noch
erweitert werden miissen.

PD-Schitzung [409] fiir jede Bonitits-
klasse

Empirische Ermittlung von bedingten
Wahrscheinlichkeiten fiir jede Klasse.

Schitzung der Risikoparameter LGD,
EAD und M [409]

Aufgrund des beschrinkten Datenmate-
rials im v. I. noch nicht beriicksichtigt.

Beriicksichtigung von Sicherheiten, Ga-
rantien und Nachrangigkeiten (erstran-
gige oder zweitrangige Pfandrechte)
[402]

Aufgrund des beschrinkten Datenmate-
rials im v. I. noch nicht beriicksichtigt.

GleichmiBige Verteilung der Kreditneh-
mer iiber die Ratingklassen [406]

Wird durch die Zusammenfassung der
Implikationen erreicht.

Detaillierte Beschreibung der Risiko-
klassen, konsistente Zuordnung der Ri-
siken zu den jeweiligen Klassen [410)]

Konsistente Zuordnung der Kreditneh-
mer durch Abfrage der logischen Re-
geln, welche durch die enthaltenen Im-
plikationen detailliert beschrieben sind.

Detaillierte, nachvollziehbare und inter-
pretierbare Ratingdefinition [410)]

Das logische Regelwerk im v. L. ist sehr
gut interpretierbar.

Kriterien miissen mit bankinternen Kre-
ditvergaberichtlinien iibereinstimmen
[410]

Die inhaltliche Diskretisierung der ratio-
nalen Merkmale erlaubt eine Einbezie-
hung interner Verfahren.

Zeithorizont fiir die PD—Schidtzung von
mindestens einem Jahr [414]

Empirische Ermittlung der PD auf
Grundlage von fiinf Jahren.

Tabelle 5.9: Ausgewihlte Mindestanforderungen und Kriterien an Ratingverfahren zur
Verwendung in IRB—Ansitzen und deren Umsetzung im verbandstheore-

tischen Implikationenmodell

®Die Angaben in den eckigen Klammern beziehen sich auf die zugehorigen Absitze in [Bas04].
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Kapitel 6

Ergebnisse der vorgestellten
Klassifikationsmodelle

6.1 Neuronale Netze

6.1.1 Untersuchungsaufbau und Datenvorbereitung

Zur Klassifizierung der Darlehenskonten mit Hilfe von neuronalen Netzen wurden aus
den ermittelten Daten fiinf unterschiedliche Stichproben erzeugt. Diese Stichproben
konnen als reprédsentativ angenommen werden, da sie es moglich machen, fiir unsere
inhaltlich abgegrenzte Fragestellung stabile und generalisierbare Analyseergebnisse zu
erzielen. Sie geniigen dabei folgenden Anforderungen:

» groBer Stichprobenumfang
» zufillige Auswahl der Bauspardarlehen
» umfangreicher Betrachtungshorizont 2002-2004

* ausschlieBliche Betrachtung von Bauspardarlehen

‘ Stichprobe(n) H endgetilgte Darlehen ‘ ausgefallene Darlehen ‘ Yy ‘

S1-4 2.648 2.648 5.296
S5 5.282 2.648 7.930

Tabelle 6.1: Stichproben zur Modellierung der Ausfallwahrscheinlichkeiten mit Hilfe
von neuronalen Netzen

Da zur Modellierung die logistische Aktivierungsfunktion aus Abschnitt 3.1 verwendet
wird, wurden die rationalen Merkmalen (Darlehenshohe, Spardauer, WoP—Anteil und
Alter) logarithmiert und anschlieBend linear so transformiert, dass sie Werte im Inter-
vall [0, 1] annehmen. Zur weiteren Verarbeitung der Daten wurden die fiinf Stichpro-
ben in eine Trainings-, Cross- und Testmenge zerlegt. Dabei bezeichnet beispielsweise
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‘ Stichprobe(n) H Trainingsmenge | Crossmenge ‘ Testmenge ‘ Yy ‘
S1-4 800:800 800:800 1.048:1.048 | 5.296
S5 800:1.600 800:1.600 | 1.048:2.082 | 7.930

Tabelle 6.2: Zerlegung der Stichproben in Trainings-, Cross- und Testmenge

800:800 das Mischungsverhiltnis der endgetilgten und ausgefallenen Darlehenskon-
ten. Die Stichproben S 1-4 wurden stets im Verhiltnis 1:1 zerlegt, die Stichprobe S5
wurde im Verhiltnis 1:2 aufgeteilt. Alle hier vorgestellten Modellierungen wurden mit
dem Programm SNNS (Stuttgart Neural Network Simulator) durchgefiihrt!.

6.1.2 Ergebnisse des Pruning—Algorithmus

Bisherige Untersuchungen von neuronalen Netzen bei finanzwirtschaftlichen Problem-
stellungen [Zim94] haben gezeigt, dass Netze mit einer verdeckten Neuronenschicht
vollig ausreichend sind. Daher konzentrieren sich die Untersuchungen auf dreilagige
Feed—Forward—Netze.

Getestet wurden Basisnetzwerke mit 17 Inputknoten (Merkmalen), x verdeckten Neu-
ronen und einem Ausgabeneuron. Diese werden im Folgenden kurz mit 17/x/1 be-
zeichnet. Dabei wurde eine Homogenitit der Klassifikationsquoten in Trainings- und
Crossmenge angestrebt. Der a— und S—Fehler durfte in beiden Mengen nicht grofer
als 30 % sein. Beim a—Fehler wird ein Kredit als ,,gut” beurteilt, obwohl er tatséch-
lich ausgefallen ist (False Negatives). Hingegen wird beim B—Fehler ein Darlehen als
ausgefallen klassifiziert, obwohl das Darlehen vom Kreditnehmer in Regelzeit getilgt
wurde (False Positives). Im Sinne der ROC—Analyse entspricht der ot—Fehler = 1 —
true positive rate = 1 — Sensitivitit, der f—Fehler entspricht der false positive rate. Die
im Folgenden erwihnte Gesamtklassifikationsquote entspricht der accuracy. Beim o—
Fehler entstehen also Kosten durch Zahlungsausfille und zusétzlichen Verwaltungs-
aufwand. Der B—Fehler verursacht Opportunititskosten, da dem Kreditinstitut Zins-
ertrdge und Provisionen entgangen sind. In der Regel kommt der Minimierung des
o—Fehler groBlere Bedeutung zu, da die Kosten fiir Zahlungsausfille die Opportuni-
tiatskosten tiberschreiten.

Tabelle 6.3 zeigt die Klassifikationsergebnisse der verschiedenen Basisnetzwerke.
Die Bandbreiten in Tabelle 6.3 geben Ergebnisse an, die aufgrund verschiedener Stich-
probenzusammensetzungen (S 1-5) erzielt wurden. Allen Basisnetzwerken war ge-
meinsam, dass in den Auto—Pruning Liufen eine recht hohe Klassifikationsqualitét er-
reicht wurde. Weiterhin zeigt Tabelle 6.3 dass Netze mit zehn verdeckten Neuronen an-
scheinend iiberdimensioniert waren. Gleiche Klassifikationsqualitdten lassen sich auch

IDas Programm ist unter http://www-ra.informatik.uni-tuebingen.de/SNNS/
frei verfiigbar.
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6.1 Neuronale Netze

Testmenge Struktur | Anfangs- End- Anzahl Anzahl
Gesamt- des Basis- | gewichte | gewichte | benutzter | noch benutzer
klassifikations- || netzwerkes verdeckte | Inputknoten
niveau knoten (Merkmale)
17/10/1 170 18-32 4-6 9-15
17/8/1 136 17-38 3-7 11-14
~ 80 % 17/6/1 102 20-38 4-6 10-16
17/5/1 85 24-37 4-5 14-15
17/4/1 68 16-30 3-4 12-13
17/3/1 51 20-24 3 14
17/10/1 170 17-34 4-6 12-15
17/8/1 136 36 6 15
~ 77 % 17/6/1 102 17-21 4-5 11-12
17/5/1 85 26-28 4-5 12-14
17/4/1 68 21-30 34 13-16

Tabelle 6.3: Klassifikationsergebnisse bei unterschiedlichen Basisnetzwerken

mit weniger Gewichten und einer geringeren Anzahl verdeckter Neuronen erreichen.

Allerdings zeigte sich auch, dass Abweichungen vom Verhiltnis 1:1 in den Stich-
proben die Ergebnisse deutlich verschlechtert. Tabelle 6.4 zeigt, dass bei einer Abwei-
chung zwar die Gesamtklassifikationsquote nahezu erhalten bleibt, der a—Fehler sich
aber mehr als verdoppelt. Das neuronale Netzwerk hat die endgetilgten Darlehen be-
sonders gut gelernt, und neigt daher dazu, Darlehen als endgetilgt einzustufen. Dies
zeigt sich auch darin, dass der B—Fehler sich mehr als halbiert hat. Um die angestrebte
Homogenitit in a— und f—Fehler zu erhalten, werden fiir die folgenden Untersuchun-
gen ausschlieBlich Stichproben im Verhiltnis 1:1 verwendet.

Anzahl Proportion Testmenge | Testmenge | Testmenge
lebender | Trainings- und | o—Fehler | B—Fehler | accuracy
Gewichte | Crossmenge (in %) (in %) (in %)

24 1:1 21.8 17.0 80.7
24 1:2 42.5 8.3 80.3
24 1:1 13.2 20.9 82.9
21 1:2 39.6 6.2 82.6

Tabelle 6.4: Klassifikationsergebnisse bei unterschiedlichen Proportionen in den Lern-
mengen
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6.1.3 Feinoptimierung der Ergebnisse

Zur Feinoptimierung wurden aus den Ergebnissen in Tabelle 6.3 die Netze ausgewihlt,
die eine besonders hohe Klassifikationsgiite bei moglichst ausgeglichenem o— und
B—Fehler in der Crossmenge aufwiesen und eine minimale Netzwerkstruktur besit-
zen. Diese wurden mit manuellem Training und verschiedenen Lernraten optimiert.
Die Feinoptimierung lieferte allerdings nur sehr geringe Verbesserung wie Tabelle 6.5
zeigt. Dabei bezeichnet der Index S j die Stichprobe, aus der das Netz stammt.

Die neuronalen Netze ermitteln fiir jedes Darlehen eine Ausfallwahrscheinlichkeit 7 (x).
Dies wirft die Frage auf, ab welcher Wahrscheinlichkeit 7(x) ein Darlehen als aus-
gefallen bzw. endgetilgt zu bewerten ist. Zur Analyse der Ergebnisse werden fiir die
vier Endnetze die zugehodrigen ROC—Graphen erstellt. Abbildung 6.1 zeigt die ROC-
Graphen der vier neuronalen Netze aus der Feinoptimierung. Fiir den Flacheninhalt
unter den vier Netzen ergaben sich die in Tabelle 6.6 dargestellten Werte fiir die Aus-
gangsbausparkasse.

Sensitivitat
Sensitivitat

0.4 | o -

02 | N1 0.2 - N1 T
N2 ------ N2 —---—-
N3 ------- N3 -------
. N4 - e N4
0 1 1 1 1 0 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1-Spezifitat 1-Spezifitat
(a) Ausgangsbausparkasse (b) Validierungsbausparkasse

Abbildung 6.1: ROC-Graphen der vier neuronalen Netze der Ausgangs- und Validie-
rungsbausparkasse

Mit der Festlegung eines Basisnetzwerkes und der Ermittlung der minimalen Netz-
werkstruktur mit Hilfe eines Pruning—Algorithmus war die Gesamtklassifikationsquote
nahezu festgelegt. Mit manuellem Training konnten die Ergebnisse nur minimal ver-
bessert werden.

Auffallend war, dass eine Abweichung der Zusammensetzung der Stichproben vom
Verhiltnis 1:1 zu einer drastischen Verschlechterung des Ergebnisses fiihrte. Dagegen
spielt die Stichprobenzusammensetzung eine untergeordnete Rolle, da die vier ausge-
wihlten Endnetze aus drei verschiedenen Stichproben stammten und alle Ergebnis-
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6.1 Neuronale Netze

Netz || Anzahl | Anzahl | Gewichte | Cross- Cross- | Testmenge
Input- | verdeckter menge menge accuracy
knoten | Knoten o—Fehler | f—Fehler (in %)

(in %) (in %)

NlS1 15 4 24 27.5 18.8 82.9

NZS2 11 3 17 23.5 17.8 79.9

N3S% 10 4 20 23.6 18.0 80.7

N4S3 14 3 24 26.1 16.1 81.6

Tabelle 6.5: Ergebnisse der Feinoptimierung bei vier ausgewihlten Netzen

se zwischen 83 % und 80 % Gesamtklassifikationsquote lieferten. Die erfolgreichsten
Netze wiesen alle drei bis vier verdeckte Knoten auf. Netzwerke mit einer hoheren An-
zahl an verdeckten Neuronen scheinen iiberdimensioniert zu sein, was die Aussagen in
[Zim94] bestitigt.

6.1.4 Zusatzliche Validierung

Die ausgewdhlten realen Datensitze der Validierungsbausparkasse wurden mit Hil-
fe der vier neuronalen Netze klassifiziert. Die Netze wurden unverdndert zur Ermitt-
lung der Ausfallwahrscheinlichkeiten 7 (x) verwendet. Es erfolgte kein neues Training.
Betrachtet man beide ROC—Graphen, so fillt auf, dass das Klassifikationsniveau bei

‘ Netz H AUC—Wert ‘ ‘ Netz H AUC—Wert ‘
Nlg, 0.9064 Nlg, 0.6974
N2, 0.8646 N2, 0.7111
N3, 0.8844 N3, 0.6962
N4, 0.8893 N4, 0.6706

Tabelle 6.6: Von links nach rechts: AUC—Werte der vier neuronalen Netze fiir die
Ausgangs- und Validierungsbausparkasse

der Validierungsbausparkasse deutlich gesunken ist. Der Graph besitzt auf der y—Achse
deutlich geringere Werte, was einer gesunkenen Sensitivitit entspricht. Dies lédsst ver-
muten, dass es sich hier um einen Overfitting—Effekt handelt, da die Netze speziell auf
die Ausgangsbausparkasse trainiert wurden. Eine ndhere Analyse dieses Effektes fin-
det sich in Kapitel 7. Fiir den Flidcheninhalt unter den vier Netzen ergaben sich die in
Tabelle 6.6 angegebenen Werte.
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Kapitel 6 Ergebnisse der vorgestellten Klassifikationsmodelle

6.2 Modell von Truemper

6.2.1 Untersuchungsaufbau und Datenvorbereitung

Zur Klassifizierung der Kreditausfille mit dem logischen Modell von Truemper wur-
den zehn verschiedene Stichproben aus den Daten erzeugt. Diese unterscheiden sich
zum einen in der Anzahl der Datensétze und zum anderen im Verhiltnis der Zusam-
mensetzung der Stichproben. Die Stichprobenzusammensetzung ist in Tabelle 6.7 ab-
gebildet. Sowohl die Diskretisierung der Eingangsdaten, als auch die anschlieBende
Klassifizierung wurden mit dem LEIBNIZ-System durchgefiihrt.

Stichproben- || Verhiltnis | Gesamtanzahl

bezeichnung aus:end Darlehen
S1-S8 1:1 50 -1.000
S9-S10 1:2 150 — 300

Tabelle 6.7: Trainingsstichproben fiir das logische Modell von Truemper

Zur Validierung wurde eine Testmenge mit 5.000 Bauspardarlehen erstellt. Dies ent-
spricht gerade der maximalen Anzahl von Datensitzen die das LEIBNIZ-System ver-
arbeiten kann. Alle zehn erzeugten Klassifikatoren wurden mit Hilfe des Testdatensat-
zes validiert. Die folgenden Vergleiche der Testergebnisse basieren alle auf demselben
Testdatensatz. Zur Diskretisierung der rationalen Variablen Darlehenshohe, Spardauer,
Alter und WoP-Anteil wurde das ,,Cutpoint—Verfahren” verwendet, das im Programm-
paket ,,Cutcc” des LEIBNIZ-System enthalten ist.

6.2.2 Ergebnisse und zusatzliche Validierung

Ahnlich wie bei der Modellierung mit neuronalen Netzen wiesen die beiden Stichpro-
ben, die vom Verteilungsverhiltnis 1:1 abwichen, relativ schlechte Ergebnisse auf. Die
Stichproben, die weniger als 300 Bausparkonten umfassten, fielen ebenso durch eine
schlechtere Klassifikationsgiite auf. Zur ndheren Auswertung wurden daher die Stich-
proben S4-S8 verwendet. Das LEIBNIZ-System erzeugt 40 logische DNF-Formeln
mit unterschiedlichen DNF-Klauseln. Eine logische DNF-Formel aus dem Modell von
Truemper ist beispielhaft in Abbildung 6.3 dargestellt.

Mit Hilfe der DNF-Formeln kann eine Bewertung der Datensitze vorgenommen wer-
den, indem die Anzahl der Stimmen fiir jeden Datensatz addiert werden. Dabei ent-
spricht jede erfiillte DNF—Formel genau einer Stimme. Zur Ermittlung von Sensitivitét
und Spezifitit wurde die vom LEIBNIZ-System ermittelte Stimmanzahl der Testmen-
ge verwendet.

Mit Hilfe des erweiterten Algorithmus 1 auf Seite 82 wurde daraus eine ROC-Kurve
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Sensitivitat

1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1-Spezifitat

Sensitivitat

0.8 -

0 0.2 0.4 0.6 0.8
1-Spezifitat

(a) Ausgangsbausparkasse (b) Validierungsbausparkasse

Abbildung 6.2: Klassifikationsergebnisse des Modells von Truemper fiir die Aus-
gangs- und Validierungsbausparkasse

| Stichprobe || AUC-Wert |

| Stichprobe || AUC-Wert |

S4 0.7953 S4 0.5939
S5 0.8325 S5 0.5450
S6 0.8340 S6 0.6441
S7 0.8185 S7 0.6691
S8 0.7793 S8 0.6853

Tabelle 6.8: Von links nach rechts: AUC-Werte des Modells von Truemper fiir die
Stichproben der Ausgangs- und Validierungsbausparkasse

erzeugt, die in Abbildung 6.2 dargestellt ist. Die zugehorigen AUC—Werte sind in Ta-
belle 6.8 dargestellt.

Zur Uberpriifung der Ubertragungsfihigkeit wird eine Testmenge aus dem realen Kol-
lektiv der Validierungsbausparkasse verwendet, um die erzeugten Regelwerke des Mo-
dells von Truemper ohne weitere Anpassungen zu testen. Dazu werden ebenfalls die
Stichproben S4-S8 verwendet. Die Ergebnisse dieser Generalisierung sind in Abbil-
dung 6.2 und Tabelle 6.8 dargestellt. Dabei zeigt sich, dass sich die ROC—Graphen
sowie die AUC—Werte deutlich verschlechtert haben. Sie liegen bei der Validierungs-
bausparkasse nur knapp iiber der eingezeichneten Diagonalen y = x, die dem ,,blofen
Raten” entspricht.
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Formula 1 B 14 min (True means vote for B, 14 min size clause(s))
clause size literals
17 3 710 28 -31 -33 -36

26 3-11 20 22 28 -36
38 3 7-18 22126 28-31-35
45 3 9-18 26 29
55 120 22 31 37
6 5 6-18 28 -34 36
72 11 26
8§ 4 3 912937
93 82237
103 622-32
114 6 730 37
12 4 314 33-37
133 518 30
143 6936

Logic notation

[ WK S 1 & Darlehenshoehe 1 & Tarifklasse 1
& Kein_Selbst 2 & -Spardauer 3 & -WOP 2
& -Alter 21|
[ WK S 1 & -Tarifklasse 2 & Kein_ Arbeiter 2
& Kein_Angestellter 2 & Kein Selbst 2
& -Alter 21|
[ WK S 1 & Darlehenshoehe 1 & -Beruf 6
& Kein_Angestellter 2 & Kein Rentner 2
& Kein Selbst 2 & -Spardaver 3 & -Alter 11]]
[ WK S 1 & -Darlehenshoehe 3 & -Beruf 6
& Kein Rentner 2 & Spardauer 1] |
[ WK 1 & Kein Arbeiter 2 & Kein_Angestellter 2
& Spardaver 3 & Alter 3 ]|
[ WK G 2 &-Beruf 6 & Kein Selbst 2 & -WOP 3
& Alter 2]
[ Tarifklasse 2 & Kein Rentner 2 ] |
[ WK S 1 & Darlehenshoehe 3 & Spardauer 1
& -Alter 3]
[ Darlehenshoehe 2 & Kein Angestellter 2
& Alter 31|
[WK G 2 & Kein Angestellter 2 & -WOP 1]
[ WK G 2 & Darlehenshoehe 1 & Spardauer 2
& Alter 31|
[ WK S 1&Beruf 2& WOP 2 & -Alter 37|
[ WK G 1 & Beruf 6 & Spardauer 2] |
[ WK G 2 & Darlehenshoehe 3 & Alter 2 ]

Abbildung 6.3: Beispiel einer logischen DNF-Formel aus dem Modell von Truemper
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6.3 Entscheidungsbiume

6.3 Entscheidungsbaume

6.3.1 Untersuchungsaufbau und Datenvorbereitung

Zur Modellierung mit Entscheidungsbiumen wurden 25 verschiedene Trainingsstich-
proben erstellt. Wie in den vorher untersuchten Modellen unterscheiden sich die Stich-
proben in der Anzahl der Darlehen und im Verteilungsverhiltnis. Die Anzahl der Kon-
ten in den Stichproben betrug minimal 100 Konten und maximal 2.730 Konten. Die
Verteilungsverhiltnisse betrugen 1:1 und 1:2. Im zweiten Fall wurde die Anzahl der
endgetilgten Konten verdoppelt. Zur Validierung wurde eine gemeinsame Testmen-
ge aus dem realen Kollektiv der Validierungsbausparkasse erstellt, die 27.241 Kon-
ten umfasste. Die Klassifikation wurde mit der Software Weka 3.4 durchgefiihrt?. Zur
Diskretisierung der Daten wurde ein entropiebasierter Ansatz verwendet, der den In-
formationsgehalt eines Merkmals widerspiegelt.

6.3.2 Ergebnisse und zusatzliche Validierung

Bei den Entscheidungsbdumen handelt es sich um einen diskreten Klassifikator. Wih-
rend bei den vorigen Modellen stets eine ROC—Kurve mit Hilfe von Schwellwerten
erstellt werden konnte, wird bei den Entscheidungsbdumen ein diskretes Klassifika-
tionsergebnis ausgegeben. Daher kann auch kein AUC—Wert angegeben werden.

Die ermittelten Entscheidungsbdume unterscheiden sich vor allem hinsichtlich der An-
zahl der Blitter und Knoten. Die Stichproben S3 und S4 besitzen nahezu 50 Entschei-
dungsknoten, was bei der Testmenge zu einem Overfitting—Effekt fiihrt. Die Trainings-
stichprobe S1, die am wenigsten Knoten erzeugte, lieferte hingegen die stabilsten Vali-
dierungsergebnisse. Abbildung 6.5 zeigt einen Entscheidungsbaum zur Klassifizierung
des Kreditrisikos der Stichprobe S5.

| Stichprobe || Sensitivitiit | Spezifitit | Anzahl Blitter | Anzahl Knoten

S1 0.827 0.736 18 20
S2 0.839 0.700 15 24
S3 0.786 0.711 28 45
S4 0.793 0.716 28 46
S5 0.797 0.761 16 26

Tabelle 6.9: Klassifikationsergebnisse von fiinf ausgewihlten Stichproben mit zugeho-
riger Anzahl von Blittern und Knoten

In einem weiteren Schritt wurden die ermittelten Bdume dazu verwendet, die Test-
menge zu klassifizieren. Aus Griinden der Vergleichbarkeit sind in Abbildung 6.4 die

Diese kann kostenlos unter http://www.cs.waikato.ac.nz/ml/weka/ heruntergeladen
werden.
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Klassifikationsergebnisse beider Bausparkassen dargestellt. Die Klassifikationsergeb-
nisse der Validierungsbausparkasse liegen im ROC—-Graph auf der x—Achse weiter
rechts, was einer hoheren false positive rate entspricht.

Um einen fairen Vergleich zwischen den verschiedenen Klassifikationsmodellen und
dem verbandstheoretischen Implikationenmodell herstellen zu konnen, wird im folgen-
den Kapitel fiir alle Klassifikationsmodelle eine identische Diskretisierung gewihlt.
Danach findet ein quantitativer und qualitativer Vergleich der Klassifikationsergebnis-
se statt.

Sensitivitat

Ausgangsbausparkasse =~ +
VaIidierungsPausparkasse X

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1-Spezifitat

Abbildung 6.4: Klassifikationsergebnisse der Entscheidungsbdaume fiir die Ausgangs-
und Validierungsbausparkasse
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6.3 Entscheidungsbiume

2

=TRUE =FALSE

=TRUE =FALSE

= Atheiter= Angeéfaﬂtbr: Beamter =Rentner =Selst ~=3ongt \

Abbildung 6.5: Entscheidungsbaum zur Klassifizierung des Ausfallrisikos (Stichprobe
S5, Ausgangsbausparkasse)
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Kapitel 7

Quantitativer und qualitativer
Vergleich aller Modelle

7.1 Quantitativer Vergleich

Zum Vergleich der Klassifikationsgiite aller vorgestellten Modelle, werden die Ergeb-
nisse der jeweiligen Testmengen angegeben. Um der Vergleichbarkeit der Modelle
Rechnung zu tragen, wurde fiir die logischen Modelle (Modell von Truemper und
Entscheidungsbdume) die inhaltliche Diskretisierung der rationalen Daten gewdhlt. In
einem ersten Schritt werden jeweils die Ergebnisse der Ausgangsbausparkasse vergli-
chen; eine weitere Verifizierung erfolgt mit den Ergebnissen der Validierungsbauspar-
kasse. AbschlieBend erfolgt eine Interpretation der Ergebnisse.

7.1.1 Neuronale Netze
7.1.1.1 Datenvorbereitung

Die rationalen Eingangsvariablen miissen bei der Verwendung von neuronalen Netzen
nicht in logischer Form vorliegen. Sie wurden logarithmiert und fiir die Verwendung
in neuronalen Netzen linear transformiert. Zum Vergleich der Ergebnisse werden die
KenngroBen Sensitivitit, Spezifitit und der AUC—Wert verwendet. Beim Ergebnisver-
gleich und der Interpretation der Ergebnisse muss natiirlich die unterschiedliche Form
der rationalen Eingangsvariablen beriicksichtigt werden.

7.1.1.2 Klassifikationsergebnisse der Ausgangsbausparkasse

In einem ersten Vergleich werden die Ergebnisse des verbandstheoretischen Implika-
tionenmodells mit den vier neuronalen Netzen verglichen. Abbildung 7.1 zeigt bei-
spielhaft das Ergebnis des neuronalen Netzes N1 im Vergleich mit dem verbands-
theoretischen Implikationenmodell. Dabei zeigt sich, dass die neuronalen Netze eine
sehr hohe Klassifikationsgiite liefern. Das Niveau des Netzes N1 liegt deutlich iiber
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dem Klassifikationsniveau des verbandstheoretischen Implikationenmodells. Sensiti-
vitdt und Spezifitit liegen im Netz N1 deutlich iiber 0.8 wie Tabelle 7.1 zeigt. Damit
liefern die neuronalen Netze die besten Klassifikationsergebnisse fiir die Ausgangs-
bausparkasse.

‘ Sensitivitit ‘ Spezifitit ‘ ‘ Sensitivitit ‘ Spezifitit ‘

0.8683 0.7910 0.5972 0.6898
0.8292 0.8588 0.5526 0.7313
0.7691 0.9094 0.5044 0.7619

Tabelle 7.1: Von links nach rechts: Sensitivitdt und Spezifitit des neuronalen Netzes
N1 der Ausgangs- und Validierungsbausparkasse

Sensitivitat
Sensitivitat

04 .

0.2 - -

Implikationenmodell
N1

0 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1-Spezifitat

1-Spezifitat

(a) Ausgangsbausparkasse (b) Validierungsbausparkasse

Abbildung 7.1: Vergleich der Klassifikationsergebnisse der Modellierung mit neuro-
nalen Netzen und dem verbandstheoretischen Implikationenmodell der
Ausgangs- und Validierungsbausparkasse

7.1.1.3 Klassifikationsergebnisse der Validierungsbausparkasse

In einem weiteren Schritt wird die Ubertragbarkeit der neuronalen Netze auf eine
weitere Bausparkasse untersucht. Dabei fillt auf, dass bei einer Generalisierung der
Netze, die Klassifikationsergebnisse deutlich absinken. Die neuronalen Netze liefer-
ten hier, im Gegensatz zur Ausgangsbausparkasse, die schlechtesten Ergebnisse aller
untersuchten Modelle. In Tabelle 7.1 und 7.2 sind Sensitivitdt, Spezifitit und AUC—
Werte des Netzes N1 dargestellt, Abbildung 7.1 zeigt die graphische Darstellung der
zugehorigen ROC-Graphen.
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Modell H Ausgangsbausparkasse ‘ Validierungsbausparkasse
Neuronales Netz! 0.9064 0.6974
Verbandstheoretisches
Implikationenmodell 0.8523 0.7831

Tabelle 7.2: AUC-Werte des verbandstheoretischen Implikationenmodells und der
neuronalen Netze im Vergleich

7.1.2 Modell von Truemper
7.1.2.1 Datenvorbereitung

In Truempers Ansatz der logischen Klassifikation ist die Methode ,,Cutpoint” zur Dis-
kretisierung von rationalen Daten implementiert, die einen bindren Datensatz erzeugt.
Um einen realistischen Vergleich herstellen zu konnen, wird die inhaltliche Diskre-
tisierung auch fiir das Modell von Truemper verwendet. Dieser Sachverhalt wird im
Folgenden durch die Bezeichnung modifiziertes Modell von Truemper umschrieben.
Es wurden dieselben Stichproben wie in Unterabschnitt 6.2.1 verwendet. Zum Ver-
gleich der Diskretisierungsverfahren sind in Tabelle 7.3 die ,,Cutpoints’ einer Trai-
ningsstichprobe dargestellt, die z. B. beim Merkmal Spardauer hohe Ahnlichkeiten zur
inhaltlichen Diskretisierung aufweisen. Da im LEIBNIZ-System eine maximale An-

Merkmal Anzahl 1 2 3 4 5 6 7 8
,-Cutpoints”
Darlehenshohe 8 294 | 3,64 | 486 | 546 | 6.27 | 691 | 7.83 | 16.12
Spardauer 5 55 | 65 | 7.5 | 85 | 105
WoP-Anteil 8 0.02 | 0.11 | 0.26 | 0.47 | 1.49 | 2.31 | 3.01 | 4.57
Alter 8 30.5 | 36.5 | 37.5 | 41.5 | 425 | 43.5 | 53.5 | 65.5

Tabelle 7.3: ,,Cutpoints” der Trainingsmenge S7 der Ausgangsbausparkasse

zahl von 5.000 Testdaten erlaubt sind, wurden aus den Originaldaten der Ausgangs-
bausparkasse fiinf verschiedene Testmengen erzeugt. Zur Uberpriifung der Generali-
sierungsfahigkeit wurden aus dem realen Kollektiv der Validierungsbausparkasse wei-
tere fiinf Testmengen mit jeweils 5.000 Bauspardarlehen erstellt. Vergleichskriterien
waren wiederum die GréBen Sensitivitit, Spezifitit und die AUC—Werte.

7.1.2.2 Klassifikationsergebnisse der Ausgangsbausparkasse

Zur Auswertung des Modells von Truemper wurde das aus Stichprobe S8 erhaltene
Regelwerk verwendet, welches die hochsten Klassifikationsergebnisse aufwies. Die

'Die Werte beziehen sich auf das Netz N1 mit der hochsten Klassifikationsgiite.
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Ergebnisse der weiteren Stichproben waren allerdings nur geringfiigig schlechter. Ab-
bildung 7.2 stellt die Ergebnisse einer Testmenge graphisch dar. Die Ergebnisse der
vier weiteren Testmengen zeigten einen dhnlichen Verlauf, daher wird auf deren Dar-
stellung verzichtet. Tabelle 7.4 zeigt die zugehorigen Fldcheninhalte unter den ROC—
Graphen.

Sensitivitat
Sensitivitat

0.4 g
I e

0.2 - E

Implikationenmodell
S

Implikationenmodell
S

0 1 1 1 1 0 . 1 1 1 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1-Spezifitat 1-Spezifitat
(a) Ausgangsbausparkasse (b) Validierungsbausparkasse

Abbildung 7.2: Vergleich der Klassifikationsergebnisse des modifizierten Modells von
Truemper und dem verbandstheoretischen Implikationenmodell der
Ausgangs- und Validierungsbausparkasse

‘ Modell H Ausgangsbausparkasse ‘ Validierungsbausparkasse ‘
Modifiziertes Modell
von Truemper? 0.8035 0.7425
Verbandstheoretisches
Implikationenmodell 0.8425 0.7903

Tabelle 7.4: AUC—Werte des verbandstheoretischen Implikationenmodells und des
modifizierten Modells von Truemper im Vergleich

7.1.2.3 Klassifikationsergebnisse der Validierungsbausparkasse

Zur Priifung der Ubertragbarkeit wurde ebenfalls das Regelwerk aus Stichprobe S8
verwendet. Die fiinf Testmengen wurden mit dem modifizierten Modell von Truemper

’Die Werte beziehen sich auf das Regelwerk aus Stichprobe S8, dass die hochste Klassifikationsgiite
aufwies.
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und dem verbandstheoretischen Implikationenmodell klassifiziert. Die Ergebnisse aller
fiinf Testmengen sind in Abbildung 7.2 dargestellt. Dabei zeigt die Abbildung, dass bei
allen Testmengen das Klassifikationsniveau des modifizierten Modells von Truemper
unterhalb des Niveaus des verbandstheoretischen Implikationenmodells liegt.

7.1.3 Entscheidungsbaume
7.1.3.1 Datenvorbereitung

Die Eingangsdaten fiir die Entscheidungsbdume werden ebenfalls mittels der inhalt-
lichen Diskretisierung transformiert. Analog zum Modell von Truemper umschreiben
wir diesen Sachverhalt mit der Bezeichnung modifizierte Entscheidungsbdume. Zur
Modellierung verwenden wir die aus den Stichproben S1-S5 erzeugten Entscheidungs-
biume, welche die hochste Klassifikationsgiite aufwiesen. Dabei handelte es sich um
Stichproben mit hohem Darlehensumfang und einem Mischungsverhiltnis von 1:1.

7.1.3.2 Klassifikationsergebnisse der Ausgangsbausparkasse

Abbildung 7.3 zeigt die Klassifikationsergebnisse der modifizierten Entscheidungs-
biume der Ausgangsbausparkasse, die nur knapp unter denen des verbandstheoreti-
schen Implikationenmodells liegen.
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Implikationenmodell
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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(a) Ausgangsbausparkasse (b) Validierungsbausparkasse

Abbildung 7.3: Vergleich der Klassifikationsergebnisse der modifizierten Entschei-
dungsbdume und dem verbandstheoretischen Implikationenmodell der
Ausgangs- und Validierungsbausparkasse

Da es sich bei den Entscheidungsbdumen um ein diskretes Klassifikationsmodell
handelt, konnen keine AUC—Werte angegeben werden. Allerdings sind in [Faw03]
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Verfahren beschrieben, um AUC—Werte aus Entscheidungsbdumen zu ermitteln. Fiir
unsere Analysen ist die diskrete Darstellung der Ergebnisse ausreichend, da wir an
einer quantitativen Einschédtzung der Ergebnisse interessiert sind.

7.1.3.3 Klassifikationsergebnisse der Validierungsbausparkasse

Wie im modifizierten Modell von Truemper verschlechtern sich auch bei den modi-
fizierten Entscheidungsbiumen die Klassifikationsergebnisse bei der Ubertragung auf
eine weitere Bausparkasse. Abbildung 7.3 zeigt die Klassifikationsergebnisse fiir die
Validierungsbausparkasse. Allerdings fallen die Verschlechterungen in den modifizier-
ten Entscheidungsbiaumen deutlich geringer als z. B. in den neuronalen Netzen aus.

7.1.4 Quantitativer Gesamtvergleich aller
Klassifikationsmodelle

Im folgenden Abschnitt soll eine abschlieBende Ubersicht der Klassifikationsergebnis-
se aller vier Modelle dargestellt werden. Dabei sind in Abbildung 7.4 die Ergebnisse
aller Modelle fiir die Ausgangsbausparkasse dargestellt. Aus Griinden der Ubersicht-
lichkeit wurden jeweils die Ergebnisse der Modelle mit der hochsten Klassifikations-
giite ausgewihlt. Zudem zeigt Abbildung 7.4 die Ergebnisse der Ubertragung aller
Modelle auf die Validierungsbausparkasse. Damit kann in allen Modellen die Genera-
lisierungsfihigkeit iiberpriift werden.
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Abbildung 7.4: Vergleich der Klassifikationsergebnisse aller Modelle der Ausgangs-
und Validierungsbausparkasse
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Abbildung 7.4 zeigt deutlich, dass das neuronale Netz die hochste Klassifikations-

giite fiir die Ausgangsbausparkasse liefert, die ROC—Kurve des neuronalen Netzes er-
reicht das hochste Niveau. Danach folgen das verbandstheoretische Implikationenmo-
dell, die modifizierten Entscheidungsbiume und das modifizierte Modell von Truem-
per. In drei der vier untersuchten Modelle war eine Diskretisierung der Eingangsdaten
notig; die hochsten Ergebnisse lieferte jedoch das neuronale Netz ohne vorherige Be-
arbeitung der Eingangsdaten.
Die Betrachtung der Ergebnisse fiir die Validierungsbausparkasse liefert ein anderes
Bild. Hier fallen die neuronalen Netze gerade durch ihr schlechtes Abschneiden auf.
Die hochsten Klassifikationsergebnisse liefert das verbandstheoretische Implikationen-
modell, gefolgt von den Entscheidungsbdumen und dem Modell von Truemper.

7.1.5 Quantitative Veranderungen in den Modellen

In den folgenden Ausfithrungen werden die quantitativen Unterschiede in den vier
Modellen dargestellt. Dabei werden zuerst die Ergebnisse der Ausgangsbausparkasse
analysiert und anschlieBend die prozentuale Verschlechterung aller Modelle bei der
Ubertragung auf die Validierungsbausparkasse ermittelt.

* Ergebnisse der Ausgangsbausparkasse
Das neuronale Netz lieferte die hochsten Klassifikationsergebnisse und stellt da-
her die Basis fiir unsere Analysen dar. Fiir die tibrigen drei Modelle wird die
prozentuale Veridnderung der Groen Sensitivitit und Spezifitit bezogen auf das
neuronale Netz ermittelt. Die Abweichungen sind in Tabelle 7.5 dargestellt. Das

| | Sensitivitit (in %) | Spezifitit (in %) |

Implikationenmodell +2.87 -12.11
Modell von Truemper -8.35 -13.83
Entscheidungsbaum -8.10 -8.01

Tabelle 7.5: Prozentuale Verdnderungen in den Modellen, bezogen auf die Klassifika-
tionsergebnisse des neuronalen Netzes N1

verbandstheoretische Implikationenmodell weist bei der Sensitivitit, also dem
Erkennen der ausgefallenen Darlehen, einen hoheren Wert als das neuronale
Netz auf. Allerdings verschlechtert sich das Implikationenmodell um ca. 12 %
beim Erkennen der endgetilgten Bauspardarlehen. Die modifizierten Entschei-
dungsbidume weisen bei Sensitivitit und Spezifitit eine gleichbleibende Ver-
schlechterung von ca. 8 % auf. Das modifizierte Modell von Truemper weist Zhn-
liche Verinderungen wie die modifizierten Entscheidungsbdume auf.

+ Ubertragung der Modelle auf die Validierungsbausparkasse
Im zweiten Schritt soll fiir jedes Modell die prozentuale Verdnderung bei einer

125



Kapitel 7 Quantitativer und qualitativer Vergleich aller Modelle

Ubertragung auf die Validierungsbausparkasse ermittelt werden, d. h. jedes Mo-
dell wird auf seine Generalisierungsfihigkeiten hin iiberpriift.

Die Abweichungen in Tabelle 7.6 zeigen, dass das verbandstheoretische Im-
plikationenmodell bei Sensitivitdt und Spezifitit konstante, relativ geringe Ver-
schlechterungen von ca. 5 % aufweist. Die Verdnderungen der drei anderen Mo-
dellen fallen unterschiedlich aus. Das modifizierte Modell von Truemper und
die modifizierten Entscheidungsbdume zeigten sogar eine Verbesserung beim
Erkennen der endgetilgten Bausparkonten. Demgegeniiber steht jedoch beim
modifizierten Modell von Truemper eine Verschlechterung beim Erkennen von
ausgefallenen Darlehen von nahezu 30 %. Die Abweichung fillt bei den modi-
fizierten Entscheidungsbdumen etwas geringer aus. Die grof3iten Abweichungen
bei der Generalisierung liefert das neuronale Netz.

‘ H Sensitivitit (in %) ‘ Spezifitit (in %) ‘

Implikationenmodell -5.24 -5.76
Neuronales Netz -33.36 -14.84
Modell von Truemper -27.14 +8.15
Entscheidungsbaum -14.30 +4.81

Tabelle 7.6: Verinderungen in den Klassifikationsergebnissen bei der Ubertragung des
jeweiligen Modells auf die Validierungsbausparkasse

Das verbandstheoretische Implikationenmodell liefert also robuste Klassifikationser-
gebnisse fiir die Ausgangs- und Validierungsbausparkasse.

7.2 Qualitativer Vergleich

Im folgenden Abschnitt wird niher auf die Ursachen der mangelnden Ubertragbar-
keit der drei Modelle im Vergleich zum verbandstheoretischen Implikationenmodell
eingegangen. Die Abweichungen in den Klassifikationsergebnissen werden zudem in-
haltlich analysiert. Daneben werden inhaltliche Gemeinsamkeiten und Unterschiede
der Modelle untersucht.

7.2.1 Neuronale Netze
7.2.1.1 Interpretation der Abweichungen

Auffallend bei der Modellierung mit neuronalen Netzen war die bessere Klassifika-
tionsgiite fiir die Ausgangsbausparkasse und die sehr schlechte Ubertragbarkeit des
Modells auf die Validierungsbausparkasse. Zur Begriindung dieses Verhaltens werden
wir vor allem auf die Gewichte der neuronalen Netze bei den einzelnen Merkmalen
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eingehen und das Auftreten der entsprechenden Merkmale bei beiden Bausparkassen
untersuchen.

Tabelle 7.7 zeigt ausgewihlte Gewichte der neuronalen Netze 1-4. Da die Hohe der
Gewichte maBgeblich fiir die Klassifikation eines Datensatzes ist, wurden nur Merk-
male beriicksichtigt, deren Gewichte o; zumindest in einem verdeckten Knoten y, gro-
Ber als 2, bzw. kleiner als -2 waren. Die Kennzeichnung * bedeutet, dass kein Gewicht

o; zum verdeckten Knoten y; vorhanden ist oder der Einfluss des Knotens zu gering
ist.

Netz 1 Netz 2 Netz 3 Netz 4

Y1 | Y2 | Y3 | V4 Y1 | Y2 | Y3 Y1 | Y2 | Y3 | Y4 Y1 | Y2 | Y3
WK * * * * -6.3 * * * -0.9 -2.5 3.9 3.1 -0.4 *
WS * * 7.1 * 9 6.1 6.7 * 12.5 * * * * 10.8
DH -0.1 * * -5.3 * * 3.5 -1.9 -0.6 2.3 * -2.5 -0.3 *
T1 34 | 34 * * * -9.5 -5.2 6.8 1.1 9.7 -4.5 -1.2 -4.1 1.1
T2 -3.6 | 25 * * * -7.6 * * * * 8 * -4.3 *
3 ¥ [ % [ 37 * [[ 18] 36 ¥ ¥ ¥ ¥ 46 | * ¥
T4 * * 4.8 * * * * * * * * * * *
AB * ¥ * * * ¥ * * * ¥ * 23 * *
SP -8.4 * 114 * * 24.5 -30.8 17.1 * -38.5 * * -11.1 12.5
WP 81| ¥ * * * * * 109 | 43 | ¥ * * 21

Tabelle 7.7: Ausgewihlte Gewichte der vier neuronalen Netze

Dabei ist auffallend, dass die Berufsgruppen Angestellter, Selbstindig, Rentner und
sonstige Berufe im neuronalen Netz einen duf3erst geringen Einfluss besitzen. Im ver-
bandstheoretischen Implikationenmodell werden sie hingegen zur Klassifikation ver-
wendet. Da hierin eine mogliche Ursache fiir die schlechte Ubertragbarkeit des neuro-
nalen Netzes liegen konnte, wird das Auftreten dieser Berufsgruppen in beiden Bau-
sparkassen untersucht. Weiterhin kann man beobachten, dass die Berufsgruppe Ar-
beiter in nur einem Netz mit relativ geringem Gewicht auftritt. Demgegeniiber findet
sich die Berufsgruppe Arbeiter verstirkt im verbandstheoretischen Implikationenmo-
dell zur Erkennung ausgefallener Darlehen. Auch die Berufsgruppe Beamte wird, im
Gegensatz zum verbandstheoretischen Implikationenmodell, in nur zwei von vier Net-
zen zur Klassifikation verwendet. Diese Beobachtungen liefern einen ersten Ansatz-
punkt zur Analyse. Schwierig ist es jedoch, Aussagen iiber rationale Variablen wie
Darlehenshohe, Spardauer, Wohnungsbaupriamie oder Alter zu treffen, da diese nicht
diskretisiert werden miissen. Daher beschrinken wir unsere Analysen auf binidre Merk-
male.

Wir wollen in den folgenden Ausfithrungen die schlechte Ubertragbarkeit der neu-

3Dabei bezeichnen die Kiirzel: WK=Weiteres Darlehenskonto nicht in Zahlungsschwierigkeiten,
WS=Weiteres Darlehenskonto in Zahlungsschwierigkeiten, DH=maximal moglicher Darlehensan-
spruch, T1-4=Tarife 1-4, AB=Arbeiter, BE=Beamte, SP= Spardauer, WP=WoP und AL=Alter.
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Anteile der Variablen Rentner/Selbsténdige
in der Ausgangs- und Validierungsbausparkasse

25.00 ~

20.00

15.00

10.00

Anteile im Bestand in %

5.00

0.00

Rentner Selbstandige

Hausgangskasse_end Mvalidierungskasse_end
Elausgangskasse_aus Evalidierungskasse_aus

Abbildung 7.5: Anteile der Berufsgruppen Rentner und Selbstidndige im Bestand der
Ausgangs- und Validierungsbausparkasse

ronalen Netze mit Hilfe der verwendeten Variablen in den Modellen analysieren. Die
unterschiedliche Verwendung, sowie die unterschiedlichen Hiufigkeiten des Auftre-
tens dieser Merkmale, konnten fiir die stark schwankenden Klassifikationsergebnisse
verantwortlich sein. In den neuronalen Netzen miissen Variablen vorhanden sein, deren
Gewichte null, bzw. dulerst gering sind. Diese Variablen sollten im verbandstheoreti-
schen Implikationenmodell verwendet werden, zudem sollte sich die Hiufigkeit des
Auftretens in der Validierungsbausparkasse stark von der Hiufigkeit in der Ausgangs-
bausparkasse unterscheiden. Dies trifft auf die Variablen Rentner und Selbstdndige zu,
wie Abbildung 7.5 zeigt. Dabei bezeichnet ,,ausgangskasse_end” und ,,validierungs-
kasse_end” die endgetilgten Bauspardarlehen der Ausgangs- und Validierungsbau-
sparkasse. Analoges gilt fiir die Bezeichnungen ,,ausgangskasse_aus” und ,,validie-
rungskasse_aus”.

Das Merkmal Rentner ist in den endgetilgten Darlehen der Validierungsbausparkas-
se mehr als doppelt so hidufig vorhanden wie in der Ausgangsbausparkasse. Im ver-
bandstheoretischen Implikationenmodell wird das Merkmal zur Erkennung endgetilg-
ter Bauspardarlehen verwendet. Ein dhnlicher Zusammenhang ist beim Merkmal Selb-
stindige zu entdecken, das im neuronalen Netz nahezu keinen Einfluss hat. In den
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ausgefallenen Darlehen der Validierungsbausparkasse ist es nahezu doppelt so hiufig
anzutreffen als in der Ausgangsbausparkasse. Dieses Merkmal dient im verbandstheo-
retischen Implikationenmodell zum Klassifizieren ausgefallener Darlehen. Die Ana-
lysen bieten daher einen Anhaltspunkt zur Interpretation der Abweichungen bei der
Ubertragung des neuronalen Netzes auf die Validierungsbausparkasse.

7.2.1.2 Zusammenfassung

Wir wollen im folgenden Abschnitt die Vor- und Nachteile bei der Verwendung von
neuronalen Netzen zur Klassifikation von Bauspardarlehen eingehen.

Die neuronalen Netze lieferten fiir die Ausgangsbausparkasse die hochste Klassifika-
tiongiite, waren also den logischen Modellen iiberlegen. Zudem entfillt bei der Ver-
wendung von neuronalen Netzen die oftmals schwierige Diskretisierung von rationa-
len Merkmalen. Ein weiterer Vorteil der neuronalen Netze liegt darin, dass sie in der
Lage sind, alle Darlehen zu klassifizieren. Das verbandstheoretische Implikationenmo-
dell gewihrleistet hingegen keine vollstindige Bewertung aller Darlehen.

Allerdings liegt das groBter Manko der neuronalen Netze in der mangelnden Gene-
ralisierungsfihigkeit der Ergebnisse. Die logischen Modelle wiesen deutlich geringe
Abweichungen bei der Ubertragung auf die Validierungsbausparkasse auf. Ein weite-
rer Nachteil ist die schlechte Interpretierbarkeit der neuronalen Netze. Das Klassifika-
tionsergebnis ist fiir den Anwender héufig nicht nachvollziehbar. Hingegen versuchen
die logischen Modelle interpretierbare Regeln aus den Trainingsbeispielen zu erzeu-
gen.

7.2.2 Modell von Truemper
7.2.2.1 Interpretation der Abweichungen

Zur Ermittlung einer trennenden DNF-Formel werden im Modell von Truemper alle
Merkmale verwendet. Demgegeniiber werden im verbandstheoretischen Implikatio-
nenmodell von Beginn an signifikante Strukturen fiir die Klassifikation herausgearbei-
tet. Daher ist es moglich, dass die trennende DNF-Formel Variablen enthilt, die im
verbandstheoretischen Implikationenmodell nicht zur Bewertung verwendet werden.
Wir wollen in den folgenden Analysen diese Merkmale hinsichtlich ihrer relativen
Haufigkeit in der Ausgangs- und Validierungsbausparkasse untersuchen, da sie fiir die
Abweichungen bei der Ubertragung im Modell von Truemper verantwortlich sein kon-
nen.

Bei Betrachtung des verbandstheoretischen Implikationenregelwerkes féllt auf, dass
die Merkmale mittleres und hohes Darlehen, Tarif 2 und 4, Beruf Angestellter und
mittlere und hohe Wohnungsbaupridmie gar nicht, oder duferst selten auftreten. Daher
wurden die relativen Haufigkeiten des Auftretens dieser Merkmale in den Testmengen
der Ausgangs- und Validierungsbausparkasse untersucht. Tabelle 7.6 zeigt, dass das
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modifizierte Modell von Truemper eine deutlich schlechtere Sensitivitit bei der Ge-
neralisierung aufweist, die Anzahl der vom Modell erkannten ausgefallenen Darlehen
ist also geringer. Daher beschridnken wir uns in der Analyse auf ausgefallene Bau-
spardarlehen. Abbildung 7.6 zeigt die Ergebnisse dieser Untersuchung. Die Merkmale

Nicht verwendete Merkmale im verbandstheoretischen
Implikationenmodell (Ausgefallene Konten)

Anteile im Bestand in %

03 B8BR8YEES

Mittleres Hohes Tarif 2 Tarif 4 Angestellter  Mittlere WoP  Hohe WoP
Darlehen Darlehen

‘ [\ Ausgangsbausparkasse B Validierungsbausparkasse ‘

Abbildung 7.6: Verteilung der nicht verwendeten Merkmale bei den ausgefallenen
Bausparkonten im verbandstheoretischen Implikationenmodell

hohes Darlehen und mittlere Wohnungsbaupridmie kommen bei beiden Bausparkassen
anndhernd gleich hiufig vor und konnen daher nicht fiir das schlechtere Klassifikati-
onsergebnis verantwortlich sein. Die anderen Merkmale weisen jedoch grof8e Unter-
schiede auf. So ist der Bezug einer hohen Wohnungsbauprimie in der Validierungs-
bausparkasse nahezu dreimal hédufiger anzutreffen als in der Ausgangsbausparkasse.
In der Validierungsbausparkasse sind doppelt so viele Konten mit mittlerer Darlehens-
summe vorhanden. Die Tarife 2 und 4 sind in der Validierungsbausparkasse bei den
ausgefallenen Bauspardarlehen neunmal, bzw. dreimal hdufiger anzutreffen als in der
Ausgangsbausparkasse. Einzig die Berufsgruppe Angestellte ist seltener in der Vali-
dierungsbausparkasse vorhanden.

Alle genannten Merkmale werden im Regelwerk des verbandstheoretischen Implika-
tionenmodells nicht verwendet, da sie sich bei den Signifikanzpriifungen als nicht rele-
vant erwiesen haben. Im modifizierten Modell von Truemper finden sie jedoch Eingang
und tragen damit zur Bewertung des Darlehens bei. Sie sind daher moglicherweise
auch fiir die Verschlechterung der Sensitivitidt verantwortlich.
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7.2.2.2 Gemeinsamkeiten mit dem verbandstheoretischen
Implikationenmodell

Das Modell von Truemper weist trotzdem inhaltliche Gemeinsamkeiten zum verbands-
theoretischen Implikationenmodell auf. Diese sollen im folgenden kurz erlidutert wer-
den.

* Suchen und Bewerten von logischen Regeln
Beide Modelle suchen nach logischen Regeln in den Daten, die eine Klassifi-
kation ermoglichen. Damit unterscheiden sich die beiden Modelle fundamental
von den probabilistischen Ansétzen, wie z. B. den neuronalen Netzen.

* Bereitstellung der Eingangsdaten
Beide Modelle verlangen eine Diskretisierung der rationalen Eingangsdaten. Im
Modell von Truemper wird die ,,Cutpoint—Methode” verwendet, wihrend die
Diskretisierung im verbandstheoretischen Implikationenmodell mit Hilfe von
Expertenwissen stattfindet.

* Regelstruktur
Die Anzahl der Regeln im verbandstheoretischen Implikationenmodell ist zwar
deutlich geringer als im Modell von Truemper, dennoch finden sich Regeln in
dhnlicher Form im modifizierten Modell von Truemper wieder. Beispiele dafiir
sind in Tabelle 7.8 dargestellt.

7.2.2.3 Unterschiede zum verbandstheoretischen Implikationenmodell

Trotz der Gemeinsamkeiten bestehen zwischen den beiden Modellen inhaltliche Un-
terschiede, wie die folgenden Ausfiihrungen zeigen.

* Anzahl der Regeln und Interpretierbarkeit
Die Anzahl der erzeugten Formeln im Modell von Truemper ist sehr hoch. Da-
durch leidet vor allem die Interpretierbarkeit des Modells. Fiir den Anwender ist
nicht nachvollziehbar, welche Formel letztendlich den Ausschlag fiir das Klas-
sifikationsergebnis gegeben hat.

* Art der Bewertung der Regeln
Im Modell von Truemper werden die erfiillten Formeln nicht nach ihrer Stér-
ke, sondern allein nach ihrer Anzahl bewertet. Jede erfiillte Formel entspricht
damit genau einer Stimme, die entsprechend fiir die Zugehorigkeit zur Klasse
A oder B gewertet wird. Im Gegensatz dazu werden im verbandstheoretischen
Implikationenmodell die Regeln mit ihrer individuellen Stirke fiir das Klassifi-
kationsergebnis bewertet.
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* Art der Untersuchung
Bei Formulierung der ,,Clash— und Agree—Bedingungen” im Modell von Truem-
per werden alle Variablen verwendet. Hingegen versucht das verbandstheoreti-
sche Implikationenmodell die innere Struktur bzw. den inneren Aufbau in den
Daten zu finden. Dies fiihrt dazu, dass fiir die Klassifikation nicht relevante
Merkmale herausgefiltert werden. Das Herausarbeiten wichtiger Merkmalskom-
binationen ist jedoch Bestandteil unserer Zielformulierung.

Verbandstheoretisches Implikationenmodell H Modifiziertes Modell von Truemper ‘

Ausgefallene Darlehen
WK-S WK-S
Selbstindig — Tarif 1/Tarif 3 Selbstéindig A Tarif 2
Selbstindig A Hohes Darlehen — Geringe || Selbstdndig A Hohes Darlehen A alt
WoP
Selbstindig A Geringe Spard. — Geringe || Selbstindig A Geringe Spard. A Tarif 2
WoP
Arbeiter A Mittl. Spard. — Tarif 1/Tarif 3 Arbeiter A Mittl. Spard. A Mittl. Alter
Arbeiter A Hohes Darlehen A Mittl. Spard.
Hohe Spard. A Mittl. Alter — Geringe WoP || Hohe Spard. A Mittl. Alter A Geringe WoP

Endgetilgte Darlehen
WK-G WK-G A Tarif 2
WK-G WK-G A Hohes Darlehen A alt
Geringe Spard. A alt — Kleines Darlehen Geringe Spard. A alt

Geringe Spard. A alt A K-Angest — K- || Geringe Spard. A alt A K—Angest
Beamter

Kleines Darlehen A N-Selbst A alt Kleines Darlehen A K—Arbeiter A alt

— K-Beamter A N-Selbst A Mittl. Spard. A K—Rentner
Beamter — Tarif 1/Tarif 3 Beamter A Mittl. Spard.

Rentner — Tarif 1/Tarif 3 Rentner A Mittl. WoP

Tabelle 7.8: Ahnliche Regeln fiir ausgefallene und endgetilgte Darlehen im verbands-
theoretischen Implikationenmodell sowie im modifizierten Modell von
Truemper

7.2.3 Entscheidungsbaume
7.2.3.1 Interpretation der Abweichungen

Die Entscheidungsbdume und das verbandstheoretische Implikationenmodell besitzen
ausgeprigte inhaltliche Gemeinsamkeiten. Dies diirfte der Grund sein, dass die Ent-
scheidungsbdume relativ robuste Klassifikationsergebnisse fiir die Ausgangs- und Va-
lidierungsbausparkasse liefern. Im folgenden Abschnitt soll die Frage erldutert wer-

132



7.2 Qualitativer Vergleich

den, warum die Entscheidungsbiume dennoch bei der Ubertragung auf die Validie-
rungsbausparkasse schlechtere Ergebnisse beim Erkennen der ausgefallenen Darlehen
erzielen. Entsprechend der Argumentation bei den neuronalen Netzen und dem modi-
fizierten Modell von Truemper werden Merkmale betrachtet, die im verbandstheoreti-
schen Implikationenmodell verwendet werden, bzw. dort nicht beriicksichtigt sind. Die
relative Haufigkeit dieser Merkmale wird in der Ausgangs- und Validierungsbauspar-
kasse untersucht.

Die Analyse von fiinf modifizierten Entscheidungsbdumen mit der hochsten Klassi-
fikationsgiite zeigt, dass in keinem der Baume die Merkmale Rentner und Beamter
verwendet wurden. Weiterhin wird die Variable Darlehenshéhe mit ihren Ausprigun-
gen gering, mittel und hoch in nur einem der fiinf Bdume zur Klassifikation verwen-
det. Die Tarife 2 und 4 werden dagegen im verbandstheoretischen Implikationenmo-
dell nicht verwendet. Eine Ubersicht der Verwendung dieser Merkmale ist in Tabelle
7.9 dargestellt. Abbildung 7.7 zeigt, dass es durchaus Unterschiede im Auftreten der

‘ Merkmal H mod. Entscheidungsbaum ‘ Implikationenmodell ‘
Rentner nicht vorhanden vorhanden
Beamter nicht vorhanden vorhanden

Geringes Darlehen selten vorhanden vorhanden
Hohes Darlehen selten vorhanden vorhanden
Tarif 2 vorhanden nicht vorhanden
Tarif 4 vorhanden nicht vorhanden

Tabelle 7.9: Betrachtung von verschiedenen Merkmalen hinsichtlich ihrer Verwendung
beim entsprechenden Klassifikationsmodell

Merkmale bei beiden Bausparkassen gibt. Dabei bezeichnet ,,ausgangskasse_end” und
,validierungskasse_end” die endgetilgten Bauspardarlehen der Ausgangs- und Vali-
dierungsbausparkasse. Analoges gilt fiir die Bezeichnungen ,,ausgangskasse_aus” und
,validierungskasse_aus”. In den endgetilgten Darlehen der Validierungsbausparkasse
ist die Berufsgruppe Rentner mehr als doppelt so hiufig vorhanden wie in den endge-
tilgten Darlehen der Ausgangsbausparkasse. Diese Auffilligkeit ist bei den ausgefalle-
nen Darlehen nicht ganz so stark ausgeprigt. Deutlicher sind die Unterschiede in den
Tarifen 2 und 4 zu erkennen. In der Validierungsbausparkasse ist der Anteil der ausge-
fallenen Darlehen im Tarif 2 neunmal so hoch wie in der Ausgangsbausparkasse. Das
Merkmal Tarif 2 wird in drei der fiinf Baumen verwendet um endgetilgte Darlehen zu
klassifizieren. Bauspardarlehen, die das Merkmal Tarif 2 besitzen, werden daher hédu-
fig als endgetilgt bewertet, obwohl sie eigentlich ausgefallen sind. Dies fiihrt zu einer
Verschlechterung der Sensitivitit und bietet einen Erklidrungsansatz fiir die schlechtere
Generalisierungsfahigkeit.
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Anteile im Bestand in %

Anteile ausgewahlter Variablen in der Ausgangs- und
Validierungsbausparkasse

ViZZZ 7
77

N

Rentner Beamter Tarif 2 Tarif 4 Darlehen  Darlehen hoch
gering

@ ausgangskasse_end M \validierungskasse_end Elausgangskasse_aus El validierungskasse_aus ‘

Abbildung 7.7: Relative Haufigkeiten ausgewihlter Variablen in der Ausgangs- und

Validierungsbausparkasse differenziert nach ausgefallenen und endge-
tilgten Bauspardarlehen

7.2.3.2 Gemeinsamkeiten mit dem verbandstheoretischen

134

Implikationenmodell

Relevanz der Merkmale

Entscheidungsbdume beginnen an der Wurzel mit dem Merkmal, dass den hoch-
sten Informationsgewinn liefert, d. h. die Relevanz der Merkmale wird beriick-
sichtigt. Merkmale, die keinen signifikanten Beitrag zur Klassifizierung leisten,
werden im Entscheidungsbaum nicht verwendet. Analoges gilt fiir Merkmale
bzw. Regeln im verbandstheoretischen Implikationenmodell.

Bereitstellung der Eingangsdaten

Beide logischen Modelle verlangen eine Diskretisierung der Eingangsdaten. Dies
geschieht bei den Entscheidungsbdumen mit Hilfe eines entropiebasierten An-
satzes.

Regelstruktur
Die in den modifizierten Entscheidungsbdumen verwendeten Regeln finden sich
auch im verbandstheoretischen Implikationenmodell wieder. Der modifizierte
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Baum in Abbildung 7.8 enthilt Strukturen, die in dhnlicher Form auch im ver-
bandstheoretischen Implikationenmodell zu finden sind. Die Modellierung mit
Entscheidungsbdumen liefert also dhnliche Strukturen wie Tabelle 7.10 zeigt.

* Interpretierbarkeit
Jeder Pfad vom Wurzel- bis zu einem Klassifizierungsknoten liefert eine Ent-
scheidungsregel. Dies gewihrleistet eine hohe Interpretierbarkeit fiir den An-

wender.
‘ Verbandstheoretisches Implikationenmodell H Modifizierte Entscheidungsbdume ‘
WK-S WK-S — Risiko hoch
Selbstindig — Tarif 1/Tarif 3 Selbstindig — Risiko hoch
WK-G WK-G — Risiko gering
N-Selbst. A Geringe Spard. A alt N-Selbst. A Geringe Spard. A alt
— K-Beamter — Risiko gering

Tabelle 7.10: Ahnliche Regelstrukturen im verbandstheoretischen Implikationenmo-
dell und den modifizierten Entscheidungsbdumen

7.2.3.3 Unterschiede zum verbandstheoretischen Implikationenmodell

* Kombinationsmoglichkeiten der Regeln
Die Regeln eines Pfades konnen nicht mit Regeln aus anderen Pfaden kombi-
niert werden, da zur Klassifikation der Entscheidungsbaum vom Wurzelknoten
beginnend nach unten abgearbeitet wird. Das Regelwerk im verbandstheoreti-
schen Implikationenmodell ist kombinierbar und wird auch entsprechend des
kombiniertem Auftretens bewertet.

* Interpretierbarkeit
Die Regeln werden bei zunehmender Gro3e des Baumes komplexer. Dies kann
dazu fiihren, dass einzelne Regeln, abhiingig von der Tiefe des Baumes, mehr als
zehn Merkmale umfassen. Damit leidet jedoch die Interpretierbarkeit der Ent-
scheidungsbidume.
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Abbildung 7.8: Entscheidungsbaum einer nach dem verbandstheoretischen Implikatio-
nenmodell diskretisierten Stichprobe von 800 Konten

136



Kapitel 8

Weitere
Anwendungsmoglichkeiten des
verbandstheoretischen
Implikationenmodells

8.1 Klassifizierung von Darlehensverzichtern

8.1.1 Untersuchungsaufbau

Nach Beendigung der Sparphase hat der Bausparer Anspruch auf sein Bauspardarlehen
[TCDLO2]. Die Inanspruchnahme des Darlehens héngt allerdings von vielen Faktoren
ab. Ein entscheidender Faktor ist der AuBBenzins, wie z. B. in [Che05] gezeigt wurde.
Die Ermittlung weiterer Faktoren fiir den Darlehensverzicht bzw. die Darlehensnah-
me sollen hier im Vordergrund stehen. Die Entscheidung des Bausparers konnte bei-
spielsweise von seinem Beruf oder der Spardauer beeinflusst werden. Eventuell deu-
ten bestimmte Merkmalskombinationen auf einen Darlehensverzicht hin. Um die zu-
sdtzlichen Faktoren zu ermitteln, sollte allerdings der Zinseinfluss ausgeblendet wer-
den. Dies wird dadurch erreicht, indem ausschlieBlich Datensétze eines Jahres mit ge-
ringen Zinsschwankungen gewihlt wurden. Als Vergleichszins dient der 10-Jahres—
Hypothekenzins' der Deutschen Bundesbank, der im Jahr 2000 nur geringe Schwan-
kungen aufwies, wie Tabelle 8.1 zeigt. Die Validierungsbausparkasse wurde als Refe-
renzbausparkasse fiir die Untersuchung gewihlt.

Es wurden in diesem Zeitraum nur Konten betrachtet, die keinen zeitlichen Verschub
bei Auszahlung des Guthabens und des Darlehens aufweisen. Ein Auszahlungsver-
schub kann darauf hindeuten, dass der Darlehensnehmer seine Entscheidung iiber die
Inanspruchnahme des Bauspardarlehens vom aktuellen Zinsniveau am Kapitalmarkt

lQuelle: http://www.bundesbank.de/statistik/statistik_zeitreihen.php?
func=row&tr=su0046
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abhingig macht. Er rechnet mit fallenden Zinsen und verzdgert daher die Auszahlung
des Darlehens. Aus diesem Grund miissen Monat und Jahr der Zuteilung, Guthabens-
und Darlehensauszahlung bzw. des Darlehensverzichts bei den ausgewihlten Bauspar-
konten identisch sein. Da die vier Tarife der Validierungsbausparkasse unterschiedli-
che Darlehenszinsen aufweisen, wurden zur Untersuchung ausschlielich reine Bau-
spardarlehen (ohne VK/ZK-Konten) des Tarifes 1 ausgewéhlt. Das Auswahlverfahren

‘ Zeitpunkt (Jahr-Monat) ‘ Wert (% p.a.) ‘

2000-12 6.44
2000-11 6.64
2000-10 6.68
2000-09 6.72
2000-08 6.69
2000-07 6.70
2000-06 6.64
2000-05 6.73
2000-04 6.54
2000-03 6.64
2000-02 6.76
2000-01 6.69

Tabelle 8.1: Sollzinsen Banken/Hypothekarkredite auf Wohngrundstiicke zu Festzin-
sen auf 10 Jahre (Effektivzinssatz, Durchschnittszinssatz)

lieferte 4.483 Darlehensverzichter und 4.673 Darlehensnehmer im Bestand der Vali-
dierungsbausparkasse fiir das Jahr 2000. Der Gesamtbestand umfasst 75.827 Darle-
hensverzichter und 128.152 Darlehensnehmer der Jahre 1991-2005 im Tarif 1. In An-
lehnung an die Modellierung der Kreditausfallwahrscheinlichkeiten wurden folgende
Merkmale zur Analyse verwendet:

* Spardauer in Jahren

* Weiterer Bausparvertrag vorhanden
* WoP-Bezug

* WoP-Hohe

* Beruf des Bausparers

Alter des Bausparers
* Bausparsumme

* VL-Bezug

138



8.1 Klassifizierung von Darlehensverzichtern

Fiir die Merkmale Spardauer, WoP-Hohe, Alter und Bausparsumme wurde die in-
haltliche Diskretisierung aus Unterabschnitt 5.6.2 gewihlt. Die Merkmale VL-Bezug,
WoP-Bezug, Berufsgruppe und weiterer Bausparvertrag vorhanden wurden binir ko-
diert. Die Daten wurden in eine Trainingsmenge zur Erstellung der logischen Regeln
und eine Testmenge unterteilt. Die Trainingsmenge wurde aufgeteilt in die Menge D,
die alle Konten enthilt, die das Zielattribut Darlehensverzicht aufwiesen, und eine
Menge D, die alle Darlehen enthilt die das Zielattribut nicht besitzen, also ihr Darle-
hen in Anspruch genommen haben.

Das verbandstheoretische Implikationenmodell soll in der Lage sein, mit Hilfe von
signifikanten Implikationen die Darlehensverzichter und Darlehensnehmer zu klassi-
fizieren. Weiterhin sollen Darlehensverzichterwahrscheinlichkeiten ermittelt werden,
die es erlauben, ungesehene Bausparvertrige hinsichtlich ihrer Entscheidung iiber Dar-
lehensannahme oder Darlehensverzicht zu bewerten.

8.1.2 Ermittlung der Stammbasis und signifikanter
Implikationen

Aus den Mengen D' und D~ wurden zwei formale Kontexte K™ und K~ erzeugt und
mit Hilfe des Programms Conlmp die Stammbasis der Implikationen fiir die Kontex-
te ermittelt. Um eine Reduzierung der Implikationen in der Stammbasis zu erreichen,
wurden zum einen nur Implikationen mit erfiillter Primisse betrachtet, zum anderen
wurde der Schwellwert 6 € R analog zur Vorgehensweise bei der Klassifizierung aus-
gefallener Darlehen auf 10 % gesetzt. Es werden also nur Implikationen zur weiteren
Analyse verwendet, die von mindestens 10 % der Bausparkonten echt erfiillt wurden.

Allerdings stellt sich die Frage, inwieweit die so ermittelten Implikationen auch si-
gnifikant fiir die Mengen D™ und D~ sind. Eventuell sind Implikationen in beiden
Mengen gleichmifig vorhanden. Um die Signifikanz und damit die Relevanz der Im-
plikationen fiir Darlehensverzicht und Darlehensnahme zu untersuchen, wird der x 2_
Unabhingigkeitstest aus Unterabschnitt 4.5 durchgefiihrt. Die Nullhypothese H, (die
Merkmale sind stochastisch unabhingig) wird mit einem Signifikanzniveau o = 1 %
abgelehnt, wenn fiir die Priifgroe 7" gilt:

(N11'N22_N12'N21)2 2
T=n- > X1
NIO‘NZO‘ ol 'NOZ XI’0.99
Das zugehorige (1 - o)—Quantil der y?—Verteilung betriigt 6.64 wie z. B. [BLK06] zu
entnehmen ist. Fiir eine Implikation wird beispielhaft der y >~Wert mit Hilfe einer Kon-
tingenztabelle ermittelt.

Beispiel 8.1. Fiir die Implikation VL. — WK soll iiberpriift werden, inwieweit sie fiir
die Struktur der Darlehensverzichter signifikant ist. Die empirische Ermittlung lieferte
folgende Kontingenztabelle:
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| VL-WK [ D" | DO | ¥ |
vorhanden 445 101 546
nicht vorhanden || 1.555 | 1.899 | 3.454
Yy 2.000 | 2.000 | 4.000

Die Priifgroffe T wird daraus folgendermaflen ermittelt:

(445-1899 — 1555-101)>
2000 - 2000 - 546 - 3454
T ~ 251> xig9=06.64

T = 4000-

= Die Nullhypothese der stochastischen Unabhdingigkeit kann damit verworfen wer-
den. Das Merkmal ist stochastisch abhdngig, d. h. die Implikation tritt in der Menge
D signifikant héiiufiger auf und kann daher zur Klassifikation der Darlehensverzichter
verwendet werden.

Die Signifikanzpriifung wurde fiir alle Implikationen der Stammbasis der Kontexte
K" und K~ durchgefiihrt.

8.1.3 Erstellung der Regelsatze

Aus dem vorigen Schritten erhilt man zwei Mengen £, und £, von signifikanten Im-
plikationen mit zugehorigen y>~Werten fiir die Struktur der Mengen D und D~ Al-
lerdings miissen daraus handhabbare Regelsitze entstehen, die in der Lage sind, die
Trainingsbeispiele gut zu klassifizieren und dabei eine hohe Anzahl von Datensitzen
tiberdecken.

Die Implikationen der Mengen £, und £, wurden mit Hilfe des Medians in vier Teil-
mengen L, ,L,,L,, und L,, in disjunktiver Normalform zerlegt, fiir die gilt:

L,, = Regeln, die aus dem Kontext K* ermittelt wurden,
L,, = Regeln, die aus dem Kontext K™ ermittelt wurden.

Die Teilmengen umfassen folgende Implikationen:

* L,,: Stark signifikante Regeln des Kontextes K*

Geringe Spardauer A WoP-Bezug — Weiteres Konto vorhanden
VL-Bezug — Weiteres Konto vorhanden

Spardauer gering A alt — Weiteres Konto vorhanden
WoP-Bezug A alt — Weiteres Konto vorhanden

BS gering A alt — Weiteres Konto vorhanden

BS gering A WoP-Bezug — Weiteres Konto vorhanden
Mittlere WoP A alt — Weiteres Konto vorhanden
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BS gering A Rentner — alt
Rentner — Weiteres Konto vorhanden

* L,,: Signifikante Regeln des Kontextes K™

Geringe Spardauer A Mittleres Alter — Weiteres Konto vorhanden
Angestellter A alt — Weiteres Konto vorhanden

BS mittel A Geringe Spardauer — Weiteres Konto vorhanden
Geringe Spardauer A Geringe WoP — Weiteres Konto vorhanden
Arbeiter A Geringe Spardauer — Weiteres Konto vorhanden

BS mittel A alt — Weiteres Konto vorhanden

Geringe WoP A alt — Weiteres Konto vorhanden

BS gering A Geringe WoP — Weiteres Konto vorhanden

BS hoch A alt — Weiteres Konto vorhanden

Angestellter A WoP—Bezug — Weiteres Konto vorhanden

* L,,: Stark signifikante Regeln des Kontextes K™

Mittlere Spardauer — Weiteres Konto vorhanden

BS mittel A Mittleres Alter — Weiteres Konto vorhanden
Mittlere Spardauer A Hohe WoP — WoP-Bezug

BS mittel A Geringe WoP — Weiteres Konto vorhanden

* L,,: Signifikante Regeln des Kontextes K™

BS mittel A Hohe WoP — WoP-Bezug

BS mittel A Angestellter — Weiteres Konto vorhanden
Hohe WoP A Mittleres Alter — WoP-Bezug

BS mittel A Arbeiter — Weiteres Konto vorhanden

Innerhalb der Teilmengen sind die Implikationen nach ihrem y2—Wert absteigend
sortiert. Auffallend ist, dass die Struktur der Darlehensverzichter vor allem durch die
Merkmale geringe Spardauer, Bezug von vermogenswirksamen Leistungen, hohes Al-
ter und weiterer Bausparvertrag vorhanden geprigt ist. Dies legt folgende Schliisse
nahe:

* Hohes Alter
Der Bausparer scheut aufgrund seines Alters eventuell die Inanspruchnahme des
Darlehens, sei es z. B. aus Angst vor Arbeitsplatzverlust oder aus Sorge iiber eine
zu geringe Rentenzahlung. Dies konnte dazu fiihren, dass der Darlehensnehmer
in Riickzahlungsschwierigkeiten gerit. Ein weitere Ursache fiir den Darlehens-
verzicht konnte bereits vorhandenes Wohneigentum sein.
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* Vermogenswirksame Leistungen
Der Bezug von vermogenswirksamen Leistungen als Ursache fiir den Darlehens-
verzicht deutet darauf hin, dass der Bausparvertrag ausschlieBlich der Anlage
der vermogenswirksamen Leistungen diente. Fiir vermogenswirksame Leistun-
gen sind nur bestimmte Sparformen zulissigZ. Neben Fonds und Banksparplinen
sind vor allem Bausparvertridge durch eine relativ hohe und garantierte Verzin-
sung mit zusitzlichem Anreiz der Wohnungsbaupriamie fiir Sparer interessant.

* Geringe Spardauer
Bausparkonten mit geringer Spardauer konnten ebenfalls ausschlieBlich zur Geld
anlage dienen. Die hiufig sofortige Auffiillung bis zum Mindestanspargrad ldsst
diesen Schluss zu. Moglicher Grund fiir dieses Verhalten kann z. B. ein niedriger
AuBenzins sein.

In der Struktur der Darlehensnehmer sind die Merkmale hohe Wohnungsbauprimie
und mittlere, bzw. geringe Bausparsumme auffallend hédufig vertreten. Dies lésst fol-
gende Schlussfolgerungen zu:

* Hohe Wohnungsbauprimie
Die Wohnungsbaupridmie betrug im zugrunde liegenden Untersuchungsjahr (Jahr
2000) noch 10 % auf maximal 512 Euro fiir Alleinstehende, bzw. 1.024 Euro
Sparzahlungen fiir Verheiratete. Allerdings darf das zu versteuernde Einkom-
men bestimmte Grenzwerte nicht iiberschreiten. Bausparer, die WoP erhalten,
liegen also unter besagtem Grenzwert und benodtigen daher wahrscheinlich zum
Wohnungsbau bzw. Wohnungserwerb das Bauspardarlehen.

* Mittlere bzw. geringe Bausparsumme

Die Bausparsumme ist hier als gering einzustufen (<15.000 Euro). Davon miis-
sen im Tarif 1 nur 40 % eingezahlt werden um die Zuteilung zu erreichen. Die
Tilgungsbelastung ist fiir den Bausparer geringer, da sich der Mindesttilgungs-
satz prozentual zur Bausparsumme ermittelt. Das Risiko aufgrund der Tilgungs-
raten in Zahlungsschwierigkeiten zu geraten, ist also geringer. Dies konnte eine
Ursache dafiir sein, dass das Bauspardarlehen vom Sparer in Anspruch genom-
men wird.

Die Kombinatorik erlaubt die Bildung von IP(4)I=16 Teilmengen in konjunktiver Nor-
malform, die erfiillt sind, wenn jede Regel der Konjunktion erfiillt ist. Z. B. ist die Re-
gel (£,,L£,,) genau dann erfiillt, wenn £, und £,, erfiillt sind. Dabei bezeichnet die
leere Menge den Fall, dass das Bausparkonto keine Formel erfiillt. Jedes Bausparkon-
to wird nun der maximal erfiillten Teilmenge zugeordnet. Die so entstandenen Regeln
miissen allerdings noch bewertet werden. Daher muss fiir jede mogliche Teilmenge,

*Nihere Informationen finden sich z.B.im fiinften Vermdgensbildungsgesetz § 2 unter http://
bundesrecht. juris.de/vermbg_2/index.html.
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die Anzahl der Konten ermittelt werden, die diese erfiillen. Anschliefend wird fiir das
Vorhandensein jeder Kombination die Bayessche Wahrscheinlichkeit ermittelt.

Der Ergebnisraum € besteht aus allen fiir die Untersuchung relevanten Konten. Da-
bei liefern die Mengen D' und D~ eine vollstindige Zerlegung des Ergebnisraumes.
Fiir D™ und D~ gilt:

DTND™ = 0
DTUD™ = Q

Ein Ereignis A bezeichnet in unserem Fall das Vorliegen einer bestimmten Teilmenge
aus P(L; > 6, j = 1,2. Dann gilt fiir jede Zerlegung und jedes Ereignis A:

P(A) = Y P(D")-PAID") 1e{+ -}
[

Dabei bezeichnet P(D'), I € {+,—} die a priori Verteilung der Darlehensverzichter
und Darlehensnehmer im Bestand, P(A|D'), I € {+, —} entspricht der Wahrscheinlich-
keit, dass Ereignis A eintrifft, wenn der Bausparvertrag aus der Menge D', [ € {+,-}
stammt. Daher kann fiir die Ermittlung der bedingten Wahrscheinlichkeiten die Formel
von Bayes verwendet werden. Ist P(A) > 0 und gelten die Voraussetzungen der Formel
der totalen Wahrscheinlichkeit, so gilt fiir alle /:

P(D') - P(A|D')
Y, P(D')- P(A|D')

P(D'|A) le{+ -}

Fiir jedes Bausparkonto wird die bedingte Wahrscheinlichkeit ermittelt, dass das Konto
aus der Menge D' oder D~ stammt. In Tabelle 8.2 sind die ermittelten Wahrschein-
lichkeiten fiir jede Teilmenge aus P(L, ;) dargestellt.

8.1.4 Ergebnisse

Die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(D7|A) liefern uns Schwellwerte, die zur Er-
mittlung von ROC—Kurven verwendet werden konnen. Dies ermdglicht die Berech-
nung verschiedener Werte fiir Sensitivitdt und Spezifitit. Tabelle 8.3 zeigt Sensitivitit
und Spezifitdt der Trainings- und Testmenge fiir ausgewihlte Schwellwerte. Zusétz-
lich sind die Ergebnisse in Abbildung 8.1 graphisch dargestellt. Die Gesamtquote der
Bausparkonten, die von dem Regelwerk iiberdeckt werden, betrigt in der Trainings-
und Testmenge ca. 70 %. Bisherige Analysen gingen davon aus, dass Darlehensver-
zichte primir vom jeweiligen Aullenzins abhédngig sind. Dieser Aussage kann sicher-
lich nicht widersprochen werden, allerdings wurden mit Hilfe des verbandstheoreti-
schen Implikationenmodells zusitzliche Strukturen entdeckt, die auf Darlehensver-
zichte bzw. Darlehensannahme hindeuten kénnen. Im Hinblick auf die Entwicklung
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Vorhandene Regeln || P(DT|A) | P(D™]A)
des Ereignisses A (in %) (in %)
L, 5941 | 40.59
L, 1934 | 80.66
L, 1629 | 8371
L, 1979 | 8021
Z,Lp 5582 | 44.18
Ly Lo, 1806 | 51.94
L, Ly 1877 | 5123
Ll 2442 | 7558
L,Ly 1576 | 84.24
Ly Loy 1547 | 8453
Lo Loly 6436 | 35.64
TR 5333 | 46.67
Ly Loy Loy 6220 | 37.80
LipLy Loy 1059 | 894l
L Loyl 5752 | 4248

Tabelle 8.2: Bedingte Wahrscheinlichkeiten fiir den Darlehensverzicht bzw. die Darle-
hensnahme im verbandstheoretischen Implikationenmodell

Trainingsmenge Testmenge
P(DT|A) > || Sensitivitit Spezifitit Sensitivitdt | Spezifitit
0.49 0.799 0.579 0.779 0.493
0.50 0.770 0.600 0.740 0.515
0.55 0.682 0.654 0.673 0.572

Tabelle 8.3: Sensitivitdt und Spezifitit der Trainings- und Testmenge fiir ausgewihlte
Schwellwerte

des gesamten Darlehenskollektives sind die Ergebnisse von Interesse.

Tabelle 8.3 zeigt, dass ein sensibler Bereich bei P(DT|A) > 0.55 liegt. Hier werden
fiir die Trainings- und Testmenge gleichzeitig die hdchsten Werte angenommen. In der
Testmenge sinkt die Quote der richtig erkannten Darlehensnehmer allerdings auf 0.57.
Trotzdem sind die ermittelten Strukturen aufschlussreich und konnen unterstiitzend bei
der Klassifikation mitwirken.

Allerdings miisste die Modellierung fiir verschiedene Zinszeitraume durchgefiihrt wer-
den, da zur Ermittlung der bedingten Wahrscheinlichkeiten die a priori Wahrschein-
lichkeiten tiber die Verteilung der Darlehensverzichter und Darlehensnehmer im Be-
stand verwendet wurden.
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Abbildung 8.1: ROC-Graph der Validierungsbausparkasse fiir die Klassifikation von
Darlehensverzichtern

8.2 Klassifizierung von Kiindigern in Sperrfrist

8.2.1 Untersuchungsaufbau

Der Bausparer hat in der Sparphase jederzeit das Recht seinen Bausparvertrag zu
kiindigen [TCDLO02]. Dabei werden zwei Formen der Kiindigung unterschieden, zum
einen die Kiindigung innerhalb der Sperrfrist, zum anderen die Kiindigung auf3erhalb
der Sperrfrist, die derzeit sieben Jahre betrigt. Wird ein Bausparvertrag innerhalb von
sieben Jahren gekiindigt, so muss die erhaltene Wohnungsbaupriamie zuriickgezahlt
werden. Bei Bausparvertrigen, die keine Wohnungsbauprimie bezogen haben, ist es
unerheblich ob die Kiindigung inner- oder auflerhalb der Sperrfrist erfolgte.

Es stellt sich die Frage, ob es Merkmale bzw. Merkmalskombinationen gibt, die darauf
hindeuten, dass ein Bausparvertrag innerhalb der Sperrfrist gekiindigt wird. Mit Si-
cherheit wird der Bezug von Wohnungsbauprimie eine gro3e Rolle spielen. Eventuell
konnen aber auch zusitzliche Merkmalskombinationen von Bedeutung sein.

Ahnlich wie beim Darlehensverzicht wird davon ausgegangen, dass sich der Bausparer
bei einer Kiindigung stark am aktuellen Marktzinsniveau orientiert. Liegt das Markt-
zinsniveau deutlich iiber dem Sparzins des Bausparvertrages, so ist dies ein Anreiz fiir
den Bausparer seinen Vertrag zu kiindigen und das freiwerdende Kapital zu einem ho-
heren Zinssatz anzulegen. Ist der Aulenzins hingegen geringer als die Sparzinsen, so
entfallt der 6konomische Vorteil fiir den Bausparer. Um den Zinseinfluss zu verringern
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werden, wie bereits bei den Darlehensverzichtern, nur Kiindiger in der Sperrfrist des
Jahres 2000 betrachtet. Die Menge der nicht gekiindigten Bausparvertrige besteht dann
aus Konten, die sich im Jahr 2000 noch in der Sparphase befinden und élter als sieben
Jahre sind (diese konnen also nicht mehr in der Sperrfrist kiindigen) und Konten, die
im Jahr 2000 zugeteilt worden sind und daher nicht von ihrem Kiindigungsrecht Ge-
brauch gemacht haben. Zur Datengewinnung wurde erneut das reale Kollektiv der Va-
lidierungsbausparkasse (ohne VK/ZK—Vertrige) verwendet. Die Auswahlbedingungen
lieferten 27.248 Kiinder in Sperrfrist und 92.361 Nicht—Kiindiger in Sperrfrist fiir das
Untersuchungsjahr 2000. Folgende Merkmale wurden zur Erzeugung des Regelwerks
verwendet:

* Weiterer Bausparvertrag vorhanden
e Tarif

* Bausparsumme

* Beruf des Bausparers

* WoP-Bezug

* WoP-Hohe

* VL-Bezug

* Lastschrifteinzug vorhanden (LEV)

* Alter des Bausparers

Die Merkmale WoP-Hohe, Alter und Bausparsumme wurden, wie in Unterabschnitt
5.6.2 beschrieben, diskretisiert. Die Merkmale VL-Bezug, WoP-Bezug, Beruf, Ta-
rif, Lastschrifteinzug und weiterer Bausparvertrag vorhanden wurden binér kodiert.
Die Daten wurde in eine Trainings- und Testmenge unterteilt. Aus der Trainingsmenge
entstanden die Mengen K, die das Zielattribut Kiindigung in Sperrfrist aufweisen und
K, die das Zielattribut nicht besitzen, also ihren Bausparvertrag nicht in der Sperrfrist
gekiindigt haben.

Das verbandstheoretische Implikationenmodell soll nun mit Hilfe eines signifikanten
Regelwerks die Kiindiger und Nicht—Kiindiger klassifizieren. Zudem sollen Kiindiger-
wahrscheinlichkeiten ermittelt werden, die es erlauben, ungesehene Bausparvertrige
zu kategorisieren.

8.2.2 Ermittlung der Stammbasis und signifikanter
Implikationen

Da zwischen dem Erhalt von Wohnungsbaupriamie und einer Kiindigung in Sperrfrist
ein enger Zusammenhang besteht, wurde im Vorfeld eine Analyse beziiglich des Merk-
mals ,,Bezug von Wohnungsbaupriamie” durchgefiihrt. Die Analyse der Trainingsdaten
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lieferte die Kontingenztafel in Tabelle 8.4. Bei alleiniger Verwendung der Entschei-

‘ H WoP bezogen ‘ keine WoP bezogen ‘ Y ‘

Kiindiger 63 1.936 1.999
Nicht—Kiindiger 1.555 446 2.001
Y 1.618 2.382 4.000

Tabelle 8.4: Kontingenztabelle zum WoP-Bezug der Kiindiger und Nicht—Kiindiger in
Sperrfrist der Validierungsbausparkasse

dungsregel ,,WoP—Bezug entspricht der Klasse K~ und ,,Kein WoP-Bezug entspricht
der Klasse K, ergeben sich fiir Sensitivitit und Spezifitit die Werte 0.968 und 0.777,
d. h. die Verwendung des Merkmals WoP—Bezug liefert bereits ein dulerst hohes Klas-
sifikationsniveau. Es konnte jedoch versucht werden, die Anzahl der False Positives
(=Nicht-Kiindiger, die keine WoP bezogen haben und félschlicherweise als Kiindiger
eingestuft werden) zu verringern. Damit wiirde sich das Ergebnis der Sensitivitét ver-
schlechtern, es wiirde aber insgesamt ein konstanteres Klassifikationsniveau erreicht.
Es wird daher nach Regeln gesucht, die in der Lage sind, die Nicht—Kiindiger in Sperr-
frist, die keine WoP bezogen haben, zu klassifizieren.

Da die Menge K bereits mit dem Merkmal WoP—Bezug klassifiziert werden kann,
wurde nur aus der Menge K~ ein formaler Kontext K~ erzeugt und die Stammba-
sis ermittelt. Aus der Stammbasis wurden Implikationen mit erfiillter Primisse aus-
gewihlt, die den Schwellwert §=10 % iiberschreiten. AnschlieBend wurde ein y2—
Unabhingigkeitstest fiir die Implikationen durchgefiihrt.

8.2.3 Erstellung der Regelsatze

Aufgrund der starken bauspartechnischen Zusammenhinge weicht die Erstellung des
Regelsatzes zur Klassifizierung von Kiindigern bzw. Nicht—Kiindigern vom Standard-
vorgehen ab. Die erste Analyse zeigte eine enorme Abhingigkeit des Kiindigerverhal-
tens vom WoP—-Bezug. Daher werden die Regeln:

* L,: Kein WoP-Bezug
* L,,: WoP-Bezug

direkt zur Klassifikation verwendet. Zur Erlangung einer ausgeglicheren Klassifika-
tionsgiite werden weitere Regeln zur Klassifizierung von Nicht—Kiindigern verwendet.
Die Signifikanzpriifung lieferte eine Menge £, mit signifikanten Implikationen fiir die
Struktur der Menge K™, die mit Hilfe des Medians in die Mengen L,, und £, geteilt
wurde. Die Teilmengen in disjunktiver Normalform beinhalten folgende Implikatio-
nen:
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* L,,: Stark signifikante Regeln des Kontextes K™

VL-Bezug A alt — Weiteres Konto vorhanden

BS hoch A VL-Bezug A LEV A Mittleres Alter — Tarif 1
Arbeiter A VL-Bezug A LEV — Mittleres Alter

BS hoch A Angestellter A LEV — Mittleres Alter

* L,5: Signifikante Regeln des Kontextes K™

Tarif 3 A alt — Weiteres Konto vorhanden

Tarif 1 A Arbeiter A VL — Mittleres Alter

BS mittel A LEV A alt — Weiteres Konto vorhanden
Rentner A LEV — Weiteres Konto vorhanden

Fiir das Merkmal VL-Bezug gilt ebenfalls eine Sperrfrist. Daher verwundert es nicht,
dass das Merkmal signifikant hdufiger in der Klasse der Nicht—Kiindiger zu finden ist.
Daneben sind die Merkmale LEV vorhanden und mittleres Alter in den Implikationen
der Nicht—Kiindiger anzutreffen. Die Nicht—Kiindiger zeichnen sich also durch ein re-
gelmiBiges Sparverhalten mit Lastschrifteinzug aus. Héufig tritt die Kombination VL
und LEV in den Implikationen auf.

Die Regeln £, und L,, sind disjunkt, d. h. sie kdnnen nicht gemeinsam in einem
Konto auftreten. Weiterhin konnen £22 und £23 nicht alleine auftreten, da entweder £1
oder £,, stets im Konto vorhanden ist. Diese Einschrinkungen erlauben letztendlich
neun mogliche Kombinationen (einschlieBlich der 0), die in Tabelle 8.5 dargestellt
sind. Jedes Bausparkonto wird nun der maximalen erfiillten Teilmenge zugeordnet. Die

0
(L)) (Ly))
(L1Ly)  (L£1Ly3) (Ly1Lyp)  (L£y1L93)
(L1L5pL03)  (L£1£55L53)

Tabelle 8.5: Mogliche Regelkombinationen zur Klassifizierung von Kiindigern und
Nicht—Kiindigern in Sperrfrist

neun Teilmengen miissen allerdings noch mit Hilfe bedingter Wahrscheinlichkeiten
bewertet werden.

Der Ergebnisraum Q besteht aus allen fiir die Untersuchung relevanten Konten. Dabei
liefern die Mengen K™ und K~ eine vollstindige Zerlegung des Ergebnisraumes. Fiir
K" und K~ gilt wiederum K™ NK~ =0 und K*UK~ = Q. Ein Ereignis A bezeichnet
in unserem Falle dass Vorliegen einer bestimmten Teilmenge aus P(L; j), i,j=1,2.
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Dann gilt fiir jede Zerlegung und jedes Ereignis A:

P(A) = Y P(K")-PAK) 1e{+ -}
[

Dabei bezeichnet P(K'!), I € {4, —} die a priori Verteilung der Kiindiger und Nicht—
Kiindiger im Bestand, P(A|K'), I € {+,—} entspricht der Wahrscheinlichkeit, dass
Ereignis A eintrifft, wenn der Bausparvertrag aus der Menge K', [ € {+,—} stammt.
Daher kann fiir die Ermittlung bedingter Wahrscheinlichkeiten die Formel von Bayes
verwendet werden. Ist P(A) > 0 und gelten die Voraussetzungen der Formel der totalen
Wahrscheinlichkeit, so gilt fiir alle /:

P(K') - P(AIK')
Y, P(K') - P(A[KY)

P(K'|A) le{+,—-}

Fiir jedes Bausparkonto kann die bedingte Wahrscheinlichkeit ermittelt werden, dass
das Konto aus der Menge K™ oder K~ stammt. Mit Hilfe der Bayesschen Formel

konnen bedingte Wahrscheinlichkeiten fiir alle Teilmengen ermittelt werden, die in
Tabelle 8.6 dargestellt sind.

Vorhandene Regeln || P(KT]A) | P(K™|A)
des Ereignisses A (in %) (in %)
L, 74.12 25.88
L,y 2.77 97.23
L,L,, 49.45 50.55
L,L,, 60.49 39.51
LyL,, 0.20 99.80
Ly L5, 1.40 98.60
L1Ln Lo, 36.64 63.36
Ly L5 Loy 0.35 99.65

Tabelle 8.6: Bedingte Wahrscheinlichkeiten fiir die Kiindigung und Nicht—Kiindigung
in Sperrfrist im verbandstheoretischen Implikationenmodell

8.2.4 Ergebnisse

Die bedingten Wahrscheinlichkeiten ermoglichen eine Analyse der Klassifikationser-
gebnisse mit Hilfe von ROC—Graphen. Dazu werden Sensitivitdt und Spezifitit an den
jeweiligen Schwellwerten ermittelt. Ein Vorteil der Verwendung des disjunkten Merk-
mals WoP-Bezug bzw. kein WoP—-Bezug liegt darin, dass alle Konten bewertbar sind,
da jeder Bausparvertrag entweder das eine oder das andere Merkmal erfiillen muss.
Die Gesamtquote der klassifizierten Konten liegt daher bei 100 %.
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Trainingsmenge Testmenge
P(KT|A) > || Sensitivitit Spezifitit Sensitivitit | Spezifitit
0.45 0.942 0.800 0.942 0.788
0.55 0.866 0.839 0.866 0.827
0.60 0.866 0.859 0.866 0.849
0.70 0.805 0.859 0.805 0.849

Tabelle 8.7: Sensitivitdt und Spezifitit der Trainings- und Testmenge fiir ausgewihlte
Schwellwerte

T T :
0.6 |
::@ -
=
‘@
=
[
%]
0.4 |
0.2 |
Training
Validierung ------
0L | | I |
' o 04 0.6 0.8 1

1-Spezifitat

Abbildung 8.2: ROC-Graph der Validierungsbausparkasse fiir die Klassifikation von
Kiindigern in Sperrfrist
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Zusammenfassung und Ausblick

Im Hinblick auf die Umsetzung von Basel II sind interne Bonitétsbeurteilungen fiir
Banken und Bausparkassen von enormer Bedeutung, da hiufig nicht auf externe Ra-
tings zuriickgegriffen werden kann. Daher wurde in dieser Arbeit ein verbandstheore-
tisches Klassifikationsmodell entwickelt, welches eine natiirliche Einteilung der Kre-
ditnehmer in Bonititsklassen mit zugehoriger Ausfallwahrscheinlichkeit liefert. Da bei
Privatkrediten keine Bilanz- oder Unternehmenskennzahlen vorliegen, stiitzt sich das
Modell bei der Erstellung von logischen Regeln auf vertragsimmanente sowie person-
liche Merkmale. Mit Hilfe der logischen Regeln werden die Bauspardarlehen bewertet
und klassifiziert. Die Verwendung von logischen Regeln erleichtert zudem die Inter-
pretation der Ergebnisse.

Logische Ansitze verlangen stets eine Diskretisierung der Eingangsdaten, die im ver-
bandstheoretischen Implikationenmodell mit Hilfe von bauspartechnischem Experten-
wissen durchgefiihrt wird. Zudem wird auf eine mogliche Verwendung der ermittelten
Ratingklassen im Rahmen von IRB—Ansitzen eingegangen. Zur Bewertung der Klas-
sifikationsgiite wird die Problemstellung mit Hilfe weiterer Klassifikationsverfahren
bearbeitet und die Ergebnisse mit denen des verbandstheoretischen Implikationenmo-
dells verglichen. Dies sind im Einzelnen folgende Modelle: Neuronale Netze, Ent-
scheidungsbidume und das logische Modell von Truemper. Zum Vergleich der logi-
schen Modelle wurde mit einer einheitlichen Diskretisierung der Eingangsdaten gear-
beitet. Zur Priifung der Generalisierungsfihigkeit aller Modelle wurden die Ergebnisse
ohne weitere Anpassung auf die Validierungsbausparkasse angewendet. Dies ist fiir die
Bausparkassen von hohem Interesse, da durch das bausparspezifische Spezialgeschift
grofe Ahnlichkeiten in den Portfolios existieren. Damit konnte eine bausparkassen-
spezifische Modellierung in den einzelnen Hédusern entfallen. Zusétzlich werden die
Modelle quantitativ und qualitativ verglichen, um Gemeinsamkeiten und Unterschie-
de in den Modellen herauszuarbeiten. In einem letzten Schritt wurde die Anwendung
des verbandstheoretischen Implikationenmodells auf weitere bauspartechnische Fra-
gestellungen untersucht. Dabei handelte es sich um die Klassifikation von Darlehens-
verzichtern und Darlehensnehmern, sowie die Bewertung von Kiindigern und Nicht—
Kiindigern in Sperrfrist. Diese Fragestellungen sind unter anderem fiir die Kollektiv-
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entwicklung der Bausparkassen von hohem Interesse.

Die Analyse der Klassifikationsergebnisse zeigte enorme Unterschiede bei den je-

weiligen Modellen. Wihrend die neuronalen Netze fiir die Ausgangsbausparkasse die
besten Ergebnisse lieferten, verschlechterten sie sich bei der Generalisierung drastisch.
Allerdings sind neuronale Netze stets in der Lage alle Darlehenskonten zu bewerten.
Das verbandstheoretische Implikationenmodell und die anderen logischen Modelle lie-
ferten teilweise nur geringfiigig niedrigere Ergebnisse als die neuronalen Netzen, bie-
ten aber durch ihre bessere Generalisierungstihigkeit ein breiteres Anwendungsspek-
trum.
Ein Vorteil des verbandstheoretischen Implikationenmodells liegt in der Erzeugung
eines fiir den Anwender iiberschaubaren und nachvollziehbaren Regelwerks. Zudem
liefert das Modell aufgrund der Zusammenfassung der Regeln auf natiirliche Weise
eine Zerlegung des Darlehenbestandes in unterschiedliche Bonitdtsklassen. Die An-
zahl der Bonitétsklassen kann dabei iiber den Grad der Zusammenfassung der Regeln
gesteuert werden. Eine empirische Bewertung erlaubt die Ermittlung von Kreditaus-
fallwahrscheinlichkeiten fiir die Ratingklassen. Durch Angabe der zugrunde liegenden
Regeln sind die Ratingklassen klar definiert und ordnen Kreditnehmer mit gleichen
Merkmalen derselben Bonitétsklasse zu. Auch die hohe Generalisierungsfihigkeit und
die erfolgreiche Anwendung auf weitere bauspartechnische Fragestellungen sind von
Vorteil.

Das verbandstheoretische Implikationenmodell besitzt noch einige Schwiichen, die
einen Ausgangspunkt fiir Weiterentwicklungen bieten. Schwéchen liegen vor allem in
der variablen Anzahl und einer geeigneten Zusammenfassung der Regeln. Hier wurden
vereinfachte Annahmen getroffen, die unter anderem mit der Anzahl der vorhandenen
Bauspardarlehen in den Stichproben begriindet wurden. Daneben miissen die gewon-
nenen Bonititsklassen noch um eine Klasse fiir bereits ausgefallene Darlehen sowie
eine Klasse noch nicht bewerteter Darlehen erweitert werden. Allerdings fehlt im zwei-
ten Fall eine charakteristische Beschreibung dieser Klasse und somit auch die zugeho-
rige Kreditausfallwahrscheinlichkeit. Bei Stichproben mit geringem Umfang konnte
die empirische Ermittlung der Ausfallwahrscheinlichkeiten zudem Probleme bereiten,
da nicht notwendigerweise alle Teilmengen der Potenzmenge belegt sein miissen.

Trotz den erwihnten Nachteilen und Schwichen lieferte das verbandstheoretische
Implikationenmodell fiir alle untersuchten Problemstellungen relativ robuste Ergeb-
nisse. Seine natiirliche Klassenzerlegung mit empirisch ermittelten Ausfallwahrschein-
lichkeiten legt zudem die Verwendung des Modells im Rahmen von IRB—Ansétzen na-
he. Zur Klassenerweiterung konnte das verbandstheoretische Implikationenmodell in
Kombination mit anderen Modellen eingesetzt werden. Aufgrund der hohen Genera-
lisierungsfihigkeit bietet sich eine Anwendung des Modells zum Beispiel im Bereich
der Privatkundenkredite an.
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