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Kurzzusammenfassung

Viele Prozesse der Physik, Chemie und der Ingenieurwissenschaften kénnen durch
gewohnliche Differentialgleichungen beschrieben werden, wobei die mathematische
Beschreibung dieser Prozesse oft auch algebraische Gleichungen liefert. Diese Glei-
chungen sind zum Beispiel durch die Kirchhoffschen Gesetze, bestimmte Erhaltungs-
groflen wie Volumen oder Energie und geometrische und kinetische Nebenbedingun-
gen gegeben. Dies fithrt zu den so genannten Differential-Algebraischen Gleichun-
gen (DAESs). Insbesondere durch die verstéirkte Simulation dieser Prozesse entstand
grofles Interesse an DAEs und deren numerischer Behandlung. Im Vordergrund ste-
hen dabei die Simulationen von so genannten Mehrkorpersystemen, wie sie zum
Beispiel in der Fahrzeugtechnik und der Robotik auftreten, und von elektrischen
Schaltkreisen bei der Chipentwicklung.

Allgemeine lineare Verfahren wurden bereits Mitte der 60ziger Jahre des letzten
Jahrhunderts als Verallgemeinerung der klassischen Verfahren, insbesondere der
Runge-Kutta Verfahren und der linearen Mehrschrittverfahren, eingefiithrt. Dieses
Konzept ermoglicht zum einen eine einheitliche theoretische Untersuchung der klas-
sischen Verfahren und zum anderen die Herleitung neuer numerischer Methoden.
Bis heute werden allgemeine lineare Verfahren auch fiir steife Differentialgleichungen
entwickelt, die auch auf Differential-Algebraische Gleichungen angewendet werden
konnen.

In der vorliegenden Arbeit werden zunéchst gewisse grundlegende Aussagen iiber
DAESs und allgemeine lineare Verfahren wiederholt. Anschlieend wird die formale
Anwendung allgemeiner linearer Verfahren auf DAEs diskutiert. Dabei stellt sich
heraus, dass der Storungsindex einer impliziten DAE als Mafl der numerischen
Schwierigkeiten, welche bei der Berechnung einer Néherungslosung auftreten, ir-
refithrend sein kann. Tatséchlich sollte der Stérungsindex eines entsprechend aug-
mentierten Systems als dieses Mafl betrachtet werden. Zudem werden allgemeine li-
neare Verfahren fiir Index-2 DAEs in Hessenberg Form ausfiihrlich analysiert. Dabei
liegt der Schwerpunkt bei der Beantwortung der klassischen Fragen der Numerischen
Analysis an die Stabilitat, Konsistenz und Konvergenz des Verfahrens. Des Weiteren
wird eine Ubertragung der Konvergenzresultate auf spezielle semi-explizite Index-2
DAEs durchgefiihrt. Abschliefend sind einige Aspekte der Implementierung solcher
Verfahren beschrieben und numerische Berechnungen an Beispielen préasentiert.



Abstract

The dynamic behaviour of various applications of physics, chemistry and science
of engineering could be modelled by differential equations, while the mathematical
description of these dynamics often includes algebraic equations. These equations
are due to Kirchhoff’s laws, certain conservation laws, i.e., conservation of volume
or energy, and geometrical and kinematic constraints. This leads to Differential-
Algebraic Equations (DAEs). Especially the simulation of these dynamics rose grea-
ter interest on DAEs and their numerical treatment. These are mainly simulations
of multibody systems, for example of vehicle systems and robotics, and simulations
of electrical circuits.

General Linear Methods (GLMs) were introduced as a generalization of the classical
methods in particular of Runge-Kutta and linear multi-step methods in the sixties
of the last century. They provide a unifying framework of classical methods and
offer the possibility of developing new methods. Until now general linear methods
also for stiff differential equations are derived, which could be applied to differential-
algebraic equations.

In this thesis certain basic statements on DAEs and general linear methods are
repeated at first. Then the formal application of general linear methods to DAEs
is discussed. It turns out, that the perturbation index is sometimes not the right
measure for the difficulties, which occur by the computation of an approximation.
Actually the perturbation index of a certain augmented system should be interpreted
as this measure. In addition general linear methods for Index-2 DAEs in Hessenberg
form are analyzed in detail. The classical questions of the Numerical Analysis of
stability, consistency and convergence are answered. Moreover the results of conver-
gence are formulated for certain semi-explicit Index-2 DAEs. Finally some aspects
of the implementation of these Methods are described and numerical computations
are presented.
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Einleitung

Viele Prozesse der Physik, Chemie und der Ingenieurwissenschaften kénnen durch
gewOhnliche Differentialgleichungen beschrieben werden. Dabei liefert die mathema-
tische Beschreibung dieser Prozesse oft auch algebraische Gleichungen bedingt durch
zum Beispiel die Kirchhoffschen Gesetze, bestimmte Erhaltungsgréfien wie Volumen
oder Energie und geometrische und kinetische Nebenbedingungen. Dies fiihrt zu den
so genannten Differential- Algebraischen Gleichungen (Equations, kurz: DAEs), wel-
che, wie der Name schon sagt, neben gewthnlichen Differential- auch algebraische
Gleichungen umfassen.

In der klassischen mathematischen Modellierung wurden diese algebraischen Glei-
chungen genutzt, um eine Differentialgleichung fiir die so genannten Zustandskoor-
dinaten zu ermitteln. Diese Gleichung heif3t Zustandsform. Die Zustandskoordina-
ten sind dabei sorgfiltig gewédhlte Koordinaten minimaler Anzahl. Die Herleitung
einer Zustandsform bedarf dabei analytischer Arbeit, die in der neueren, compu-
tergestiitzten Modellbildung nicht erwiinscht oder nicht moglich ist. Zudem werden
durch die Reduktion auf die Zustandskoordinaten gewisse Strukturen der Gleichun-
gen zerstort. Dies ist zum Beispiel in der Modellierung elektrischer Schaltkreise die
diinne Besetztheit von Matrizen.

Insbesondere durch die verstarkte Simulation gewisser Prozesse, bei der auch das
mathematische Modell rechnergestiitzt aufgestellt wird, entstand grofies Interesse
an Differential-Algebraischen Gleichungen und deren numerischer Behandlung. Im
Vordergrund stehen dabei die Simulationen von so genannten Mehrkorpersystemen,
wie sie zum Beispiel in der Fahrzeugtechnik und der Robotik auftreten, und von
elektrischen Schaltkreisen. Mitte der 80ziger Jahre des letzten Jahrhunderts wurden
daher viele numerische Verfahren fiir DAEs entwickelt und theoretisch untersucht
(vgl. zum Beispiel [HLR89, BCP, GM]). Dabei waren numerische Verfahren fiir
steife Differentialgleichungen die ersten Verfahren, die erfolgreich auf DAEs ange-
wendet wurden. Die wohl bekanntesten Codes zum Losen Differential-Algebraischer
Gleichungen sind DASSL von L. Petzold und RADAU5 (vgl. [HW] Appendix. Fort-
ran Codes). Wahrend DASSL auf BDF-Methoden basiert, welche von Curtiss und
Hirschfelder Mitte des 20. Jahrhunderts fiir steife Differentialgleichungen entwickelt
wurden, liegt dem RADAU5 Code ein Runge-Kutta Verfahren der RadaullA-Klasse
zugrunde. Beide Codes werden erfolgreich auf gewisse DAEs angewendet.

Die Klasse der allgemeinen linearen Verfahren (General Linear Methods, kurz:
GLMs) stellt eine Verallgemeinerung der klassischen Verfahren dar. Sie wurden be-



Inhaltsverzeichnis

reits 1966 von J. Butcher formuliert. Zwei Ziele standen dabei im Vordergrund. Zum
einen die Bereitstellung eines unifying framework der linearen Mehrschritt- und der
Runge-Kutta Verfahren und zum anderen die Entwicklung neuer numerischer Me-
thoden, welche die Vorteile der klassischen Verfahren in sich vereinen, deren Nach-
teile jedoch nicht aufweisen. Bis heute werden in dieser sehr umfassenden Klasse
neue Verfahren fiir gewohnliche aber auch steife Differentialgleichungen entwickelt
(vgl. [BJO4a, BJ04b, BP06, BR05, BW03]), welche theoretisch auch auf Differential-
Algebraische Gleichungen angewendet werden kénnten. Dieser Entwicklungsprozess
ist noch nicht abgeschlossen, so dass auch in Zukunft weitere neue Verfahren ent-
stehen werden.

Wiéhrend lineare Mehrschrittverfahren und Runge-Kutta Verfahren fiir Differential-
Algebraische Gleichungen bereits untersucht wurden (vgl. zu den linearen Mehr-
schrittverfahren [BCP, G71, GM, HW, LP86] und zu den Runge-Kutta Verfahren
[HLR89, HW, GM, P86, BP89]) sind allgemeine lineare Verfahren angewendet auf
DAESs noch nicht ausfiihrlich analysiert. Stefan Schneider betrachtete bereits allge-
meine lineare Verfahren fiir Index-3 DAEs in Hessenberg Form (vgl. [Sch97]) und
Steffen Voigtmann entwickelte kiirzlich allgemeine lineare Verfahren fiir eine Klas-
se Differential-Algebraischer Gleichungen, wie sie bei der Beschreibung elektrischer
Schaltkreise vorkommen (vgl. [Voigtmann06]). Eine ausfiihrliche Untersuchung von
allgemeinen linearen Verfahren fiir Index-2 DAESs insbesondere der DAEs in Hessen-
berg Form scheint daher nétig zu sein.

Die Simulation von Prozessen in den Natur- und Ingenieurwissenschaften wird auf-
grund der Kostenreduzierung weiter zunehmen. Insbesondere miissen dabei vermehrt
auch Differential-Algebraische Gleichungen moglichst effizient gelost werden. Zudem
spielen verschiedene Aspekte in der Anwendung eine Rolle. Solche Aspekte sind zum
Beispiel die Echtzeitintergration oder die Integration, welche geometrische Struktu-
ren erhélt. Es geht nicht nur darum eine DAE zu 16sen, sondern sie “richtig® zu losen.
Wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen sollten daher verschiedene numerische
Verfahren mit ihren jeweiligen Vorteilen zum Loésen von Differential-Algebraischen
Gleichungen bereit stehen. Es ist daher verniinftig auch die Klasse der allgemeinen
linearen Verfahren angewendet auf DAEs ausfiihrlicher zu untersuchen.

Ein weiterer Grund sich mit allgemeinen linearen Verfahren fiir DAEs zu beschéfti-
gen liegt in dem wnifying framework. Aussagen die iiber GLMs angewendet auf
Differential-Algebraische Gleichungen getroffen werden konnen, gelten fiir einen grof3-
teil der numerischen Verfahren, die heutzutage zum Losen von DAESs eingesetzt wer-
den. Die formale Anwendung allgemeiner linearer Verfahren auf DAEs kann somit
zum besseren Verstédndnis der allgemeinen Numerik Differential-Algebraischer Glei-
chungen beitragen (vgl. zum Beispiel Unterkapitel 3.1).

Die Arbeit gliedert sich wie folgt: In den Kapiteln 1 und 2 sind grundlegende Aus-
sagen iiber Differential-Algebraische Gleichungen und allgemeine lineare Verfahren
formuliert. Dabei sind nur die Aspekte beschrieben, welche fiir die spéteren Kapitel
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bedeutsam sind. Kapitel 3 bildet den Hauptteil dieser Arbeit. In diesem Kapitel
wird zunéchst in Unterkapitel 3.1 die formale Anwendung von allgemeinen linea-
ren Verfahren fiir Differential-Algebraische Gleichungen diskutiert. Dabei wird sich
herausstellen, dass der Storungsindex einer impliziten DAE als Mafi der numeri-
schen Schwierigkeiten, welche bei der Berechnung einer Naherungslosung auftreten,
irrefithrend sein kann. Tatséchlich sollte der Storungsindex eines entsprechend aug-
mentierten Systems als dieses Mafl betrachtet werden. Anschliefend werden in Un-
terkapitel 3.2 allgemeine lineare Verfahren fiir Index-2 DAEs in Hessenberg Form
ausfithrlich untersucht. Dabei bilden die klassischen Fragen der Numerischen Ana-
lysis an ein numerisches Verfahren den roten Faden: Es wird die Durchfiihrbarkeit,
die Stabilitat, die Konsistenz und die Konvergenz der allgemeinen linearen Verfah-
ren untersucht. AbschlieBend werden in Unterkapitel 3.3 die Konvergenzresultate
auf weitere semi-explizite DAEs mit Storungsindex 2 iibertragen. In Kapitel 4 sind
Hinweise zur Implementierung allgemeiner linearer Verfahren fiir Index-2 DAEs und
numerische Rechnungen zu Beispielen gegeben.
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1 Das Problem: Differential-
Algebraische Gleichungen

Wir geben in diesem Kapitel nétige Grundlagen Differential-Algebraischer Gleichun-
gen an. Dabei gehen wir kurz auf die wesentlichen Unterschiede von gewhnlichen
und Differential-Algebraischen Gleichungen ein. Zudem definieren wir den Index ei-
ner DAE und gehen ausfiihrlicher auf Index-2 DAEs in Hessenberg Form ein. Dabei
bilden die mechanischen Mehrkorpersysteme in der GGL-Formulierung eine sehr
wichtige Klasse solcher DAEs.

Die allgemeine Form Differential-Algebraischer Gleichungen ist die von impliziten
Differentialgleichungen

0=F(z,y,y), y(o) = Yo- (1.1)

Dabei gehen wir davon aus, dass das Bild von F' und y dieselbe Dimension besitzen
und F stetig und beziiglich 3’ stetig differenzierbar ist. Zudem existiere eine eindeu-
tige Losung y(z) auf dem Intervall [z, x.].

Ist die partielle Ableitung 3—5 in einer Umgebung der Losung invertierbar, so ist die
Gleichung nach dem Satz iiber implizite Funktionen lokal nach der Ableitung y'(z)
auflosbar. Es handelt sich also bei Gleichung (1.1) um ein System gewdhnlicher Dif-
ferentialgleichungen in impliziter Form. Wir interessieren uns fiir Gleichungen, bei
denen diese partielle Ableitung im gesamten betrachteten Gebiet singular ist.

Die mathematische Beschreibung mechanischer Mehrkorpersysteme mit Nebenbe-
dingungen, wie zum Beispiel in der Fahrzeugtechnik und der Robotik, fithren auf
semi-explizite DAEs der Form

M(y)y = f(ty,N),
0 = g(t7y7/\)7

wobei M (y) eine reguliare Matrix ist (vgl. [EF]).

Die Simulation elektrischer Schaltkreise fithrt auf so genannte quasilineare Gleichun-
gen:

C(HU' = F(t,U).

Dabei ist C'(U) die Kapazitdatsmatrix und U(t) der Knotenspannungsvektor. Ist die
Kapazitidtsmatrix invertierbar, kénnen wir diese Gleichung von links mit C~1(U)



1 Das Problem: Differential-Algebraische Gleichungen

multiplizieren und erhalten eine gewohnliche Differentialgleichung. Fiir eine sin-
guldre Matrix C'(U) handelt es sich um eine DAE.

Ein wesentlicher Unterschied zwischen DAEs und gewohnlichen Differentialgleichun-
gen liegt darin, dass die Losung bzw. Komponenten der Losung noch nicht einmal
differenzierbar sein miissen:

Beispiel 1.1 Sei f eine stetige Funktion. Dann gilt fir die Losung der DAE
y o=z
0 = z2—f

offenbar N
d@) = f@),  ylx) = ylzo) + / f(s)ds.

Ein weiterer wichtiger Unterschied zwischen DAEs und gewohnlichen Differential-
gleichungen liegt in der eingeschrankten Wahl der Anfangswerte: Es wird in dem
Beispiel deutlich, dass der Anfangswert z(zg) nicht frei wihlbar sondern durch die
Funktion f vorgegeben ist. In dem folgenden Beispiel sind sogar alle Anfangswerte
festgelegt:

Beispiel 1.2 Sei f eine differenzierbare Funktion. Dann gilt fir die Losung der
DAE

y =z,
0 = y—f

offenbar

y(z) = f(x), 2(x) = f'(x).

Die Differential-Algebraischen Gleichungen der beiden Beispiele sind trotz des dhn-
lichen Aussehens strukturell verschieden. Im zweiten Beispiel miissen sogar Ein-
gangsdaten differenziert werden, um eine Losung zu erhalten. Die Differentiation
ist jedoch ein instabiler Vorgang, da der Differentialoperator zumindest beziiglich
der Supremumsnorm unbeschréinkt ist. Geméafl dem Motto: Die Ableitung “kleiner*
Storungen kann beliebig “groff* sein. Konkret gehen im zweiten Beispiel die Ablei-
tungen von Stérungen der algebraischen Gleichung in die Losungskomponente z ein.
Es sind viele Kriterien entwickelt worden, DAEs nach den eben angedeuteten Ei-
genschaften zu klassifizieren. Zwei dieser Kriterien stellen wir nun vor.

1.1 “Der” Index einer DAE

Eine Einteilung Differential-Algebraischer Gleichungen geschieht im Allgemeinen
durch deren Index. Doch ist dies héchst problematisch und verwirrend, da es sehr



1.1 “Der* Index einer DAE

viele verschiedene Indexdefinitionen gibt. Es entstand so manches Missverstéindnis,
weil jede “Schule“ ihr eigenes Indexkonzept entwickelt hat und mit einer gewissen
Sturheit und Ignoranz ausschlielich vertritt. Einige Gleichungen werden in der Li-
teratur etwas salopp als “Index-k DAEs“ (k=1 oder k=2) bezeichnet, obwohl der In-
dex entsprechend der unterschiedlichen Definitionen durchaus verschieden sein kann.

Wir definieren in dieser Arbeit zum einen den Differentiationsindex als das bekann-
teste und zum anderen den Stérungsindex als das in Hinblick auf die Numerik wich-
tigste Indexkonzept. Sind der Differentiations- und der Storungsindex einer DAE
identisch, so sprechen wir vom Index der DAE, andernfalls verwenden wir die ent-
sprechenden Begriffe.

Gear fiihrte 1988 den so genannten Differentiationsindex fiir DAEs der Form (1.1)
ein (vgl. [G88]), wobei die Idee auf fritheren Arbeiten zusammen mit Petzold basiert.
Die folgende Version ist dem Buch [HW] entnommen (vgl. [HW] S. 455).

Definition 1.3 Fir Differential-Algebraische Gleichungen (1.1) ist der Differentia-
tionsindex entlang der Losung y(z) die minimale Anzahl k von Differentiationen

F(x7 y,7 y) = O?
oF ,
- = 0
ax (:L‘7 y ) y) )

oFF
w<x> y,> y) = 07

die nétig sind, um diese Gleichungen durch algebraische Umformungen in eine ex-
plizite gewdhnliche Differentialgleichung

Y =(ty)

zu tberfiihren. Diese Gleichung wird hdufig die der DAE (1.1) zugrunde liegende
Differentialgleichung genannt.

Bemerkungen:
(i) Die Definition kann auch sinnvoll auf Gleichungen (1.1) mit invertierbarer par-
tieller Ableitung g—;; angewandt werden, indem wir in diesem Fall den Differen-

tiationsindex gleich 0 setzen.

(ii) Fir die oben schon angesprochenen semi-expliziten DAFEs braucht nur die alge-
braische Gleichung differenziert werden.

Semi-explizite Index-1 DAEs

Die folgende autonome DAE liegt in so genannter semi-expliziter Form vor:

y/ = f(ya Z)v y<0) = Yo,
0 = g(y,2), 2(0) = zo.
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Wir setzen die Invertierbarkeit von g,(y, z) in einer Umgebung der Losung voraus.
Fiir die Anfangswerte soll g(yo, 20) = 0 gelten. Man nennt solche Anfangswerte kon-
sistent. Die Invertierbarkeit von g, (y, z) garantiert, dass die semi-explizite DAE den
Differentiationsindex 1 besitzt: In diesem Fall ist das Auflésen der zweiten Gleichung
nach z moglich. Eine Differentiation liefert dann die zugrunde liegende Differential-
gleichung.

Semi-explizite Index-2 DAEs in Hessenberg Form

Eine sehr wichtige Klasse von DAEs sind Index-2 DAEs in Hessenberg Form (vgl.
fiir eine ausfiihrliche Beschreibung Unterkapitel 1.2). In Kapitel 3 untersuchen wir
sehr ausfiihrlich allgemeine lineare Verfahren fiir solche DAEs. Sie bilden fiir diese
Arbeit die grundlegende Problemklasse.

Diese DAESs sind semi-explizit, jedoch héngt im Unterschied zu den semi-expliziten
Index-1 DAEs oben die algebraische Gleichung nicht von z ab:

y, = f(y,Z), y(o):y(b
0 = g<y)7 Z(O):Z

o

Es wird die Invertierbarkeit von Dg(y)f.(y, z) in einer Umgebung der Lésung vor-
ausgesetzt. Diese Invertierbarkeit garantiert, dass die semi-explizite DAE den Diffe-
rentiationsindex 2 besitzt, wie leicht einzusehen ist: Das Differenzieren der algebrai-
schen offensichtlichen Nebenbedingung 0 = ¢(y) entlang der Losungskomponente
y(x) liefert die so genannte versteckte Nebenbedingung

0=gy(y)f(y,2).

Diese ist nun nach z auflésbar und eine zweite Differentiation liefert die zugrunde
liegende Differentialgleichung. Konsistente Anfangswerte erfiillen neben der offen-
sichtlichen auch die versteckte Nebenbedingung.

Bemerkung: Die Beispiele 1.1 und 1.2 sind semi-explizite DAEs vom Index 1
bzw. 2. Die zusitzliche versteckte Nebenbedingung z = f' im zweiten Beispiel erklirt,
warum in diesem 2-dimensionalen System die Anfangswerte eindeutig bestimmt sind.

Oben wurde vereinbart, nur von Index-k Problemen zu sprechen, wenn der Stérungs-
und der Differentiationsindex identisch sind. Daher definieren wir zunéchst den
Storungsindex, wie er von Hairer et al. eingefithrt wurde (vgl. [HLR89] S.1):

Definition 1.4 Fir Differential-Algebraische Gleichungen (1.1) ist der Storungsin-
dex entlang der Lisung y(x) die minimale ganze Zahl k, so dass fiir alle Funktionen
y(x) mat

Al A~

6(x) = F(x,9,9), 9(x0) = yo + do



1.1 “Der* Index einer DAE
auf [xo, x| die folgende Abschitzung gilt

o) = 3l < € (ol + o 8]+ + max 86N,

wann immer der Ausdruck auf der rechten Seite hinreichend klein ist. Die Konstante
C' hdngt dabei nur von F und der Ldange des Intervalls ab.

Tatséchlich sind beide Indexkonzepte fiir die semi-expliziten DAEs oben identisch,
womit die Bezeichnungen Index-1 bzw. Index-2 gerechtfertigt sind (vgl. [HLR89]
S.2-4).

Der Stoérungsindex ist als Ma8B fiir die sensitive Abhéngigkeit der Losung von Stérun-
gen in der Gleichung eingefiihrt worden. Da die Losung nicht nur von der Stérung
0 sondern auch von deren Ableitungen bis zur Ordnung k£ — 1 abhéngt, kann im
Fall & > 1 die Konvergenz von g(z) gegen y(x) fir 6 — 0 nicht garantiert wer-
den. Tatsichlich kénnen kleine Storungen beliebig groBe Anderungen der Lésung
bewirken. In diesem Sinne gehéren DAEs mit Storungsindex k£ > 1 zu der Klasse
der schlecht konditionierten Probleme. Oder alternativ formuliert: Die Losung einer
solchen DAE héngt nicht stetig von Stérungen der Gleichung ab.

Fiir die numerische Losung spiegelt sich die hochste Ableitung der Stérung ¢ in
einer Division eines zusitzlichen Fehlerterms durch h¥~! wider. Dieser Fehlerterm
entsteht zum Beispiel durch Rundungsfehler oder Fehler beim iterativen Losen von
nichtlinearen Gleichungssystemen. Fiir h — 0 wird dieser Term unendlich grof}, was
zum Scheitern des numerischen Verfahrens fithren kann (vgl. [A95]). Die numerische
Behandlung von Differential-Algebraischen Gleichungen mit einem Stérungsindex
k > 1 ist daher problematisch. Der Storungsindex wird als Mafl der numerischen
Schwierigkeiten, mit denen man beim Losen von (1.1) durch ein numerisches Ver-
fahren rechnen muss, angesehen. Wir zeigen in Kapitel 3 mit Hilfe der Anwendung
von allgemeinen linearen Verfahren auf DAEs der Form (1.1), dass dies nicht ganz
prézise ist. Dort arbeiten wir zudem heraus, auf was geachtet werden muss, um den
Storungsindex weiterhin als dieses Mafl verstehen zu kénnen.

Bemerkung: Wie bei dem Differentiationsindex kénnen gewdéhnliche Differential-
gleichungen ' = f(x,y) mit in die Definition einbezogen werden, indem 6V mit

dem Integral tber  identifiziert wird. Fine Anwendung des Lemmas von Gronwall
liefert ndamlich in diesem Fall

3
o) = )l < € (ol + || [ a(s)as] )

Der Storungsindex ist demnach 0.

Lange Zeit bestand die Meinung, dass der Storungsindex einer DAE gleich oder ma-
ximal um eins grofer sei als der Differentiationsindex dieser Gleichung. Gear, der
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eine entsprechende Aussage “bewies”, lieferte sechs Jahre spéter selbst ein Gegen-
beispiel, bei welchem die Indizes tatséchlich mit der Dimension des Systems beliebig
voneinander abweichen kénnen (vgl. [CG95]):

Beispiel: Wir betrachten die m-dimensionale DAFE

0 1 0 ...0

Fi/.y) =ym| : .0 |Y+y=0
: 1
0 0

Fiir die einzelnen Komponenten gilt offenbar

YmYs +y1 = 0,
YmYs + Yo

I
o

ymy;z+ym—1 - 07
Ym = 0.

Somit besitzt die Gleichung den Differentiationsindex 1. Die Lisung ist y = 0.
Wir betrachten nun die gestorte Gleichung F(y',y) = d(x). Da nun im Allgemeinen
die Komponente 4,, = 0,, nicht linger 0 ist, folgt fiir die anderen Komponenten

gm—l = 5’m—1 - 6m5;m
Jm—2 = Om—2 = Om[0n_1 — 6,00, — Smdpy),

gl = 61_57“[ ]7

wobei die Klammer von s abhdngt. Der Storungsindex ist somit m.

Bemerkung: FEin weiterer Indexbegriff im Zusammenhang von DAFEs der elektri-
schen Schaltkreissimulation ist der so genannte Traktabilititsindex, der von Grie-
pentrog und Mdrz eingefiihrt wurde (vgl. [GM]). Dieser Index kann fir DAFEs for-
muliert und bestimmt werden, die Glattheitsdefizite aufweisen. Solche Gleichungen
treten in der Schaltkreissimulation auf. Zudem bestimmt die Topologie der Schalt-
kreise in vielen Fdllen den Traktabilititsindex der diesen Schaltkreis beschreibenden
DAE. Typischerweise ist dieser Index nicht gréfier als 2 und stimmt in den oben
erwihnten semi-expliziten Gleichungen mit den beiden anderen definierten Indizes
tliberein.

10



1.2 Index-2 DAFEs in Hessenberg Form

1.2 Index-2 DAEs in Hessenberg Form

In diesem Unterkapitel betrachten wir Differential-Algebraische Gleichungen in semi-
expliziter Form

Yo € RN?
20 € Rl,

yo= [fly,2) y(0)

0 = g(y), 2(0)
wobei wir die Invertierbarkeit von Dg(y)f.(y,z) in einer Umgebung der Losung
voraussetzen. Diese Voraussetzung heifit Index-2 Bedingung:

(1.2)

Die Matrix Dg(y) f.(y, 2) ist invertierbar. (DAE1)

Sie garantiert, dass diese DAEs den Index 2 besitzen. Diese Gleichungen heiflen
Index-2 DAEs in Hessenberg Form. Wir gehen im Folgenden von der Existenz einer
eindeutigen Losung y(z), z(x) auf dem Intervall [0, z.] aus.

Diese Gleichungen bilden eine sehr wichtige Problemklasse unter den DAEs. Sie
sind typische Gleichungen der Mechanik (vgl. weiter unten den Abschnitt {iber me-
chanische Mehrkorpersysteme). Zudem konnen andere Gleichungen in diese Form
transformiert werden: Dies sind zum Beispiel gewo6hnliche Differentialgleichungen
mit Invarianten, quasilineare Systeme der Form

wie sie bei der Schaltungssimulation und der chemischen Reaktionskinetik vorliegen
(vgl. weiter unten den Abschnitt “Weitere Beispiele). Alle diese Probleme haben
formuliert als Index-2 DAE in Hessenberg Form gemeinsam, dass sie von der alge-
braischen Komponente nur linear abhéngen, d.h. es gilt:

[y, 2) = foly) + f-(y)2.

Diese Struktur hat Auswirkungen auf die Numerik solcher Gleichungen. Wir gehen
darauf in Kapitel 3 néher ein.

Allgemeine Index-2 DAEs in Hessenberg Form findet man auch in der optimal con-
trol theory und bei trajectory prescribed path control problems (vgl. [BCP]).

Die y-Komponente der Losungen dieser DAE liegt offenbar in der Mannigfaltigkeit
M = {y e R¥| g(y) = 0}.
Die Index-2 Bedingung, d.h. die Invertierbarkeit von Dgf,, garantiert lokal die Exis-

tenz einer auflosenden Funktion z = 1 (y), so dass wir fiir die y-Komponente eine
gewohnliche Differentialgleichung erhalten:

y = fy,v(y)), y(0) = yo.

11



1 Das Problem: Differential-Algebraische Gleichungen

Tatséchlich lédsst sich also die Dynamik dieser DAE zumindest lokal durch eine
gewohnliche Differentialgleichung auf der Mannigfaltigkeit M beschreiben.

Da z durch ¢(y) eindeutig bestimmt ist und die Mannigfaltigkeit M die Dimension
N — [ besitzt, erhalten wir insgesamt N — [ Freiheitsgrade fiir die DAE, d.h. es
konnen nur N — [ Anfangswerte frei vorgegeben werden.

Differenzieren wir die algebraische offensichtliche Nebenbedingung entlang einer
Losung, so erhalten wir die versteckte Nebenbedingung

Dg(y)f(y,z) = 0.

Losungen liegen also in der “versteckten“ Mannigfaltigkeit

My ={(y,z) e RN x R'| g(y) = 0, Dg(y)[(y,z) = 0}.

Die versteckte Nebenbedingung bzw. die “Kontrollvariable® z garantieren gerade,
dass die rechte Seite f, das heifit der Geschwindigkeitsvektor ' = f(vy, z), tangen-
tial zur Mannigfaltigkeit M liegt. Somit ist M positiv invariant: eine Losung mit
Startwert in M bleibt fiir alle Zeiten, fiir die sie existiert, in M.

Differenzieren wir die versteckte Nebenbedingung ein weiteres mal entlang der Losung,
so finden wir mit der Index-2 Bedingung lokal eine Differentialgleichung fiir die al-
gebraische Variable z:

2=y, 2).
Fiir konsistente Anfangswerte, d.h. fiir Werte in M/, sind die folgenden Formulie-
rungen nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung dquivalent:

"= f( >Z>7 (O) = Yo,
Z, _ 90(3;;, 2), ZZ/@) _ go- (Index-0)
y/ - f(y7 Z)? y<0) = Yo,

0 = Dy)i(y.2).  2(0) =z (ndex-1)
W e

Tatséchlich liefern numerische Verfahren fiir die unterschiedlichen Formulierungen
verschiedene Resultate. Der Storungsindex macht zudem deutlich: Formulierungen
mit hoherem Index sind schwieriger zu 16sen, da Stérungen der entsprechenden Glei-
chung groflere Auswirkung auf die Losung haben koénnen, oder anders formuliert:
Schon die analytische Losung ist empfindlicher gegeniiber Stérungen der Gleichun-
gen einer Formulierung mit hoherem Index als gegeniiber Stérung einer Formulierung
mit niedrigerem Index. Insbesondere wird dies auch fiir die entsprechenden numeri-
schen Losungen der Fall sein. Grundsétzlich ist also aus numerischen Griinden eine

12
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Formulierung niedrigeren Indexes einer mit hoherem Index vorzuziehen.

Jedoch ist ein numerisches Verfahren angewendet auf eine Index-k Formulierung
“blind“ fiir die algebraischen Gleichungen der Formulierungen mit Index grofler k:
Die numerische Losung liegt nicht mehr auf M oder M;! Dieses Phénomen wird
als drift-off bezeichnet. Eine solche Destabilisierung kann jedoch durch geeignete
Projektionen ausgeglichen werden (vgl. [HW] S.470).

Wir wollen Index-2 DAEs in Hessenberg Form jedoch in ihrer urspriinglichen Form
l6sen. Zudem sind Index-2 Systeme der Mehrkoérpermechanik bereits indexreduzier-
te Formulierungen gewisser Index-3 Gleichungen (vgl. weiter unten den Abschnitt
iiber mechanische Mehrkorpersysteme).

Wichtig im Zusammenhang einer genauen Analyse von Storungen der Index-2 DAE
(1.2) sind die beiden entlang der Losung definierten Projektionen

Q(z) = (f(Dgf.)""Dg)(y(x),2(x)),
Plz) = In— Q). (1)

Bezeichne Ty ;)M den Tangentialraum der Mannigfaltikeit M an der Stelle y(z) und
sel der Unterraum T7,(,)V des RY das Bild der partiellen Ableitung f.(y(z), z(x)).
Die Index-2 Bedingung garantiert, dass diese beiden Rdume transversal sind. Zudem
gilt:

TyyM = kerDg(y(z)).

Aus der Definition von @ und P folgt unmittelbar, dass P(x) auf den Tangen-
tialraum 7)) M parallel zu T )V projiziert und Q(z) entsprechend auf T, )V
parallel zu T)(,)M abbildet (vgl. Abbildung 1.1).

TtV

y(z) TymyM
M

Abbildung 1.1: Die Projektion P(x) bildet auf den Tangentialraum 7T),)M parallel
zu Ty, )V ab. Q(x) = I — P(z) projiziert entsprechend auf Ty, )V
parallel zum Tangentialraum.
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1 Das Problem: Differential-Algebraische Gleichungen

Wir betrachten nun das gestorte System

g = Jf@,2)+0(),  §(0) = yo+ o,
0(x) = 9(9), 2(0) = 2o + bo.

Unter der Annahme, dass ¢ stetig und 6 stetig differenzierbar sind, erhalten wir
fir hinreichend kleine Stérungen und ||¢’|| folgende Abschétzung auf dem Intervall
[0, z.] (vel. [ASW95] Theorem 1a)):

Iv(e) 3t < € (18l + [ P3+ o 1B+ D) + uD() ). (1)

Dabei ist u eine obere Schranke von f,.(n, ) in der Néhe der Losung und

/pa = max ||/O£P(8)(5(S)d3||;

£el0,ac]
(z) e 16(E)I + ax 16"

Diese Darstellung liefert eine genauere Abhéngigkeit der Losung von Storungen der
Gleichung, als dies der Stérungsindex in seiner Allgemeinheit leisten kann: Besitzt
zum Beispiel die rechte Seite der Differentialgleichung die besondere Form

[y, 2) = foly) + f=(y)z,

so kann in (1.4) die Konstante u als obere Schranke der partiellen Ableitung f,.
gleich 0 gesetzt werden. Somit fallt ein vergleichsweise grofler Storungsterm in der
Abschiitzung (1.4) weg. Ist die Matrix f,(y) = f. € RV! konstant, so gilt D(x) =0
und wir erhalten die Abschéatzung

o)~ )l < € (ol + [ 2o+ mmax 1661

(vgl. [ASW95] Theorem 1b)). In dieser Abschétzung tritt keine Ableitung einer
Storung auf. Es handelt sich also bei der y-Komponente tatsédchlich um eine Index-1
Variable. Die z-Variable hingt dagegen von €' ab, wie Arnold et al. sogar an einem
linearen System zeigen(vgl. ebd. Example 1). Diese genaueren Abschitzungen im
Fall der linearen Abhéngigkeit der Funktion f von der algebraischen Variablen z
finden auch in der Numerik der Index-2 DAEs in Hessenberg Form ihren Ausdruck.
Wir gehen darauf an entsprechender Stelle in Unterkapitel 3.2 ein.

DAEs in Hessenberg Form lassen sich fiir beliebig hohen Index definieren (vgl. [KM]
S.172). Dabei gibt die Hessenbergstruktur der Jacobi-Matrix der rechten Seite die-
ser Klasse von Problemen ihren Namen. Storungs- und Differentiationsindex sind
fir Hessenberg-DAEs identisch (vgl. [HLR89] S.13). Fiir uns sind neben den Index-
2 Problemen auch die Hessenberg DAEs mit Index-3 interessant. Eine sehr wichtige
Problemklasse dieser DAEs sind mechanische Mehrkorpersysteme mit Nebenbedin-
gungen. Sie lassen sich in der weiter unten beschriebenen GGL-Formulierung als
Index-2 DAEs formulieren.
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1.2 Index-2 DAFEs in Hessenberg Form

Mechanische Mehrkoérperprobleme

Die Bewegungsgleichungen eines mechanischen Mehrkorpersystems mit Nebenbe-
dingungen sind gegeben durch (vgl. [EF]):
0 = g(p).

Dabei ist g : RY — R! eine die [ Nebenbedingungen beschreibende Funktion, welche
hier nur von der Position p des Systems abhiéingt. Die Funktion £, : RV xR! — R be-
schreibt zusétzliche Krifte zum Kréftevektor f(t, p, p), die das System zur Erfiillung
der Nebenbedingungen zwingen. Nach dem Prinzip von d’Alembert, Zwangskrifte
verrichten keine Arbeit, sind diese Kréifte gegeben durch:

fe(p, A) = G(p)" A

mit G(p) := Dg(p), die A € R! heiflen Lagrange-Multiplikatoren. Diese Zwangskriifte
sind also orthogonal zur Mannigfaltigkeit

M = {y e R"| g(y) = 0}.

Tatsédchlich setzen wir voraus, dass G(p) maximalen Rang [, | < N besitzt, d.h. die
einzelnen Nebenbedingungen sind linear unabhéngig. Die Massematrix M (p) ist in
der Regel eine symmetrische positiv definite Matrix, so dass wir im Folgenden von

GM™'G invertierbar (1.5)
ausgehen werden.

Wie im Fall der Index-2 DAEs in Hessenberg Form erhalten wir durch Differenzieren
der algebraischen Gleichung 0 = g(p) versteckte Nebenbedingungen

0= G(p)p.

Differenzieren wir diese Gleichung wiederum entlang einer Losung, finden wir im
Unterschied zu Index-2 DAEs weitere versteckte Nebenbedingungen:

0 = G+ gpp(p)(®: D)
= G)M©p) " f(t,p.p) — (GM'G")(P)A + gpp(p) (B, D)
= 1/}(tvpap)‘

Eine weitere Differentiation liefert mit der Invertierbarkeit von GM ~'G” und geeig-
neter Wahl von ¢ eine Differentialgleichung fiir die Lagrange-Multiplikatoren:

A= p(t,p,p).

Diese mechanischen Mehrkorpersysteme sind aufgrund der Bedingung (1.5) Differential-
Algebraische Gleichungen vom Index 3.

Ein sehr einfaches “Mehr“-koérpersystem ist das Pendel:
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Beispiel 1.5 Wir betrachten ein Pendel der Linge | und der Masse m, welches
im Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems (xq,x2) durch eine Stange auf-
gehdngt ist. Die Masse der Stange sei vernachldssigt. In diesen redundanten Koor-
dinaten lauten die Bewegqungsgleichungen

m:}c'l = —2551)\,
mis = —mg— 2T\,
0 = ai+a5—1%

Hier sind g die Gravitationskonstante und A\ die Lagrange-Multiplikatoren. Die al-
gebraische Gleichung definiert eine Mannigfaltigkeit: den Kreis mit Radius [.
Durch Einfiihrung von Polarkoordinaten lisst sich die Dynamik auch nur durch den
Winkel ¢ zwischen der Senkrechten und der Stange des Pendels beschreiben:

lp = —gsin p.

Diese gewohnliche Differentialgleichung ist eine Zustandsform und der Winkel eine
Zustandskoordinate.
Die erste versteckte Nebenbedinung lautet:

0= xldvl + xzig.

Diese Gleichung spiegelt wider, dass der Geschwindigkeitsvektor tangential zur Lauf-
bahn der Masse steht, welche durch die algebraische Gleichung definiert ist. Diffe-
renzieren wir ein weiteres Mal, so erhalten wir die zweite versteckte Nebenbedingung

0 = m(aF + 43) — 2I°A — mgw,.

Hier haben wir zusdtzlich die algebraische Gleichung investiert. Diese Gleichung ldsst
sich nach X aufiosen. Es handelt sich also um ein Index 3 Problem.

Fiir konsistente Anfangswerte (pg, vo, Ag) - dies sind Werte, welche alle Nebenbedin-
gungen erfiillen - sind die folgenden Formulierungen dquivalent:

p = v p(to) = po,
M(p)o = f(t,p,v) — G(p)TA, v(tg) = vo

und eine der Gleichungen:

}‘ = (P(t,p, U)a /\(tO) = >‘0' (IndeX—O)

Beschleunigungslevel:

0 = ¢t p,v), Ato) = Ao- (Index-1)
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Geschwindigkeitslevel:

0 = G(p), Ato) = Ao- (Index-2)

Positionslevel:

0 = g(p), Ato) = Xo- (Index-3)

Die numerische Behandlung dieser Systeme ist jedoch sehr verschieden. Wie wir be-
reits oben erwédhnten, sind Formulierungen mit niedrigerem Index denen mit héher-
em Index aus numerischen Griinden vorzuziehen, wobei jedoch numerische Verfahren
angewendet auf eine Index-k Formulierung “blind“ fiir die algebraischen Nebenbe-
dingungen der Formulierung mit Index grofler als k£ sind. Die Approximationen der
Position p(t) zum Beispiel liegen nicht in M bzw. driften sogar wihrend der Inte-
gration immer weiter von M ab, obwohl der Anfangswert konsistent war. Bei jeder
Indexreduktion durch Differentiation wird zwar das erhaltene System “leichter* nu-
merisch 16sbar, jedoch entsteht eine invariante Grofle fiir die analytische Losung
des Systems. Diese Invariante stellt keine Restriktion der analytischen Lésung dar,
sondern enthélt zusétzliche Informationen iiber Eigenschaften der Losung, die au-
tomatisch erfiillt sind. Es sind daher verschiedene Indexreduktionen zusammen mit
Stabilisierungstechniken entwickelt worden, um diesen drift-off zu vermeiden (vgl.
[HW] Kapitel VIL.2).

GGL-Stabilisierung:

Eine wirklich brilliante Idee wurde von Gear, Gupta und Leimkuhler 1985 entwickelt
(vgl. [GGL)): Sie fithrten zusitzliche Lagrange-Multiplikatoren u € R! in der Index-3
Formulierung ein und fiigten die Index-2 Gleichung an. Das resultierende System ist
zwar von hoherer Dimension, besitzt aber tatsidchlich den Index-2 und erhélt keine
zusétzliche Invariante:

p = v=Gp u, p(to)zpo,
M(p)o = f(t,p,v) —G(p)TA, v(to) = o

0 = g(p), A(to)z

0 = G(p), pu(to) =

Zudem ist diese Indexreduktion leicht zu realisieren, da die Funktion G(p) bekannt
ist. Multiplizieren wir die zweite Gleichung von links mit M (p)~*, so erhalten wir in
der Tat eine Index-2 DAE in Hessenberg Form (1.2) mit y = (p,v) und z = (A, ),
wobei die algebraischen Variablen A und p linear in die Differentialgleichungen einge-
hen. Die Index-2 Bedingung ist offenbar mit der Invertierbarkeit von M (p) und dem
vollen Rang der Matrix G(p) garantiert. Die zusétzlichen Lagrange-Multiplikatoren
verschwinden in der analytischen Losung:

d

0=—9(p) = Gp)v = G)GP) 1 ==GP)GP) 1.
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Aus Griinden der Symmetrie wird oft die erste Differentialgleichung vor der Kopp-
lung mit den Lagrange-Multiplikatoren p von links mit M (p) multipliziert (vgl. [HW]
S.465).

Beispiel 1.6 Das Pendel aus Beispiel 1.5 lautet in der GGL-Formulierung:

T = Yy — 2np,

Ty = Yp — 2T,

myr = —2x1,
mys = —mg— 2T,
0 = ai+a5—1

0 = 2(E1y1+21'2y2.

Weitere Beispiele von Index-2 DAEs in Hessenberg Form

Der Zusammenhang zwischen Differential-Algebraischen Gleichungen und Invarian-
ten wurde bereits weiter oben angesprochen: Die Indexreduktion durch Differentiati-
on fiithrt auf DAEs niedrigeren Indexes, wobei die algebraischen Nebenbedingungen
zu Invarianten des Systems werden. Am Ende dieses Reduktionsprozesses steht eine
gewohnliche Differentialgleichung mit Invarianten:

y = fly), y(0) = o,
0 = h(y).

Umgekehrt liefert eine solche gewthnliche Differentialgleichung mit Invarianten eine
Index-2 DAE in Hessenberg Form, indem man eine neue Variable einfiihrt:

y = fly)—H(y)z, y(0) = wo,
0 = h(y), 2(0) = 0.

Dabei ist H(y) eine beliebige matrixwertige Funktion, so dass Dh(y)H (y) invertier-
bar ist. Die analytische Losung von z ist identisch 0.

Gear hat diese Stabilisation der Invarianten mit # = DhT in Anlehnung an die
GGL-Stabilisierung oben vorgeschlagen (vgl. [G86]).

Natiirlich sind auch andere Techniken zum Losen des {iberbestimmten gewohnlichen
Differentialgleichungssystems oben entwickelt worden, die eine DAE Formulierung
vermeiden (vgl. [AP] S.249ff und [EFLRI0]).

Quasilineare Differential-Algebraische Gleichungen der Form

B(y)y' = f(y)

treten zum Beispiel bei der Simulation elektrischer Schaltkreise und der chemischen
Reaktionskinetik auf (vgl. [HLR89] und [L89] und die Referenzen dort).
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Eine solche Gleichung durch ein allgemeines lineares Verfahren zu l6sen, ist in einem
gewissen Sinne dquivalent dazu, dieses Verfahren auf das augmentierte System

y o= w,

0 = fly) - Blyw

anzuwenden (vgl. dazu Unterkapitel 3.1). Die Ndherungen der y-Komponente sind
bei beiden Diskretisierungen vollig identisch.
Besitzt nun die Matrix B(y) konstanten Rang, so existieren invertierbare Matrizen

S und T mit

50 =500 (4 1 ) T

Multiplizieren wir die algebraische Gleichung des augmentierten Systems von links
mit S~!(y), so erhalten wir bei entsprechender Definition der Komponenten und
Funktionen das dquivalente System

?Ji = wy,
Yo = wo,

= Nh(y) — Tu(y)wr — Ta(y)wo,
0 = g(y),

wobei T3y ohne Einschrinkung invertierbar ist (vgl. [HLR89] S.5 fiir eine ausfiihrli-
chere Darstellung).

Diese Umformung ist nicht nur fiir die analytische Losung dquivalent, sondern auch
fiir die Diskretisierung durch ein allgemeines lineares Verfahren (vgl. dazu Unter-
kapitel 3.3). Ebenso dquivalent ist die Ersetzung von w; in der ersten Differential-
gleichung durch die nach dieser Variablen aufgelosten dritten Gleichung. Diese so
erhaltene DAE ist von Hessenberg Form. Die Index-2 Bedingung lautet:

-1
Dg(y) < T (%)le(y) ) invertierbar.

Wir werden auf diese Umformungen in Kapitel 3 in allgemeinerer Form nochmals
eingehen.

Weitere Differential-Algebraische Gleichungen mit Index 2 in Hessenberg Form tre-

ten bei gewissen Diskretisierungen im Raum partieller Differentialgleichungen auf
(vgl. [AP, LP&6)).

19



1 Das Problem: Differential-Algebraische Gleichungen

20



2 Das numerische Verfahren:
Allgemeine lineare Verfahren

Das wohl bekannteste numerische Verfahren zur Berechnung von Naherungslésungen
einer gewohnlichen Differentialgleichung ist das Euler-Cauchy Verfahren. Es basiert
auf einem sehr einfachen Prinzip: Angenommen die Bewegung eines Teilchens kann
durch eine gewohnliche Differentialgleichung

y:f(tvy)

beschrieben werden; zudem habe das Teilchen zur Zeit t, die Position yo und die
Geschwindigkeit vy = f(to, yo). Wir gehen davon aus, dass die Geschwindigkeit fiir
eine “kurze® Zeitspanne At mehr oder weniger konstant bleibt. Dann ist die neue
Position zum Zeitpunkt ¢y + At ungefahr

Y1 = Yo + Atwy.

Ausgehend von 1, werden auf diese Weise weitere Naherungen berechnet

Yn+1 = Yn + Atf(tna yn)

mit ¢,, = to + nAt.

Diese Idee geht auf Euler und somit in das 18. Jahrhundert zuriick. Erst Cauchy
bewies in der ersten Hilfte des 19. Jahrhunderts die Konvergenz dieses Verfahrens.
Eine einfache Variante dieser Idee besteht darin, die “konstante Geschwindigkeit
am Ende des Zeitintervalls [to, tp + At] zu berechnen. Dies fithrt auf das so genannte
implizite Euler-Cauchy Verfahren:

Yn+1 = Yn + Atf(tn-l-la yn+1>‘

Hier ist ein implizites Gleichungssystem zur Berechnung der Naherung y,,,1 zu losen.
Generell haben implizite Verfahren gegeniiber expliziten Verfahren grofie Vorteile
beim Losen von steifen und Differential-Algebraischen Gleichungen.

Es gibt nun mindestens zwei Wege, die Giite der Ndherungen zu verbessern (vgl.

Abbildung 2.1):
e Mehr Auswertungen der Funktion f pro Schritt (multistage).

e Néherungen von fritheren Zeitpunkten in die Rechnung mit einbeziehen (mul-
tivalue).
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Bei einem Runge-Kutta Verfahren werden ausgehend von y% = 1, weitere Appro-
ximationen wie folgt berechnet:

Yl = oI 4 A Z bif (tn + ciAL,Y5).

i=1

Es werden also mehrere f-Auswertungen investiert und durch die b; gewichtet:

=1

Die Knoten ¢; liegen in der Regel zwischen 0 und 1. Die Groflen Y; approximieren
die analytische Losung an inneren Gitterpunkten ¢, + ¢;At und werden durch ein
im Allgemeinen nichtlineares Gleichungssystem berechnet:

)/l:y[n]—|—Atzawf(tn+CJAt,Y;>, i:l,...,S.

J=1

Sie werden daher innere Stufenwerte genannt.

Die Idee, das Euler-Cauchy Verfahren in dieser Art zu verallgemeinern, geht auf
Runge, Kutta und Heun, und somit in die Zeit der Jahrhundertwende des 19. und
20. Jahrhunderts zuriick.

Bei den linearen Mehrschrittverfahren der Adamsklasse werden statt zusétzlicher
Funktionsauswertungen an inneren Gitterpunkten die Funktionswerte fritherer Néhe-
rungen verwendet:

y[n+1] = y[n] + AtZﬁif(tn—&—l—i; y[n—H_ﬂ).
=0

Fiir By = 0 erhalten wir explizite Verfahren der Adams-Bashforth Klasse, fiir 5y # 0
sind die Verfahren implizit und werden Adams-Moulton Verfahren genannt. Diese
Verfahren wurden ebenfalls am Ende des 19. Jahrhunderts entwickelt.

Fiir steife und Differential-Algebraische Gleichungen wurden insbesondere so ge-
nannte Backward Differentiation Formulas, kurz BDFs, verwendet. Sie wurden von
Curtiss und Hirschfelder Mitte des 20. Jahrhunderts eingefiihrt und haben die Form

gt ="y 4 AL f(t, g,
=1

Hier gehen also die Ndherungen selbst und nicht deren Funktionswerte in die Rech-
nung ein.
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fritheren auswertungen der
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ECV

Abbildung 2.1: Verallgemeinerungen des Euler-Cauchy Verfahrens (ECV): Runge-
Kutta Verfahren (RKV) investieren mehr f-Auswertungen pro
Schritt. Lineare Mehrschrittverfahren (LMM) greifen auf frithere Ap-
proximationen zuriick. Allgemeine lineare Verfahren (GLM) verwen-
den beide Ansétze.

Es entstanden viele Varianten dieser Verfahren. Trotzdem lassen sich die meisten
Verfahren fiir gewohnliche Differentialgleichungen und vielleicht sogar die Wissen-
schaftler, die sich mit der Numerik dieser Gleichungen beschéftigen, grob nach mul-
tistage und multivalue einteilen. Allgemeine lineare Verfahren, kurz GLMs (General
Linear Methods), stellen eine Verallgemeinerung beider klassischen Verfahren dar.
Die Idee, die Konzepte von Runge-Kutta und linearen Mehrschrittverfahren zu ver-
binden, geht auf Mitte der 60ziger Jahre des letzten Jahrhunderts zuriick. Das
Hauptziel bestand in der Entwicklung neuer Verfahren, welche die Vorteile der klas-
sischen Verfahren besitzen, die Nachteile jedoch nicht mehr aufweisen.

Dabei liegen die Vorteile von Runge-Kutta Verfahren vor allem in den guten Sta-
bilitatseigenschaften auch von Verfahren hoher Ordnung und in einer leicht zu rea-
lisierenden Schrittweitensteuerung. Ein grofler Nachteil sind die hohen Kosten bei
der Implementierung, insbesondere bei impliziten Verfahren, bei denen in jedem
Iterationsschritt ein im Allgemeinen nichtlineares Gleichungssystem zu losen ist.
Insgesamt sind die Kosten der Implementierung von linearen Mehrschrittverfahren
gegeniiber denen von Runge-Kutta Verfahren geringer. Jedoch besitzen die linea-
ren Mehrschrittverfahren bekanntermafien Stabilitdtsbarrieren: Es existieren keine
A-stabilen Methoden der Ordnung grofler 3 und BDF Verfahren sind sogar ab der
Ordnung 7 nicht mehr nullstabil. Auch die Schrittweitensteuerung ist sehr aufwen-
dig.

Es entstanden in der Zeit von 1964-1966 die so genannten Pseudo Runge-Kutta Ver-
fahren, welche auch die Stufenwerte vorangegangener Schritte zur Berechnung der
neuen Approximation benutzen, und die Hybrid Methoden, die von Butcher Modi-
fizierte Mehrschrittverfahren genannt wurden (vgl. [HNW] S.430 und [B] S.115 fiir
einen Uberblick und die entsprechenden Referenzen). Die Hybrid Methoden sind ei-
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2 Das numerische Verfahren: Allgemeine lineare Verfahren

ne Verallgemeinerung der Préadiktor-Korrektor Verfahren und berechnen zusétzliche
Préadiktoren, die typischerweise nicht auf dem Gitter liegen (vgl. [B] S.117).

Eine bisher alle genannten Methoden umfassende Klasse ist die der allgemeinen li-
nearen Verfahren. Butcher fiithrte diese Verfahren 1966 ein, um eine einheitliche theo-
retische Untersuchung der in dieser Klasse enthaltenden Verfahren zu erméglichen
(vgl. [B66]). Zudem sollten durch dieses Konzept auch neue Verfahren entwickelt
werden. Ein Vorteil dieser Klasse ist in ihrer Allgemeinheit zu sehen. Sie umfasst ne-
ben den oben erwdhnten Methoden auch Nordsieck-, klassische Pradiktor-Korrektor-
und zyklische Mehrschrittverfahren (vgl. [HNW] III. 6 und S.431-434):

GLM Pradiktor-Korrektor Verfahren

Hybrid Methoden
Pseudo Runge-Kutta Verfahren

Nordsieck Verfahren Runge-Kutta Verfahren

lineare Mehrschrittverfahren

zyklische Mehrschrittverfahren

Abbildung 2.2: Die Klasse der allgemeinen linearen Verfahren

Andererseits liegt tatséchlich in dieser Allgemeinheit auch ein Nachteil der Klasse.
Wiéhrend Runge-Kutta und lineare Mehrschrittverfahren jeweils als Verallgemeine-
rung des Euler-Cauchy Verfahrens hergeleitet und motiviert werden kénnen, sind die
allgemeinen linearen Verfahren nicht anschaulich zu motivieren und wirken daher
sehr abstrakt. Daran liegt es unter anderem, dass sich diese Verfahren nicht wirklich
gut durchsetzten. Zudem stellt die allgemeine Formulierung der GLMs eine Fiille
an Parametern bereit, welche die Entwicklung von praktisch brauchbaren Methoden
zunéchst unmoglich scheinen liel. Es ist wahrscheinlich zuletzt der Hartnéckigkeit
von Butcher zu verdanken, dass die allgemeinen linearen Verfahren nicht nur ein
theoretisches Konzept sind, sondern auch praktikable Verfahren entwickelt worden
sind und noch immer werden (vgl. [BJ04a, BJ04b, BP06, BR05, BW03]). Dabei
geben immer wieder gewisse Eigenschaften, die man an das Verfahren stellt, die
Richtung vor, in welche man die Verfahren konstruiert. Hier sind zum einen die
Einfiihrung der Diagonalstrukur, welche zu den bekannten DIMSIMs (Diagonally
Implicit Multistage Integration Methods) fithrte (vgl. [B93]), und zum anderen die
Forderung nach Runge-Kutta Stabilitat (vgl. [B01]) als wichtige Meilensteine zu
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nennen. Die jiingsten Erfolge in der Entwicklung neuerer Verfahren fiir steife Dif-
ferentialgleichungen motivieren zum einen, diese Klasse weiter zu untersuchen und
zum anderen, die Verfahren auch fiir Differential-Algebraische Gleichungen zugéng-
lich zu machen. Ziel dieser Arbeit ist eine ausfithrliche Analyse allgemeiner linearer
Verfahren fiir Index-2 DAEs in Hessenberg Form und verwandter Gleichungen.

Doch bevor wir nun allgemeine lineare Verfahren definieren und grundlegende Eigen-

schaften angeben, wollen wir hilfreiche Schreibweisen anhand der bekannten Runge-
Kutta Verfahren einfiihren.

Runge-Kutta Verfahren

Sei das folgende Anfangswertproblem gegeben:

y = f(z,y), y(wo) = yo € RY.

Bei einem s-stufigen Runge-Kutta Verfahren fiir diese Gleichung werden ausgehend
von yl% = y, weitere Approximationen wie folgt berechnet:

ylr 1 =y L b (0T @ Iy) f(zn + ch,Y) € RV,
Die Stufenwerte 16sen dabei das im Allgemeinen nichtlineare Gleichungssystem
YV =1, @y + h(A® Iy)f(z, +ch,Y) € RV,

Die Gitterpunkte sind bei einem #dquidistanten Gitter definiert durch x,, = xo + nh.
Wir haben in dieser Darstellung das Kronecker Produkt, die Supervektoren

}/1 f(xn+01h,}/1)
Y, f(@n +csh, Y5)

und den Vektor 1 = (1,...,1)7 mit allen Komponenten identisch 1 benutzt. Das
Kronecker Produkt zweier Matrizen B € RM" und C € R¥! ist definiert durch

bunC  0C -+ binC
B ® C — c RkM,lN.
lec bM2C e bMNC

Eine einfache, aber wichtige Folge dieser Definition ist:
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2 Das numerische Verfahren: Allgemeine lineare Verfahren

Lemma 2.1 3 .

(i) Fir Matrizen B, B,C und C beliebiger Grife gilt
(BeC) - (B®(C)=BB®CC,

solange die auftretenden Matrizmultiplikationen wohldefiniert sind.
(ii) Fir invertierbare Matrizen B und C' ist auch das Kronecker Produkt B @ C

mvertierbar, und es gilt

(BeC)'=B'teC™"

Die Kronecker Schreibweise ermdoglicht eine iibersichtliche Handhabung, ohne sich
dabei in tiberfliissigen Indizes zu verlieren.

Die Koeffizienten A = (a;;), b* = (by, ..., bs) und ¢’ = (cy, ..., ¢;) konnen iibersichtlich
in einem Butcher-Tableau angeordnet werden:

c A
bT

wobei ¢ als Knotenvektor, A als Verfahrensmatrix und b als Wichtungsvektor be-
zeichnet werden.

Stufenordnung: Eine sehr wichtige Grofle im Zusammenhang mit steifen und
Differential-Algebraischen Gleichungen ist die Stufenordnung eines Runge-Kutta
Verfahrens:

Definition 2.2 Fin Runge-Kutta Vefahren besitzt die Stufenordnung q, wenn fir
die Liosung y(x) der Anfangswertaufgabe eingesetzt in das Gleichungssystem der
Stufenwerte gilt:

y(xy + ch) = 1, @ y(x,) + h(A® In)y (x, + ch) + O(RIT). (2.1)
Dabei ist der Supervektor y(z,, + ch) definiert durch

y(z, + c1h)
y(r, +ch) = :
y(z, + csh)

Die Ableitung y'(x,, + ch) ist entsprechend definiert.

An dieser Stelle nehmen wir uns die Zeit, die Bedeutung der Landau-Symbole genau
zu kldren: Fiir eine Funktion f : J — R"™ definieren wir

_ M
f=0(/R) & }lllir(l)T = konst.,
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wobei 0 im Intervall J liegt und ||.|| eine beliebige Norm auf R™ ist. Dabei wird O
das grofie Landau-Symbol genannt. Wir verwenden das kleine Landau-Symbol, wenn
die Konstante gleich Null ist:

A
p— p =
f=o(hf) & }llli% W 0
Wir werden im Folgenden o(1) auch unabhéngig von h als beliebig kleine Konstante
verwenden.

Eine sehr leichte Folgerung aus Definition 2.1 ist das folgende Lemma (vgl. [HNW]
S.210):

Lemma 2.3 Besitzt ein Runge-Kutta Verfahren die Stufenordnung q, so gilt fiir die
Lésung
Y (h,y(x,)) von

Y =1L y(x,) + h(A® Iy)f(x, +ch,Y) (2.2)

die Darstellung
Y (h,y(z)) — y(z, + ch) = O(hT™).

Beweis: Zunichst ersetzen wir in (2.1) nach dem Willen der Differentialgleichung
die Ableitung y'(z,, + ch) durch f(x,, + ¢;h, y(x, + ¢;h)). Subtraktion der erhaltenen
Gleichung von (2.2) und Lipschitz-Stetigkeit der Funktion f mit Lipschitz-Konstante
Ly liefern:

1Y = y(@n + ch)l| < ALAAIY = y(@n + ch)[| + O(hTH).

Fiir hinreichend kleine h folgt die Behauptung.
U

Eine wichtige Konsequenz der Definition der Stufenordnung ist, dass sie unabhéngig
von der rechten Seite f und somit unabhéngig von der Steitheit des Systems nur
iiber die Losung selbst gewéhrleistet werden kann (vgl. zum Beispiel die Losung von
(2.3), welche véllig unabhéngig von der Steifheit des Systems ist). Im Gegensatz
dazu basiert der Beweis des Lemmas auf der Lipschitz-Stetigkeit der rechten Seite
f. Was hat diese Tatsache fiir Konsequenzen?

Um diese Frage zu beantworten, beschreiben wir kurz das Phanomen der Ordnungs-
reduktion. Prothero und Robinson beobachteten in der Praxis eine Ordnungsreduk-
tion von Runge-Kutta Verfahren angewendet auf steife Differentialgleichungen (vgl.
[PR74]). Der Grund dafiir liegt in der Abhéngigkeit gewisser O-Terme des lokalen
Fehlers von der Steifheit des Systems. Theoretisch ist fiir konstante Steifheit mit
h — 0 die klassische Ordnung garantiert. In der Praxis sind beliebig kleine Schritt-
weiten zu vermeiden, wodurch die Steitheit die Ordnung reduziert. Wir geben dazu
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2 Das numerische Verfahren: Allgemeine lineare Verfahren

ein Beispiel: Prothero und Robinson betrachten gewohnliche Differentialgleichungen
der Form

Y =My — o(x)) + ¢ (), y(0) = @(0) (2.3)

mit Re(\) < 0. Die Losung dieser Gleichung ist offenbar die Funktion . Wir wenden
nun die implizite Mittelpunktsregel auf diese Gleichung an. Sie lautet fiir allgemeine
gewohnliche Differentialgleichungen

1
y[n+1] = y[n] + hf<xn + §h7 Y))

1 1
Yy = y4 h§f(xn + §h,Y).

Der lokale Fehler der Mittelpunktsregel angewendet auf die Differentialgleichung
(2.3) ist gegeben durch

2hA
2 —hA

M — (o + 1) = - O(h?) + O(h?)

(vgl. [HW] S. 225f fiir allgemeine Runge-Kutta Verfahren). Im Grenzfall h — 0
erhalten wir die klassische Ordnung 2. Lassen wir aber gleichzeitig die Steifheit, hier
gemessen in |\|, gegen Unendlich laufen und zwar mit

h\ — o0,

so erhalten wir lediglich die Ordnung 1! Fiir viele Runge-Kutta Verfahren ist die
reduzierte Ordnung von der Grofie der Stufenordnung (vgl. [HW] S. 226 Tabelle
15.1).

Wie wir oben gesehen haben, ist die Stufenordnung nicht von diesem Phinomen
betroffen, da sie unabhéngig von der Steifheit der rechten Seite definiert ist. Die
Darstellung von Lemma 2.3 ist jedoch unter dem Grenzprozess hA — 0o so nicht
mehr moéglich. Man sollte also im Zusammenhang mit steifen Differentialgleichungen
sehr sorgsam mit der Anwendung dieser Darstellung umgehen.

1964 fithrte Butcher die so genannten vereinfachenden Annahmen fiir Runge-Kutta
Verfahren ein (vgl. [B64]):

B(p): Yiibi = % n=1,..p,
Ui

Clg): X5 az-jc?_l = % i=1,..,8 n=1,..,q,

D) : S bl ay = %(1 —cf) j=1.,5 n=1,...¢

Mit Hilfe dieser Bedingungen ist es moglich, implizite Runge-Kutta Verfahren hoher
Ordnung und Stufenordnung herzuleiten. Fiir vorgegebenen Knotenvektor ¢ ist dazu
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2.1 Definition, Beispiele und lineare Stabilitét

nur ein lineares Gleichungssystem zu l6sen. Die Bedingung C'(¢q) garantiert, dass die

Quadraturformel

S agle;) ~ / " gty

=1

die Ordnung ¢ besitzt, fir ¢ = 1,...,s. Aus ihr folgt daher die Darstellung (2.1)
und somit die Stufenordnung ¢ des Runge-Kutta Verfahrens. Zur Bestimmung der
Ordnung ist das folgende beriihmte Theorem von Butcher hilfreich (vgl. [B64)):

Theorem 2.4 Gilt fiir ein Runge-Kutta Verfahren B(p), C(q) und D(¢) mit p <
2¢+2 und p < (+q+1, so besitzt das Verfahren die Ordnung p.

Tatséchlich lassen sich auch implizite Runge-Kutta Verfahren mit hoher Ordnung
und guten Stabilitéitseigenschaften herleiten. Diese Verfahren sind jedoch so genann-
te fully implicit Runge-Kutta Verfahren. Dies hat hohe Kosten bei der Implemen-
tierung zur Folge, da in jedem Integrationsschritt ein im Allgemeinen nichtlineares
sN-dimensionales Gleichungssystem mit mehr oder weniger vollbesetzter Matrix A
gelost werden muss. Eine Idee besteht darin, zusétzlich fiir die Matrix A ein ein-
punktiges Spektrum zu fordern. Solche Verfahren heiflen singly implicit Runge-Kutta
Verfahren. Durch diese zusétzliche Forderung werden die Kosten der Implementie-
rung durch geeignete Transformationen stark reduziert. Solche Verfahren kénnen
mit einer hohen Stufenordnung konstruiert werden, es ergeben sich jedoch daraus
einige Nachteile: grofle Fehlerkonstanten sowie Knoten, die nicht zwischen 0 und
1 liegen (vgl. [BO1]). Fiir kleine Probleme wirkt sich zudem die Transformation
ungiinstig auf die Gesamtkosten aus. Fiir solche Probleme bieten sich so genannte
singly diagonally implicit Runge-Kutta Verfahren an, wobei zusétzlich die Matrix
untere Dreiecksstruktur besitzt:

A 0 0

A — a21
0
Qg1 ... Qgs—1 A

Diese Verfahren haben aber nur Stufenordnung 1 und sind daher fiir Differential-
Algebraische Gleichungen nicht geeignet, bei denen die Stufenordnung eine wichtige
Rolle spielt (vgl. Kapitel 3 Abschnitt 3.2.3).

2.1 Definition, Beispiele und lineare Stabilitat

Ein allgemeines lineares Verfahren fiir die Anfangswertaufgabe

y':f(g;y% y(l'o) =% GRN
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2 Das numerische Verfahren: Allgemeine lineare Verfahren

lautet in der von Burrage und Butcher in [BB80] eingefiihrten Darstellung

Yyt = (Vo Iy +h(B® In)f(x, +ch,Y) e RN,

Y = (U@ Iy + h(A® In) (2 + ch,Y) € RV, (24)

Wie im Fall von Runge-Kutta Verfahren heiflen die s Subvektoren von Y bzw. der
Supervektor selbst (innere) Stufenwerte und approximieren die Losung an den inne-
ren Gitterpunkten:

Y = y(x, + c;h).
Es ist moglich, die Verfahrensmatrizen V € R, B € R™, U € R*" und A € R*®*
kompakt in einer (s + 7) X (s + r) Blockmatrix darzustellen:

AU
BV

Es ist aufgrund der besseren Lesbarkeit iiblich, jeweils auf das Kronecker Produkt
mit der Identitdt zu verzichten:

ymt = vyl 4 hBf(z, + ch,Y) € RV,
Y = Uy + hAf(z, +ch,Y) € RV

Wir werden von dieser Schreibweise wenn moglich Gebrauch machen.

Ein wesentlicher Unterschied von GLMs zu Runge-Kutta Verfahren liegt darin, dass
nicht nur ein N-dimensionaler Vektor von einem Schritt zum néchsten iibergeben

wird, sondern r N-dimensionale Vektoren
e

y =1 : | eRY,
y

die so genannten dufleren Stufenwerte. Dies erklart auch die Groflen der Matrizen
V,B,U und A. Jedoch wirft der Fall » > 1 unmittelbar die Fragen auf:

e Was approximieren die Supervektoren yl™ eigentlich?
e Wie erhilt man den Startwert 307

Eine weitere Freiheit allgemeiner linearer Verfahren liegt in der Festlegung, was die
Iterationen y™ € R™ approximieren sollen. Wir fordern zunéchst sehr abstrakt die
Existenz einer so genannten correct value Funktion

Yo : [w0, 7e] x [0,h] — R™,
die an den einzelnen Gitterpunkten z,, = ¢ + nh approximiert wird:

y[n} ~ Ye(Tp, h).
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2.1 Definition, Beispiele und lineare Stabilitét

Die correct value Funktion ist dabei nicht mit der Losung y(z) der Anfangswert-
aufgabe zu verwechseln, von deren Existenz wir ebenfalls auf dem Intervall [z, x.]
ausgehen. Um deutlich zu machen, was sich hinter einer correct value Funktion ver-
birgt, hier zwei typische Formen:

y(x)h hy(/x)
sl ) = y@;) | sl ) = {@
y(z — (r—1)h) h =ty (z)

Die erste Darstellung steht in einem engen Zusammenhang mit linearen Mehrschritt-
verfahren, wiahrend die zweite von so genannter Nordsieck Form ist.

Nachdem wir nun festgelegt haben, was die Supervektoren yl™ approximieren, erge-
ben sich die folgenden Definitionen:

Der lokale Fehler ist gegeben durch

Ont1 = Vyc(zp, h) + hBf(x, + ch,Y (h,yc(zn, h))) — Ye(Tpni1, h),

wobei wir mit Y (h, y) die Losung des Gleichungssystems der Stufenwerte bezeichnen,
von deren Existenz wir in dieser Definition ausgehen. Der globale Fehler ist definiert
durch

A, = y["} — Ye(xpn, h).

In der Schreibweise des globalen Fehlers ist implizit die Abhéngigkeit von einer
Startprozedur gegeben.

Bei Runge-Kutta Verfahren ist der Startwert der Iteration yl® der Anfangswert .
Bei GLMs benotigen wir dagegen eine so genannte Startprozedur, die sowohl von
dem Anfangswert gy, als auch von der Schrittweite h abhéngt:

Y% = o(h, yo).

Die Notwendigkeit einer Startprozedur ist von linearen Mehrschrittverfahren be-
kannt. Fiir verschiedene Startprozeduren werden offenbar auch verschiedene Appro-
ximationen y™ generiert, womit der globale Fehler beziiglich einer Startprozedur
definiert ist. Wir werden im Folgenden davon ausgehen, dass eine Startprozedur mit

gD(h, yO) - yc(-:EOa h) = O(hp)’

p hinreichend grof3, existiert. Fiir die theoretische Untersuchung ist dies ohne Ein-
schrankung moglich (vgl. die Definition 2.10 des lokalen Fehlers). Bei einer Imple-
mentierung ohne variable Ordnung ist die Festlegung einer geeigneten Startprozedur
jedoch notig (vgl. Kapitel 4).

Natiirlich muss es umgekehrt auch moglich sein, aus den Approximationen y™ Nihe-
rungen einer gewissen Giite fiir die exakte Losung y(x,,) zu gewinnen. Das heifit, es
muss eine Art Endprozedur geben (vgl. [B] s. 387-388). Wir gehen auch hier davon
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2 Das numerische Verfahren: Allgemeine lineare Verfahren

aus, dass eine solche Prozedur existiert. In der Praxis stellt dies zumeist kein Pro-
blem dar, weil y(z) eine Komponente der correct value Funktion ist (vgl. die beiden
typischen Formen oben).

Die Stufenordnung ist wie bei den Runge-Kutta Verfahren definiert:
y(@n +ch) = (U & IN)Ye(wn, h) + h(A® In)y (2, + ch) + O(hTH).

Da die d&ufleren Stufen Naherungen der correct value Funktion darstellen, ist hier das
Produkt mit der Losung durch das Produkt mit der correct value Funktion ersetzt
worden.

Alle oben getroffenen Aussagen iiber die Stufenordnung und das Phénomen der
Ordnungsreduktion gelten auch fiir allgemeine lineare Verfahren. Ebenso gilt eine
entsprechende Formulierung von Lemma 2.3, wobei wiederum bei steifen Differenti-
algleichungen auf die Anwendung des Lemmas verzichtet werden sollte.

Eine wichtige Konsequenz aus dem Phidnomen der Ordnungsreduktion ist die Ent-
wicklung allgemeiner linearer Verfahren hoher Stufenordnung. Typischerweise gilt
p = q und p = ¢q + 1. Diese Verfahren sind also geeignet fiir steife Differential-
gleichungen und scheinen somit auch fiir Differential-Algebraische Gleichungen eine
gute Wahl zu sein. Dies wird durch die Ergebnisse von Kapitel 3 bestétigt. Im Kapi-
tel {iber die Implementierung werden wir jedoch sehen, dass bestehende Programme
nicht so einfach auf DAEs angewendet werden kénnen. Dies liegt daran, dass ein-
zelne Bestandteile dieser Codes zum Beispiel die Startprozeduren oder die Fehler-
abschétzer nicht eins zu eins auf DAEs iibertragbar sind. Sie sind von dem Phéno-
men der Ordnungsreduktion betroffen! Dies unterstreicht die These, dass numerische
Verfahren und auch Computerprogramme fiir Differential-Algebraische Gleichungen
entwickelt werden sollten. Sind diese fiir DAEs erfolgreich, so konnen sie auch fiir
steife Differentialgleichungen eingesetzt werden.

Insgesamt ist ein allgemeines lineares Verfahren durch die Verfahrensmatrizen V, B, U
und A, durch die correct value Funktion und durch die folgenden vier Groéflen cha-
rakterisiert:

e s: Die Anzahl der inneren Stufen.
e r: Die Anzahl der duleren Stufen.
e p: Die Konvergenzordnung des Verfahrens.

e ¢: Die Stufenordnung des Verfahrens.

Bemerkung: Hairer et al. betrachten in Kapitel 111.8 des Buches [HNW] noch
allgemeinere Integrationsverfahren, die auch multi-step multi-stage multi-derivative
Methoden umfassen. Um aber Aussagen tiber die Konvergenz der Verfahren machen
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2.1 Definition, Beispiele und lineare Stabilitét

zu konnen, wird fiir die Verfahrensfunktion dort eine gewisse Lipschitz-Stetigkeit vor-
ausgesetzt (vgl. [HNW] S. 438). Wir werden im ndchsten Kapitel sehen, dass gerade
hier ein grofler Unterschied zwischen gewohnlichen Differential- und Differential-
algebraischen Gleichungen liegt: Wihrend die Verfahrensfunktionen aller verniinf-
tigen Verfahren fiir gewdhnliche Differentialgleichungen diese Lipschitz-Stetigkeit
erfiillen, haben wir bei allgemeinen linearen Verfahren fiir Index-2 DAFEs in Hes-
senberg Form eine solche Lipschitz-Stetigkeit nicht. Um trotzdem Stabilitits- und
Konvergenzaussagen machen zu kénnen, werden wir die Struktur der Verfahrens-
funktion wesentlich ausnutzen. Fs ist daher nicht sinnvoll und auch nicht mdglich
die Analysis des ndchsten Kapitels auf diese allgemeinen Integrationsverfahren an-
zuwenden.

Doch kommen wir nun konkret zu Beispielen allgemeiner linearer Verfahren.

Runge-Kutta Verfahren

Wir betrachten ein (s-stufiges) Runge-Kutta Verfahren mit dem Butcher-Tableau
wie oben. Wie wir bereits erwiahnten, wird bei einem Runge-Kutta Verfahren nur
ein N-dimensionaler Vektor in jedem Schritt berechnet, d.h. es gilt r = 1, und die
correct value Funktion ist gegeben durch y.(x,h) = y(x). Insgesamt folgt mit der
Darstellung eines Runge-Kutta Verfahrens von oben:

A1,
b |1

Tatséchlich kénnen bestimmte Runge-Kutta Verfahren auch in verschiedener Art
und Weise als GLM interpretiert werden (vgl. [B] S. 360f).

Lineare Mehrschrittverfahren

Im Zusammenhang mit steifen Differentialgleichungen und auch mit Differential-
Algebraischen Gleichungen spielen innerhalb der linearen Mehrschrittverfahren die
BDF Methoden eine herausragende Rolle. Sie sind zum Beispiel gegeben durch:

Yn+1 = Z QYn41—j + 60hff(xn + h7 yn+l)‘

j=1
Dies entspricht bei GLM im Grunde dem Gleichungssystem der Stufenwerte; der hier

einzige Stufenwert ist dabei identisch mit der neuen Approximation (c=1), d.h. es
gilt insbesondere p = ¢. Die fritheren  Approximationen werden bei dieser Rechnung
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2 Das numerische Verfahren: Allgemeine lineare Verfahren

investiert. Interpretiert als GLM ergibt dies:

[ Gyl - g

Bolaw ag -+ a1
AlU 011 0O .- ... 0
Blv |~ 0 :

0|0 --- 0 1 0 |

Die correct value Funktion entspricht dabei

y(fﬂ)h
yc(ajv h) = y(aj _ )
y(z — (r—1)h)

Andere lineare Mehrschritt- und auch Pradiktor-Korrektor Verfahren sind in [Wright02]
als GLM formuliert.

Mehrschritt Runge-Kutta Verfahren

Die moglicherweise intuitivste Form die klassischen Verfahren miteinander zu ver-
binden ist durch die Mehrschritt Runge-Kutta Verfahren realisiert. Informationen
fritherer Schritte, genauer Approximationen der exakten Losung an fritheren Git-
terpunkten, werden verwendet, um die Stufenwerte und die neue Approximation zu
berechnen:

T

yn s = Zvjy["ﬂfj] + hz b f(zn + c;h,Y;) € RY,

j=1 Jj=1
Yo = Y ug"™ by agfleatehYy), i=1, s
j=1 J=1

Als GLM lautet dieses Verfahren:

A U
A U bl DY bS ’Ul /1)2 o .. o e UT’
?‘7 = O --- 011 0 cee oo 0
. . 0 - . .
_() ... 010 --- 0 1 0_

Die correct value Funktion ist von der Form wie bei den BDF Methoden.
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2.1 Definition, Beispiele und lineare Stabilitét

Sonstige Verfahren

William Wright hat in seiner Doktorarbeit zudem angegeben, wie Hybrid Methoden
im Allgemeinen als GLMs formuliert werden kénnen, und Butcher gibt in seinem
Buch konkrete Beispiele von zyklischen Mehrschrittverfahren, Pseudo Runge-Kutta
Verfahren und Hybrid Methoden an (vgl. [Wright02] S. 48f und [B] S.365f).

Eine wichtige Klasse von GLMs, die nicht unmittelbar mit den klassischen Verfahren
im Zusammenhang stehen, sind die bereits erwihnten Diagonally Implicit Multistage
Integration Methods, kurz DIMSIMs.

Beispiel 2.5 DIMSIM der Ordnung p = q = 2 mit ¢ = [0,1/2,1]7 (vgl. [Huang05]
S.60):

1 1
1o o1 =1 o0
1 1
L1 g/1 0 0
AlU 31 a0 3
B |V L _1 1/ 1 1
2 8 2 8 16
1 1 1
3 —z L0 0 g
0 -2 2/0 0 0

Die correct value Funktion ist von Nordsieck-Form.

Lineare Stabilitdt

Numerische Verfahren fiir steife Differentialgleichungen miissen sich zumindest an
der Dahlquistschen Testgleichung

y =Xy

mit komplexem A, Re(A) < 0 messen lassen. Die Stabilitéat eines Verfahrens ange-
wandt auf diesen Typ von Gleichungen wird als lineare Stabilitédt bezeichnet. Es be-
steht die Meinung, dass Verfahren mit guten linearen Stabilitdtseigenschaften auch
beliebige steife Differentialgleichungen zufrieden stellend losen konnen. Zumindest
sind sie eine Minimalanforderung. Tatséchlich wurden auch fiir allgemeinere nichtli-
neare Typen von Gleichungen Stabilitatsbegriffe entwickelt, die uns jedoch in dieser
Arbeit nicht weiter interessieren.

Wenden wir auf die Dahlquistsche Testgleichung ein allgemeines lineares Verfahren
an, so erhélt man nach leichten Umformungen:

Yyt = (V4 hAB(I — hAA) Uy,
Wir definieren dann die matrixwertige Stabilitdtsfunktion durch

M(z) =V + 2B(I — zA)"'U.
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2 Das numerische Verfahren: Allgemeine lineare Verfahren

Diese Funktion entspricht der bekannten Stabilitatsfunktion von Runge-Kutta Ver-
fahren R(z) =1+ 2b" (I — zA)~'1.
Lineare Stabilitét ist nun mit der Stabilitdt der Matrix M (hA) verbunden. Wir be-
zeichnen dabei eine Matrix als stabil, wenn alle Eigenwerte der Matrix innerhalb des
Einheitskreises liegen und die Eigenwerte auf dem Rand des Einheitskreises halb-
einfach sind. Ein Eigenwert wiederum heifit halb-einfach, wenn die geometrische
gleich der algebraischen Vielfachheit ist, oder alternativ, wenn in der Nebendiago-
nalen der Jordanschen Normalform an der entsprechenden Stelle des Eigenwertes nur
Nullen stehen. Eine einfache Charakterisierung der Stabilitét einer Matrix S besagt,
dass ihre Potenzen beschrinkt bleiben, d.h. es existiert eine positive Konstante K
mit

|S™]| < K fiir alle n > 0.
Um zu verhindern, dass nicht die Stabilitdt sondern die vorausgesetzte Genauigkeit
in einem Code mit variabler Schrittweite letztlich die Wahl der Schrittweite be-
stimmt, mochte man moglichst unabhéngig von h die Stabilitét der Matrix M (hA)
garantieren. Dies fiithrt zu der von Runge-Kutta bekannten Definition:

Definition 2.6 FEin allgemeines lineares Verfahren ist A-stabil, wenn fir alle z €
C~ die Matriz I — zA invertierbar und M (z) stabil ist.

Auch die L-Stabilitét ldsst sich sinnvoll fiir GLMs definieren (vgl. [B] Definition
520F).

Definition 2.7 FEin allgemeines lineares Verfahren ist L-stabil, wenn sie A-stabil
ist und zusdtzlich p(M(o0)) = 0 gilt. Dabei bezeichnet p(S) den Spektralradius der
Matriz S.

Wiinschenswert wiren allgemeine lineare Verfahren mit Stabilitdtseigenschaften von
Runge-Kutta Verfahren. Wir definieren daher (vgl. [B] S.398):

Definition 2.8 FEin allgemeines lineares Verfahren besitzt “Runge-Kutta Stabilitdit“
wenn das charakteristische Polynom der Stabilititsmatriz o(w, z) = det(wl — M(z))
die folgende Form besitzt:

o(w, z) = wHw— R(2)).

Fiir ein Verfahren mit Runge-Kutta Stabilitit wird die rationale Funktion R(z) Sta-
bilitdtsfunktion genannt.

Man setzt also r — 1 Eigenwerte gleich 0. Die Betrachtung der linearen Stabilitét
wird auf die Stabilitdtsfunktion R(z) wie im Fall von Runge-Kutta Verfahren zuriick-
gefiihrt.

Die Herausforderung der letzten zehn Jahre, bestand in der einfache Konstruktion
praktikabler allgemeiner linearer Verfahren mit dieser Figenschaft. Fiir bestimmte
DIMSIMs ist dies gelungen (vgl. [Wright02]).
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2.2 Stabilitat, Konsistenz und Konvergenz

Die Ausfithrungen in diesem Abschnitt beziehen sich stark auf Kapitel I11.8 des Bu-
ches [HNW]. Sie liefern grundlegende Ideen fiir die Konvergenzanalyse allgemeiner
linearer Verfahren fiir Index-2 DAEs in Hessenberg Form, die wir im néchsten Ka-
pitel durchfithren. Wir nehmen uns daher hier die Zeit, die Dinge ausfiihrlicher zu
betrachten.

Wir definieren zunéchst analog zu linearen Mehrschrittverfahren:

Definition 2.9 FEin allgemeines lineares Verfahren heifit nullstabil, wenn die Ver-
fahrensmatriz V' stabil ist.

Warum nennen wir in diesem Fall das Verfahren nullstabil? Dies wird sofort ersicht-
lich, wenn wir die triviale Differentialgleichung ¢y = 0 betrachten und ein allgemeines
lineares Verfahren darauf anwenden:

Y = (V @ Dy,

Stabilitat der Matrix V' garantiert die Stabilitdt dieser Iteration. Wie aus der Null-
stabiliat des Verfahrens die Stabilitéit folgt, werden wir im néchsten Kapitel in Ab-
schnitt 3.2.2 iiber die Stabilitdt von GLMs fiir Index-2 DAEs sehen. Wir gehen im
Folgenden von der Nullstabilitdt des Verfahrens aus.

Wir formulieren wie oben bereits geschehen:

Definition 2.10 Bezeichne y.(z, h) die correct value Funktion. Dann definieren wir
den lokalen Fehler durch

50 - QO(]’L, ?JO) - yC(‘T07 h)a
Ont1 = Vye(zn, h) + hBf(xn + ch, Y (h,ye(zy, h))) — Ye(@ntr, h),

wobei wir hier die Losbarkeit des Gleichungssytems der Stufenwerte voraussetzen
und die Losung mit Y (h,y.(zn, h)) bezeichnen.

Setzen wir voraus, dass mit h auch der lokale Fehler gegen 0 konvergiert, so folgt
fiir festes © = xg + nh die Gleichheit

yc($,0) = (V ® I)yc($’0)'

Insbesondere ist also 1 Eigenwert der Matrix V', d.h. es gilt 1 € o(V). Diese Be-
obachtung wird bei der Definition der Konsistenz eine Rolle spielen, wo wir eine
Projektion auf den zugehorigen Eigenraum definieren.

Die Konvergenz und Konvergenzordnung ist wie gewohnlich iiber den globalen Fehler
definiert:
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2 Das numerische Verfahren: Allgemeine lineare Verfahren

Definition 2.11 Fin allgemeines lineares Verfahren ist konvergent, falls fiir den
globalen Fehler A, := y™ — y (x,, h) gilt

A, = o(1)

mit x = x, = xo + nh < x.. Fin allgemeines lineares Verfahren ist konvergent von
der Ordnung p, falls fiir den globalen Fehler sogar gilt:

A, = O(h).

Auch hier haben wir die Losbarkeit des Gleichungssystems der Stufenwerte und
somit die Existenz der Approximationen y!™ vorausgesetzt. Diese Existenz ist ins-
besondere fiir hinreichend glatte rechte Seite f der Differentialgleichung wie im Fall
von Runge-Kutta Verfahren gegeben. Daher definieren zum Beispiel Butcher und
Hairer et al. Konvergenz nur fiir Differentialgleichungen mit Lipschitz-stetiger rech-
ter Seite f (vgl. [B] S. 372 und [HNW] S.431 bzw. S.391). Wir wollen uns ebenfalls
iitber die Losbarkeit des Gleichungssystems keine weiteren Gedanken machen und
gehen daher von global Lipschitz-stetigem f aus.

Wie fiir die klassischen Verfahren gilt:

Satz 2.12 FEin nullstabiles allgemeines lineares Verfahren ist konvergent von der
Ordnung p, falls der lokale Fehler die Ordnung p besitzt, d.h. wenn

5, = O(hr*)

fir alle 0 < nh < konst. gilt.
U

Der Beweis des Satzes kann vollig analog zum Beweis fiir lineare Mehrschrittverfah-
ren gefithrt werden (vgl. [HNW] S.395f).

Fiir nullstabile Verfahren ist somit Ordnung p des lokalen Fehlers hinreichend fiir
Konvergenz der Ordnung p. Sie ist aber nicht notwendig, wie Skeel an einige Bei-
spielen deutlich macht (vgl. [S76]).

Wir definieren die Konsistenz fiir allgemeine lineare Verfahren in Anlehnung an

[HNW] (vgl. dort S.437):

Definition 2.13 FEin allgemeines lineares Verfahren ist konsistent der Ordnung p,
falls gult:
on = O(hP),
(ED)(0+...+0p11) = O(hP)

fiir 0 < nh < konst.

Bemerkung: Skeel nennt diese Eigenschaft quasi-Konsistenz (vgl. [S76]).
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Die Matrix F ist dabei eine Projektion auf den Eigenraum zum Eigenwert 1 der
Matrix V' (vgl. Abbildung 2.3). Genauer gilt
E := Tdiag{I,0,...,0}T7 " (2.5)
wobei T~'VT folgende Blockstruktur besitzt:
TWT = diag{1,...,1,(, ..., G, Js}

mit ; # 1 und |(;| = 1. Das Spektrum der Matrix J, liegt dabei innerhalb des Ein-
heitskreises. Eine solche Blockmatrix, zum Beispiel die Jordansche Normalform, und
eine entsprechende Transformationsmatrix existieren, da V stabil ist. Die Matrix
bildet also auf den Eigenraum zum Eigenwert 1 ab und zwar parallel zu der direkten
Summe der iibrigen verallgemeinerten Eigenrdume. Dabei ist der verallgemeinerte
Eigenraum eines Eigenwertes der Raum maximaler Dimension, der durch zugehérige
Eigenvektoren und Hauptvektoren aufgespannt werden kann.

Eig(1)

[-E /
D) Eig(V)

Abbildung 2.3: Die Projektion F bildet auf den Eigenraum zum Eigenwert 1 von V'
ab. Diese Projektion ist parallel zu der direkten Summe der iibrigen
verallgemeinerten Eigenrdume.

Was rechtfertigt nun die Definition der Konsistenz oben? Ist diese Eigenschaft des
lokalen Fehlers weiterhin hinreichend fiir die Konvergenz der Ordnung p eines null-
stabilen Verfahrens? Ist sie sogar notwendig?

Wir gehen davon aus, dass die rechte Seite f der Differentialgleichung und die cor-
rect value Funktion p-mal stetig differenzierbar sind. Wir kénnen in diesem Fall den
lokalen Fehler in eine Taylorreihe in A entwickeln:

Syt = 0%(xp) + 0N (zp)h + ...+ 6P (xzn)RP + O(RPTY). (2.6)

Die Funktionen ¢/(z) sind dabei (p — j + 1)-mal stetig differenzierbar. Unter dieser
Voraussetzung sind folgende Aussagen dquivalent (vgl. [HNW] S.437):
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2 Das numerische Verfahren: Allgemeine lineare Verfahren

e Das allgemeine lineare Verfahren ist konsistent von der Ordnung p.

e Fiir den lokalen Fehler gilt:

0, = O(hP) fiir 0 < nh < konst., (E®I1)oP(x) = 0.

e Fiir den lokalen Fehler gilt:

0, = O(hP), (E®1)épp1 = O(RP) fiir 0 < nh < konst. (2.7)

Gemaf nach dem Motto

Konsistenz (der Ordnung p) und Stabilitét
<= Konvergenz (der Ordnung p)

zeigte Hairer et al. unter der Voraussetzung, dass fiir den lokalen Fehler die Darstel-
lung (2.6) gilt, folgendes Konvergenzresultat (vgl. [HNW] S.429 Theorem 8.13):

Satz 2.14 FEin nullstabiles allgemeines lineares Verfahren ist genau dann konver-
gent von der Ordnung p, wenn es konsistent von der Ordnung p ist.

Um die Dahlquistsche Aquivalenz wirklich vollstindig zu begriinden, sei darauf hin-
gewiesen, dass auch die Stabilitét notwendig fiir die Konvergenz ist (vgl. [B] Theorem
513A bzw. den Beweis des Theorems).

Mit diesem Satz ist die Definition der Konsistenz oben offenbar gerechtfertigt.

Wir folgern nun die Existenz eines verfahrensrelevanten Vektors iiber minimale An-
forderungen an das allgemeine lineare Verfahren. Dieser Vektor kann daher als ge-
geben betrachtet werden und spielt eine wichtige Rolle in Kapitel 3.

Wir gehen dazu von der folgenden Form der correct value Funktion aus:

Yo(z,h) =u®y(z) +v® hy'(x) + O(h?). (2.8)

Dabei sind « und v Vektoren aus R*. Die Forderung, dass die Iterationen y™ eine
solche rechte Seite approximieren, bezeichnet Butcher als minimale Forderung (vgl.

[B] S.369).

Mit h — 0 erhdlt man mit der Darstellung (2.8) eingesetzt in das allgemeine lineare
Verfahren (2.4) die Priakonsistenz Bedingungen

Vou = u,

U-uv = 1, (2.9)

Der Vektor u wird dabei Prdkonsistenzvektor genannt.
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir
Differential-Algebraische
Gleichungen

In diesem Kapitel untersuchen wir zum einen die formale Anwendung allgemeiner
linearer Verfahren auf Differential-Algebraische Gleichungen der Form

0=F(z,y,vy). (3.1)

Wir treffen grundsétzliche Aussagen, die zum Versténdnis der Numerik Differential-
Algebraischer Gleichungen wesentlich beitragen. Zum anderen beweisen wir konkret
und ausfiihrlich die Konvergenz allgemeiner linearer Verfahren angewandt auf Index-
2 DAEs in Hessenberg Form

/

Yy = f (y7 2)7

0 = g(y) (3:2)
Diese Klasse von Gleichungen sind typisch fiir die Mechanik von Mehrkérpersyste-
men. Aber auch als theoretische Aussgangsgleichungen sind sie hochst interessant.
Tatséchlich sind ndmlich die Konvergenzaussagen dieser Probleme auf verwandte
Differential-Algebraische Gleichungen iibertragbar. Dabei helfen uns die iiber Glei-
chungen der Form (3.1) getroffenen Aussagen, um eine moglichst umfassende Klasse
von DAEs als “verwandt“ zu identifizieren.

Zunéchst stellt sich jedoch die Frage, wie allgemeine lineare Verfahren formal auf
Differential-Algebraische Gleichungen der allgemeinen Form (3.1) angewendet wer-
den koénnen.

Fiir eine gewohnliche Differentialgleichung

y = f(z,y)

lautet ein allgemeines lineares Verfahren nach dem vorangegangenen Kapitel (vgl.
Gleichung (2.4)) wie folgt:

y[n-‘rl] — Vy[n] + hBY/,
Y = Uy + hAY?,
Y' = f(z,+chY),

wobei wir hier auf das Kronecker-Produkt mit der Identitét verzichtet haben. Zudem
wurde die zusétzliche Variable Y’ eingefiihrt, da in dieser Schreibweise nur die untere

41



3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

Gleichung direkt von dem Problem, der Differentialgleichung, abhédngt. Es ist nun
leicht einzusehen, wie ein allgemeines lineares Verfahren auch auf die DAE (3.1)
angewendet werden kann:

y[n+1} — Vy[n} 4 hBY/,
Y = Uy 4 hAY’, (3.3)
0 = F(x,+chY'Y).

Diese Form der Anwendung entspricht der “klassischen“ Art, wie sie von Hairer et
al. fiir Runge-Kutta Verfahren vorgeschlagen wurde (vgl. [HLR89] S.14f). Aus ihr
ergeben sich unmittelbar die folgenden Fragen:

e Besitzt das System (3.3) eine eindeutige Losung?

e Ist das allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs stabil?
e Welche Approximationsgiite besitzt dieses Verfahren?
e Wie kann ein solches Verfahren implementiert werden?

Wir beantworten diese Fragen im Folgenden ausfiihrlich fiir allgemeine lineare Ver-
fahren angewendet auf Index-2 DAEs in Hessenberg Form (3.2): Die eindeutige
Losbarkeit von (3.3) ist im Wesentlichen auf die eindeutige Losbarkeit des im All-
gemeinen nichtlinearen Gleichungssystems der Stufenwerte zuriickzufithren, welche
wir im Abschnitt 3.2.1 nachweisen. Die Stabilitéit allgemeiner linearer Verfahren fiir
Index-2 DAEs in Hessenberg Form analysieren wir in Abschnitt 3.2.2. Die Konver-
genz und Konsistenz dieser Verfahren fiir solche DAEs untersuchen wir in Abschnitt
3.2.3. Hinweise zur Implementierung sind in Kapitel 4 gegeben.

Am Ende des Kapitels iibertragen wir Konvergenzaussagen auf andere DAEs mit
Storungsindex 2.

Doch bevor wir uns an die Arbeit machen, die klassischen Fragen der Numerischen
Analysis an ein numerisches Verfahren, hier konkret fiir allgemeine lineare Verfahren
angewendet auf Index-2 DAEs, zu beantworten, wollen wir die Konsequenzen der
Einfithrung von Y’ diskutieren.
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3.1 Die Augmentierung impliziter DAEs

Die Variable Y’ = W wird zusétzlich eingefiihrt, um formal allgemeine lineare Ver-
fahren auf DAEs der Form (3.1) anwenden zu kénnen. Wie lautet ein solches Verfah-
ren, wenn wir diese Variable bereits mit in die Formulierung der DAE einbeziehen?
Wir betrachten also das augmentierte System

/
y = w,

0 = Flz,w,y).
Ein allgemeines lineares Verfahren fiir dieses System lautet

yr = vyl L hBY”,
whtt = vl 4 hBW,
Y = Uy +hAY”,
0 = F(x,+ch,Y'Y),
Y = Uw™ +hAW,
wobei wir die triviale Gleichung Y’ = W bereits eingesetzt haben. Wir schrinken
unsere Betrachtungen nun auf allgemeine lineare Verfahren mit invertierbarer Matrix
A ein. Dies ist im Zusammenhang mit DAEs tiblich (vgl. [HLR89] S.15). Ist ndmlich
die Funktion F in (3.1) unabhéngig von gewissen Komponenten der Ableitung ¥/, so
miissen die entsprechenden Komponenten von Y allein durch die zweite Gleichung
in (3.3) bestimmt werden. Dies ist nur fiir invertierbare Matrix A mdoglich. Mit der
Invertierbarkeit von A ldsst sich nun W’ aus der unteren Gleichung ermitteln und
in die Iteration fiir w einsetzen. Wir erhalten demnach
y = vyl 4 hBY?,
wlrt = M(co)w + BA7Y”,
Y = Uyl 4+ hAY”,
0 = F(z,+ch, YY)

(3.4)

Hier ist M(c0) =V — BA™'U, wobei M(z) = 2B + (I — 2A)7'U die matrixwertige
Stabilitatsfunktion des allgemeinen linearen Verfahrens ist.

Eine wirklich interessante Beobachtung ist, dass die Gleichungssysteme der Stufen-
werte fiir ein allgemeines lineares Verfahren angewendet auf eine implizite DAE der
Form (3.1) und angewendet auf das augmentierte System vollig identisch sind:

Y = Uy™ + hAY”,
0 = F(x,+ch, YY)

(vgl. jeweils die unteren beiden Gleichungen in (3.3) und (3.4)). Damit sind aber
auch die Iterationen der y-Komponente identisch:
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

(vgl. jeweils die erste Gleichung in (3.3) und (3.4)). Wir sprechen daher von der Aqui-
valenz eines allgemeinen linearen Verfahrens angewendet auf eine allgemeine DAE
der Form (3.1) und auf das entsprechende augmentierte System (vgl. Abbildung 3.1).

Formulierung y =w
_ / .
0=F(z,y,y) mit ¢ = w 0= F(z,w,y)
GLM GLM
my v . Formulierung bl il vy
Y, I'n, n Ohne w[n] Yy, whe, Iy, n

Abbildung 3.1: Aquivalenz allgemeiner linearer Verfahren mit invertierbarer Ver-
fahrensmatrix A angewendet auf eine allgemeine DAE und auf das
augmentierte System. Dabei bezeichnen Y,,, Y, die Stufenwerte des
n-ten Iterationsschritts.

Bemerkung: Es gibt jedoch andere numerische Verfahren, fir welche die oben
beschriebene Aquivalenz nicht gilt (vgl. [L89)]).

Bis auf die Approximationen fiir ¢y = w lésen also allgemeine lineare Verfahren eine
implizite DAE und das entsprechend augmentierte System identisch. Bringt aber die
zusitzliche Berechnung der w!™ keine zusétzlichen Schwierigkeiten, so ist das Losen
dieser beiden DAESs gleichermaflen schwierig (vgl. Abbildung 3.2). Diese Konsequenz
steht in einem gewissen Widerspruch zu der folgenden Aussage, welche allerdings
fiir allgemeine numerische Verfahren formuliert ist (vgl. [BCP] S.39): “A numerical
method may be applied to either the original DAE or to the enlarged system, but
it is important to note that the resulting convergence and stability properties of
the schemes may be quite different because of the change in the index.“ Tatséchlich
sind minimale Voraussetzungen fiir Konsistenz, Stabilitdt und Konvergenz der y-
Komponente allgemeiner linearer Verfahren angewendet auf das augmentierte Sys-
tem entsprechende minimale Voraussetzungen des Verfahrens angewendet auf (3.3),
solange unter diesen Voraussetzung eine stabile Berechnung der w-Approximationen
moglich ist.

Eine weitere wichtige Feststellung ist, dass auch bei der Anwendung der GLM auf

(3.1) in der Regel eine Approximation der Ableitung ' nétig ist: Tatsdchlich ist das
Gleichungssystem der Stufenwerte, wie wir spéater konkret bei den Index-2 DAEs
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3.1 Die Augmentierung impliziter DAFEs

0=F(z,y,y)
GLM
Augmentierung
Y =w GLM - .
0= F(z,w,y) Numerik

Abbildung 3.2: Bei formaler Anwendung allgemeiner linearer Verfahren mit inver-
tierbarer Verfahrensmatrix A auf eine allgemeine DAE und auf das
entsprechende augmentierte System muss mit den gleichen numeri-
schen Schwierigkeiten gerechnet werden.

sehen werden, oft nur in der Nédhe der Losung, d.h. hier fiir
Y —1@y(z,) = o(1), Y = 1@y (zn) = o(1),

o(1) hinreichend klein, eindeutig l6sbar. Um also zum Beispiel ein vereinfachtes New-
ton Verfahren zur Berechnung der Losung des Gleichungssystems zu initialisieren,
benstigen wir Nédherungen fiir y(z,) und '(z,). Dies bedeutet, dass eine Strategie
zur Berechnung von w!™ angegeben werden muss (vgl. [Voigtmann06] Abschnitt 11.1
Newton Iteration).

Fazit: Die numerischen Schwierigkeiten, mit denen man beim Lésen einer Gleichung
der Form (3.1) rechnen muss, sind formal die gleichen Schwierigkeiten, die beim
Losen des augmentierten Systems vorliegen. Diese Beobachtung ist umso wichtiger,
da sich bei einer Augmentierung der Index tatséichlich erh6hen kann. Eine haufig
vertretene Ansicht lautet (vgl. das Zitat oben [BCP] S.39): Vorsicht, eine Augmentie-
rung der DAE kann den Index und somit die numerischen Schwierigkeiten erhchen!
Mit den Uberlegungen oben sollte man besser formulieren: Vorsicht, das implizite
System kann zu denselben numerischen Schwierigkeiten fiihren wie das augmentierte
System!

Wie grof§ diese Schwierigkeiten konkret sind, lésst sich nicht mehr formal begriinden.
Wir zeigen dies im Folgenden an einigen Beispielen auf. Die formale Augmentierung
war nédmlich in dem Sinne naiv, dass wir alle Ableitungen durch Einfithrung neuer
Variablen ersetzt haben. Bei konkreten DAEs sollte nur eine sorgsam ausgewéhlte
Ersetzung erfolgen, um den Index nicht unnétig zu erhéhen.
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

Beispiel: Die Uberlegungen dber die formale Anwendung allgemeiner linearer Ver-
fahren auf Gleichungen der Form (3.1) sind nicht auf Differential-Algebraische Glei-
chungen beschrdinkt. Die Simulation elektrischer Schaltkreise zum Beispiel fihrt auf
quasilineare Differentialgleichungen

C(U)U' = F(t,U),

bei denen C(U) invertierbar sein kann. Wir kénnen in diesem Fall die Gleichung mit
C(U)™ multiplizieren und erhalten eine gewéhnliche Differentialgleichung, welche
mit bekannten numerischen Verfahren gelist werden kann. Dabei muss C(U) ™! nicht
einmal explizit berechnet werden, stattdessen wird nach jeder Auswertung von F
und C' ein lineares Gleichungssystem gelost. Insbesondere ist die sensitive Abhdngig-
keit der Ableitung von Stérungen in der Gleichung nicht relevant. Jedoch werden
dabei gewisse Strukturen zerstort, weshalb eine direkte Anwendung auf die impli-
zite Form ratsam ist (vgl. [GP84] 1. Introduction, [HW] VI.6). Der Grund liegt
hauptsdchlich darin, dass sich die Ableitung von C(U)™! ungiinstig auf das Newton-
Verfahren zum Losen des Gleichungssystems der Stufenwerte auswirken kann. Die
Gleichung “implizit“ zu behandeln, bedeutet fiir allgemeine lineare Verfahren nach
den Uberlegungen oben aber, dass wir im Grunde das augmentierte System

u = w,
0 = F(t,U)—CU)W

losen. Dies ist jedoch eine semi-explizite DAE vom Index 1. Die Definition des
Storungsindexes lisst vermuten, dass dies trotzdem unproblematisch ist.

Beispiel: Wir betrachten die folgende implizite DAFE:
y = fu, y(0) = %o,
0 = u—g(y), u(0) = up.

Hier ist f, eine konstante Matriz entsprechender Gréfie. Zudem sei I — Dgf,in
einer Umgebung der Ldsung invertierbar. Eine Augmentierung ist hier nur durch
die Einfiihrung einer Hilfsvariablen fiir ' vorzunehmen:

y/ = fzza y(()):y[):
u o=z, u(0) = uo,

0 = u—yg(y), 2(0)=1u0)

Dies ist eine Index-2 DAE in Hessenberg Form, wobei die Invertierbarkeit von
I1—Dgf, gerade der Index-2 Bedingung entspricht. Die implizite Formulierung besitzt
dagegen den Index 1 (vgl. [ASW95] Theorem 1b)). Wir sehen im ndchsten Unter-
kapitel, dass die Berechnung der zusdtzlichen Approzimationen 2" fir allgemeine
lineare Verfahren mit p(M(o0)) < 1 keine weiteren numerischen Schwierigkeiten
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3.1 Die Augmentierung impliziter DAFEs

bringt. Die implizite DAFE besitzt also fiir solche GLMs eigentlich den Stérungsindex
2!

Das folgende sehr bekannte Beispiel von Gear und Petzold (vgl. [GP84]) dient in
der Literatur als Problem, bei dem numerische Verfahren scheitern (vgl. [GP83, AP,
HLRS&9, Voigtmann06]).

Beispiel 3.1 Wir betrachten die lineare DAE

() (2)+ (o) (1) -(30))

Dies ist ein implizites Index-2 System, wie leicht einzusehen ist:
Differenzieren wir die erste Komponente

y' +nz+ned = f(z)
und setzen dies in die zweite Komponente ein, so erhalten wir

z=g(x) = f'(x).

Mit y = f(x) — nxz ergibt sich unabhingig von n # 0, dass sowohl y als auch z
Index-2 Variablen im Sinne des Differentiations- und Storungsindexes sind.
Wir ersetzen nun die Ableitungen im System durch neue Variablen und betrachten

das augmentierte System
/ U,

/
Z = w,

o= () ()= G ) (2)-( )
1 nx w 0 1+n z 9(x)
Wie oben finden wir durch Differentiation
0=y +nz+nrz' — f'(z) =u+nz+nzw - f(z)
und z = g — f'. Differenzieren wir dies ein weiteres Mal, so erhalten wir
w=2 = g() - ().

Somit handelt es sich fir n # 0 bei w und v = f'(zr) — nz — nrw um Index-8
Variablen und bei z und y = f(x) — nrz weiterhin um Index-2 Variablen. Dies gilt
wieder sowohl fiir den Differentiations- als auch fiir den Stérungsindez.

Tatsdchlich wdre die Einfiihrung von 2z’ = w als zusdtzliche Gleichung ausreichend
gewesen, um ein allgemeines lineares Verfahren anwenden zu konnen. Die Ableitung
von y st ndmlich explizit gegeben durch

v =g—nz —(1+n)z
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

Diese reduzierte Augmentierung fihrt aber in diesem Fall ebenfalls zu einem expli-
ziten Index-3 System.

Hairer et al. zeigen fiir Runge-Kutta Verfahren, im Besonderen fiir das implizite
Euler-Cauchy Verfahren, dass es fir n < —1/2 zu numerischen Schwierigkeiten
kommt (vgl. [HLR89] S.22). Ihre Arqumentation basiert auf den Stufenwerten Z'.
Dies sind genau die zusdtzlichen Variablen, um ein allgemeines lineares Verfahren
anwenden zu konnen. Es ist also eine Index-3 Variable, die das numerische Verfah-
ren zum Scheitern bringt!

Die drei vorangegangenen Beispiele besitzen in ihrer impliziten Form in der oben
aufgefithrten Reihenfolge die Indizes 0, 1 und 2. Eine Augmentierung, welche die
Anwendbarkeit eines allgemeinen linearen Verfahrens ermoglicht, erhoht den Index
jeweils um 1. Dies fithrt im ersten Beispiel auf eine Index 1 DAE, die fiir allgemeine
lineare Verfahren mit invertierbarer Matrix A und p(M(c0)) < 1 ohne Probleme
gelost werden kann (vgl. fiir Runge-Kutta Verfahren [HW] Theorem 1.1 S.380, wel-
ches sich entsprechend auch fiir allgemeine lineare Verfahren formulieren lésst). Das
zweite Beispiel ist in der augmentierten Form eine Index-2 DAE in Hessenberg Form.
Fiir diese Differential-Algebraischen Gleichungen werden wir im néchsten Unterkapi-
tel die Durchfiihrbarkeit, die Stabilitéat, die Konsistenz und Konvergenz allgemeiner
linearer Verfahren ausfiihrlich untersuchen. Es wird sich herausstellen, dass insbe-
sondere allgemeine lineare Verfahren mit invertierbarer Matrix A und p(M (o0)) < 1
zur Losung solcher DAEs geeignet sind. Das dritte und letzte Beispiel oben bestétigt,
dass erst das entsprechend augmentierte System iiber den Index und somit iiber die
numerischen Schwierigkeiten entscheidet. Wir betrachten dieses Beispiel nochmal
etwas genauer. Dabei wird deutlich, dass bei einer dquivalenten Formulierung die
entsprechende Augmentierung nicht zur Indexerhchung fiihrt:

Beispiel 3.2 Die DAFE aus Beispiel 3.1 ist offenbar dquivalent zu:

(e ()] =G) ()-()

Wir fiihren eine neue Variable u ein und erhalten
0 . 1 oz v\ _ ( fl@)
(1) (o) (1) - (),
u = ( 1 nx ) ( z > .

Wie in Beispiel 3.1 lasst sich einfach nachweisen, dass y und z fiir n # 0 Indez-2
Variablen sind. Das Interessante an dieser Formulierung ist, dass uw = f(x) eine
Index-1 Variable ist. Somat bleibt das System auch bei Einfiihrung der zusdtzlichen
Variablen w = u' ein Index-2 System. Eine unnditige Augmentierung durch Hinzu-
nahme weiterer Hilfsvariablen fiir y und z' wiirde den Index erhohen.
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3.1 Die Augmentierung impliziter DAFEs

Dieses Beispiel zeigt, dass eine Augmentierung des Systems den Storungsindex ins-
gesamt nicht verdndern muss. Dabei sollten so wenige Ableitungen wie moglich bzw.
nur sorgfiltig ausgewihlte Ableitungen durch neue Variablen ersetzt werden, um den
Index nicht unnoétig zu erhohen. Andererseits muss die formale Anwendbarkeit der
GLM garantiert sein.

So trivial dieses Beispiel auch scheint, so lésst sich daran eine groflartige Idee ver-
deutlichen, die Idee des properly stated leading terms (vgl. [M01, M02b]). Wir gehen
darauf in Unterkapitel 3.3 und Anhang A.1 genauer ein.

Zusammenfassung: Die Augmentierung einer impliziten DAE kann den Index
erhohen. Dies konnte zum einen dazu verleiten die augmentierten Systeme lieber
nicht zu betrachten und zum anderen nur implizite DAEs mit niedrigerem Index
zu integrieren. Tatsédchlich 16sen allgemeine lineare Verfahren beide Systeme &qui-
valent. Daher muss beim Losen der impliziten DAE mit den gleichen numerischen
Schwierigkeiten wie bei dem augmentierten System gerechnet werden. Das Vorge-
hen ist daher Folgendes: Formuliere die Differential-Algebraische Gleichung in der
Weise, dass eine entsprechende Augmentierung den Index nicht erhoht. Dabei ist
eine entsprechende Augmentierung die Ersetzung moglichst weniger bzw. sorgfiltig
ausgewahlter impliziter Komponenten der Ableitung durch Hilfsvariablen, so dass
ein allgemeines lineares Verfahren formal anwendbar ist.
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

3.2 Index-2 DAEs in Hessenberg Form

Wir betrachten in diesem Unterkapitel autonome Index-2 DAEs in Hessenberg Form

'o= f(,Z), (0):OERN7
0 = 4, A0 = e B, (3)

wobei wir die Invertierbarkeit der Matrix Dg(y)f.(y,z) in einer Umgebung der
Losung voraussetzen. Diese Invertierbarkeit entspricht der so genannten Index-2
Bedingung. Des Weiteren seien die Funktionen f und g einmal bzw. zweimal stetig
differenzierbar. Wir gehen zudem von der Existenz der Losung (y(x), z(z)) auf dem
Intervall [0, z.] aus. Zusammenfassend setzen wir also voraus:

Die Matrix Dg(y) f.(y, z) ist invertierbar. (DAE1)
Die Funktion f ist einmal stetig differenzierbar und g zweimal. (DAE2)

Es existiert eine eindeutige Losung (y(x), z(x)) auf [0, z.]. (DAE3)

Alle Aussagen dieses Unterkapitels lassen sich ohne groflien Aufwand auch fiir nicht-
autonome Index-2 DAEs in Hessenberg Form formulieren. Wir betrachten jedoch
aufgrund einer {ibersichtlicheren Darstellung den autonomen Fall.

Wie wir in Kapitel 1 gesehen haben, sind Index-2 DAEs in Hessenberg Form, ins-
besondere die GGL-Formulierung mechanischer Mehrkorpersysteme, typische Glei-
chungen der Mechanik. Zudem koénnen, wie wir dort bereits erwahnten, einige Glei-
chungen in diese Form transformiert werden: Gewdhnliche Differentialgleichungen
mit Invarianten, quasilineare Systeme der Form

By)y' = f(y),

wie sie bei der Schaltungssimulation und der chemischen Reaktionskinetik vorliegen.
Diese Probleme haben als Index-2 DAE in Hessenberg Form formuliert gemeinsam,
dass sie von der algebraischen Komponente nur linear abhéngen, das heifit es gilt:

[y, 2) = foly) + fo(y)z.

Fiir Index-2 Gleichungen in Hessenberg Form mit einer solchen Funktion f liefl
Abschédtzung (1.4) mit x4 = 0 vermuten, dass die numerische Behandlung einfacher
ist als im allgemeinen Fall. Wir werden in Abschnitt 3.2.1 sehen, wo genau diese
Struktur Vorteile bringt. Ist die Matrix f,(y) = f. sogar konstant, so handelt es sich
bei y um eine Index-1 Variable, wie wir in Kapitel 1 bereits feststellten. Auf diesen
Spezialfall gehen wir ausfiihrlich in Abschnitt 3.2.2 ein.

Weitere Index-2 DAEs in Hessenberg Form treten in der optimal control theory
und bei trajectory prescribed path control problems auf (vgl. [BCP]). Aber auch als
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3.2 Index-2 DAEs in Hessenberg Form

“typische“ Index-2 DAE sind Gleichungen der Hessenberg Form sehr interessant:
Die in diesem Unterkapitel erzielten Resultate lassen sich auf andere Index-2 DAEs
tibertragen (vgl. Unterkapitel 3.3).

Ein allgemeines lineares Verfahren fiir die DAE (3.5) lautet:

y"t = (Ve Iy + h(B e Iy)f(Y, Z),
A — (Ve )M+ nBeL)Z,
(3.6)
Y = (UaIny" +hAINf(Y,2),
7 = (UeL):"+nAe D)7,
0 = g).

Dabei sind die Startwerte der Iteration durch eine Startprozedur ¢ gegeben:

(0] Y

Y _( #U(h,yo,20) | _

( Z[O] ) - < (pz(hj Yo, ZO) ) - @(hv Yo, ZO)‘

Die unteren drei Gleichungen in (3.6) bilden das Gleichungssystem der Stufenwerte.

Die Voraussetzungen an das allgemeine lineare Verfahren, welche wir ausfiihrlich in
den néchsten Abschnitten motivieren, lauten:

Die Matrix A ist regulér. (GLM1)
Die Matrix V ist stabil. (GLM2)
Die Matrix M (oo) ist stabil. (GLM3)

Dabei ist M(o0) = V — BA™'U und M(z2) = V + 2B(I — zA)"'U die matrix-
wertige Stabilitatsfunktion des Verfahrens. Unter der Invertierbarkeitsvoraussetzung
(GLM1) lésst sich die vorletzte Gleichung in (3.6) nach Z" auflosen, und wir erhalten
fiir die z-Komponente die Iteration

) — (M(o0) ® I)2M + (BAT @ 1) Z.
Zusétzlich gehen wir von folgender Darstellung der correct value Funktionen aus:

(x,h) = u®y(x) +v®hy'(x) + O(h?),

Dabei gilt fiir den Prikonsistenzvektor u die Gleichung

Uu=1
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

(vgl. (2.8) und (2.9)).
Wir werden in den folgenden Abschnitten die klassischen Fragen der Numerischen

Analysis an ein numerisches Verfahren konkret fiir allgemeine lineare Verfahren an-
gewandt auf Index-2 DAEs in Hessenberg Form beantworten.
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3.2 Index-2 DAEs in Hessenberg Form

3.2.1 Das Gleichungssystem der Stufenwerte

In diesem Abschnitt weisen wir nach, dass die Stufenwerte Y, Z unter verniinftigen
Voraussetzungen auf stabile Art und Weise, das heif3t durch ein stabiles numeri-
sches Modell, berechnet werden konnen. Dabei nennen wir ein numerisches Modell
Ty(y) = 0 stabil, wenn “kleine“ Fehler bei der Berechnung einer Néherungslosung
keine “groflen“ Auswirkungen auf die Giite dieser Naherung haben, oder genauer,
falls fiir den Operator T}, eine Stabilitdtsungleichung der Form

ly — 9l < Cl|Thy — Thy||

gleichméBig fiir 0 < h < hy gilt. Die Existenz eines solchen stabilen Modells ist
notwendig fiir eine Konvergenzanalyse allgemeiner linearer Verfahren, bei welcher
insbesondere der Grenzfall h — 0 betrachtet wird.

Wir zeigen aber zudem, dass Storungen der DAE, genauer der algebraischen Glei-
chung, multipliziert mit dem Faktor 1/h in diese Rechnung eingehen. Trotz der sta-
bilen Berechnung der Stufenwerte kann dieses Modell also fiir zu kleine Werte von
h in der Praxis keine zufrieden stellende Naherungslosung liefern. Daher werden die
Stufenwerte zum Beispiel in einer Implementierung tatséchlich iiber das urspriing-
liche Gleichungssystem der Stufenwerte bestimmt, obwohl dieses Gleichungssystem
fiir h — 0 beliebig schlecht konditioniert ist, wie wir am Ende des Abschnitts sehen
werden.

Das Gleichungssystem der Stufenwerte besitzt die folgende Struktur:

0 = Y —n—hAf(Y,2),
0 = Z—¢—hAZ,
0 = g(Y).

Dabei haben wir zugunsten einer besseren Lesbarkeit auf das Kronecker Produkt
mit der Identitdt verzichtet (vgl. die drei unteren Gleichungen in (3.6)). Wir gehen
von der Glattheitsvorausetzung (DAE2) aus.

Bemerkung: Im Full von Runge-Kutta Verfahren angewendet auf Index-2 DAEs
in Hessenberg Form gilt (vgl. [HLR89] S. 30):

nz]l@y[”], §:]1®z[”].

Fiir eine singuldre Matrix A sind zusétzliche Informationen notwendig, um Y, Z und
Z' so zu bestimmen, dass die nichsten Approximationen y"*1 und z["*! berechnet
werden kénnen (vgl. [HLR89] S. 46 fiir Lobatto IIIA Methoden). Tatséchlich ist es in
diesem Fall unmoglich, Z’ eindeutig zu bestimmen. Wir gehen daher im Folgenden
von der auch im Fall von Runge-Kutta Verfahren iiblichen Voraussetzung (GLM]1)
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

aus. Ist also A regulér, so liasst sich die zweite Gleichung nach Z’ auflésen und wir
erhalten das reduzierte System

0 = Y —n—hAf(Y.2),
0 = o1) (3.7)

Beispiel 3.3 Gegeben sei das lineare Index-2 System

y = By+Cz
0 = Dy.

Die Index-2 Bedingung lautet hier: DC' invertierbar. Wenden wir darauf das im-
plizite Euler-Cauchy Verfahren (A = 1) an, so lautet das Gleichungssystem der

Stufenwerte:
n\ ([ I—-hB —hC Y
o) D 0 Z )

Fiir hinreichend kleine h ist die Matrix invertierbar und wir finden mit Satz 3.4 fir
die Stufenwerte den Ausdruck

(3)- (S §85188) (2)

Zum einen wird an diesem einfachen Beispiel die Problematik deutlich: Mit A — 0
wird das Gleichungssystem beliebig schlecht konditioniert, da die Inverse Kom-
ponenten mit dem Faktor 1/h besitzt. Dadurch wird aber das Gleichungssystem
(3.7) fiir theoretische Untersuchungen, die insbesondere den Fall A — 0 umfassen,
unbrauchbar. Dieser Grenzprozess wird zum Beispiel bei einer Konvergenzanalyse
durchgefiihrt. Wir werden uns daher nach einem alternativen numerischen Modell
zur Berechnung der Stufenwerte umschauen miissen.

Zum anderen besteht Hoffnung, dass alternativ (Y, hZ) durch das Gleichungssystem
(3.7) auf stabile Art und Weise zumindest fiir 0 < h < hy berechnet werden kann.
In diesem Fall ist ndmlich bei dem linearen Problem aus Beispiel 3.3 die Matrix des
Gleichungssystems nur noch unproblematisch von h abhéngig bzw. fiir B = 0 sogar
unabhéngig. In der Praxis konnte also das Gleichungssystem trotzdem zur Berech-
nung der Stufenwerte genutzt werden.

Wir werden diese beiden Aspekte im Folgenden genauer untersuchen, stellen aber
zunéchst einige Hilfsmittel bereit.

Um die Invertierbarkeit einer Blockmatrix zu garantieren und dann die Form der
Inversen bestimmen zu konnen, ist der Satz iiber das Schurkomplement ein niitzli-
ches Hilfsmittel. Er spielt in der Numerischen Analysis eine wichtige Rolle und kann
dennoch durch leichtes Nachrechnen bewiesen werden.
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3.2 Index-2 DAEs in Hessenberg Form

Satz (iiber das Schurkomplement) 3.4
Seien J und A quadratische Matrizen und C, B und D Matrizen entsprechender

Grofle mit
A B
(2 8),

Ist die Matriz A invertierbar, so sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:
e Die Matriz J st invertierbar.
e Das Schurkomplement S = D — CA™'B ist invertierbar.

In beiden Fillen ist die Inverse gegeben durch

(AT +BSTICAT) —ATIBST
B -S~tcA St -

O

Ein weiteres niitzliches Hilfsmittel ist das Konzept der verallgemeinerten Normen.
Es ermoglicht hier die getrennte Behandlung der Y- und Z-Komponente. Zudem
existiert fiir diese Normen eine lokale Version des Banachschen Fixpunktsatzes auf
einer Kugel, welche sowohl die lokale Existenz der Losung als auch die Konvergenz
des vereinfachten Newton-Verfahrens garantiert. Es lohnt sich also das Konzept hier
einzufithren:

Definition 3.5 FEine Abbildung |.| : V — RF auf einem Vektorraum V heifit verall-
gemeinerte Norm, falls gilt

lv| >0, [v] =0< v=0 (vektorwertige pos. Def.),
v+ w| < |v| + |w| (vektorwertige A-Ungl.),
lav| = |a|g|v] (vektorwertige Homogenitit)

mit der natiirlichen Ordnung “<* auf R*. Der Absolutbetrag auf R wird hier mit |.|g
bezeichnet.

Bemerkung: Jede Norm ||.|. auf R* definiert durch

[l == 1 vl [l
eine Norm auf V. Alle auf diese Weise definierten Normen sind dquivalent. Wenn
wir im Folgenden von (V,|.|) als Banachraum sprechen, so meinen wir eigentlich

den Raum V versehen mit einer wie oben definierten Norm ||.||.

Die Version des Banachschen Fixpunktsatzes lautet nun (vgl. [BS00]):
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

Lemma 3.6
Sei (V,|.]) ein Banachraum mit verallgemeinerter Norm |.| und sei B die abgeschlos-
sene Kugel um v vom “Radius“r > 0 € R, das heifit es gilt:

B:={veV|jv—-u|<r}

Sei weiter F' : B — V' eine stetig differenzierbare Funktion mit invertierbarer Jacobi-
Matriz DF (v). Schlieflich seien P, K € R** nicht negative Matrizen mit

|IDF(v)'2| < Plz|, z€V,
|(DF(v) — DF(v))z| < K|z|, z€V, v eE B, (3.8)
PIF(®)| < (I — PK)r.

Dann besitzt die Gleichung F(v) = 0 eine eindeutige Losung v* in B. Zudem ist die
Matriz I, — PK reguldr und es gilt die Stabilitdtsungleichung

lv —w| < (Iy — PK)"'P|F(v) — F(w)| fiir alle v,w € B.
Zusdtzlich ist das vereinfachte Newton-Verfahren
U1 = T'(vp), T(v) =v— DF(0) 'F(v)

fiir vg € B durchfiihrbar und die dadurch definierte Folge konvergiert gegen die
eindeutige Losung. Fir diese Folge gilt die Abschditzung

v, —v*| < (I, — PK)"Y(PK)"|v; — vl. (3.9)

O

Dieses Lemma kann durch die Anwendung von Theorem Bl in [Beyn94] auf den
vereinfachten Newton-Operator T' bewiesen werden.

Wie wir an der linearen DAE in Beispiel 3.3 gesehen haben, spielt die Inverse der
partiellen Ableitung nach (Y, Z) der rechten Seite von (3.7) eine entscheidende Rolle.
Die partielle Ableitung lautet im Allgemeinen:

_ hAYL _hAYL
I —hAz:(Y,Z) —hAZ5(Y,2) . (3.10)
Dg(Y) 0
Fiir hinreichend kleine h ist der linke obere Block invertierbar, wobei die Inverse die
Form I 4+ O(h) besitzt (vgl. zum Beispiel [Alt] Satz iiber die Neumannreihe 3.6).
Daher ist nach dem Satz iiber das Schurkomplement 3.4 die Blockmatrix fiir solche
h genau dann invertierbar, wenn das Schurkomplement
of

Sy = h(DgAa—Z)(Y, Z) + O(h?)
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3.2 Index-2 DAEs in Hessenberg Form

invertierbar ist. Fiir gewisse Y und Z garantieren die Index-2 Bedingung und (GLM1)
die Existenz von S, '. Wir handeln uns jedoch in dieser Inversen den Faktor 1/h ein.
Das Problem liegt zum einen in der Nullmatrix des unteren rechten Blocks und zum
anderen im Faktor A im oberen rechten Block der Matrix in (3.10).

Es gibt nun zwei Moglichkeiten dieses Problem zu 16sen:

e nach einer dquivalenten Formulierung des Gleichungssystems (3.7) zu suchen,
bei der im rechten unteren Block statt der Nullmatrix eine von A unabhéngige
invertierbare Matrix steht (vgl. “In der Theorie®).

e die Variablen Y, hZ zu betrachten, wodurch der Faktor A im oberen rechten
Block verschwindet (vgl. “In der Praxis“). Dies macht natiirlich nur fir A > 0
Sinn.

In der Theorie:

Wie wir an dem Gleichungssystem der linearen Index-2 DAE in Beispiel 3.3 gesehen
haben, ist das Gleichungssystem in der Form (3.7) fiir theoretische Untersuchungen,
insbesondere fiir eine Konvergenzanalyse des Verfahrens, nicht brauchbar. Die Idee
von Hairer und Wanner besteht darin, im rechten unteren Block der partiellen Ab-
leitung eine von h unabhéngige invertierbare Matrix zu erzeugen (vgl. [HW] Kapitel
VII 3 und VII 4).

Eine dquivalente Umformung der zweiten Gleichung des Systems (3.7) ist gegeben
durch:

0= g(n) + / Dy(n+ s(Y — n))ds - (Y — ).

Das Einsetzen der ersten Gleichung von (3.7) ergibt

0= g(n) + / Dy + s(Y — n))ds - hAF(Y. Z).

Wir dividieren diese Gleichung nun durch A und erreichen damit, dass die partielle
Ableitung der rechten Seite nach Z unabhéngig von h wird. Wir untersuchen im
Folgenden das Gleichungssystem

0= F(h,n,Y,Z), (3.11)
wobei wir den Operator F' wie folgt definieren:

Y —n — hAf(Y, Z) )
gm)/h+ [, Dg(n+s(Y —n))dsAf(Y,Z) )

Die beiden Systeme (3.7) und (3.11) sind dquivalent, das heifit die Losungen beider
Systeme sind identisch.

F(h,n,Y,Z) = ( (3.12)
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

Die zweite Gleichung hiangt nun von Y und Z ab, so dass der rechte untere Block
der partiellen Ableitung nach (Y, Z) nicht langer eine Nullmatrix ist. Die zusétzliche
Division durch A wird bewirken, dass die Inverse von % und somit die Stabilitéits-
matrix unabhéngig von h ist bzw. genauer, dass sie auf unproblematische Weise von
h abhéngen (vgl. Satz 3.7). Somit scheinen alle Probleme gelost zu sein. Aber die
dquivalente Umformung oben hat zur Folge, dass Storungen in der algebraischen
Gleichung ¢(y) = 0 nun mit dem Faktor 1/h multipliziert werden. Wir werden dar-
auf spater noch genauer eingehen (vgl. Korollar 3.9).

Tatsédchlich ist aber unter verniinftigen Voraussetzungen die Gleichung (3.11) ein
stabiles numerisches Modell, wie wir im folgenden wichtigen Satz beweisen werden.
Um den Satz formulieren zu kénnen, wihlen wir beliebige Normen auf dem Y- und
Z-Raum und definieren die verallgemeinerte Norm

(Y, 2) = (Y], 12]l) € R*.

Satz (iiber die lokale Losbarkeit des Gleichungssystems) 3.7
Wir setzen (DAEL)-(DAE3) und (GLM1) voraus. Angenommen n = n(h) und &

genugen
77 loy(z) = ofl),
—1®z(x) = o1), (3.13)
gm)/h = o(l),

wobei die o(1)-Terme hinreichend klein sind und nicht notwendigerweise von h
abhdngen.

Dann existieren hg > 0 und ein “Radius“ r > 0 € R? unabhdngig von hy und den
o(1)-Termen, so dass das Gleichungssystem

0 = Y-—n-hAf(Y,2),
0 = g(Y)

fiir h < hg eine eindeutige Ldsung

(Y (h,0,8), Z(h,n,)) € B, :={V € RV |V — (1, )| < r}

besitzt.
Weiterhin existieren nicht negative Matrizen P, K € R?? fiir solche h mit I — PK

requldr und
(I = PK)™"P)iz = O(h),

so dass die folgende Stabilitdtsungleichung in B, gilt:

(Y, Z) — (Y, 2)| < (I — PK)""P|F(h,n,Y,Z) — F(h,,Y, Z)|. (3.14)
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3.2 Index-2 DAEs in Hessenberg Form

Dabei ist der Operator F' wie in (3.12) definiert.
Insbesondere gilt:

Y(h,n,§) —n = 0O(h), Z(h,n,&) = & = o(1). (3.15)

Zusatz: Die beiden O-Terme und die Matrizen P und K sind unabhdingig von den
Konstanten, die implizit durch die o-Terme in (3.13) gegeben sind, wohingegen der
o-Term in (3.15) linear von diesen Konstanten abhdngt.

Bemerkung 3.8

(i)

Nehmen wir sogar
n—1®y(z)=O(h)

an, so ist die dritte Gleichung in (3.13) dquivalent zu

(I ®Qx)(n—1@y(x))/h=o(l).

Dabei ist Q(x) die Projektion aus (1.3), welche auf das Bild der partiellen Ab-
leitung f.(y(x), 2(x)) parallel zum Tangentialraum T, M progiziert (vgl. Abbil-
dung 1.1).

Diese Aussage ist leicht einzusehen: Sei P(x) = I —Q(x) die Projektion auf den
Tangentialraum Ty M = kerDg(y(z)) parallel zum Bild der partiellen Ablei-

tung f.(y(x), z(x)) (vgl. (1.3)). Dann gilt:

Dy(y(x))P(x) = 0.

Fine Taylorentwicklung liefert daher:

gn) = gn) —g(1ey(r))
= Dg(1®y(x))(n— 1o y(x)) + O(h?)
= (I ®Dg(y(x))I ®Qx))(n— L@ y(x)) + O(R?).

Die Aussage folgt nun aus der Unabhdngigkeit der Ableitung Dg(y(x)) von h
und der Invertierbarkeit dieser Ableitung auf imQ(z), welche durch die Index-2
Bedingung garantiert ist.

Seien y.(z, h) und z.(x,h) die correct value Funktionen des allgemeinen linearen
Verfahrens, fir welche die Darstellungen in (GLM4) gelten. Dann erfillen

n= <U® I)yc(xah)v §= (U ® I)Zc(xv h)

die Voraussetzungen des Satzes mit o(1) ersetzt durch O(h). Zudem gelten fiir
die Losung mit (3.15) die Gleichungen

Y (h,ye(z, h), ze(z, h)) — 1@ y(z) = O(h),
Z(h,yc(x,h), z.(x,h)) — 1® z(x) = O(h).
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

(iii)

(vi)

60

Nach Bemerkung (i) und den Darstellungen der correct value Funktionen
(GLM4) haben wir zum Beweis dieser Aussagen lediglich

(I © Q@) (U & Nye(x, h) = 1@ y(x))/h = o(1)

nachzuweisen. Dies wiederum ist eine leichte Folgerung aus der Darstellung der
correct value Funktionen und der Prikonsistenzbedingung Uu = 1. Dabei ist zu
beachten, dass der Geschwindigkeitsvektor y'(x) tangential zur Mannigfaltigkeit
Ty M liegt, also

Q)Y () = 0 (3.16)

gilt.

Seien y™ und 2" Approzimationen mit
y[n} - yc(Inu h)
Az, h) =

(U @ Q@)™ = yelan, ) /1 =

wobei die correct value Funktion wieder der Darstellung in (GLM4) geniige.
Dann erfiillen

S

(h),
(1), (3.17)
(1),

)

)

n=(U®Iy", = (U®I):"

aufgrund von Bemerkung (i) und Gleichung (3.16) die Voraussetzungen des Sat-
zes.

Die Gleichungen (3.17) lassen vermuten, dass stabile allgemeine lineare Ver-
fahren (vgl. zur Stabilitit Abschnitt 3.2.2) mit Konvergenzordnung 2 in der y-
Komponente und 1 in z existieren, wohingegen der Existenzbeweis von stabilen
Verfahren mit Ordnung 1 in beiden Komponenten mehr Aufwand erfordert.

Die Annahmen in (3.13) sind verniinftig, da sie ausdriicken, dass n und &, bzw.
genauer deren s Subvektoren, nahe bei der Lisung y(x) bzw. z(x) liegen. Dies
sollte fiir die Iterationen eines stabilen allgemeinen linearen Verfahrens der Fall

sein (vgl. (iii)).

Ersetzen wir die o(1)-Terme in (3.13) durch O(h), so erhalten wir auch O(h)
in (3.15). Dabei hingt der Term weiterhin linear von den Konstanten ab, die
dann implizit durch die O-Terme in (3.13) gegeben sind.

Im Runge-Kutta Fall
n=1a7, E=10¢

reduzieren sich die Annahmen in (3.13) zu
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1—yl@) = o),
§—2(x) = oll),
g/h = ol1),

welche nicht ganz so restriktiv sind wie die Annahmen in [HLR89] (vgl. [HLR89]
Theorem 4.1).

Beweis des Satzes: Der Beweis des Satzes beruht hauptséchlich in der Anwendung
der Version des Banachschen Fixpunktsatzes Lemma 3.6. Daher wird der gréfite
Teil des Beweises daraus bestehen, geeignete Matrizen P und K zu konstruieren,
welche die Bedingungen (3.8) von Lemma 3.6 fiir hinreichend kleine A erfiillen. Es
sei darauf hingewiesen, dass F' stetig differenzierbar ist, da f als einmal und ¢ als
zweimal stetig differenzierbar in (DAE2) vorausgesetzt wurden.

Zunéchst stellen wir fest
memf>"<ngh+DmmAﬂ )

(50)),

wobei der O-Term unabhéngig ist von den Konstanten, die implizit durch die o-
Terme in (3.13) gegeben sind, wohingegen der o-Term dies nicht ist. Doch gehen die
Konstanten nur in linearer Art und Weise ein. Wir formulieren ausfiihrlich mit dem
Kronecker Produkt, um diese Rechnung zu verdeutlichen:

Dgm)(A® 1)f(n,§) = Dg(ley(x)(Aef1ey(w), ]1®Z(x)) o(1)
= ([ ®Dy(y(x)(Ae DM f(y

); 2
= Al® Dyg(y(x))f(y(x), z(x)) +o(1).

Vv
=0

Aus der Darstellung von F'(h,n,n,§) folgt unmittelbar, dass dieser Term fir
o(1), h — 0 ebenfalls gegen Null konvergiert.

Die partielle Ableitung von F' nach (Y, Z) ist von der Form

OF ( T—-hAZL(Y,Z) —hALL(Y,Z)
_@(Y,Z)(h’”’y’z)_< G(Y. 2) HY,2) >

wobei G und H stetige Funktionen sind. Fiir H gilt genauer:

H(Y,Z)—/O Dg(n—i—s(Y—n))ds-Agg(Y 7).
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

Fir Y = n und Z = £ erhalten wir

oF
Jp = a(xZ)(h’”’”’g)
_ [ 1+0(h) O(h)

- ( O(1)  A®(Dgf.)(y(x),2(x)) + (1)>’

wobei die Herleitung des rechten unteren Blocks der Rechnung in (3.18) gleicht und
nur dessen o-Term von den Konstanten abhéngt, welche implizit durch die o-Terme
in (3.13) gegeben sind. In diesem Block bringt das Kronecker Produkt mehr Einsicht
in die Struktur.

Fiir hinreichend kleine A ist der linke obere Block invertierbar, wobei die Inverse
ebenfalls die Form I 4+ O(h) besitzt (vgl. [Alt] Satz 3.6). Wiederum mit dem Satz
tiber die Neumannreihe lésst sich mit der Index-2 Bedingung (DAE1) und der Re-
gularitéat von A fiir kleine o(1) die Invertierbarkeit des rechten unteren Blocks von
Jp, garantieren. Die Inverse ist gegeben durch

AT @ (Dgf.) "M (y(), 2(2)) + o(1).

Daher existiert ein hy > 0, so dass mit dem Satz iiber das Schurkomplement 3.4
die Invertierbarkeit von J,, fiir hinreichend kleine o(1) und h < hy gefolgert werden
kann. Die Inverse besitzt dabei genau dieselbe Struktur wie J, selber:

g1 ( I+ O(h) O(h) )
" o) A ®(Dgf.)  (y(@),2(x)) +o(1) )

Fiir solche h und o(1)-Terme finden wir eine positive Konstante M, welche un-
abhéngig von den o-Termen in (3.13) ist mit

_ 1 h
grvi<ar (] ) )l

fiir alle V € R*W+) . Diese Abschitzung entspricht bei geeigneter Definition von P
der ersten Ungleichung in (3.8) von Lemma 3.6.

Des Weiteren erhalten wir

oF

In = Y, Z)

(h,n,Y,Z) =

<0( V(5 (1.€) = 5-(Y.2)) Oh) (55 (n.€) — 5L (Y, Z)))_

G(n.&)— G(Y.2) Hin6)— H(Y. 2)

Es existiert aufgrund der Stetigkeit der auftretenden Funktionen ein Radius r =
r(e) > 0 € R? mit

OF

U= 558

h n,YZ))V|<Me( h h>|V|
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3.2 Index-2 DAEs in Hessenberg Form

fiir alle (Y, Z) € B, und V € R*™W*)_ Diese Abschitzung wiederum entspricht bei
geeigneter Definition von K der zweiten Ungleichung in (3.8). Ohne Einschréinkung
ist M dieselbe Konstante wie oben.

Tatséchlich hangt der Mittelpunkt von B,., der Punkt (7, &), von h ab. Dieser Punkt
bleibt jedoch fiir h < hg in einer (kompakten) Umgebung von 1 ® (y(x), z(x)), so
dass r unabhéngig von h gewahlt werden kann.

Wir definieren also

1 h h h
pea(Ph) ()

Fiir hinreichend kleine € und h ist I — PK eine M-Matrix. Da wir mit o(1) und
h auch F(h,n,n,&) beliebig klein machen kénnen, gehen wir ohne Einschriankung
auch von der Giiltigkeit der dritten Ungleichung in (3.8) aus.

Durch die Anwendung von Lemma 3.6 erhalten wir beinahe alle Aussagen des Sat-
zes. Es bleibt noch zu beweisen, dass die rechte obere Komponente der Matrix
(I — PK)™'P von der Grifle O(h) ist. In diesem Fall wiiren ndmlich die Darstellun-
gen in (3.15) eine leichte Folge der Stabilitdtsungleichung und der Darstellung von
F(h,n,n,£) am Anfang des Beweises.
Es gilt

1 0

17k =01y 1400 ) HOW)

In genau der gleichen Art und Weise wie oben bei der Matrix J;, erhalten wir, dass
die Inverse der Matrix I — PK dieselbe Struktur besitzt wie die Matrix selbst. Die
Existenz der Inversen hatten wir fiir hinreichend kleine € und h bereits weiter oben
begriindet. Eine leichte Rechnung zeigt nun, dass

((I = PK)™'P)ia = O(h)
unabhéngig von den o-Termen in (3.13) gilt, womit der Satz vollsténdig bewiesen
ist.
U

Der Operator F' ist unabhéngig von £. Die Kugel B, natiirlich nicht, ihr Mittelpunkt
ist der Punkt (7, ). Dennoch ist der Radius sowohl von A als auch den o(1)-Termen
in (3.13) unabhingig. Wir erhalten daher mit (3.15) fiir £ mit &€ — & = o(1) die lokale
Unabhéngigkeit der Losung von &, das heif3t es gilt:

Y (h,n,§) =Y (h,n,§), Z(h,n,&) = Z(h,n,§),
falls A und die o(1) hinreichend klein sind (vgl. Abbildung 3.3).

Aufgrund der Index-2 Bedingung ist z(x) iiber die versteckte Nebenbedingung ein-
deutig durch y(z) definiert. Wir werden daher im Folgenden die Losung fiir 7, £ wie
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

nlk

Abbildung 3.3: Lokale Unabhéngigkeit der Losung (Y, Z) := (Y (h,n, &), Z(h,n,§))
von der Komponente &.

in Satz 3.7 nur mit Y'(h,n), Z(h,n) bezeichnen. Fiir Iterationen mit einer Darstel-
lung wie in Bemerkung 3.8 (iii) schreiben wir Y (h,y™), Z(h, yi").
Die Iteration fiir die y-Komponente ist dann gegeben durch

ym = vyl hBF(Y (B, y™), Z(h,y™™)).

Diese Darstellung bzw. genauer diese lokale Unabhéngigkeit der Losung lassen ver-
muten, dass sich die Stabilitédts-, Konvergenz- und Konsistenzanalyse der y Variable
weitgehend unabhéngig von der z Variablen durchfiihren ldsst. Wir werden in den
néichsten Abschnitten sehen, dass dies tatséachlich moglich ist.

Wie wir gesehen haben, garantiert uns die Division der zweiten Gleichung des Sys-
tems der Stufenwerte durch A und deren dquivalente Umformung die Losbarkeit des
Gleichungssystems (3.7) durch das stabile Modell

F(h,n,Y,2) = 0.

Tatséchlich gehen aber Storungen der algebraischen Gleichung g(y) = 0 mit dem
Faktor 1/h in diese Rechnung mit ein. Wir betrachten dazu die gestorte DAE

Yy = fly,2)+6(x),
0(z) = g(y).

Wir finden dann bei entsprechender Definition von dg und 6, fiir das Gleichungssys-
tem der Stufenwerte

0 = Y —y—hAf(Y,Z) — hés,
Eine Anwendung von Satz 3.7, insbesondere der Stabilitdtsungleichung (3.14), lie-
fert:

(3.19)
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Korollar 3.9
Angenommen n und & erfillen die Voraussetzungen von Satz 3.7. Sei Y, Z die ent-
sprechende Losung von (3.7), deren Existenz durch diesen Satz fir hinreichend kleine
h und o(1)-Terme garantiert werden kann. Dabei gehen wir ebenfalls von der Giiltig-
keit von, (DAE1)-(DAE3) und (GLM1) aus. Geniige Y, Z dem System (3.19) und
gelte

Y —Y =o(1), 7 —7Z=o0(1).

Dann existiert fiir hinreichend kleine Terme o(1) eine positive Konstante K mit
Y =Yl < K(hldoll + [16o]l),
1221 < S (sl + 6ol
O

Bemerkung: Die Aussage des Korollars ist in dem Buch [HW] in Theorem 4.2
Kapitel VII.j enthalten. Dort wird fir die Storungen etwas merkwiirdig vorausge-

setzt, dass sie sich wie O(h) bzw. die Storung in der algebraischen Gleichung wie
O(h?) verhalten.

Durch das Korollar wird deutlich, dass zum Beispiel Rundungsfehler, die nicht mit
h — 0 verschwinden, eine zufrieden stellende Berechnung der Stufenwerte durch den
Operator F' fiir zu kleine h unmoglich machen.

In der Praxis:

Die Stufenwerte lassen sich also durch das stabile numerische Modell (3.11) berech-
nen. Trotzdem ist das Modell eher fiir die theoretische Analyse geeignet. Praktisch
will man die Auswertung der Ableitung von g und die Berechnung des Integrals
vermeiden. Zudem gehen Fehler in der Auswertung von g(n) durch die Division
mit h verstirkt in die Rechnung ein (vgl. Korollar 3.9). Somit ist die praktische
Brauchbarkeit von F' zur Berechnung der Stufenwerte relativiert. Tatséchlich wird
der Operator F' in der Implementierung eines Codes nicht verwendet, um die Stu-
fenwerte zu berechnen.

Wir hatten bei dem linearen Problem von Beispiel 3.3 vermutet, dass statt der
Stufenwerte Y, Z vielleicht die Variablen Y, hZ auf stabile Art und Weise berechnet
werden konnen. Dies ist dquivalent dazu mit einem anderen Mafl zu messen: Wir
definieren die von h abhéngige verallgemeinerte Norm

(Y. 2)|n = (Y[l b1 Z]) € R?.

Zudem definieren wir den Operator H(h,n,Y,Z) durch die rechte Seite von (3.7)
und untersuchen die Gleichung

H(h,n,Y,Z) =0. (3.20)
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Die Frage, die sich jetzt stellt, ist, ob Lemma 3.6 fiir diese verallgemeinerte Norm
und fiir diesen Operator H anwendbar ist.

Das Problem wire aber mit dieser Anwendbarkeit nicht unbedingt gelost. Die Be-
rechnung von Z aus der Variable Z = hZ ist fiir h — 0 beliebig schlecht konditioniert.
Schon wieder werden Storungen, zum Beispiel Rundungsfehler, mit dem Faktor 1/h
multipliziert.

Bemerkung: Fir Gleichungen, deren Funktion f linear von z abhdngt,

[y, 2) = foly) + f-(y), (3.21)

st die schlecht konditionierte Berechnung von Z fiir die y-Komponente nicht nétig.
Die Variable Z tritt hier nur in der Form hZ auf:

Yl = vyl L h Afo (V) + ALY RZ.

(Dabei ist die Schreibweise f,(Y)hZ streng genommen nicht ganz korrekt, aber in
Bezug auf den Gedanken hier ausreichend.) Diese lineare Abhingigkeit weisen viele
Index-2 Probleme der Anwendung auf, zum Beispiel die GGL-Formulierung mecha-

nischer Mehrkérpersysteme mit Nebenbedingungen oder auch die Index-2 Formulie-
rung der Probleme B(y)y' = f(y) (vgl. Kapitel 1).

Wir wollen nun mit Hilfe von Lemma 3.6 nachweisen, dass das vereinfachte Newton-

Verfahren
Y Y; OH -1
= — | == H Y. Z,
(Zj-‘rl ) (ZJ ) (a(Y’Z)(haUﬂ??f) (hanv VR ])

gegen eine lokal eindeutige Losung der Gleichung (3.20) konvergiert. Wir gehen dabei
wie im Beweis von Satz 3.7 vor:

Gelte also wieder (DAE1)-(DAE3) und (GLM1). Zunéchst gilt mit g(n) = o(1)
offenbar

|H (h,n,m,€)[n = ( 5?{3 )-

Die partielle Ableitung von H nach (Y, Z) hatten wir bereits oben berechnet:

OH ([ T—hAZL(Y,Z) —hAZL(Y,Z)
o, z) Y- 2) = ( Dg(Y) 0 ) '
Mit den Voraussetzungen
n—1®y(x) =o(l), E—1® z(z) =0(1) (3.22)
erhalten wir
OH
Jh = mxz%hmm@
_ ( I+ 0(h) —MA®ﬂ@@%4@D+th)
(I ® Dg(y(x))) + o(1) 0 '
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Auch hier verwenden wir das Kronecker Produkt, um die Struktur der jeweiligen
Blocke herauszustellen. Es sei noch bemerkt, dass wir im Fall der linearen Abhéngig-
keit der Funktion f von der algebraischen Variable z, wie in (3.21), die Forderung
an ¢ in (3.22) nicht benotigen.

Mit dem Satz iiber die Neumannreihe (vgl. [Alt] Satz 3.6) und dem Satz iiber das
Schurkomplement finden wir fiir hinreichend kleine ~ und o(1) die Invertierbarkeit
von Jp,, wobei die Inverse die folgende Gestalt besitzt:

= (SR ) o fADgE) o) )
T\ —HAT © (Dgf) Dy + o)) HAT ® (Dgf) ! +o() )

Dabei sind alle partiellen Ableitungen in y(x) bzw. (y(x),z(x)) ausgewertet. Es
existiert somit eine positive Konstante M, so dass fiir alle V € R¥WV+) gilt:

1 1 1/h
Des Weiteren erhalten wir

of _ O(h) O(h) (54 (n, &) — SL(Y, Z))
Jp — oy, Z)(h,mY, Z) = ( Dy(n) — Dg(Y) oz \'l 0 9 ) .

Aufgrund der Stetigkeit der partiellen Ableitungen erhalten wir fiir vorgegebenes
€ > 0 einen Radius r = r(e) > 0 € R mit
oH h €
Jh— == (h,n, Y, Z2)V|, <M V
0= g g ey 2V < (6 ) vy
fiir alle V € R*WV+) und (Y, Z) € RSN+ mit
1Y —nl <, 1Z =&l <.

Ohne Einschrankung ist M dieselbe Konstante wie in der Abschéatzung oben.

Wir definieren
o 1 1/h o h e
P'_M(ll/h)’ K'_M(hEO)'

Wir haben darauf verzichtet, auch in der linken oberen Komponente der Matrix
K den Faktor € herzuleiten. Der Grund dafiir ist Folgender: Fiir Funktionen f der
Form (3.21), welche linear von z abhédngen, kann somit weiterhin auf die Bedingung
an £ in (3.22) verzichtet werden.

Es gilt:
PK:M2<h+E 6)‘
h+e €

Wie im Beweis von Satz 3.7 ist fiir hinreichend kleine h,e und o(1) das Lemma
3.6 anwendbar. Wir erhalten also die lokale Losbarkeit und die Konvergenz des
vereinfachten Newton-Verfahrens. Die Kugel ist dabei gegeben durch

B, ={V e RN |V — (n,€)] < (r,r)7},
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

wobei die verallgemeinerte Norm, hier unabhéngig von h, wie weiter oben definiert
ist:
(Y. 2)] = (Y], 112])) € R*.

Ist die Funktion f linear in z, so kann in der Definition von B, die zweite Kom-
ponente des Radius (r,7)T durch ein beliebig grofies R > 0 ersetzt werden, wie wir
oben bereits begriindet haben: Die Bedingung an ¢ ist iiberfliissig.

Wihlen wir € = h, so gewinnen wir aus der Darstellung von PK mit Gleichung
(3.9) bei jeder Iteration des vereinfachten Newton-Verfahrens eine h Potenz. Somit
empfiehlt es sich, das Iterationsverfahren mindestens so oft auszuiiben, wie die Ord-
nung des allgemeinen linearen Verfahrens angibt. Aufgrund der Z-Komponente ist
gegebenenfalls eine zusétzliche Iteration notig. Hinweise zur Implementierung des
vereinfachten Newton-Verfahrens sind in Kapitel 4 gegeben.

Zusammenfassung: Zum einen haben wir in diesem Abschnitt festgestellt, dass
sich die Stufenwerte durch ein stabiles numerisches Verfahren berechnen lassen. Ei-
ne solche Berechnung ist insbesondere fiir die theoretische Konvergenzanalyse un-
abdingbar. Andererseits gehen Storungen der algebraischen Gleichung multipliziert
mit dem Faktor 1/h in diese Rechnung ein. Das stabile numerische Verfahren besitzt
daher nur relativen praktischen Nutzen. Zum anderen haben wir nachgewiesen, dass
sich Y und hZ durch das vereinfachte Newton-Verfahren berechnen lassen, welches
durch das urspriingliche Gleichungssystem der Stufenwerte definiert ist. Diese Be-
rechnung léasst sich in der Praxis gut realisieren. Die anschlieende Bestimmung von
Z ist dagegen fiir kleine Schrittweiten h schlecht konditioniert. Wieder werden Feh-
lerterme mit 1/h multipliziert. Bei Problemen, deren Funktion f linear von der al-
gebraischen Variablen z abhéngt, ist diese schlecht konditionierte Berechnung in der
y-Komponente nicht nétig. Solche Probleme lassen sich in diesem Sinne numerisch
einfacher 16sen. Allgemein wird man beim Losen von Index-2 DAEs in Hessenberg
Form auf die Vermeidung zu kleiner Schrittweiten achten miissen.
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3.2 Index-2 DAEs in Hessenberg Form

3.2.2 Stabilitat

In der Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen werden viele verschiedene Sta-
bilitatsbegriffe verwendet. Im Zusammenhang mit der Konvergenz numerischer Ver-
fahren ist die Stabilitdt genau die Eigenschaft, die mit der Konsistenz die Konver-
genz des Verfahrens garantiert. Allgemein lédsst sich die Stabilitdt eines numerischen
Verfahrens wie folgt beschreiben: “Kleine“ Storungen des Verfahrens haben keinen
“groflen” Einfluss auf die Giite der numerischen Losung. Butcher schreibt in sei-
nem Buch iiber iterative Verfahren: ,Stability has the effect of guaranteeing that
errors introduced in any step of a computation do not have disastrous effects on
later steps“ (vgl. [B] S. 372). Tatsédchlich wird die Stabilitéit eines Verfahrens oft
nicht explizit erwdhnt. Hairer et al. zum Beispiel analysieren direkt den Einfluss
von Storungen, um Konvergenz zu zeigen (vgl. [HNW] S. 438, [HW] S. 218, 484,
493). Natiirlich wird die Stabilitdt implizit ausgenutzt, jedoch wird auf den Begriff
der Stabilitéit verzichtet. Im Zusammenhang mit Index-2 DAEs in Hessenberg Form
zeigt die genauere Untersuchung der Stabilitit, wo die Singularitat der DAE eingeht.

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Stabilitét von allgemeinen linearen Verfah-
ren angewendet auf Index-2 DAEs in Hessenberg Form, indem wir die numerische
Losung als Nullstelle eines geeigneten Operators 7T}, interpretieren und dessen Sta-
bilitat beweisen:

lu —al| < C|[Thu — Thall.
Dabei bilden die Lemmata 3.12 und 3.13 den Kern des Abschnitts, wiahrend Satz

3.18 die Ergebnisse iiber die Stabilitdt zusammenfasst.

Bemerkung: Der Zusammenhang zwischen Storungen und der Stabilitdt des Ope-
rators Ty, ist Folgender: Bezeichne u* die Losung des numerischen Verfahrens, das
heifst es gilt Tpu* = 0, und sei u die Lisung der gestorten Gleichung

Thu = e(u), le(u)]l < e
Mit der Stabilitatsungleichung oben erhalten wir
|lu —u*|| < Ce.

Somit liegt fiir kleine Werte von € die Lésung u der gestorten Gleichung in der
“Ndhe* von u*.

Fiir allgemeine lineare Verfahren ist es tatséchlich moglich, die y-Komponente weit-
gehend unabhéngig von der z Variablen zu behandeln. Dies wird auf eine zweidi-
mensionale Stabilititsungleichung mit C' € R*? fithren, wie wir sie auch im letzten
Abschnitt hergeleitet haben (vgl. (3.14)).

Einfiihrend betrachten wir Einschrittverfahren und allgemeine lineare Verfahren fiir
gewOhnliche autonome Differentialgleichungen. Wir verwenden dabei Notationen in
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

einer nicht streng formalen Art und Weise.

Stabilitat allgemeiner linearer Verfahren fiir ODEs

Es ist aus der Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen bekannt, dass die Sta-
bilitét eines Runge-Kutta Verfahrens angewandt auf die autonome Gleichung

y = fy), y(0) = yo € RY

implizit durch die Glattheit der rechten Seite gegeben ist: Angenommen f geniige
einer Lipschitz- Bedingung

[f(u) = f(@)|| < Lyllu—ul].
Dann ist die Verfahrensfunktion
®(h,u) = (b" @ I)f(Y (h,u))

fir hinreichend kleine h wohldefiniert (vgl. [HNW] Theorem 7.2 S.206). Zudem
ist sie Lipschitz-stetig im zweiten Argument und zwar fiir hinreichend kleines hg
gleichméBig fiir h < hy.

Allgemein erhalten wir die Stabilitét fiir Einschrittverfahren

y[O} = Yo,
Yyt =yl hd(h,y M),

deren Verfahrensfunktionen in dieser Weise Lipschitz-stetig sind: Wir definieren dazu
abkiirzend den Iterationsoperator

Nu=u+ h®(h,u).

Zudem sei ein dquidistantes Gitter €2, der Gitterbreite h auf dem Integrationsinter-
vall gegeben. Die numerische Losung ist nun als Nullstelle des Operators

Th . (RN)Qh N (RN)Qh

gegeben, welcher definiert ist durch

B u(O)— Ofiir ':O,
ate) = { 1oy Nty oy e 0

Dabei bezeichnet (RY)%» den Raum der Funktionen, welche auf dem Gitter
definiert sind und nach R abbilden.
Wir leiten nun eine Stabilitdtsungleichung fiir das numerische Modell

Thy =0
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3.2 Index-2 DAEs in Hessenberg Form

her: Es seien ¢,y zwei Elemente aus (RY)%». Mit den abkiirzenden aber nahe lie-
genden Schreibweisen

Ay; = 9(x;) — y(z ),

AQ; = O(h,g(x;)) — P(h, y(z)),
ATy = Tyg(x;) — Thy(z;),

AT = Thij—Th

erhalten wir aufgrund der Definition von T}, die Gleichung
ij+1 = Ay] + hAq)] + hATjH.

Mit der Lipschitz-Stetigkeit der Verfahrensfunktion finden wir die bekannten Un-
gleichungen

1Ayl < (1 +hLle)||Ay;ll + Al AT]o

J
< (L+hLe) ™ |Ayo] +hY (1 + hLe)'|AT]|u.
——

—
<AT|oo

Da der Faktor (1+hLg)’ fiir jh < konst. durch eine positive Konstante abgeschéitzt
werden kann, die unabhéngig von j ist, erhalten wir die Stabilitét:

19 = lloo < ClTHhY — Thi||oo-

Es ist erwéhnenswert, dass wir den Faktor h vor der Summe oben investieren miissen,
um die Beschrianktheit des zweiten Terms und somit die Stabilitdt zu erhalten.

Ein allgemeines lineares Verfahren fiir gewohnliche Differentialgleichungen kann als
Einschrittverfahren in einem hoéher dimensionalen Raum interpretiert werden (zur
Definition von allgemeinen linearen Verfahren fiir gewohnliche Differentialgleichun-
gen vgl. Abschnitt 2.1):

v = o(hy) RN,
yrl = (Ve Dy + hd(h,y") e RV

Dabei ist ¢ eine Startprozedur und die Verfahrensfunktion ® ist gegeben durch
Q(h,u) = (B I)f(Y(h,u)).
Die Stufenwerte Y (h,u) erfiillen das Gleichungsystem
Y=UHu+h(ARI)f(Y).

In genau derselben Art und Weise wie bei Runge-Kutta Verfahren erhalten wir fiir
Lipschitz-stetiges f die Wohldefiniertheit der Verfahrensfunktion fiir hinreichend
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

kleine h und die in h gleichméBige Lipschitz-Stetigkeit im zweiten Argument (vgl.
[HNW] Theorem 7.2 S.206 fiir Runge-Kutta Verfahren). Der einzig neue Aspekt
ist das Auftreten der Matrix V in der Iteration fiir 3™, Tatsichlich besitzt diese
Matrix Einfluss auf die Stabilitat, wie wir unmittelbar sehen werden.

Wir definieren wieder den Iterationsoperator

Nu=(V&Iu+h®h,u)
und interpretieren die numerische Losung als Nullstelle des Operators
Ty (R™V)% 5 (RTV)
definiert durch

u(0) — p(h,yo) fiir j =0,
Thuta) = { b () Nu(r, ) fi > 0.

Analog zu den Einschrittverfahren oben gilt fiir 4,47 € (R™)% mit denselben
Schreibweisen
ij+1 == (V X ])ij + hAq)] + hA,-Tj—i-l

und somit auch

J
1Ayl < (VI +ALa) AT oo +h Y (V]| + hLs) |AT |oc.

i=0
Ist die Matrix V' stabil, so existiert eine Norm ||.|| mit
VIi<p(V)<1

(vgl. [SB] Satz 6.9.2). In diesem Fall folgt die Stabilitat wieder aus der Beschrénkt-
heit des Faktors (||V|| + hLg)? fiir jh < konst. In Kapitel 2 bezeichneten wir ein
allgemeines lineares Verfahren als nullstabil, wenn die Verfahrensmatrix V' stabil ist
(vgl. Definition 2.9).

Zusammenfassend lésst sich sagen, dass die Stabilitéit von allgemeinen linearen Ver-
fahren angewendet auf gewohnliche Differentialgleichungen durch die Nullstabilitét
und die Glattheit der rechten Seite f gegeben ist.

Stabilitat allgemeiner linearer Verfahren fiir Index-2 DAEs

Wir untersuchen nun, welche zusétzlichen Forderungen wir an ein allgemeines li-
neares Verfahren stellen miissen, um die Stabilitédt solcher Verfahren angewandt auf
Index-2 DAESs in Hessenberg Form gewéhrleisten zu kénnen. Die Glattheit der rech-
ten Seite bei gewohnlichen Differentialgleichungen lieferte eine Lipschitz-Stetigkeit
der Verfahrensfunktion, welche die Stabilitdt in diesem Fall fiir nullstabile Verfahren
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3.2 Index-2 DAEs in Hessenberg Form

garantierte. Wie sieht dies bei Index-2 DAEs aus?

Wir betrachten zunéchst die y-Komponente eines allgemeinen linearen Verfahrens
angewandt auf eine Index-2 DAE in Hessenbergform (vgl. (3.6)):

v = o(h, o),
y[n+1} — (V®[)y["}+h<l>(h,y[n}).

Tatséchlich gleicht diese Darstellung einem allgemeinen linearen Verfahren fiir gewohn-
liche Differentialgleichungen. Es ist jedoch zu beachten, dass die Verfahrensfunktion
® in diesem Fall auch von den Stufenwerten Z abhéngt:

O(h,u) = (B® ) (Y (h,u), Z(h,u)).

Um nun diese Verfahrensfunktion auf Lipschitz-Stetigkeit hin zu untersuchen, be-
trachten wir die Argumente dieser Funktion, die Stufenwerte, noch einmal genauer.
Wir greifen dazu auf Ergebnisse des vorherigen Abschnitts zuriick. Daher gehen wir
auch hier von der Glattheitsvoraussetzung (DAE3) aus. Eine Anwendung von Satz
3.7 liefert:

Korollar 3.10
Es seien Vektoren y,ij € R™ und z,z € R™ gegeben. Zudem setzen wir (DAE1)-
(DAE3) und (GLM1) voraus. Angenommen

n=U®I)y, (= (U®I)z,

n=Ualy, {=Uel)z

erfiillen die Voraussetzungen von Satz 8.7, so dass die Losungen Y (h,y), Z(h,y) und
Y (h,y),Z(h,y) der entsprechenden Gleichungssysteme definiert sind. Zudem gelte

y—y=0O(h), z—2z=o0(1). (3.23)

Dann existieren fiir einen hinreichend kleinen o-Term positive Konstanten Ky, Ko
und hg > 0, so dass fiir h < hgy die folgenden Abschdtzungen gelten:

Y (h,y) =Y (o) < Killy—yl,
1Z(h,y) = Z(hg)|| < %HDQ(U)(ZJ—@H+K2||y—’§|’- (3.24)

Gilt fir n und 1 sogar g(n) = 0 und g(n) = 0, so ist in der z-Komponente die
folgende strengere Abschdtzung mdglich:

1Z(h,y) — Z(h, )| < Kally — -

Zusatz: Die Konstante K1 hdngt dabei nur von Schranken gewisser Ableitungen von
f und g ab, nicht jedoch von den Konstanten, die implizit durch die O- und o-
Terme in (3.13) und (3.23) gegeben sind. Ky hingegen hingt in linearer Weise von
der Konstanten aus dem O-Term in (3.23) ab.
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

Bemerkungen:
(i) Der Beweis des Korollars wird deutlich machen, dass die Annahmen in (3.23)
im Allgemeinen wirklich nétig sind, um brauchbare Abschdtzungen zu erhalten.

(ii) Unter den gegebenen Voraussetzungen sind die rechten Seiten in den Abschdtzun-
gen klein:

o(1) = (g9(n) —gn)/h
= Dg(n)(n—n)/h+0O1)(n—1n).

(iii) Aufgrund der strengeren Abschdtzung in der Z-Komponente ist die Konvergenz-
analyse der Variablen y fir gewisse allgemeine lineare Verfahren mehr oder we-
niger so einfach wie im Fall gewéhnlicher Differentialgleichungen (vgl. [HW]
VII Beweis zu Theorem 4.5 fiir Runge-Kutta Verfahren). Dies sind insbeson-
dere Runge-Kutta Vefahren, deren y-Iterationen in der Mannigfaltigkeit liegen,
die durch g = 0 definiert ist. Fiir Stabilitdtsuntersuchungen jedoch ist diese
Abschdatzung nicht linger brauchbar, da Storungen betrachtet werden, welche die
Voraussetzung g(y) = 0 nicht linger erfillen.

Beweis des Korollars: Der Beweis besteht hauptséchlich in der Anwendung der
Stabilitdtsungleichung (3.14) von Satz 3.7.

Wir beginnen mit der Beobachtung, dass dieser Satz die Existenz von hy > 0 und
r > 0 € R? garantiert, so dass Y (h,y), Z(h,y) und Y (h,3), Z(h,y) wohldefiniert

sind als Losungen von
F(h,n,Y,Z) =0 bzw. F(h,n,Y,Z) =0.

Dabei ist die Funktion F' wie in (3.12) definiert.
Weiterhin kénnen wir ohne Einschriankung wegen (3.15) und (3.23) davon ausgehen,
dass gilt:

(Y (h,9), Z(h,7)) € B, ={V e RV [V — (,&)| < r}.

Insbesondere ist die Stabilitdtsungleichung des Satzes anwendbar.
Der Einfachheit halber definieren wir
Y=Y (hy), 7=
Y :=Y(h,y), A

(h,

Z(h,y),
Z(h, ).

Die Stabilitdtsungleichung garantiert nun
(Y, Z) ~(Y,2)| < (I - PK)"'P|F(h.n,Y . Z)].

Zudem liefert F'(h,7n,Y,Z) = 0 die Darstellung

n—n
F(h,n,Y,Z) ( )+ [ Dg(n+s(Y —n))ds - (Y —7))/h )
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3.2 Index-2 DAEs in Hessenberg Form

Mit Y —n=Y —n+n—nund g(Y) = 0 folgern wir
o 7 n—mn

F(h,n,Y, Z)= - B )

(Y 2) (fong(nJrS(Y—n))ds-(n—n)/h)

Wir betrachten nun die zweite Komponente etwas genauer. Mit der Darstellung
Y — 7= O(h) aus (3.15) erhalten wir durch eine Taylorentwicklung

/0 D+ s(¥ —n)ds - (—77) = / Dy(n + (7 —m)ds - (9 — 7) + O(h)(n — 7)
= g(n) —g(m) +O(h)(n—1n),

wobei alle O-Terme nur von Schranken gewisser Ableitungen von f und g abhéngen,
jedoch nicht von den Konstanten, die implizit durch die O- und o-Terme in (3.13)
und (3.23) gegeben sind.

Wiederum liefert eine Taylorentwicklung

g(n) —g(n) = Dg(n)(n —n) + O(h)(n —n),

wo nun O(h) in linearer Weise von der Konstante abhéngt, die durch den O-Term
in (3.23) implizit gegeben ist.
Zusammenfassend ergibt sich

Dg(n)(n—mn)/h+O(1)(n —1n)

Die Existenz von K7 und K5 mit den geforderten Eigenschaften und somit die Giiltig-
keit der ersten beiden Abschéatzungen folgen nun leicht aus

|<Y,Z>—<Y,Z>|s<f—PK>—1P|( Ul )\.

(1 = PK)™ Pz = O(h).

Dabei ist zu beachten, dass dieser O-Term und die Matrizen P und K unabhingig
von den Konstanten sind, die implizit durch die O- und o-Terme in (3.13) und (3.23)
gegeben sind.

Die strengere Abschéitzung der Z-Komponente folgt leicht aus

0 =g(7) — g(n) = Dg(n) (i1 —n) + O(||7 — n||*).

O

Es ist aufgrund der lokalen Unabhéngigkeit der Stufenwerte von & bzw. z nicht
iiberraschend, dass die Abschétzungen des Korollars nicht von der Differenz der z-
Komponenten abhéngen. Problematisch ist aber die Abschétzung der Z-Komponente,
bei welcher der Faktor 1/h eine Lipschitz-Stetigkeit der Verfahrensfunktion wie bei
gewohnlichen Differentialgleichungen unméglich macht. Dies bedeutet insbesondere,
dass die Glattheit der rechten Seite bei Index-2 DAEs nicht ausreichen wird, die
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Stabilitat nullstabiler Verfahren zu garantieren.

Wir suchen nun im Folgenden nach weiteren fiir die Stabilitdt notwendigen Eigen-
schaften. Doch bevor wir damit anfangen, definieren wir den Operator T},. Dazu sei
wieder ein dquidistantes Gitter zur Schrittweite h > 0 gegeben:

Qh = {ZL‘j = jh|j = O, ...,O'h}.
Die Abbildung
o:[0,h] — N, h — oy,

garantiert, dass das komplette Integrationsintervall [0, z.] von €, erfasst wird, das
heifit es gilt:
((Th — 1)h <z, < Ohh.

Die Einschrankungen der correct value Funktionen y.(x,h) und z.(x,h) auf das
Gitter §2;, bezeichnen wir mit y;, bzw. z,. Wir definieren nun eine Umgebung

U5 =UY x U?

von (yn, zn) in (RTVFD) wwelche den Definitionsbereich des Operators 7}, bilden
wird. Die genaue Definition dieser Umgebung ist durch Bemerkung 3.8 (iii) und die
Voraussetzungen von Korollar 3.10 motiviert:

UV = {ue R lu—ynllo < Coh, |(USQ)(u—yn)|loo < 1k},
U = {ve R |lv— zp]|oo < 62}
Dabei ist die Supremumsnorm fiir eine beliebige Norm ||.| auf RM fiir u € (RM )%

in natirlicher Weise definiert durch:
[ulloo = max{||u(x;)||| = 0,...,0n}.

Tatséchlich ist Us eine “maximale* Umgebung, um fiir zwei Funktionenpaare (g, 2)
und (g, 2) aus Uy sowohl die Anwendbarkeit von Satz 3.7 als auch die des Korollars
3.10 fiir hinreichend kleine h und ¢; in jedem Punkt z; garantieren zu kénnen. Wir
gehen im Folgenden davon aus, dass h und die ¢§; entsprechend klein gewé&hlt sind.

Bemerkung: FEs ist nicht erstaunlich aber bemerkenswert, dass die Umgebung Us,
auf welcher wir die Stabilitdt des Operators Ty, nachweisen wollen, von h abhdngt
und mit h — 0 “zusammen schrumpft*.

Den Operator
Ty : Us — (RIVHD) Th(u,v) = (Tyu, T; (u, v))

definieren wir, indem wir die Operatoren der beiden Komponenten in (3.25) bzw.
(3.38) konkretisieren.
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Wir untersuchen nun die Stabilitét zunéchst in der y- und dann in der z-Komponente.

Stabilitdt der y-Komponente
Wir definieren wieder den Iterationsoperator

NVu= (V& I)u+ h®(h,u)

und interpretieren die y-Komponente der numerischen Losung als Nullstelle des
Operators
YUY — (R

definiert durch

u(0) — @¥(h, yo, 2z0) fur j =0,

ke = { W (ule;) — NYu( 1) fiie j > 0. (3:25)

Wir leiten nun eine Stabilitdtsungleichung fiir das numerische Modell
Ty =0

her: Es seien dazu (7, 2) und (7, Z) zwei Elemente aus Us. Aufgrund der Definiti-
on von T} gilt fiir die Differenzen Ay; = y(z;) — y(x;) wie bei den gewohnlichen
Differentialgleichungen

Ayj = (V @ I)Ay; + hA®; + hATY, . (3.26)

Wir haben dabei die gleichen Schreibweisen wie oben benutzt. Bei den gewdhnli-
chen Differentialgleichungen lieferte die Glattheit der rechten Seite f die Lipschitz-
Stetigkeit der Verfahrensfunktion und somit Stabilitdt, wenn V' stabil ist. Aufgrund
der zweiten Abschitzung (3.24) in Korollar 3.10 wird diese Folgerung trotz Glatt-
heit der rechten Seite bei Index-2 DAEs in Hessenberg Form nicht méglich sein. Wir
werden also A®; genauer untersuchen miissen und die Anwendung der Abschétzung
(3.24) wenn moglich vermeiden. Tatséchlich werden wir die Differenz zweier Stufen-
werte der z-Komponente lieber ersetzen, statt sie durch Korollar 3.10 abzuschétzen.
Dies ermoglicht uns die genaue Struktur dieses Summanden herauszuarbeiten.

Wir fithren dazu weitere abkiirzende Schreibweisen ein:

Y, = Y(hi(x),
o= Y(hg(ay)),
AY; = Y-

J J J*

Fiir die z Variable sind alle Schreibweisen entsprechend.

Wir betrachten zunachst den einfachen Fall:

f(yvz> = fO(y) + fzz
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mit konstanter Matrix f,. Hier wird das weitere Vorgehen sehr schon deutlich. Wir
finden in diesem Fall

hA®; = h(B D) (fo(Y;) - folY}) + h(B & £.)AZ, (3.27)

Der erste Summand lésst sich aufgrund von Korollar 3.10 unproblematisch durch
O(h||Ay;||) abschétzen. Den zweiten sollten wir lieber ersetzen. Wir benutzen dazu
das Gleichungssystem der Stufenwerte. Die erste Gleichung dieses Systems liefert:

AY; = (U@ DAy; + h(AR I)(fo(Y;) — fo(Y;) + h(A® f.)AZ;. (3.28)
Die Linearisierung der zweiten Gleichung ist gegeben durch
0 = (V) —g(7)
Dg(Y))AY, + O(|AY; ) (3.20)
(I @ Dg”)AY; + O(h| Ay, ).
Der Index j an der partiellen Ableitung von g und spéter auch an den partiellen
Ableitungen von f kennzeichnet eine Auswertung der Funktion entlang der Losung
in den Punkten z;.

Fiir die Herleitung von (3.29) sei nochmals an (3.15), die Definition von UY und die
Darstellung der correct value Funktion (GLM4) erinnert, woraus folgt:

Y; = (U®IDy(z;)+ O(h)
= (U®1Dyc(xj,h)+O(h) = 1®y(z;)+ O(h).

Infolgedessen ist der untere O-Term in (3.29) abhingig von Cy aus der Definition
der Umgebung UY, denn es gilt:

19(z5) = ye(zj, W)l < Coh.
Zusitzlich haben wir in (3.29) die Abschétzung fiir AY; aus Korollar 3.10 benutzt.

Bemerkung 3.11 Im Fall
y(x;) = ye(z;, h)
sind die O-Terme in (3.29) unabhdngig von Cy.

Setzen wir nun (3.28) in (3.29) ein, so konnen wir aufgrund der Index-2 Bedingung
und der Invertierbarkeit von A nach hAZ; auflésen:

hAZ; = (=A7'U @ (D¢’ f.) "' Dg’) Ay; + O(h]| Ay;l)),

wobei wir wieder die Abschétzung fiir AY; aus Korollar 3.10 benutzt haben. Setzen
wir dies in die Darstellung von hA®; (3.27) ein, so finden wir wiederum mit dieser
Abschétzung

hA®; = —(BATU @ f.(Dg’ f.)"' Dg’) Ay; + O(h|| Ayl).
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3.2 Index-2 DAEs in Hessenberg Form

Dies ergibt mit den bereits oben definierten Projektionen
Q; = Q(z;) = f.(Dg’ f.)"' Dg’, Pi=1-Q
fiir die Ausgangsiteration (3.26) die Darstellung

Ayjvi = (Ve I)Ay; — (BAT'U @ Q;)Ay; + O(h||Ay;||) + hATY.
= (V& P)Ay; + (M(c0) ® Q)Ay; + O(h|| Ay;|l) + hATY,,.

Dabei ist M(c0) =V — BA'U und M(z) =V +2B(I — zA)~'U die matrixwertige
Stabilitatsfunktion des Verfahrens.

Eine sehr interessante Beobachtung ist, dass wir in der Herleitung dieser Iteration
die “Index-2 Abschétzung” (3.24) aus Korollar 3.10 nicht verwendet haben. Dies
passt hervorragend zu Theorem 1b) aus [ASW95]. Das Theorem besagt namlich,
dass unter der Annahme

fy,2) = foly) + f22, f. konstant,

die y Variable eine Index-1 Variable ist. Es bleibt die Frage zu klédren, ob eine dhn-
liche Iteration auch fiir beliebige f moglich ist. Eine Antwort gibt das folgende
Lemma.

Lemma 3.12

Angenommen fiir die Index-2 DAFE (3.5) gelte (DAE1)-(DAE3). Fir das allgemeine
lineare Verfahren setzen wir (GLM1) und (GLM4) voraus. Seien (y,2) und (y, 2)
aus der Umgebung Us. Dann gilt fir die Differenzen

Ay; = §(x;) — y(x;)
die folgende iterative Darstellung (ohne das Kronecker Produkt):
Ayj1 = VPjAy; + M(00)Q;Ay; + O(h||Ay;ll) + O Q;Ay;l|) + hATY, ;.

Dabei ist 6 = max ;.
Im Fall
y(x;) = ye(wj, h)

sind die O-Terme unabhdngig von Cy aus der Definition von Us.

Die Stabilitdt eines allgemeinen linearen Verfahrens in der y-Komponente ist somit
durch die Stabilitédt der Iteration aus Lemma 3.12 gegeben, welche wiederum durch
die Matrizen V und M (oo) entschieden wird. Das folgenden Lemma, welches eine
Verallgemeinerung von Lemma 4.5 aus [HLR&9] darstellt, gibt genauere Auskunft
dariiber.
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

Stabilitdtslemma 3.13
Gegeben sei eine Iteration in R™ der Form

i1 = VP& + MQ;& + O00]1Qs6 1) + OhlGl]) + hrjn (3.30)
fiir 3 > 0. Zudem gelte:
e Die Matrizen M und V' sind stabil; es gilt sogar p(M) <1 und 1 € o(V).

e Die Projektionen P;, Q; = I, — P; auf R™ kommutieren mit V und M und
es gilt
Pjp1 = P+ O(h).

e Fliir 7 > 0 existieren nicht negative Konstanten Dy und Dy mit

| Prsl| < Dx, 1Q;7]l < Do.

Dann existieren 69 > 0, hg > 0 und positive Konstanten C' und p < 1, so dass die
folgenden Abschdtzungen

leall < C (N6l + Dy + (h+8)Dy), (3.31)

|@u&all < C(RIPG + (0" + W) Qotoll +hD1 +hDz)  (3.32)

fiir alle 6 < 0y, h < hg und nh < konst. gelten.

Zusatz: Sei § = O(h).
(i) Ist M nilpotent vom Index ko, so gilt:

1Pagall < € (1l Pl + bl QoSoll + D1 + hDy ) (3.3)
fur alle h < hg und nh < konst. Zudem erhalten wir die Abschdtzung
|Qutuall < C(RlSoll+hD1 +hDs). (3.34)
(ii) Im Fall p(M) =1 gilt die folgende Abschdtzung:
l&all < C(l%ll+ D1 + D).

Fiir die projizierten Iterationen Q;&; ist in diesem Fall keine Abschétzung wie
in (3.32) mehr maglich.

Bemerkung: Die Abschitzungen (3.33) und (3.34) verdeutlichen, dass im Fall der
Nilpotenz von M (00) eine h-Potenz unter der Projektion Q); gewonnen wird.

Die beiden Lemmata erkléren die Annahmen (GLM2) und (GLM3) und motivieren
folgende Definition:
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3.2 Index-2 DAEs in Hessenberg Form

Definition 3.14 Wir nennen ein allgemeines lineares Verfahren stabil im Unend-
lichen, wenn die Matriz M (oo) stabil ist. Dabei ist M(z) =V — zB(I — zA)~'U die
matrizwertige Stabilitdtsfunktion des Verfahrens.

Fiir die Projektionen P; und @); aus der Darstellung in Lemma 3.12 gilt
Py =1-0j, Pjp1 = P+ O(h).

Letzteres ergibt sich aus einer Taylorentwicklung von Py = P(x; + h) um x;. Wir
setzen

7’]' = AT]y Dz = HATyHoo

Wir erinnern an die triviale Gleichung Ayy = ATY. Eine Anwendung des Stabilitéts-
lemmas 3.13 auf die Iteration der Ay; liefert nun fiir eine positive Konstante C¥ die
Stabilitatsungleichung

19 = Flloe < CUITYG = Ty/Ylloo-
Wir halten fest: Die zusétzliche Eigenschaft, die wir fiir die Stabilitdt des Verfah-
rens in der y-Komponente fordern miissen, ist die Stabilitdt im Unendlichen. Wir
definieren daher:

Definition 3.15 Wir nennen ein allgemeines lineares Verfahren fiir Index-2 DAEs
i Hessenberg Form stabil in y, wenn es nullstabil und stabil im Unendlichen ist.

Wir haben noch die Beweise der beiden Lemmata oben zu fithren:

Beweis von Lemma 3.12: Das Vorgehen orientiert sich an dem oben behandelten
Spezialfall.
Zunéchst liefert eine Taylorentwicklung
of v of o .
ha®; = MB® (55, Z;)AY; + 575, Z;)AZ;)
+O(MAY|?) + ORI AZ; ).

Die AYj-Terme sind unproblematisch und koénnen nach Korollar 3.10 durch
O(||Ay;|l) abgeschitzt werden. Weiter folgt aus diesem Korollar
hIAZ|P < KP/hI(U @ Q) Ayl + 2K K[| (U @ Q) Ay;ll| Ayl + O(h]| Ayll)-

Ohne Einschrankung besitzen die K; die Eigenschaften der Konstanten aus Korollar
3.10. Dabei ist mit Ch < 4, i = 1,2, der O-Term unabhiingig von Cy. Man beachte
dabei, dass Cj in die Konstante K5 in linearer Weise eingeht. Im Unterschied zu
dem Spezialfall haben wir hier die Abschétzung (3.24) verwendet.

Insgesamt folgt

hA®; = h(B @ I) 2~ (Y}, Z;)AZ; + OG|(I @ Q;)Ay;ll) + O(h]|Ay;ll).

SE
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

Wir kénnen die Argumente in der partiellen Ableitung aufgrund von (3.15) und der
Definition von Us durch die exakte Losung ersetzen:

hA®; = h(B @ f1)AZ;+ O(0I(I @ Q) Ay;|l) + Ol Ay|l).

Wieder kann mit Cih < §, i = 1,2, die Unabhéingigkeit der O-Terme von Cj garan-
tiert werden.
In genau derselben Art und Weise erhalten wir

AY; = (U® Ay + h(A® f1)AZ; + O6||(I @ Q;)Ay;) + O(h|| Ay;ll).

Setzen wir dies wieder in die Linearisierung (3.29) ein und lésen nach hAZ; auf, so
folgt

hA®; = —(BA™'U @ Q;)Ay; + O @ Q;)Ay;) + O(hl| Ay;l)).

Durch die Linearisierung (3.29) handeln wir uns wie oben im Allgemeinen die
Abhéngigkeit des zweiten O-Terms von Cj ein. Die Aussage des Lemmas folgt nun,
indem wir dies in die Ausgangsiteration (3.26) einsetzen.

O

Beweis von Lemma 3.13: Die Vorgehensweise basiert auf dem Beweis von
Lemma 4.5 aus [HLR89].

Sei zunéchst M nur als stabil vorausgesetzt. Aufgrund der Stabilitat der Matrizen
V und M existieren Normen ||.||* und ||.||. auf R™ mit

V=1, M|l < p(M) <1

(vgl. [SB] Satz 6.9.2).
Wir wenden nun die Projektionen Pji; und ;41 jeweils auf die obige Iteration
(3.30) an und finden mit den vorausgesetzten Eigenschaften der Projektionen

Pi&i = VP + 000]1Qi&1) + Ol + hPjyrjia,

3.35
Q&1 = MQ;& + 006Qi&|) + Ol&]) + hQjgarjsr. (335)

Wir definieren v; := || P;§;||* und w; = ||Q;&;]|+« und erhalten mit der Dreiecksun-
gleichung

(o ) : [( o Il o) ) *OW} ( o) ) '

Wir betrachten im Folgenden den Fall ||M ||, < 1. Fiir hinreichend kleine § existiert
ein p < 1 mit
IM][. + O(0) < p. (3.36)
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3.2 Index-2 DAEs in Hessenberg Form

Hier sei darauf hingewiesen, dass im Fall 6 = O(h) nur || M||. < p garantiert werden
muss, so dass fiir M = 0 auch p = 0 ausreichend ist.

Die Eigenwerte der Matrix
(1 0O()
B = ( 0 ) + O(h)

sind A\; = 1+O(h) und Ay = p+O(h) und somit fiir hinreichend kleine h verschieden.
Fiir solche h konnen wir B diagonalisieren mit Transformationsmatrix

= (o 1)

d.h. es gilt
SBS™' = D mit D := diag(\1, \a).
Wir finden daher mit obiger Ungleichung

n—1
Un —-171n Vo —-17j D,
(2 )esms(2)iSsoms(5) om
]:

n

Fiir 7 =0, ...,n finden wir die Darstellung

Py 1 0() N0 1 0()
11y _ 1 .
SDS—(O 1 )(OA%)(O 1 + O(h)
(X0
= ( 0 )\g + O(h).
Aus A\ =14 O(h) und Ay = p + O(h) folgt fiir hinreichend kleine h

hnzlslz)js _ ( Oél) L) ) + o).

Jj=0

Setzen wir dies in (3.37) ein, so erhalten wir fir hinreichend grofies C' > 0 die
Abschéatzung

() =[(3 %) vem] () +e (Pl )

Nach eventueller Vergréflerung von C' schreiben wir dies fiir die einzelnen Kompo-
nenten:

[Punll”
[Qn&alls

Wir vergrofern eventuell abschlieBend C' > 0 erneut, so dass mit der Aquivalenz der
Normen auf R™ und

Cll|[Po&oll* + (0 + h)[|Qo&oll« + D1 + (6 4 h) Dy,

<
< Clhl[Po&oll” + (" + 1) Qoboll+ + A Dy + hDy).

1€nll < 1Pa&nll + [ @néal
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

die geforderten Abschétzungen fiir eine beliebige Norm gelten.

Um den Zusatz zu beweisen, gehen wir von § = O(h) aus. Sei nun M sogar nilpotent
mit Index kg, d.h. kg ist die kleinste Zahl mit

M* = 0.
Wir erinnern an die untere Gleichung in (3.35), die fiir § = O(h) lautet:
Qi€ = MQ;&; + O(lIg ) + hQjparjn-

Daraus folgt

n—1
Qnén = M"Qolo + > M"H(O(R&]) + hQqr).
=0

Fiir n = k¢ finden wir mit der Nilpotenz der Matrix M die Abschétzung
”Qk’ogk’oH = Ch(Ogi)k(:o HSZH + DQ)

fiir eine positive Konstante C. Nach eventueller Vergroflerung von C' folgt mit den
bereits bewiesenen Abschétzungen fir [|§;]| die Ungleichung

1QkoSioll = Ch(lIS0ll + Dy + D).

Besitzt M einen Eigenwert auf dem Rand des Einheitskreises, d.h. gilt ||M]. = 1,
so kann die Stabilitdt der Matrix

BZ:((l) 1?825))

nur garantiert werden, wenn (1 4+ O(6))", also nd beschréankt ist. Dies erklart die

Forderung § = O(h). In diesem Fall liefert die Beschranktheit von B unmittelbar
die Abschétzung

l&all < C(lSoll+ D1+ D).

Stabilitit der z-Komponente
Wir definieren mit Hilfe des Iterationsoperators

N*(u,v) = (M(00) @ v+ (BA ' @ 1) Z(h, u)

den Operator
Ty : Us — (R™)™
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3.2 Index-2 DAEs in Hessenberg Form

durch

zite) = { L D . O

Das folgende Lemma entspricht Lemma 3.12 und 3.13:

Lemma 3.16 Angenommen fir die Indez-2 DAE (3.5) gelte (DAE1)-(DAE3). Flir
das allgemeine lineare Verfahren setzen wir (GLM1),(GLM3) und (GLM4) voraus.

Seien (9, 2) und (y,2) aus der Umgebung Us. Dann existieren positive Konstanten
C und D, so dass fir die Differenzen

Azj = 2(x5) = 2(x;)

folgt:
(i) Fir p(M(o0)) < 1 und nh < konst. gilt die Abschditzung

ATY
h

|2z < D(IAT oo + Q0= 2} + CIIAT?| .

Im Spezialfall M (c0) = 0 gilt unter der zusdtzlichen Voraussetzung §; = O(h)
sogar

[1Azn[| < DIJATY||oo + CIAT|cc-
(i) Fir p(M(o0)) =1 und nh < konst. gilt die Abschitzung

ATY ATY AT?
< —— e |
1Azl < D(| 5= lloo + 10T lls) + €=l

Beweis: Seien also (7, 2) und (g, 2) zwei Elemente aus Us. Mit der Definition von
T} folgt unmittelbar die Darstellung

AZ]‘+1 = M(OO)AZ] —I— BA_lAZj + A]}Z_’_l.

Hier haben wir dieselben Schreibweisen wie im Fall der y-Komponente benutzt. Mit
der Dreiecksungleichung und der Abschétzung (3.24) aus Korollar 3.10 folgt

K .
1Az ]| < M (o)l Az} + —=11QAysll + Kall Aysl| + | AT*[|oc
fiir zwei positive Konstanten K; und K,. Dabei spielen die Eigenschaften der
Konstanten K;, welche im Zusatz von Korollar 3.10 formuliert sind, hier keine

Rolle.

Zu (i): Gelte fiir die Norm ||.|| ohne Einschrénkung

[M(o0)|| =: p <1
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

(vgl. zur Wahl der Norm [SB] Satz 6.9.2). Da p kleiner als eins ist, existieren positive
Konstanten K3 und K, mit

A Ky <~ .
[Azj ] < P77 Azl + K[| ATY || oo 4+ Kal| AT?||o + 71 ZPJ 1Qi Ayl (3.39)
=0

Hier haben wir zusétzlich die Stabilitét des Operators T} ausgenutzt.
Offenbar gilt

1Az = |ATF]]

Der letzte Term in der Abschétzung (3.39) wird uns aufgrund des Faktors 1/h etwas
Arbeit abverlangen. Nach der Ungleichung (3.32) aus dem Stabilitdtslemma 3.13,
welches wir oben auf die Iterationen Ay, angewendet haben, gilt

1Qiawll < K5 (5" + )1 QoAgoll + AIAT o). (3.40)

Hier ist K5 eine entsprechend grofle positive Konstante. Das p in dieser Abschétzung
kann im Grunde mit dem aus (3.39) identifiziert werden. Einzige Ausnahme bildet
der Spezialfall M(oco) = 0. Wahrend das p in Abschitzung (3.39) in diesem Fall
identisch Null ist, kann das p in (3.40) nur unter der zusétzlichen Annahme 6; = O(h)
gleich Null gesetzt werden (vgl. die Bemerkung nach (3.36) im Beweis von Lemma
3.13). Damit ist jedoch die Aussage des Lemmas fiir den Spezialfall bereits bewiesen.
Setzen wir die Abschéitzung (3.40) in die Summe von (3.39) ein, so folgt

1<~ . Ky .
E;[ﬂ |QiAy; || < Kg|| ATY|| o + Tﬁ(J + 1)[|QoAyol|

fiir eine positive Konstante Kjg. Tatséchlich ist die Folge (p?(j + 1));50 beschrénkt,
aber weiterhin macht der Faktor 1/h fiir p > 0 Probleme. Setzen wir dies in (3.39)
ein, so werden wir eine h Potenz bei xy opfern miissen, um Stabilitdt zu erhalten:

ATy H

|82l < D(IATY oo + Q0=

) + CIIAT .
Dabei sind €' und D entsprechend grofl gewéhlte positive Konstanten.
Zu (ii): Im Fall p(M(00)) = 1 gehen wir zu einer entsprechenden Norm ||.|. iiber

mit

[M(e0)]l. =1
(vgl. [SB] Satz 6.9.2). Wir erhalten also:

K .
Az« < [|Azls + THQJ'AQJH* + K[| Ay || + AT || -
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3.2 Index-2 DAEs in Hessenberg Form

Opfern wir eine h Potenz, d.h. betrachten wir %Th, so sind aufgrund der Stabilitat
von T}/ die beiden letzten Terme unproblematisch:

L& Tv AT*?
Azl < [|Azolls + TZH@A%! +K3H Hoo+K4HTHoo-
=0

Leider reicht dies nicht aus, um den Term mit dem Faktor 1/h in den Griff zu
bekommen: Eine h Potenz des Operators T} miissen wir investieren, da wir fiir
Qi Ay; nach dem Stabilitatslemma keinen Faktor h mehr gewinnen:

[ Qesill < K (1 agoll + AT ).

Zusitzlich wird auch die Summe eine h Potenz verschlucken, da p/(j +1) = j + 1
nicht ldnger beschrankt ist. Insgesamt folgt:

ATY ATY AT*
< —— i —
18201 < D(1Z =l +1Q5 -l ) + €=l

fiir hinreichend grofle positive Konstanten C' und D.
[

Insgesamt sehen wir, dass streng genommen nur im Spezialfall M (oo0) = 0 das allge-
meine lineare Verfahren in seiner urspriinglichen Form stabil ist. Fiir p(M(c0)) < 1
erhédlt man Stabilitdt nach einer kleinen Modifikation des Operators T}, genauer
von T}. Fiir p(M(c0)) = 1 geniigt der Operator T}, keiner Stabilitétsungleichung
gleichméBig fiir kleine h. Wir nehmen diese Uberlegungen zum Anlass fiir die Defi-
nition:

Definition 3.17 Wir nennen ein allgemeines lineares Verfahren fir Index-2 DAEs
in Hessenberg Form stabil in z, wenn es nullstabil ist und p(M(00)) < 1 gilt. Zusdtz-
lich bezeichnen wir ein allgemeines lineares Verfahren als stabil, wenn es sowohl in
y als auch in z stabil ist.

Wir fassen nun alle Beobachtungen in einem Satz zusammen. Dabei werden wir ne-
ben den beiden Variablen y und z auch die Félle p(M(00)) gleich oder kleiner eins
getrennt betrachten miissen. Zudem brachte die Annahme §; = O(h) in manchen
Féllen eine Verbesserung. Wir bezeichnen daher den Definitionsbereich des Opera-
tors Tj, = (T}, T7) etwas genauer mit Uy, falls sich die ¢; wie O(h) verhalten. Um
nun den Satz formulieren zu konnen, definieren wir die verallgemeinerte Norm

|(w, 0) = ([l IV]1o0)”

fiir u € (R™)* und v € (R™)%. Zudem wiederholen wir die wichtigsten Definitio-
nen: Fiir Cy > 0 definieren wir die Umgebung

Us=UY x U?
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

durch

UY = {ue ®™M)| lu—ynllo < Coh, [[(U @ Q)(u—yn)lloo < d1h},
Us = {ve (RTI)QH |l — 2nlloo < 02}

Gilt 6; = O(h), so ersetzen wir den Index durch h.
Wir definieren den Operator

Ty, : Uy — (RTINS, Th(u,v) == (T} (u), Ty (u,v))
durch
Y . U(O) - 90<h>y0) fiir ] = 07
Tyiulz;) = { B Uu(z;) — Nvu(z; 1)) fiir j > 0,

2 N v(0) — p(h, zo) fiir j =0,
TE ) = oo Nt ooyl fi 50

Zudem definieren wir den Operator Tj, der bis auf

. T u(x
Tiu(xg) = PoTu(x) + Qo%

mit 7}, iibereinstimmt.

Satz (iiber die Stabilitéit) 3.18

Angenommen fir die Index-2 DAE (3.5) gelte (DAE1)-(DAE3). Fir das allgemeine
lineare Verfahren setzen wir (GLM1)-(GLM4) voraus.

Dann ist der Operator Ty, fir den Spezialfall M(oco) = 0 auf Uy, fiir hinreichend
kleine h stabil. Tatsdchlich gilt auf Uy, eine Stabilitdtsungleichung der Form

@0 - @ol< (G O )10 - Tuwo) (341)

mit positiven Konstanten CY, DY und C*. Weiter gilt:

(i) Im Fall 0 < p(M(o0)) < 1 erhalten wir im Allgemeinen nur die Stabilitit des
Operators T), auf U fiir hinreichend kleine h und &;, das heift es gilt eine Stabi-
litatsungleichung der Form (3.41) auf Us mit Ty, ersetzt durch Ty Dies ist durch
die z-Komponente bedingt. Tatsdchlich gilt fiir die y-Komponente weiterhin

|t —tllee < CY|T/0— T/l (3.42)

und auf Uj, sogar

li—ale < C*(IIPTYa~TY0)l|e + RIQ(TYa — TP ).
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(ii) Im Fall p(M(c0)) = 1 ist fir die y-Komponente eine Abschitzung der Form

(3.42) auf Uy, fiir hinreichend kleine h weiterhin maglich.
Fiir die z-Komponente gilt jedoch:

. T/ —TYu T/a—T/u
lo—ol < D=5 + Q20 )
h h
Tﬁ(av {)) — Ti(ﬂa @) ||
h o

+C?||
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

3.2.3 Konvergenz und Konsistenz

Wir untersuchen in diesem Abschnitt die Konvergenz allgemeiner linearer Verfah-
ren angewendet auf Index-2 DAEs in Hessenberg Form. Dabei betrachten wir die
Variablen y und z wieder weitgehend getrennt. Aufgrund des letzten Abschnitts
iber die Stabilitét beschrénken wir uns auf den Fall p(M(c0)) < 1, dass heifit wir
betrachten nur stabile allgemeine lineare Verfahren im Sinne von Definition 3.17.
Zudem geben wir eine Darstellung des lokalen Fehlers fiir allgemeine lineare Ver-
fahren, welche fiir gewohnliche Differentialgleichungen die Stufenordnung ¢ und die
Ordnung p > ¢ besitzen. Das Phéanomen der Ordnungsreduktion, welches von steifen
Differentialgleichungen her bekannt ist, ist auch bei Differential-Algebraischen Glei-
chungen erkennbar: Die Konvergenzordnung ist von der Gréfle der Stufenordnung.
Wir ziehen daraus die entsprechenden Konsequenzen.

Wir betrachten wieder eine Index-2 DAE der Form (3.5), wobei die Voraussetzungen
(DAE1)-(DAE3) gelten. Tatséchlich gehen wir in diesem Abschnitt von folgender
Verschérfung aus:

Die Funktion f ist 7-mal und g sogar (r + 1)-mal stetig differenzierbar.
(DAE4)

Dabei ist r > 1 die Konsistenzordnung der y-Komponente des allgemeinen linearen
Verfahrens angewendet auf Index-2 DAEs in Hessenberg Form, welche wir im An-
schluss an den Konvergenzsatz 3.25 definieren.

Ein allgemeines lineares Verfahren fiir diese DAE lautet:

ymtl = (Ve Iy + (B ® Iy f(Y. Z),
LU — (Ven):M+nBen)Z,
(3.43)
Y = UeIny" +h(Ae IN)f(Y,2),
Z = (UeL):"+nAe D)7,
0 = gY).

Dabei sind die Startwerte der Iteration durch eine Startprozedur ¢ gegeben:
[0] y
Y ©¥(h, Yo, 20) ) h
== — 3 9 2 .
( ,[0] ) ( ©*(h, Yo, 20) ©(h, Yo, 20)
Fiir das allgemeine lineare Verfahren sei (GLM1)-(GLM4) vorausgesetzt.

Was genau sind der lokale Fehler, die Konsistenz und die Konvergenz eines allge-
meinen linearen Verfahrens angewendet auf eine Index-2 DAE (3.5)?7 Wéhrend eine
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3.2 Index-2 DAEs in Hessenberg Form

Definition des lokalen und globalen Fehlers und somit der Konvergenz auf natiirli-
che Weise gegeben ist, wird die geeignete Definition der Konsistenz erst spiter nach
einigen Uberlegungen erfolgen kénnen.

Definition 3.19 Bezeichne y.(x,h), z.(x, h) die correct value Funktionen. Dann de-

finieren wir den lokalen Fehler der y-Komponente eines allgemeinen linearen Ver-
fahrens fiir Index-2 DAEs in Hessenberg Form (3.43) durch

53 = gOy(h, y0720) - yc(x();h)?
o1 = Vye(@n, h) + hBF(Y (h,ye(n, h)), Z (B, ye(Tn, 1)) = Ye(@ni1, h),
wobei wir hier die Liosbarkeit des Gleichungssytems der Stufenwerte fiir hinreichend

kleine h garantieren konnen (vgl. Bemerkung 3.8 (ii)).
Entsprechend definieren wir den lokalen Fehler der z-Komponente durch

58 = ¢Z<hay07zﬁ> - Zc(x()vh)v
5TZL+1 = M(OO)ZC(xna h) + BA?lZ(hH yc(xna h)) - Zc(anrl) h)

Die Konvergenz und Konvergenzordnung ist wie gewohnlich iiber den globalen Fehler
definiert:

Definition 3.20 FEin allgemeines lineares Verfahren fiir Index-2 DAFEs in Hessen-
berg Form (3.43) ist konvergent in vy, falls fiir den globalen Fehler

A, = y["} — Ye(xp, h)

folgende Darstellung gilt:
A, =o(1)

mit x = x, = nh < x.. Ein solches allgemeines lineares Verfahren ist konvergent
von der Ordnung p in vy, falls fiir den globalen Fehler sogar gilt:

A, = O(h?).

Entsprechend ist die Konvergenz(ordnung) in der z-Komponente definiert.

Wir nennen ein allgemeines lineares Verfahren fiir Index-2 DAFEs in Hessenberg
Form konvergent (von der Ordnung p), falls es sowohl in y als auch in z konvergent
(von der Ordnung p) ist.

Konvergenz der y-Komponente
In einem ersten Schritt erhalten wir Konvergenzresultate mit den Abschitzungen
aus dem Stabilitatssatz 3.18:
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

Korollar 3.21
Angenommen die Voraussetzungen von Satz 3.18 gelten. Zudem sei p(M(o0)) < 1.
(i) Erfillt der lokale Fehler fir 0 < nh < konst. die “minimalen® Voraussetzungen

0z = o(l), Qodg = ho(1)
und gilt fir den lokalen Fehler in y die Darstellung
8 = o). o, = O (3.44)

fiir ein v > 1, so ist das allgemeine lineare Verfahren fiir hinreichend kleine
o-Terme in der y-Komponente konvergent von der Ordnung r.

(ii) Erfillt der lokale Fehler fir 0 < nh < konst. die “minimalen® Voraussetzungen
6, = O(h), Qody = O(h?),

s0 brauchen wir nur

B = o), Pleas)8ly = O(+) (3.45)
voraussetzen, um in der y-Komponente Konvergenz von der Ordnung r zu er-
halten.

Bemerkungen:
(i) Die minimalen Voraussetzungen in (i) und die Darstellungen in (3.44) mit r =
1 garantieren, dass die Lésung von Tp(u,v) = 0 in der Umgebung Us liegt.

Entsprechend sichern im Fall (ii) die minimalen Voraussetzungen und wiederum
die Darstellungen in (3.45) mit r = 1, dass diese Losung in Uy, liegt. In beiden
Fillen kann durch Anwendung von Satz 3.18 mit den Voraussetzungen in (3.44)
bzw. (3.45) die Konvergenz der Ordnung r geschlossen werden.

(ii) Bei Runge-Kutta Verfahren sind alle Voraussetzungen an &f und & per Defi-
nition erfillt, da von exakten konsistenten Anfangswerten gestartet wird. Eine
Startprozedur ist nicht ndtig. Die Voraussetzungen an 07, dagegen sind wei-
terhin notig (vgl. dazu [HLR89], wo diese Voraussetzungen nicht die nétige Be-
achtung finden; erst in der neueren Formulierung von Theorem 4.2 5.33 in dem
Buch [HW] auf Seite 493 wird eine Bedingung an die z-Komponente formuliert).

(iii) Fir r > 2 ist die Voraussetzung an Qody jeweils durch die Darstellungen (3.44)
bzw. in (i) durch (3.45) implizit gegeben.

(iv) Ist die Matriz M(oo) sogar nilpotent mit Index ko, so brauchen wir in (3.44)
und (3.45) jeweils fiir 6§ nur

Pyoy = O(h"), Qoo = O(h™ ™)

voraussetzen (vgl. Kapitel 4 Lemma 4.1). Wir gewinnen ndmlich nach den
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3.2 Index-2 DAEs in Hessenberg Form

Abschatzungen (3.33) und (3.34) aus Lemma 3.13, welches wir im Beweis unten
auf die Entwicklung des globalen Fehlers anwenden, nach ko Iterationen eine
h-Potenz in dem projizierten globalen Fehler Q,Ay,. Wir erhalten somit die
Konvergenz der Ordnung r nach ko Schritten, wihrend vorher die Ordnung r—1
betragt. Aufgrund der minimalen Voraussetzungen in (i) und (ii) bringt dies nur
fiir r > 3 einen Vorteil.

Beweis: Der Beweis besteht in der Anwendung des Stabilitéatssatzes 3.18: Wir be-
zeichnen dazu mit gy, z, die Losung des numerischen Modells T}, (u, v) = 0, das heifit
es gilt:
(Gns 2) () = (4", 21).
Zudem sei an die Bezeichnung (yp, z5,) der Restriktionen der correct value Funktionen
auf das Gitter €, erinnert. Da die Mengen Us und U}, Umgebungen von (yp, 25) sind,
gilt:
(Yn, zn) € Us N Up.
Wir zeigen, dass unter den Voraussetzungen von (i) auch die numerische Losung in
der Umgebung Us liegt:
(Yn, Zn) € Us.

Satz 3.18 (i) liefert in diesem Fall fiir hinreichend kleine h und §; die Konvergenz
der Ordnung r in der y-Komponente:

1n = ynlloe < C¥ |1 T3 ynllos -
——
=O(h7)

Dabei gilt:
R yn (1) = 61, T yn(wo) = .-

Unter den Voraussetzungen von (ii) finden wir sogar
(Un, 2n) € Up.
Eine Anwendung von Satz 3.18 (i) liefert nun

5 = yalloe < C* (IPT ynlloe + RIQT il ).

Aufgrund der Definition des Operators 7}, und den Voraussetzungen an den lokalen
Fehler gibt dies genau die Konvergenz der entsprechenden Ordnung:

150 = Ynlloo < CTO(RT).

Zu (i): Wir zeigen fiir Cy > 0 induktiv

ly™ = ye(wa, D) < Coh,
1Qn (W™ = ye(n, W) < bih, (3.46)
127 = 2oz, D)l < G
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

Wir miissen diese Abschétzungen fiir hinreichend kleine d; und h garantieren, damit
wir Satz 3.18 (i) auch wirklich anwenden koénnen.

Fiir 7 > 2 ist es nicht weiter schwer (3.46) zu zeigen. Alle notigen Abschitzungen
koénnen ohne genauere Uberlegungen angewendet werden. Im Fall » = 1 ist dies
nicht moglich. Das Ziel ist ja (3.46) gleichméBig fiir n zu zeigen. Insbesondere
miissen Cy und die 9; unabhingig von n sein. In diesem Fall zahlt sich das
genaue Vorgehen der letzten beiden Abschnitte aus, wo wir die Abhéngigkeiten
entsprechender Konstanten genau untersucht haben (vgl. die Zusétze von Satz 3.7
und Korollar 3.10 und die daraus resultierende Bemerkung 3.11).

Induktionsanfang: Fiir beliebig vorgegebene 9; konnen wir den Induktionsanfang fiir
hinreichend kleine A und o(1) mit der Voraussetzung Qo5 = ho(1) garantieren:

y[o]_yc(anh) = gpy<h’7y0a20)_yc($07h’) = 58 = O<h)7
A — 2 (w0, h) = ©*(h,yo, 20) — ze(zo, B) = 02 = ofl).

Hier miissen wir Cy aufgrund der Konstanten, die implizit durch den O-Term gege-
ben ist, entsprechend grof§ wahlen.

Wir gehen nun davon aus, dass (3.46) fiir alle j = 0,...,n gilt. Gilt (3.46) dann
auch fiir j = n + 17 Die Antwort ist natiirlich: Ja! Um dies zu zeigen, erinnern wir
zunéchst an die Iterationsoperatoren

Yyl = Nyl
Antl) — NE(yln ]y,

die definiert sind durch

Nyl = Vylrl - hB (Y (h,y™), Z(h, y™)),
Nyl 27y = M(00)2" + BA='Z(h,y™).

Aus der Definition des lokalen Fehlers folgt unmittelbar die Darstellung

§7yz+1 = NyyC('rrm h) - yc(xn+17 h)7
6fL+1 - Nz(yc('r'm h)7 ZC(x'rw h)) - Zc(xn—i-ly h)

Induktionsschluss: Mit der nahrhaften Null und dem Iterationsoperator der y-
Komponente finden wir fiir den globalen Fehler die Darstellung

y[n+1] o yc($n+1> h) = y[n+1] - Nyyc($n7 h) + Nyyc((l:na h) - yc(l'nJrla h)
= V(" — ye(aa, h)) + hAD, + 5%, (3.47)

Hier haben wir die abkiirzende Schreibweise aus Abschnitt 3.2.2 benutzt:
AD; = (h,yV) — ®(h, ye(z;, b)),
Die Verfahrensfunktion ist dabei gegeben durch:
O(h,u) .= Bf(Y(h,u), Z(h,u)).
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3.2 Index-2 DAEs in Hessenberg Form

Analog zum Beweis von Lemma 3.12 erhalten wir fiir 7 = 0,...,n und 6 = maxd;
die Darstellung (ohne das Kronecker Produkt)

A®; = BAT'UQ;Ay; + O(8]|Q;Ay;l) + O(h]| Ayyll), (3.48)

wobei diesmal alle O-Terme unabhéngig von Cj sind. In Abschnitt 3.2.2 besafl Cy
als Konstante in der Definition von Us genau die gleiche Funktion wie hier. Die
Unabhéngigkeit ist garantiert, da wir bei der Linearisierung 3.29 die Abhéngigkeit
vermeiden konnen (vgl. Bemerkung 3.11). Das Einsetzen von (3.48) in die Darstel-
lung des globalen Fehlers (3.47) ergibt folgende Fehlerentwicklung:

Ay = VP Ay; + M(00)Q;Ay; + O0]|Q;Ay;l|) + O(hl|Ay;ll) + 051 (3.49)

Dabei sind weiterhin alle O-Terme unabhéngig von Cj. Eine Anwendung von Lemma
3.13 mit D; = ||T}||~ liefert eine von n und Cy unabhéngige Konstante K > 0 mit

|Ayn11]] < Kh.

Ohne Einschriankung sei Cj in (3.46) grofer gewéhlt worden als K. Zusétzlich finden
wir mit der Abschétzung (3.32) aus Lemma 3.13 ohne Einschrinkung fiir dasselbe
K die Ungleichung

HQnJrlAynJrIH < Kh0(1>'

Hier ist o(1) der o-Term aus der Darstellung Qody = ho(1). Ist dieser o-Term hin-
reichend klein, so kann
KO(l) < (51

garantiert werden.

Mit der nahrhaften Null und dem Iterationsoperator der z-Komponente finden wir

A (g, B)

= Z[n+1] - Nz(yc(xnv h)7 ZC('I'VU h)) + NZ(?JC(:EH’ h)v Zc<xn’ h)) - zc(wn-i-l’ h)
= M(00) (2" = ze(xn, 1)) + BATH(Z(h,y™) = Z(h, ye(wn, 1)) + 05y

Mit Korollar 3.10 kénnen wir die Differenz der Stufenwerte abschétzen:
1BATH(Z(h,y") = Z (h, ye(n, )| < %IIQn(yW—yc(%h))||+K2||y[”]—yc(:vmh)ll-
Dabei ist die Konstante K; unabhéngig von Cy und den ;. Somit folgt

12" = (@, B < M (00)[[4]2 = ze(@n, )|« + Kby + KahCo + o(1).
Die Norm sei so gewéhlt, dass gilt:

[M ()]« <1
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

(vgl. [SB] Satz 6.9.2). Dies ist aufgrund der Voraussetzung p(M (o0)) < 1 moglich.
Fiir hinreichend kleine h,0; und o(1) kann daher

1Y = (@1, B) | < 6

garantiert werden.

zu (ii): Der Beweis ist analog: Wir ersetzen in (3.46) die §; durch C;h. Der Indukti-
onsanfang ist wieder durch die Voraussetzungen gegeben. Die Konstanten C; miissen
nur entsprechend grofl gewéhlt werden. Im Induktionsschluss folgt

[AYn]l < Coh

in genau derselben Weise wie in (i). Fiir die projizierte Komponente folgt nun mit
der Abschétzung (3.32) aus Lemma 3.13

1Qni1AYnia| < Kh*

Die Konstante K ist dabei unabhéingig von n und den Cj;. Dabei gelte ohne Ein-
schrankung K < (.
Fiir die z-Komponente gilt nun

120 — 2(ngr, D) < || M (004|121 = 2e(2n, h)||+ + K1C1h 4+ KyhCo + O(R).
Fiir hinreichend kleine h gilt somit
|20 — ze(@nsa, B < Coh,

falls C5 hinreichend grof gewéhlt worden ist.
0

Besitzt der lokale Fehler allgemeiner linearer Verfahren, welche fiir gewohnliche Dif-
ferentialgleichungen konzipiert wurden, jetzt aber auf Index-2 DAEs in Hessenberg
Form angewendet werden, die im Korollar geforderte Form? Wir werden im folgen-
den Satz sehen, dass dies nicht immer der Fall ist. Zudem ist die Ordnung des lokalen
Fehlers von der Grofle der Stufenordnung!

Wir erinnern an die Blockdiagonalisierung der stabilen Matrix V' aus Kapitel 2 im
Anschluss an die Definition 2.13:

TWT = diag{1,...,1,(, ..., G, Js} (3.50)

mit ¢; # 1 und |(;] = 1. Das Spektrum der Matrix J liegt dabei innerhalb des
Einheitskreises. Zudem hatten wir dort die Projektion

E := Tdiag{I,0,...,0}T! (3.51)

definiert.
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3.2 Index-2 DAEs in Hessenberg Form

Satz (iiber den lokalen Fehler) 3.22

Fiir die Index-2 DAE (3.5) setzen wir (DAE1)-(DAE3) bzw. die Verschirfung (DAEA4)
fiir g > 1 voraus. Angenommen ein allgemeines lineares Verfahren mit invertierbarer
Koeffizientenmatriz A besitzt fiir gewohnliche Differentialgleichungen die Konsisten-
zordnung p und die Stufenordnung q mit p > q > 1. Dann gelten fiir den lokalen
Fehler der y-Komponente des Verfahrens angewendet auf die DAE (3.5) die Dar-
stellungen

*q + 1< p: 5$/L+1 = O(hq+1)7 P(xn+1)6z+1 = O(hq+2)'
¢« g+1=np: §Y,, = O(hr+h), EP(2,:1)00,, = O(h+2).
*qg=Pp On1 = O(hP), Edy . = O(hP*).

Fiir den lokalen Fehler der z-Komponente gilt immer
52,1 = O(hY)

Zusatz: Angenommen der lokale Fehler des allgemeinen linearen Verfahrens fiir
gewdhnliche Differentialgleichungen besitze die Ordnung p. Dann gelten fiir den lo-
kalen Fehler der y-Komponente des Verfahrens angewendet auf die DAE (3.5) die
Darstellungen

*q + 1= p: 5$/L+1 = O(hq+1)7 P($n+1)5Z+1 = O(hq+2>'
e g =p: 6.1 = O(hP).
Bemerkungen:

(i) Die Darstellungen des lokalen Fehlers sind unabhdngig von der Matriz M (o).

(ii) Insgesamt ist die Ordnung des lokalen Fehlers von der Grofie der Stufenordnung!

Beweis: Die Idee des Beweises liegt darin, die Losung y(z), z(x) der Index-2 DAE
(3.5) als Losung gewisser gewohnlicher Differentialgleichungen zu interpretieren,
um die Voraussetzungen an das allgemeine lineare Verfahren ausnutzen zu kénnen.

Die Losungskomponente y(z) ist Losung der gewthnlichen Differentialgleichung

u' = f(u, 2(x)).

Hier wurde die exakte Losung z(z) eingesetzt. Die Definition der Konsistenz 2.13
liefert nun

Opi1 = Vye(zn, ) + hBf(U(h, ye(n, h)), 2(zn + ch)) = ye(Tni1,h) = O(RP),
E(8Y+...+08%,) = O(hP).
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

Im Fall des Zusatzes gilt sogar
Opp1 = O(hPth).
Es sei an die Schreibweise

h(l‘n + Clh)
h(z, + ch) = :
h(x,, + csh)

erinnert. Betrachten wir den lokalen Fehler der y-Komponente des allgemeinen li-
nearen Verfahrens angewendet auf die Index-2 DAE

5’%—&—1 = VyC(xm h) + th(Y<hv y6<wn’ h))v Z(ha yC(mnv h))) - yC(mn-i-lv h)

so dhneln sich die Darstellungen der lokalen Fehler oben sehr. Tatséchlich gilt

1 = Ot B(FV (e 1)), Z(h, e 1))~ F(U (e 1), 2(ch) ).

Um jetzt die Differenz in den Griff zu bekommen, miissen wir die Differenz der
Argumente abschétzen: Da die Stufenordnung ¢ ist, gilt per Definition

Aus Lemma 2.3 folgt damit
U(h,ye(xn, h)) — y(z, +ch) = O(h4TH).

Offenbar gilt zudem
0= g(y(an + ch)).

Wir wenden nun Satz 3.7 auf
n= Uyc(xn7 h), §= UZC(In, h)
an und erhalten fiir die Losung Y (h, ye(x,, b)), Z(h, y.(x,, h)) die Darstellungen

Y(h,ye(zn, h)) = 1@ y(z) = O(h),

(vgl. Bemerkung 3.8 (ii)). Insbesondere erhalten wir fir hinreichend kleine i mit
Korollar 3.9 die Darstellungen

Y (h,ye(zn, h)) — y(z, +ch) = O(h'H),
Z(h,yc(xn, b)) — 2(xy, +ch) = O(h?).
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3.2 Index-2 DAEs in Hessenberg Form

Mit diesen Uberlegungen kénnen wir die Argumente der Differenz in der Darstellung
des lokalen Fehlers oben abschétzen. Eine Taylorentwicklung liefert dann

5ryz+1 = Onp1
+hB§—£(]l @ y(zn), 1® 2(x0))(Z(h, ye(2n, b)) — 2(zn + ch)) + O(hTF?).

Nutzen wir die tatsédchliche Struktur aus, indem wir das Kronecker Produkt verwen-
den, so erhalten wir

Ons1 = Ony1 + W(B & f2)Z(h,ye(wn, h)) — 2(zn + ch)) + O(RTT).

Hier ist fI' wieder eine Abkiirzung der partiellen Ableitung von f ausgewertet in
(y(xy), 2(z,)). Eine letzte Taylorentwicklung liefert die Darstellung

5Z+1 = 6Z+1 + h(B & f;+1)<?<h7 yc<In; h)) - Z(xn + Ch)) + O(hq+2)'

O(h9)

Mit P(2y41) 2™ = 0 und den Eigenschaften von 6%, folgen alle Aussagen des
Satzes beziiglich der y-Komponente unmittelbar.

Um den lokalen Fehler der z-Komponente zu untersuchen, erinnern wir daran, dass
auch z(z) Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung

v = p(x,v)

ist. Diese Gleichung erhélt man durch zweimaliges Differenzieren der algebraischen
Gleichung, auflésen nach 2’ und einsetzen der exakten y-Komponente y(z). Wir
verwenden zur Unterscheidung die Variable v. Mit der Stufenordnung ¢ und der
Konsistenzordnung p erhalten wir

2(x, +ch) = Uzdw,, h) +hAp(x, + ch, z(x, + ch)) + O(h'T),
2e(Tny1,h) = Vzo(xn, h) +hBep(x, + ch,V(h, z.(x,, h))) + O(hP).

Man beachte, dass wir hier nicht die Matrix F und die exakte Definition der Kon-
sistenzordnung benutzt haben (vgl. Definition 2.13), da wir nur an Ordnung p in-
teressiert sind. Eine weitere einfache Folgerung aus der Stufenordnung ¢ ist

2(xy, +ch) — V(h, ze(zn, b)) = O(RTH)

(vgl. Lemma 2.3). Losen wir die erste Gleichung oben nach der Funktion hy auf und
investieren diese Folgerung

ho(x, + ch, Z(h, z.(xp, h))) = A_l(z(a:n +ch) = Uz(zn, h)) + O(hq“),
so finden wir

Ze(Tpi1, h) = M(00)ze(2n, h) + BA™ 2(x,, + ch) + O(hminipatihy,
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

Der lokale Fehler der z Komponente ist gegeben durch
Ze(Tpi1, h) = M(00)ze(2n, B) + BA Z(h,y.(x,, h)).

Der Aussage des Satzes iiber den lokalen Fehler der z-Komponente folgt nun aus
der bereits oben hergeleiteten Darstellung

Z(h,ye(xn, b)) — 2(xz, + ch) = O(hY). -

Wie wir bereits in der Bemerkung im Anschluss an den Satz festgestellt haben, ist
die Ordnung des lokalen Fehlers sowohl in der y- als auch in der z-Komponente von
der Groflenordnung der Stufenordnung. Dies bedeutet, dass vor allem Verfahren mit
hoher Stufenordnung zum Beispiel mit p = ¢+ 1 oder p = ¢ zum Losen von Index-2
DAESs in Hessenberg Form geeignet scheinen. Solche Verfahren sind auch zum Losen
steifer Differentialgleichungen aufgrund des Phdnomens der Ordnungsreduktion ent-
wickelt worden (vgl. zum Beispiel [Huang05, Wright02]).

Uber den lokalen Fehler §¢ und 67 zu Beginn der Iteration kann der Satz natiirlich
keine Aussage machen, da wir die Startprozedur nicht festgelegt haben. Wir werden
bei der Implementierung darauf zu achten haben, dass die entsprechende Ordnung
gewihrleistet werden kann (vgl. Kapitel 4).

Korollar 3.21 liefert in den meisten Fillen entsprechende Konvergenzaussagen der
allgemeinen linearen Verfahren. Nur das Auftreten der Matrix £ ist in den Voraus-
setzungen des Korollars, vorallem in (ii), nicht beriicksichtigt. Kénnen diese Vor-
aussetzungen dahingehend reduziert werden? Die Antwort ist: Ja! Um dies auch
wirklich einzusehen, beweisen wir eine Verallgemeinerung von Lemma 3.13:

Konvergenzlemma 3.23 Gegeben sei eine Iteration in R™ der Form
§v1 = VP& + MQs&; + O(h]§]]) + hrj
fiir 0 < jh < konst. Zudem gelte (fiir solche j):

e Die Matrizen M und V' sind stabil; es gilt sogar p(M) <1 und 1 € o(V).

Die Progektionen P;, Q; = I, — P; auf R™ kommutieren mit V und M und
es qgilt
Pip1 = P;+ O(h).

Es existiert eine stetig differenzierbare Funktion r mit
r(z;) = rj

Es existieren nicht negative Konstanten D und D’ mit

Il < D, Il < D"

100



3.2 Index-2 DAEs in Hessenberg Form

Dann existieren hg > 0 und eine Konstante C' > 0, so dass die folgende Abschdtzung
léall < C(lgoll +hD + Rl Y- EPary| + hD') (3.52)
k=1

fiir alle h < hg und nh < konst. gilt.
Zusatz: Setzen wir hrg := &y, so existiert ein K > 0 mit

0<j<n 0<j<n

J
max | S VIThPr| < K max ],
1=0

0<j<n 0<j<n

J
max || Y M/ hQuril| < K max [|g]).
=0

Beweis: Wir hatten bereits in (3.51) die Projektion E auf den Eigenraum zum
Eigenwert 1 mit Hilfe der Transformation (3.50) eingefiihrt:

E = Tdiag{I,0,...,0}T".
Entsprechend definieren wir die Projektionen:

B, = Tdiag{0,1,0,...,0}7 1,

E, = Tdiag{0,...,0,1,0}T".
Wir definieren weiter die zu J, dquivalente Matrix
V, = Tdiag{0,...,0, J YT

Insbesondere liegt auch das Spektrum von V; innerhalb des Einheitskreises. Die Ei-
genwerte von V; sind genau die Eigenwerte von V' die nicht auf dem Rande des
Einheitskreises liegen. Bezeichne E; die Projektion auf die direkte Summe der zu-
gehorigen verallgemeinerten Eigenrdume parallel zu der direkten Summe der restli-
chen verallgemeinerten Eigenrdume.

Mit diesen Definitionen erhalten wir die Zerlegung

V=E+GE+...+GE + V. (3.53)

Wir gehen im Folgenden sehr #hnlich zum Beweis des Stabilitdtslemmas 3.13
vor, vermeiden aber zunéchst die Anwendung der Dreiecksungleichung. Die Idee
besteht darin, die Iteration durch Anwendung verschiedener Projektionen zu
zerlegen und dann eine Iteration in einem entsprechend hoher dimensionalen Raum
zu betrachten. Fiir diese Iteration ldsst sich eine Stabilitdtsungleichung zeigen.
Schreiben wir anschlieend §;41 als Summe unter diesen Projektionen, so erhalten
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

wir die Stabilitdtsungleichung des Lemmas.

Wir finden wie im Beweis des Stabilitdtslemmas 3.13 die Gleichungen
Pj+1£j+1 = ijgj + O(hHQH) + h13j+1rj+l>
Qjr1&ir1 = MQ;& + OM&]) + hQjiarjs.

Multiplizieren wir die erste dieser Gleichungen von links mit ', F; und E;, so erhal-
ten wir mit der Darstellung (3.53) die Gleichungen

(3.54)

EPj &1 = EPE+ O(|&) + hEP; 1741,
EPj1&j1 = VLEP + O(hl|]) + hEPjiarjia,
EiPja&in = GEPE + O(h|&l) + hEiPiarjg

fir ¢ = 2,...,1. Wir haben nun die Iteration durch Anwendung verschiedener Pro-
jektionen zerlegt und betrachten diese Zerlegung bei entsprechender Definition von
v; und 7;4; als Iteration in einem (I + 2)m-dimensionalen Raum:

J

_ _ _ it k—

Vjy1 = BU]' -+ th+1 = B]+ Vo + h E B Tj+1—k-
k=0

Dabei ist die Matrix B definiert durch
B = diag{-[?C?Ia"‘aCl];‘/;?M} +O<h)

Die Stabilitat dieser Iteration ist fiir hinreichend kleine h mit der Stabilitit der Ma-
trix B gewahrleistet. Insbesondere ist B™ normbeschrénkt und zwar gleichméfig fiir
alle n mit nh < konst. Tatséchlich sind wir jedoch daran interessiert, in welchen
Komponenten wir den Faktor A vor der Summe investieren miissen, um deren Be-
schranktheit zu erhalten, und in welchen Komponenten dies nicht notig ist.

Wir blockdiagonalisieren dazu die Matrix B. Es existiert eine Transformationsmatrix
S der Form
S=1+0(h)
mit
SBS™' = J :=diag{I + O(h), oI + O(h), ..., I + O(h),diag{V,, M} + O(h)}.

Wir finden damit

n—1

Uy = B0+ hY S~ IFST s (3.55)

k=0

Aufgrund der Blockdiagonalstruktur der Matrix J gilt:

T = diag{I + O(1), C2(I + O1)),..., (I + O(1)), (diag{Vs, M} + O(h))"}.
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3.2 Index-2 DAEs in Hessenberg Form

(I+2)m

Wir definieren nun eine Norm |||, auf R wie folgt:

U1 1+2

s ] b= D ol
k=1

Vi+2

mit einer beliebigen Norm auf R™. Wenden wir diese Norm auf (3.55) an, so finden
wir mit der Dreiecksungleichung und der Stabilitdt der Matrix B die Abschétzung

1€all < Il

n—1

< ke
< (Il +hD+h||kz_;J Facsll). (3.56)

Wir untersuchen die Blécke der Matrix J* etwas genauer. Der untere rechte Block
von J ist
diag{Vs, M} + O(h).

Fiir hinreichend kleine h liegen alle Eigenwerte dieser Matrix im Einheitskreis. Also
ist

n—1

> "(diag{Vi, M} + O(h))*

k=0
beschriankt. Wir miissen keinen Faktor A investieren, um diese Beschrianktheit zu
erhalten.
Dies ist natiirlich bei dem ersten Block

I+0(1)

der Matrix J* nicht mdglich. Daher bleibt die Summe in der Abschiitzung des Lem-
mas erhalten.

Betrachten wir nun noch die Blocke zu den Eigenwerten auf dem Rand des Einheits-
kreises, die ungleich 1 sind. Mit der Abelschen partiellen Summation folgt leicht (vgl.

[H] S.91):

_an

Ei(Pys17r41 — Pirye)

n—1
Z QkEiPn—an—k =

k=0

1—

fiir ¢ = 2,...,1. Daher folgt

n—1

HZC Ei P ol < K( D+Z|\7”k+1—7"k|’)

fiir eine positive Konstante K. Hier haben wir wieder die Voraussetzung
Pii1 = Pi + O(h) ausgenutzt. Durch die Beschrénktheit der Ableitung 7’ ge-
winnen wir einen Faktor h, den wir investieren, um die Summe unabhéngig von n
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

und h abzuschétzen.
Mit diesen Uberlegungen folgt die Abschétzung des Lemmas nach einer eventuellen
Vergroferung von C' leicht aus (3.56).

Zum Beweis des Zusatzes: Mit hrg = & und der abkiirzenden Schreibweise
S := diag{V, M}

folgt unmittelbar aus der Darstellung von Pj1&;4+1 und (Q;+1&;4+1 in (3.54):
Pi1&in ) ( Voo ) ( Pj§; ) ( Piyaripa >
= + O(h||&)|) + R JTd
(Qjﬂfjﬂ 0 M Qj&; (hli&; 1D Q17541
. P& P
— S]+1 0S0 > + Sj i |: h S +h< i+1794+1 >:|
( Qoo ZZ ) Qi1Tiv1
j+1 P
5o S0 ()

Also gilt nach entsprechender Auflésung:

~ iy (P Py \ N
ora()- () - Eoramen

=0

Mit der Stabilitdt der Matrizen V' folgt:

J
IS VI hPrll < Pl + O EZHVW sl
=0
< (1+00); '>Om.ax &1
<j<n

<
< K max |||

fiir hinreichend grofles K > 0. Der Beweis der zweiten Ungleichung des Zusatzes
folgt analog.

O

Bemerkung 3.24 Der Beweis macht deutlich, dass die Aussagen des Korollars
auch fir eine stabile Matriz M mit p(M) = 1 richtig bleiben. Die Abschitzung
(3.52) lautet dann

léall < C(lgoll +AD + I Y By Pl + Il S EnQurell + hD'),
k=1 k=1

wober die Projektion E nun mit Ey bezeichnet wurde und Ey; die entsprechende
Projektion auf den Eigenraum zum Eigenwert 1 der Matrix M ist.
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3.2 Index-2 DAEs in Hessenberg Form

Eine leichte Folge des Konvergenzlemmas ist:

Satz (iiber die Konvergenz in y) 3.25

Angenommen fir die Index-2 DAE (3.5) gelte (DAEL)-(DAE3) bzw. es gelte die
Verschirfung (DAE4) fir r > 1. Fir das allgemeine lineare Verfahren setzen wir
(GLM1)-(GLM4) bzw. sogar p(M(c0)) < 1 voraus.

Erfillt der lokale Fehler fiir 0 < nh < konst. die “minimalen® Voraussetzungen
52 = O(h), Qudy = O(h?)
und gilt fir den lokalen Fehler in y die Darstellung

& = O(h),
8V = de(zn)h” + O, (3.57)
EP(zp41)0 = O(W™)

fir eine stetig differenzierbare Funktion d.(x), so ist das allgemeine lineare Verfah-
ren in der y-Komponente konvergent von der Ordnung r.

Zusatz: Seien auch die correct value Funktionen r-mal stetig differenzierbar. Un-
ter den minimalen Voraussetzungen oben sind die Bedingungen in (3.57) nicht nur
hinreichend fiir die Konvergenz der Ordnung r, sondern auch notwendig.

Beweis: Der Beweis kann vollig analog zum Beweis von Korollar 3.21 (ii) gefiihrt
werden. Tatséchlich kann Lemma 3.13, insbesondere die Abschétzung (3.32), wei-
terhin angewendet werden. Statt (3.31) muss jedoch die entsprechende Abschétzung
(3.52) aus Lemma 3.23 verwendet werden.

Beweis des Zusatzes (vgl. [HW] S.437ff fiir gewohnliche Differentialgleichungen):
Nach Voraussetzung sind die rechte Seite f der Differential-Algebraischen Gleichung
und die correct value Funktion r-mal stetig differenzierbar sind. Die Funktion g der
algebraischen Gleichung ist sogar r+ 1-mal stetig differenzierbar. Wir kénnen in die-
sem Fall den lokalen Fehler der y-Komponente in eine Taylorreihe in i entwickeln:

§U ) = d () + AU (@)l + ..+ dY(z)hT + O(hTHY),

Die Funktionen d%(z) sind dabei (r — j + 1)-mal stetig differenzierbar (vgl. im Fall
von gewohnlichen Differentialgleichungen (2.6)).
Die Anwendung von Lemma 3.23 auf die Darstellung des globalen Fehlers (3.49)
liefert nach dem Zusatz des Konvergenzlemmas:

i
max || Y VIR < K max [[Ayl,
1=0

0<j<n 0<j<n

J
max || > M/7TQi6Y|| < K max [|Ay;|.
=0

0<j<n 0<j<n
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

Setzen wir die Konvergenz der Ordnung r voraus, so folgt unmittelbar
g = O(n"),
O = di(za)h" + O(R™)

fir alle 0 < nh < konst. Aufgrund der Zerlegung (3.53) gilt EV = E. Daraus
wiederum folgt die Identitét

n+1 n
E(Pyf + ...+ Pud¥) + Poprdlyy =Y VP — (V= E)Y V'IPY.
=0 =0

Die Anwendung der Dreiecksungleichung liefert:
IB(RE + .+ Publ) + Paadlys| < (14 [V = BIDK goas || Ag,|
= O(h"). (3.58)
Der Beweis wird nun vollig analog zum Beweise von Lemma 8.11 in [HW] S. 437

gefiihrt: Wir betrachten Paare (n, h) fir fest gewéhltes © = nh. Mit der Darstellung
des lokalen Fehlers finden wir

E(Pi6} +...4+ P,8%) = WEY  Pid!(x;_1) + O(h").

j=1

Wir investieren P; = P;j_; + O(h) und approximieren die erhaltene Summe durch
das entsprechende Riemann-Integral:

B(P6! + ...+ PyoY) = b= / EP(s)d(s) + O(").
0
Aufgrund der Abschitzung (3.58) ist das Integral gleich 0. Da aber x beliebig gew#hlt
werden kann, verschwindet der Integrand, das heifit es gilt:
EP(z)d](z) = 0,

womit der Zusatz vollstdandig bewiesen ist.
0

Aufgrund dieses Satzes definieren wir die Konsistenz der y-Komponente fiir allgemei-
ne lineare Verfahren angewendet auf DAEs der Form (3.5) wie folgt (vgl. Definition
2.13 bzw. die dquivalente Formulierung (2.7)):

Definition 3.26 FEin allgemeines lineares Verfahren angewendet auf Index-2 DAEs
i Hessenberg Form ist in der y-Komponente konsistent der Ordnung p, falls gilt:

oy = O(h"),
(B @ P(zn41))0ny, = O(R)

fiir 0 < nh < konst.
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3.2 Index-2 DAEs in Hessenberg Form

Konvergenz der z-Komponente
Als Anwendung des Stabilitdtssatzes 3.18 erhalten wir das folgende Konvergenzre-
sultat:

Satz (iiber die Konvergenz in z) 3.27

Angenommen fir die Index-2 DAE (3.5) gelte (DAE1)-(DAE3). Fir das allgemeine
lineare Verfahren setzen wir (GLM1)-(GLM4) bzw. sogar p(M(o0)) < 1 voraus.
Erfillt der lokale Fehler fir 0 < nh < konst. die Voraussetzungen

& = O(n), Qody = O(h™),
6, = O(h), Ohy = O™

so ist das allgemeine lineare Verfahren (in der z-Komponente konvergent) von der
Ordnung r.

Beweis: Unter diesen Voraussetzungen liegt die Losung des numerischen Modells
Ty(u,v) = 0 nach dem Beweis von Korollar 3.21 (i) in der Umgebung Us. Somit
liefert Satze 3.18 (i) die Konvergenz der Ordnung r.

O

Bemerkung: Fir nilpotente Matriz M(co) erhalten wir unter weniger starken
Voraussetzungen an 0y und 8¢ nach ko Schritten Konvergenz der Ordnung r, wobei
ko den Index der Nilpotenz bezeichnet (vgl. Bemerkung (iv) im Anschluss an Korollar
3.21). Wir setzen in diesem Fall nur voraus:

% = o(1), Qodg = ho(1),
& = O(), Quoy = O(h™),
5fz+1 = O(hr)a §7yz+1 = O(hTH)-

Dabei ist in Abhdngigkeit von r jeweils eine Bedingung an Qodf hinfillig.
Diese Aussage ist leicht einzusehen. Sie folgt unmittelbar aus der Bemerkung (iv)

im Anschluss an Korollar 3.21 und aus der folgenden Darstellung aus dem Beweis
von Lemma 5.16:

Azko = M(OO)AZkO_l + BAilAZko—l + 620

ko—1
= M(00)" Azy+ Yy MO BATIAZ + 67,
H,—/ i—0

=0
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

3.3 Semi-explizite Index-2 DAEs

In diesem Unterkapitel iibertragen wir die Konvergenzresultate allgemeiner linearer
Verfahren fiir Index-2 DAEs in Hessenberg Form auf andere semi-explizite DAEs
mit Storungsindex 2. Eine solche Ubertragung ist in [HW] (S. 456) angedeutet und
in [BP89] sehr kurz skizziert. Wir werden dabei zunéchst eine leichte Verallgemei-
nerung von Index-2 DAEs in Hessenberg Form betrachten. Diese verallgemeiner-
te Klasse von DAEs enthélt die augmentierte Index-2 Formulierung mechanischer
Mehrkorpersysteme (vgl. Beispiel 3.28). Zum anderen bildet sie die Grundlage, die
Konvergenzresultate auf eine noch umfassendere Klasse von semi-expliziten DAEs
mit Storungsindex 2 zu iibertragen, welche auch typische Gleichungen der Schalt-
kreissimulation enthélt.

Augmentierung mechanischer Mehrkorpersysteme

Beispiel 3.28 Die Bewegungsgleichungen eines mechanischen Mehrkdrpersystems
auf dem Geschwindigkeitslevel sind gegeben durch (vgl. Kapitel 1):

p = v,
M(p)o = f(t,p,v) —G(p)" A, (3.59)
0 = G(p)w.

Dabei sei die Massematriz M(p) invertierbar und der Rang von G(p) mazimal.
Streng genommen handelt es sich bei (3.59) um ein implizites System. Durch Mul-
tiplikation der zweiten Gleichung von links mit M(p)~' erhalten wir eine Index-2
DAFE in Hessenberg Form. Da der Index offensichtlich invariant ist unter einer sol-
chen Multiplikation, handelt es sich bei (3.59) um eine implizite Index-2 DAE.
Wollen wir jedoch diese Multiplikation vermeiden und (3.59) direkt durch ein allge-
meines lineares Verfahren diskretisieren, so bildet nach Unterkapitel 3.1 das folgende
augmentierte System die Grundlage:

o o S
I
= &
)
—
g
|
~
=
B
<
—+
@
—
=
!
>

Diese augmentierte Formulierung mechanischer Mehrkorpersysteme auf dem Ge-
schwindigkeitslevel und ebenso die Augmentierung der entsprechenden GGL-Formulierung
gehoren zu der Klasse der DAEs

y = fly,w,z2), y(0) = yo €RY,
0 = k(y,w,z), w(0) = wy € RM, (3.60)
0 = g(y), 2(0) = 2 €eR!
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3.3 Semi-explizite Index-2 DAFEs

mit invertierbarer partieller Ableitung k., (y,w, z) in der Nahe der Losung. Fiir die
mechanischen Mehrkorpersysteme gilt N = M. Nach dem Satz {iber implizite Funk-
tionen lésst sich die zweite Gleichung nach w auflosen und wir erhalten mit einer
entsprechenden auflosenden Funktion H zumindest auf einem kompakten Intervall

w(z) = H(y(x), 2(x)). (3.61)

Hier bezeichne (y(z),w(x), z(x)) die Losung der DAE auf [0, z.], von deren Existenz
wir ausgehen. Des Weiteren sei neben k£ auch die Funktion f stetig differenzierbar.
Die Funktion g sei sogar zweimal stetig differenzierbar.

Ersetzen wir w(z) in der Differentialgleichung geméf Gleichung (3.61), so erhalten
wir die folgende DAE in Hessenberg Form:

"= fly,H(y, 2),2), (0) = yo € RV,
(i {0) = mew (362

Gehen wir nun davon aus, dass diese DAE den Index-2 besitzt, dass also die Matrix

Do) Ly, 1y, ). )
in einer Umgebung der Losung invertierbar ist, so besitzt auch die DAE (3.60) den

Index 2. Zusammenfassend setzen wir voraus:

Die Matrix k. (y,w, z) ist invertierbar. (DAEO)
. . of s .
Die Matrix Dg(y)a—(y, H(y, z), z) ist invertierbar. (DAE1)
z
Die Funktionen f, k sind einmal stetig differenzierbar, g sogar zweimal.
(DAE2)
Es existiert eine eind. Losung (y(x), w(x), z(x)) auf [0, z.]. (DAE3)

Die entsprechende Verschiarfung von (DAE2), welche wir in Satz 3.31 bendtigen,
lautet:

Die Funktionen f,k sind r-mal, g sogar (r + 1)-mal stetig differenzierbar.
(DAE4)

Welche Aussagen lassen sich fiir allgemeine lineare Verfahren angewendet auf DAEs
der Form (3.60) unter diesen Voraussetzungen treffen? Sind die Konvergenzresultate
des letzten Abschnitts iibertragbar bzw. genauer verallgemeinerbar?
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

Alle nun folgenden Aussagen lassen sich ohne groflen Aufwand auch fiir nicht-
autonome Index-2 DAEs der Form (3.60) formulieren. Wir behandeln jedoch auf-
grund einer iibersichtlicheren Darstellung wiederum den autonomen Fall.

Wir betrachten ein allgemeines lineares Verfahren, fiir welches wir wie im letzten
Unterkapitel (GLM1)-(GLM3) voraussetzen. Angewandt auf DAEs der Form (3.60)
lautet ein solches Verfahren:

gt = vyl hB (Y, W, Z),
w"t = M(co)w™ + BATW,
A = M (00)2M - BAT Z,
(3.63)
Y = Uy +hAf(Y,W,2Z),
0 = kY, W, 2),
= g(Y).

Liegen die Stufenwerte Y, W und Z bzw. deren s Subvektoren hinreichend nahe der
Losung, so lasst sich die zweite Gleichung des Gleichungssystems der Stufenwerte
nach W auflosen:

W =H(Y,Z). (3.64)

Das Gleichungssystem lésst sich unter dieser Voraussetzung reduzieren zu

Y = Uy +hAf(Y,H(Y, Z), Z),
0 = g).

Wir betrachten nun die Anwendung des allgemeinen linearen Verfahrens auf die
Index-2 DAE in Hessenberg Form (3.62):

yr i = vyt nB (Y, W, 2),
A = M (00)2" 4 BATY Z,
(3.65)
Y = Uy +hAf(Y,H(Y,2),2),
0 = g(Y).

Unter der Auflésbarkeitsvoraussetzung (3.64) ist das Gleichungssystem der Stufen-
werte eines allgemeinen linearen Verfahrens angewendet auf die DAE (3.60) und die
reduzierte DAE in Hessenberg Form (3.62) bis auf die zusétzlichen Stufenwerte W
identisch (vgl. jeweils die unteren Gleichungen in (3.63) und (3.65)). Ebenso verhalt
es sich mit den Iterationen (vgl. jeweils die y- und z-Iteration in (3.63) und (3.65)).
Wir erhalten somit entsprechende Konvergenzaussagen fiir die y- und z-Komponente
aus den Konvergenzaussagen allgemeiner linearer Verfahren angewendet auf Index-2
DAEs in Hessenberg Form (vgl. Abbildung 3.4).
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v = f(y,H(y, 2),2) Formulierung g {;Ey’:ﬁj’z;
0 =g(y)
GLM GLM
[n] .[n] [n] 4yl ,ln]
y =z Formulierung y w2
YTH Zn Ohne w Yn7 WTL? Zn

Abbildung 3.4: Aquivalenz der y- und z-Komponente allgemeiner linearer Verfahren
mit invertierbarer Verfahrensmatrix A angewendet auf DAEs der
Form (3.62) und auf (3.60) unter der Auflésbarkeitsvoraussetzung
(3.64).

Wir untersuchen im Folgenden, unter welchen Voraussetzungen die Auflosbarkeit
in (3.64) moglich ist und welche Konvergenzaussagen fiir die w-Komponente gel-
ten. Dabei lassen sich die Ergebnisse aus dem letzten Unterkapitel nicht einfach
iibertragen, da es sich bei (3.60) um eine Verallgemeinerung der Index-2 DAEs in
Hessenberg Form handelt. Wir formulieren im Folgenden die wichtigsten verallge-
meinerten Resultate, ohne sie im einzelnen zu beweisen.

Wir definieren den Operator F' wie folgt (vgl. zur Motivation dieser Definition Ab-
schnitt 3.2.1):

Y —n— hAf(Y, Z)
kY, W, Z)
n)/h+ [ Dg(n+s(Y —n))dsAf(Y, Z)

F(h,n,Y,W,Z) =

Entsprechend zu Satz 3.7 gilt:

Satz (iiber die lokale Lésbarkeit des Gleichungssystems) 3.29
Wir setzen (DAEQ)-(DAE3) und (GLM1) voraus. Angenommen n = n(h), und §
gentigen

Cai) = o

Kw(x) = o(l),

¢ 1o2(x) = ofl). (3.66)
gm)/h = o(1),

wobei die o(1)-Terme hinreichend klein sind und nicht notwendiger Weise von h
abhdngen.
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Dann existieren hg > 0 und ein “Radius“ r > 0 € R® unabhdngig von hy und den
o(1)-Termen, so dass das System

0 = Y —n—hAf(Y,W,2).
0 = k(Y,W,2),
0 = g(Y)

fiir h < hg eine eindeutige Lisung
(Y (hyn), W (h,m), Z(h,n)) € B, = {V e RV — (. ¢, )] <}

besitzt.
Weiterhin existieren nicht negative Matrizen P, K € R>3 fiir solche h mit I — PK
requldr und

(I = PK)™'P)1z = O(h), (I = PK)'P)is = O(h).
so dass die folgende Stabilitdtsungleichung in B, gilt:
(Y, W, 2)— (Y, W,Z)| < (I-PK) 'P|F(h,n,Y,W,Z)—F(h,n,Y,W,Z)|. (3.67)
Insbesondere gilt
Y(h,n) —n=0(h), W(h,n) — ¢ = o(1), Z(h,m) — & = o(1).

Zusatz: Ist die Funktion k unabhdngig von der algebraischen Variablen z, so gilt
ebenfalls
((I - PK)71P)23 - O(h)

Bemerkung: Wie im AnschlufS an den Beweis von Satz 3.7 lisst sich die lokale
Unabhdngigkeit der Lisung von ¢ und & begriinden. Vor diesem Hintergrund ist
die im Satz oben verwendete Schreibweise der Lésung zu verstehen, die nur die
Abhdngigkeit von n verdeutlicht.

Beweis: Der Beweis wird analog zum Beweis von Satz 3.7 gefiihrt. Das einzige neue
Argument bringt die Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen: In der Ndhe
der Losung gilt:

0=k(y,w,2) <= w=H(y,=2).

Differenzieren nach z liefert die Identitét

H.(y,z) = —(ku(y, H(y, 2), 2)) "k:(y, H(y, 2), 2).

O

Wie formulieren nun zwei Anwendungen der Stabilitédtsungleichung 3.67, die vollig
analog zur entsprechenden Anwendung in Unterkapitel 3.2 zu beweisen sind. Dies
ist zum einen ein Analogon zu Korollar 3.10:
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Korollar 3.30
Es seien Vektoren v, € R™ ,w,w € R™ und z,z € R™ gegeben. Zudem setzen wir
(DAEO)-(DAE3) und (GLM1) voraus. Angenommen

n=U®I)y, (= (U@ Huw, =UwI)z,

n=U®I)y, (= Uw®Iw, E=U®I)z

erfillen die Voraussetzungen von Satz 3.29, so dass die Losungen Y (h,y), W (h,y),
Z(h,y) und Y (h,y), W(h,y),Z(h,y) der entsprechenden Gleichungssysteme defi-
niert sind. Zudem gelte

y—1y=0(h), w—w = o(1), z—z=o0(1). (3.68)

Dann existieren fiir hinreichend kleinen o-Term positive Konstanten K;, Ky und
ho > 0, so dass fiir h < hy die folgenden Abschdtzungen gelten:

1Y (h,y) =Y (h,9)| Killy — 9l
i K B B
W (h,y) = W(h,g)|| < TIHDg(n)(y—y)H+K2Hy—yH,

12(h,y) = Z(h, 9l

IN

K B .
fIIDg(n)(y -9l + Ky — gl

IN

Ist die Funktion k unabhdingig von der algebraischen Variablen z, so ist die folgende
strengere Abschdtzung maoglich:

W (h,y) = W(h,9)ll < Killy —gll.

Zusatz: Die Konstante Ky hdangt dabei nur von Schranken gewisser Ableitungen von
f,k und g ab, nicht jedoch von den Konstanten, die implizit durch die O- und o-
Terme in (3.66) und (3.68) gegeben sind. Ky hingegen hingt in linearer Weise von
der Konstanten aus dem O-Term in (5.68) ab.

Zum anderen finden wir wie im Beweis von Satz 3.22 durch eine Anwendung der
Stabilitatsungleichung 3.67 die Darstellungen

Y (h,ye(zn, h)) = y(za +ch) = O(hTH),
W(h,ye(xn, h)) —w(x, +ch) = O(h?), (3.69)
Z(h,ye(n, b)) — 2(xy, +ch) = O(h?).

Dabei gilt fiir eine von z unabhéngige Funktion k& sogar:
W (R, ye(n, h)) — w(x, + ch) = O(hT).

Mit diesen Abschétzungen erhalten wir fiir den lokalen Fehler ergédnzend zu Satz
3.22 im Allgemeinen:
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

Satz (iiber den lokalen Fehler) 3.31

Fiir die Index-2 DAE (3.60) setzen wir (DAEOQ)-(DAE3) bzw. die Verschdrfung
(DAEA) fir ¢ > 1 voraus. Angenommen ein allgemeines lineares Verfahren mit
invertierbarer Koeffizientenmatriz A besitzt fiir gewohnliche Differentialgleichungen
die Konsistenzordnung p und die Stufenordnung q mit p > q > 1. Dann gilt fiir den
lokalen Fehler der w-Komponente die Darstellung

5, = O(h).

Fazit: Die Iteration der w-Komponente ist von der gleichen Form wie die der z-
Komponente. Auch sind fiir die Stufenwerte im Allgemeinen nach Korollar 3.30 und
Darstellung (3.69) die gleichen Abschétzungen moglich. Aus diesen Aussagen ldsst
sich folgern: Die Voraussetzungen an ein allgemeines lineares Verfahren angewendet
auf (3.62), die eine Konvergenz einer gewissen Ordnung in y und z garantieren,
liefern eine entsprechende Konvergenz des Verfahrens angewendet auf (3.60). Die
Auflosbarkeitvoraussetzung (3.64) ist fiir hinreichend kleine A erfiillt. Fordern wir
fiir die w-Komponente diegleichen Voraussetzungen wie fiir die z-Komponente, so er-
halten wir in w dieselbe Konvergenzordnung wie in der z-Komponente. Desweiteren
besitzt der lokale Fehler eines allgemeinen linearen Verfahrens, welches fiir gewohn-
liche Differentilagleichungen die Stufenordnung ¢ und die Konsistenzordnung p > ¢
hat, in der w-Komponente dieselbe Ordnung wie in der z-Komponente.

Abschlielend treffen wir Aussagen fiir den Fall, dass die Funktion k£ unabhéngig von
z ist. Es handelt sich dann bei

nicht um eine , algebraische® sondern vielmehr um eine ,differentielle“ Variable.
Die Konvergenzordnung kann genauso grof3 wie die Konvergenzordnung in y sein:
Betrachten wir zum Beispiel ein steif genaues Runge-Kutta Verfahren, das heifit die
letzten und s-ten Stufenwerte Y, W, und Z, bilden die neuen Iterierten, so folgt:

w1 — W(Tpy1) = Ws(h,y[n]) — w(Tpy1)
H(Y(h, y[n])) — H(y(Tnt1))
= H(y"™) - H(y(wa).

Eine Lipschitz-Stetigkeit der auflosenden Funktion H liefert in w dieselbe Kon-
vergenzordnung wie in y. Auch fiir projizierte Kollokationsmethoden kann bei Un-
abhangigkeit der Funktion k£ von z die Konvergenzordnung in w auf die der y-
Komponente gebracht werden (vgl. zur Definition [HW, AP91]). Das Gleichungssys-
tem fiir die Projektion lautet hier

R AULNCIE L P
0 = k;(g][”],w[“]),
0 = g(3™).
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3.3 Semi-explizite Index-2 DAFEs

Im Allgemeinen hingegen ist die Projektion durch

i = gl w2,
0 = g(u™)

gegeben. Es wird also nur die y-Komponente projiziert.

Spezielle semi-explizite Index-2 DAEs

Wir betrachten nun semi-explizite Gleichungen

y, = f(yaz)> y(O) = ?/06RN,
0 = g(y,2), 2(0) = 2 €eR!

(3.70)

mit konstantem Rang der Matrix %(y,z) kleiner als [. Bezeichne y(z), z(x) die
Losung der DAE von deren Existenz wir auf dem Intervall [0, z.] ausgehen. Seien
f einmal stetig differenzierbar und g zweimal stetig differenzierbar. Wir nehmen
zudem an, der Storungsindex dieser DAE sei 2. Zusammenfassend setzen wir also

voraus:

Die Matrix g.(y, z) besitzt konstanten Rang.

Der Storungsindex der DAE (3.70) ist 2.

Die Funktion f ist einmal stetig differenzierbar, g zweimal.

Es existiert eine eindeutige Losung (y(x), z(x)) auf [0, x.].

Beispiel 3.32 Wir betrachten die lineare DAFE

AW [D@)z(t))] + Bt)x(t) = q(t), teT

(DAEO)
(DAE1)
(DAE2)

(DAE3)

(3.71)

mit auf einem kompakten Intervall T definierten matrizwertigen Funktionen A €
CYZ,R™"), D € CHZ,R™™) und B € C*(Z,R™™). Der Hauptterm dieser DAE
sei proper formuliert (vgl. Anhang A.1). Zudem sei der Traktabilititsindex dieser

DAE 2 (vgl. zur Definition dieses Indexes [M02a]).
Numerische Verfahren werden auf die dquivalente Formulierung

Ay (t) + B)x(t) = q(t),
0 = y(t) = D({t)x(t)
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3 Allgemeine lineare Verfahren fiir DAEs

angewendet. Das entsprechend augmentierte System lautet:

y(t) = wt),
= A(w(t) + Bt)z(t) — q(t),
0 = y(t) — D(t)x(t).

Nach Theorem 2.3 in [M02a] besitzt dieses System unter den Voraussetzungen des
proper formulierten Hauptterms und des Traktabilititsindezes 2 auch den Storungs-
mdex 2. Zudem ldsst sich unter diesen Voraussetzungen zeigen, dass die Matriz

B(t)  At)
—D(t) 0
konstanten Rang besitzt (vgl. Lemma A.2 in Anhang A). Die Matrix entspricht genau

der partiellen Ableitung g.(y, z) von oben. Die DAE aus Beispiel 3.2 ist von der Form
(3.71).

g

Aufgrund der konstanten Rang Bedingung (DAEOQ) existieren invertierbare Matrizen
S(z) und T'(z) mit

S(@)g:(y(@), 2(2))T(z) = ( é 8 >

(vgl. [D64]). Tatséchlich hingen diese Matrizen von der Losung y(x), z(x) ab. Sie
sind so glatt wie g,(y(z), z(x)).

Wir multiplizieren die algebraische Gleichung mit S und nehmen die folgende Ko-
ordinatentransformation in z vor:

z=T(z)w.
Fiir die Variablen y und w erhalten wir

= Sy @), 0) = weRY,
yO = Sé)g(y,T(:p)w% 5(0) — %’1(0)%6]1@. (3.72)

Diese DAE ist von der Form (3.60). Der Storungsindex bleibt unter der Multi-
plikation und der Transformation erhalten. Ein allgemeines lineares Verfahren ist
zumindest bei Multiplikation der algebraischen Gleichung mit einer invertierbaren
Matrix invariant. Doch wie verhilt sich das Verfahren unter der Transformation?

Wir wenden ein allgemeines lineares Verfahren auf die DAE (3.72) an:

Yyt = vyl L hBF(Y, T (, + ch)W),
wt = M(co)w™ + BATW,
(3.73)
Y = Uy + hAf(Y, T(z, + ch)W),
0 = S(zp+ch)g(Y,T(x, + ch)WV).
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3.3 Semi-explizite Index-2 DAFEs

Dabei haben wir die Schreibweise
T(x, + ch)W = diag{T (z, + c1h), ..., T(z, + csh)} - W

verwendet. Die Multiplikation mit S(z,, + ch) ist entsprechend zu verstehen.
Definieren wir Z := T'(z,, + ch)W, so ist (3.73) dquivalent zu:

ymtl = vyl nBf(Y, Z),
w = M(co)w™ + BATYT (2, + ch) "1 Z,

Y = Uy +hAf(Y, 2),
0 = g(V,2).

Dies entspricht jedoch bis auf die Iteration in w einem allgemeinen linearen Verfah-
ren angewendet auf (3.70). Wir erhalten also Konvergenzaussagen eines allgemeinen
linearen Verfahrens angewendet auf (3.70) beziiglich der y-Komponente aus den
entsprechenden Aussagen eines allgemeinen linearen Verfahrens angewendet auf ei-
ne Index-2 DAE in Hessenberg Form.

Bemerkung 3.33 Ist die Koordinatentransformation oben nicht nétig, das heifst es
gilt T'(x) = I, so erhalten wir auch in der z-Komponente eines allgemeinen linearen

Verfahrens angewendet auf (3.70) entsprechende Konvergenzresultate aus Abschnitt

Beispiel 3.34 Sei eine allgemeine implizite Index-1 DAE gegeben:

0 = F/y), y(0) = y e RY,

wober die Matrix g—ﬁ(y’,y) konstanten Rang besitze. Das um y' = w augmentierte

System ist von der Form (3.70). Somit lassen sich insbesondere die Konvergenzre-
sultate auf diese DAFEs tibertragen.
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4 Implementierung

In diesem Kapitel geben wir Hilfen fiir die Implementierung eines allgemeinen linea-
ren Verfahrens angewandt auf Index-2 DAEs in Hessenberg Form. Dabei gehen wir
auf die Herleitung von Startprozeduren und die geeignete Anwendung der verein-
fachten Newton-Verfahrens ein.

Zur Erinnerung: Es sei eine Index-2 DAEs in Hessenberg Form gegeben:

y/ = f(xvyaz)v y<m0):y0€RN7 (4 1)
0 = g(xay)a Z([lfo) = 20 GRI? .

wobei wir die Invertierbarkeit von Dg(y)f.(y,z) in einer Umgebung der Losung
voraussetzen. Desweiteren seien die Anfangswerte konsistent.
Ein allgemeines lineares Verfahren fiir diese DAE lautet:

y[n—i—l] = (Ve IN)y[”] +h(B® Iy)f(z, +ch,Y, Z),
A = (Vven:M+nBen)Z,

Y = (U@ IN)y" +hAQ Iy)f(z, +ch,Y, Z),
7 = UeL):M+hnAx1)Z,
0 = g(xz,+chY).

Dabei sind die Startwerte der Iteration durch eine Startprozedur ¢ gegeben:

[0] Yy
Yy _ ¥ (h»ym?«’o) _
( 20 ) B ( ©*(h, Yo, 20) ) = #(h: o, 7).

Doch wie konnte konkret eine solche Startprozedur aussehen?
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4 Implementierung

4.1 Startprozedur

Wir beschéftigen uns in diesem Abschnitt mit der Berechnung der Startwerte y!°!

und 2. Bei der Theorie in Kapitel 3 haben wir die Existenz einer Startprozedur
©(h, Yo, 20) vorausgesetzt, welche Naherungen von y.(xg, h) und z.(z¢, h) hinreichen-
der Giite lieferte. Jetzt, wo wir allgemeine lineare Verfahren implementieren wollen,
miissen wir Farbe bekennen und eine Startprozedur bereitstellen.

Tatséchlich ist dies streng genommen nicht ganz richtig. Viele Computerprogram-
me zum Losen gewohnlicher Differentialgleichungen besitzen neben einer variablen
Schrittweite auch eine variable Ordnung. Es werden also verschiedene numerische
Verfahren ein und derselben Klasse verwendet, die aber unterschiedliche Ordnungen
besitzen. Typischerweise benétigten die Verfahren der Klasse mit niedriger Ordnung
hochstens zwei Naherungen, welche durch den gegebenen Anfangswert yo und des-
sen “Ableitung “ f(yo) berechnet werden kénnen. Man startet also problemlos ohne
Startprozedur mit einem Verfahren niedriger Ordnung und berechnet weitere Nihe-
rungen. Durch die zusétzlichen Néherungen kénnen nun auch Verfahren hoherer
Ordnung verwendet werden. Diese Vorgehensweise ist ohne grofleren Programmier-
aufwand moglich, da eine Strategie zur Wahl der Ordnung in diesen Programmen
bereits realisiert ist. Theoretisch ist dadurch natiirlich nur die minimale auftretende
Ordnung garantiert. Praktisch gleicht man dies durch entsprechend kleine Schritt-
weiten aus, um eine vorgegebene Genauigkeit garantieren zu kénnen. Der auf diese
Weise beschriebene Aufbau der gewiinschten Ordnung ist jedoch nicht sehr effizient.
Zudem sind wir nicht an einem Losungsverfahren mit variabler Ordnung interessiert
und miissen daher eine Startprozedur implementieren.

Die wohl einfachste Vorgehensweise, Ndherungen als Startwerte zum Beispiel fiir ein
lineares Mehrschrittverfahren zu berechnen, liegt in der Verwendung von Runge-
Kutta Verfahren entsprechend hoher Ordnung. Da die Konvergenzordnung von im-
pliziten Runge-Kutta Verfahren angewendet auf Index-2 DAEs in Hessenberg Form
im Allgemeinen nur von der Grofle der Stufenordnung ¢ ist (vgl. Abschnitt 3.2.3),
muss die Stufenordnung des Runge-Kutta Verfahrens so grofl sein wie die Konver-
genz p des allgemeinen linearen Verfahrens, fiir welches die Ndherungen bereitgestellt
werden sollen. Dies bedeutet im Allgemeinen fiir Index-2 DAEs hohere Kosten als fiir
gewoOhnliche Differentialgleichungen, da in der Regel die Stufenordnung wesentlich
kleiner als die Konvergenzordnung eines Runge-Kutta Verfahrens ist. Sollen jedoch
fir ein allgemeines lineares Verfahren mit nilpotenter Matrix M (co) Startwerte be-
rechnet werden, konnen dazu steif genaue Kollokationsmethoden verwendet werden.
Dies liegt zum einen daran, dass wegen der Nilpotenz von M (co) auf eine Berech-
nung der Startwerte fiir die z-Komponente hoherer Giite verzichtet werden kann.
Die Ordnung ¢ ist hier ausreichend. Besitzt ndmlich M (oc) den Index kg, das heifit
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4.1 Startprozedur

es gilt M(oc0)* = 0, so finden wir:

kol — M(oo)z[ko_”—i—BA_lZ(h,y[kO_”)
ko—1

= Y M(c0)'BAT Z(h,ylrom 1),
i=0

Da die Stufenwerte Z (h, y*=1=") unabhsngig von den Néherungen z/*o~1= sind (so-

lange der lokale Fehler der z-Komponente des allgemeinen linearen Verfahrens und
die Stufenordnung der Kollokationsmethode groer 1 sind), ist z!*o! unabhéingig von
den Anfangsiterationen 2%, ... zlfo~1 Es ist also unproblematisch mit Startwer-
ten niedriger Ordnung in der z-Komponente zu rechnen. Nach kg Schritten erhalten
wir die Ordnung in z, welche das allgemeine lineare Verfahren garantiert. Zum an-
deren konnen steif genaue Kollokationsmethoden verwendet werden, da sie in der
y-Komponente dieselbe Konvergenzordnung p wie fiir gewohnliche Differentialglei-
chungen aufweisen (vgl. [HW] S. 500 ). Dies bedeutet konkret, dass zum Beispiel
ein Radau ITA Runge-Kutta Verfahren der Ordnung 5 und der Stufenordnung 3
verwendet werden kann, um Startwerte fiir ein allgemeines lineares Verfahren der
Ordnung 5 mit nilpotenter Matrix M (co) zu berechnen.

Fiir eine allgemeine Matrix M (co) ldsst sich die Berechnung durch singly implicit
Runge-Kutta Verfahren mit p = ¢ realisieren, deren Existenz gewéhrleistet ist (vgl.
[BBC80]). Dabei ist p sowohl die Ordnung des Runge-Kutta als auch des allgemei-
nen linearen Verfahrens. Ein Nachteil liegt bei der Berechnung der Stufenwerte: Fiir
diese Verfahren gilt s = ¢, so dass relativ viele Stufenwerte (s-(Anzahl der Naherun-
gen)) berechnet werden miissen.

Gear schlug 1980 Runge-Kutta dhnliche Methoden als Startprozedur fiir lineare
Mehrschrittverfaren vor, welche schon fiir gewohnliche Differentialgleichungen kos-
tengiinstiger als die oben skizzierte Verwendung klassischer Runge-Kutta Verfah-
ren sind (vgl. [G80]). Die Motivation dieser Arbeit lag hauptséichlich im Losen
gewoOhnlicher Differentialgleichungen, deren rechte Seite viele Unstetigkeiten auf-
weist. Runge-Kutta Verfahren 16sen solche Gleichungen problemlos, so lange die
Stellen der Unstetigkeit auf Gitterpunkte fallen. Lineare Mehrschrittverfahren, wel-
che in jeder Iteration auf der Glattheit der Gleichung auf einem Intervall [z,,_1, x,]
ausgehen, miissen bei jeder Unstetigkeitsstelle neu gestartet werden. Gear betrach-
tete ausfiihrlich explizite Startprozeduren. Dies liegt daran, dass bei vielen steifen
Differentialgleichungen unmittelbar nach einer Unstetigkeit die schnellen transien-
ten Losungskomponenten dominant sind (vgl. [G80]), das heifit die Probleme sind
dort nicht steif. Zur Erinnerung: Differentialgleichungen werden als steif bezeich-
net, wenn schnelle transiente Losungskomponenten vernachléssigt werden konnen.
Unsere Erfahrung aus Abschnitt 3.2.1 lasst aber vermuten, dass wir nur implizite
Startprozeduren fiir DAEs verwenden konnen.

Wir greifen nun die Idee von Gear auf und entwickeln implizite Runge-Kutta dhnli-
che Startprozeduren fiir allgemeine lineare Verfahren angewendet auf Index-2 DAEs
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in Hessenberg Form. Wir tun dies zum einen, da diese Startprozeduren kostengiinsti-
ger sind als die oben angesprochene Verwendung klassischer Runge-Kutta Verfahren,
und zum anderen, da diese Prozeduren auch fiir DAEs mit Unstetigkeiten verwendet
werden konnten. Der Startvektor wird in Nordsieck-Form berechnet. Andere Typen
von correct value Funktionen zum Beispiel

y(fv)h
yc(l‘, h) _ y(fE — )
y(x — (r —1)h)

konnen bei entsprechender Groflie von r aus einfachen Transformationen gewonnen

werden (vgl. [G80, Sjo99]).

Sei eine gewohnliche Differentialgleichung gegeben:
y = flx,y), y(xo) = o
Wir berechnen Stufenwerte Y als Losung des Gleichungssystems
Y =1®yo+h(A ) f(xo+ ¢h,Y). (4.2)

Dabei ist A eine § x s-Matrix und ¢ ein $-dimensionaler Vektor. Wir bestimmen 3,
die Matrizen A, B und den Knotenvektor ¢, so dass wir

y(o)
hy/ (o) : : 1
Ye(xo, h) = : =e1®Y+h(BRI)f(xo+ch,Y)+ ORI
hrfly(rfl) (fL‘O)

fiir vorgegebenes p garantieren konnen. Hier ist e; der erste r-dimensionale Einheits-
vektor und B € R"*. Es werden also Niherungen des Nordsieckvektors Ye(o, h) be-
rechnet. Wir bezeichnen die Giite dieser Approximation, gemessen in Potenzen von
h, als die Ordnung p der Startprozedur. Dabei kann die erste Zeile von B identisch
Null gewahlt werden.

Will man in dieser Rechnung ebenfalls ausnutzen, dass hy'(z) durch die Differenti-
algleichung gegeben ist, so wiahlt man ¢; = 0 und auch die erste Zeile der Matrix A
identisch Null. Zusétzlich garantiert man

TH_ T
e, B =e;

fiir entsprechend dimensionale Einheitvektoren (vgl. [Wright02] S.108f, wo einige
solcher Startprozeduren angegeben sind und auch eine systematische Berechnung
beschrieben ist). Die Singularitat der Matrix A ist aber bei DAEs nicht erwiinscht.
Eine Runge-Kutta dhnliche Startprozedur ist gegeben durch
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Analog zu den Uberlegungen am Anfang von Kapitel 3, wo wir die Anwendung
allgemeine lineare Verfahren fiir Index-2 DAEs der Form (4.1) beschrieben haben,
formulieren wir eine Runge-Kutta &hnliche Startprozedur fiir diese DAEs. Das Glei-
chungssystem der Stufenwerte besitzt dabei eine aus Abschnitt 3.2.1 bekannte Struk-
tur

Y = 1®yo+h(A® ) f(xg+¢h,Y, Z),

Z = 1@zxn+hAe)Z,

0 = g(xg+ch,Y).

Bevor wir auch die Iteration der Startprozedur angeben, wiederholen wir einige
Aussagen aus Kapitel 3 iiber die Stufenwerte: Besitzt die Runge-Kutta dhnliche
Startprozedur fiir gewohnliche Differentialgleichungen die Stufenordnung ¢, das heift
erfiillt die Losung der Differentialgleichung ausgewertet bei zy + ¢h die Gleichung
(4.2) bis auf einen Fehler der Grole O(hdT!), so 16st auch y(zg + ¢h), z(zg + ¢h) die
erste Gleichung des Systems oben mit einem Fehler dieser Gréfle. Hier bezeichnet
y(x), z(x) die Losung der Index-2 DAE (4.1). Also besitzt die Runge-Kutta dhnliche
Prozedur auch fiir Index-2 DAEs in Hessenberg Form die Stufenordnung ¢§. Satz
3.7 liefert zudem fiir hinreichend kleine & und invertierbarer Matrix A die lokale
Losbarkeit dieses Gleichungssystems und mit der Stabilitdtsungleichung (3.14) des
Satzes folgt wieder

Y —y(zo+¢h) = O(hI),
7 —z(xzg+¢h) = O(h9).

Dabei bezeichne Y, Z die lokale Losung. Mit Hilfe der Stufenwerte berechnen wir
anschlieffend Néherungen der Nordsieckvektoren y.(x, h) und des entsprechend de-
finierten Vektors z.(zg, h) wie folgt:

yc(l’o, h) = e1 QYo+ h(B (29 [)f(xo + éh’ Y, Z) + O(hﬁﬂrl)’
ze(zo,h) = €1 ® 2z + h(é @ NZ"+ O(hﬁz—i—l)
= (61 —BA_I]])®Zo+(BA_1®I)Z+O(hﬁ2+1>‘

Dabei sind p; vorgegebene Ordnungen. Wieder kann die erste Zeile von B aus lauter
Nullen bestehen.

An dieser Stelle gehen wir nochmals auf die Berechnung der zweiten Komponente
von y.(zg, h) ein. Sie ist aufgrund der Differentialgleichung der DAE (4.1) gegeben
durch

hy'(z0) = hf (Yo, 20)-
Natiirlich kann sie auf diese Weise berechnet werden. Das Problem ist jedoch, dass
die entsprechende Berechnung von hz’'(zq) nicht moglich ist. Fiir die algebraische
Variable liegt jedoch explizit keine Differentialgleichung vor. Diese Unbestimmtheit
wird auch durch die Wahl ¢; = 0 und e{fl = 0 deutlich: Setzen wir also den ersten
Stufenwert Y1, Z1 mit dem Anfangswert yo, 20 gleich, so kénnen bei geeigneter Wahl

der restlichen Koeffizienten von A die weiteren Stufenwerte eindeutig bestimmt wer-
den (vgl. [HLR89] S.46 zu den Lobatto IITTA Methoden), aber Z’ bleibt weiterhin
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uneindeutig. Somit ist die Berechnung von z.(zg, h) nicht geklart. Wir gehen daher
im Folgenden von einer invertierbaren Matrix A aus und berechnen die Stufenwerte
Y1, Z; ebenfalls {iber das Gleichungssystem der Stufenwerte ohne sie mit yg, 29 zu
identifizieren.

Wir definieren

53 = 61®y0+h(‘é®])f(x0+éhay7z)_yC(x07h)7
52 = (e —BA')® 2+ (BA' @ I)Z — z.(20, )

und finden analog zu Satz 3.22 die Aussage:

Lemma 4.1 Besitzt die Runge-Kutta dhnliche Startprozedur mit invertierbarer Ver-
fahrensmatriz A die Stufenordnung ¢ und die Ordnung p > § fiir gewéhnliche Diffe-
rentialgleichungen, so gilt fir diese Startprozedur angewendet auf Index-2 DAFEs in
Hessenberg Form

& = O(hith), P(z)dy = O(Rmmipthar2h),
6 = O(h9).

Beweis: Der Beweis wird analog zum Beweis des Satzes 3.22 gefiihrt.
0

Wir leiten nun singly implicit Runge-Kutta dhnliche Startprozeduren mit p = ¢ =
5—1 fiir gewohnliche Differentialgleichungen her. Wenden wir diese Startprozedur auf
Index-2 DAEs in Hessenberg Form an, so erhalten wir nach Lemma 4.1 Startwerte
der Ordnung p+ 1 in y und der Ordnung p in z. Wir definieren zu dieser Herleitung
die Shiftmatrizen

0 1 0 0
0 - i i 0

und fiir einen gegebenen Knotenvektor ¢ die skalierte Vandermondematrix

~2 ~5—1
Ao G L. il
L a 5 G-
C= € R*".
o é2 et
1 Cs 2—5, =
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4.1 Startprozedur

Eine Runge-Kutta dhnliche Startprozedur besitzt genau dann die Ordnung p = ¢,
wenn fiir die Matrizen A und B folgende Gleichungen gelten

1.¢f = C-ACK
NP 4.3
e;-el = I—BCK (4:3)

(vgl. [Wright02] S.108).

Wright leitet Startprozeduren her, indem er

AC = CJ,

BC = J
16st (vgl. ebd.). Dies ist fiir paarweise verschiedene Knoten ¢ moglich, da €' in die-
sem Fall invertierbar ist. Im Folgenden gehen wir von dieser Invertierbarkeit aus.
Eine einfache Rechnung zeigt, dass die auf diese Weise bestimmten Matrizen A und
B tatséchlich (4.3) erfiillen. Das Problem dabei ist jedoch, dass mit J auch A einen

eindimensionalen Kern besitzt, also insbesondere nicht invertierbar ist. Fiir Index-2
DAE:s ist dies, wie wir bereits oben erwidhnten, nicht erwiinscht.

Die Idee besteht nun darin, eine Matrix L mit der Eigenschaft
LCK =0 (4.4)
zu CJC' zu addieren, so dass
A=CJC'+L
invertierbar ist und ein einpunktiges Spektrum besitzt. Die Eigenschaft (4.4) garan-

tiert, dass A ebenfalls die erste Gleichung in (4.3) erfiillt.

Wie ist nun L zu berechnen? Es gilt dquivalent zu oben
A=CJ+CLC)C

Besitzt nun die Matrix in der Klammer ein Einpunktspektrum ungleich Null, so
konnen wir aufgrund der Ahnlichkeit der Matrizen dies auch fiir A garantieren.
Eigenschaft (4.4) liefert
LC=1- el
fiir einen Vektor [ € R®. Dies ist offensichtlich, da e; im Kern von K7 = J liegt.
Also gilt
0 -+ - 0 a
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mit C'a = [. Wir haben das Problem nun auf die Bestimmung des Vektors a zuriick-
gefithrt. Kennen wir a, so lésst sich [ und mit der Invertierbarkeit von C auch die
Matrix L berechnen.

Wie ist der Vektor a bestimmt, wenn wir fiir J ein einpunktiges Spektrum a(j ) =
{p} fiir ein p # 0 fordern? Ein Koeffizientenvergleich von

det(J — M) = (=X + p)?
liefert

§—1i s §+1—i

Fiir vorgegebene 3, Knotenvektor ¢ € R® und Eigenwert 1 # 0 lassen sich A und B
also durch

CJC' + L,
= JC!

o s
I

mit
L=Col.dl.C

bestimmen. In Anhang B ist ein Matlabprogramm zur Berechnung beliebiger singly
implicit Runge-Kutta dhnlicher Startprozeduren mit p = ¢ = § — 1 angegeben.

Beispiel 4.2
(i) Die Koeffizienten fiir die Parameter p = §

l=5—-1,p=1und c=[01]

lauten:
X 0|1 —1
¢ A B 110 1
ee | Bl | 1]0 0
01 O
(ii) Die Koeffizienten fir die Parameter p=¢=2=58—1, u =1 und c = [0 % 1]
lauten: ) )
0] 4 -8 4
ryp_3 3 _5
1A 2|78 2 :
C oo tf=3 6 -3
e1 | B 110 0 0
01 0 O
0|-3 4 -1 |
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4.1 Startprozedur

Beispiel 4.3 Die Koeffizienten fiir die Parameter p =q¢ =3 =5—1, p =1 und
¢=[03 21] lauten:

1 0 0 0
-4 9 -2 1
18 —45 36 -9

—_

0] 27 —81 81 -27
1|19 20 _m 2
3 36 9 36 3
2 385 380 127
) El s R s
- 67 201
er | B 1lo o 0 0
0
0
0

Wir werden im néchsten Kapitel iiber das Newton-Verfahren sehen, dass es sinnvoll
ist, die Matrix A oder alternativ A= auf “einfache* Gestalt zu transformieren. Dies
ist per Konstruktion fiir die oben hergeleiteten Startprozeduren leicht zu realisieren,
da eine Transformationsmatrix fiir die Jordansche Normalform der Koeffizientenma-
trix A leicht zu ermitteln ist.

Unabhingig vom Vektor a hat die Matrix J — pI und somit auch A-— il den Rang
s — 1. Daher besitzt der Eigenwert p der Matrix A die algebraische Vielfachheit 3
und die geometrische Vielfachheit 1. Es existiert somit eine Transformationsmatrix
T mit

T'AT = J + ul.

Durch eine leichte Rechnung lésst sich mit der Definition der a; oben zeigen, dass
(j —ul)* e

ungleich dem Nullvektor ist. Aus der Theorie der linearen Algebra wissen wir dann,
dass dieses Produkt ein Eigenvektor der Matrix J ist. Der Vektor e; ist also ein
Hauptvektor der Ordnung 5. Wiederum folgt aus der linearen Algebra, dass dann
Ce; = 1 ein Hauptvektor der Ordnung s und

(A—pl)* 1

ein Eigenvektor der Matrix A ist. Daher lassen sich die Spalten der Transformati-
onsmatrix leicht berechnen:

T" = (A — pl)i 1.
Dabei bezeichne T* die i-te Spalte der Matrix 7.

Mit einer anderen Transformationsmatrix lisst sich natiirlich auch A=! auf Jordan-
sche Normalform bringen. Die Berechnung der dazu nétigen Transformationsmatrix
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lésst sich analog zu oben herleiten. Die entsprechenden Hauptvektoren von J1 und
A1 lauten nun es und C - es. Dies ist leicht einzusehen, wenn man

Jt=K+at el
mit o= € R* definiert durch

a;' = 1/ay,

a; = —Giy1/m

fir i =1,...,58 — 1 beachtet.

Bemerkung: Huang verwendet in ihrer Dissertation singly diagonally implicit
Runge-Kutta dhnliche Startprozeduren fiir allgemeine lineare Verfahren angewen-
det auf steife Differentialgleichungen (vgl. [Huang05] S. 92ff). Die Matriz A hat
daber die folgende Struktur:

A 0 0

A a1
: 0
Qo1 ... Qgg_1 A

Dabei ist X natiirlich ungleich 0. Die Stufenordnung ist tatsdchlich nur 1! Die Idee ist
nun Folgende: Man berechnet sukzessive Stufenwerte héherer Stufenordnung. Dabei
werden bei der Berechnung von Stufenwerten der Stufenordnung q nur solche mit
Stufenordnung q — 1 verwendet. Dies wird durch Nullen in der Matriz A an ent-
sprechender Stelle realisiert. Bei der Berechnung der Niherung von y.(zo, h) werden
anschlieffend nur die Stufenwerte mazimaler Ordnung verwendet. Dies wirkt sich
durch Nullspalten der Matriz B aus. Bei diesem sukzessiven Aufbau der Stufenord-
nung spielt der Faktor h vor der Funktion f in (4.2) eine wesentliche Rolle. Er trdgt
dazu bei, dass aus der Stufenordnung q — 1 die Stufenordnung q werden kann. Dies
ist bei Index-2 DAEs in Hessenberg Form micht maoglich, da wir bei den Stufenwer-
ten der z-Komponente eine Ordnung verlieren. Fine solche singly diagonally implicit
Runge-Kutta dhnliche Startprozedur besitzt also angewendet auf eine Index-2 DAE
in Hessenberg Form tatsdchlich in allen Stufenwerten die Ordnung 1! Dies ldsst ver-
muten, dass diese Startprozeduren vom Phdnomen der Ordnungsreduktion betroffen
sind und sich daher auch fiir sehr steife Gleichungen nicht eignen.

Wir haben singly implicit Runge-Kutta dhnliche Startprozeduren mit den Koeffi-

zienten aus Beispiel 4.3 zum einen auf die gewohnliche Differentialgleichung von
Prothero und Robinson (2.3) mit ¢(z) = sin(x) und zy = 0 angewendet:

y' = My — sin(z)) + cos(x), y(0) = 0. (4.5)
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4.1 Startprozedur

p=3, s=4 h =10.01 h = 0.001 h = 0.0001

A=—1.D3 |0.00195724035368 | 5.324314297244625D — 4 | 0.00738111151562

A=—1.D4 |0.00149058145125 | 3.466439322807839D — 4 | 0.06733421195465

A=—1.D5 |0.00144328606726 | 3.003838035462664D — 4 | 0.13044832427098

A=—-1.D6 |0.00143855603818 | 2.919855007881206D — 4 | 0.13485892038968

A=—1.D7 |0.00143809885579 | 2.848948540384958 D — 4 | 0.14077210542590

Tabelle 4.1: Fehler der singly implicit Runge-Kutta dhnlichen Startprozedur aus Bei-
spiel 4.3 angewendet auf die gewohnliche Differentialgleichung (4.5) ge-
teilt durch h* fiir verschiedene Schrittweiten und Steifheiten.

Bei der Berechnung des Fehlers wurde als Norm die euklidische Norm verwendet,
das heifit es gilt fiir die Eintrége in Tabelle 4.1 jeweils:

V(@002 = B2 + 9B, 03 + (p(h, 0) + h3)2 /1,

wobei p(h, xg) die Startprozedur bezeichnet und der Index die jeweilige Komponente.
Dabei ist zu beachten, dass bei den oben hergeleiteten Startprozeduren

@(h, w0)1 = w0

gilt, also die erste Komponente exakt ist.

Es ist klar erkennbar, dass die Ordnung unabhéngig von der Steitheit der Gleichung
gewahrleistet ist (vgl. Tabelle 4.1). Diese Startprozeduren sind daher auch fiir steife
Differentialgleichungen geeignet.

Zum anderen haben wir die Startwerte fiir die DAE aus Beispiel 3.2 fiir f(z) =
exp(x) und g = 0 zum Zeitpunkt zo = 0 berechnet. Ohne die Variable y lautet diese
einfache Index-2 DAE:

u o= —z,

0 = u—exp(x). (4.6)

Die analytische Losung ist offenbar:

u(z) = exp(—x), z(z) = exp(—x).
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Wiederum wurde die euklidische Norm des Fehler durch entsprechende h-Potenzen
dividiert. Dabei ist die Ordnung geméafl Lemma 4.1 sowohl fiir s = 3 als auch fiir
s = 4 erkennbar (vgl. Tabelle 4.2 und 4.3).

p =2, s =3 | Fehler in u/h? | Fehler in z/h?

h=0.1 0.49231346 0.797679266

h =0.01 0.505410213 | 0.791292722

h = 0.001 0.506747973 | 0.790641688

h = 0.0001 0.506535303 | 0.791094542

Tabelle 4.2: Fehler der Startprozedur aus Beispiel 4.3 angewendet auf die DAE (4.6)
sowohl der differentiellen Variable u geteilt durch A3 als auch der alge-
braischen Variable z geteilt durch h? fiir verschiedene Schrittweiten.

p=3, s=4 | Fehler in u/h* | Fehler in z/h?

h=0.1 0.496284148 1.0590095

h =10.01 0.508922019 1.06219195

h =0.001 0.511489801 1.06237163

Tabelle 4.3: Fehler der Startprozedur aus Beispiel 4.3 angewendet auf die DAE (4.6)
sowohl der differentiellen Variable u geteilt durch h* als auch der alge-
braischen Variable z geteilt durch h? fiir verschiedene Schrittweiten.

Die verwendete Startprozedur fiir Index-2 DAEs in Hessenberg Form der Ordnung
2 mit s = 3 Stufen ist in Anhang B als Fortran-Programm angegeben.
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4.2 Vereinfachtes Newton-Verfahren

In diesem Unterkapitel untersuchen wir die Anwendung des vereinfachten Newton-
Verfahrens auf das Gleichungssystem der Stufenwerte. Dieses Gleichungssystem eines
allgemeinen linearen Verfahrens angewendet auf eine Index-2 DAE in Hessenberg
Form ist gegeben durch

0 = Y—Uy™ —hAf(z, +ch,Y,Z) € RN,
0 = g(z,+chY) € R,

Wir haben in dieser Darstellung auf das Kroneckerprodukt der Matrizen U und A
mit der Identitét verzichtet. Eine Anwendung des vereinfachten Newton-Verfahrens
bendtigt in jeder Iteration die Losung eines linearen Gleichungssystems mit der
Matrix

I— hAg—{;(xn + ch, Uy, Zyln) —hAg—g(a:n + ch, Uy, Zyln)
DF =
g_)g(xn + ch, Uy 0

Das vereinfachte Newton-Verfahren lautet mit diesen Bezeichnungen

DFA(};) _ _(Yk_Uy[n])+(hAf($n+Ch,YkaZk)>7

0 —g(zp + ch,Yy)
Y Yy Y
= + A )
(7)) = (2)2(2),

Die Struktur der Matrix DF' ist entscheidend fiir den Aufwand zum Lo&sen des
linearen Gleichungssystems. Die partiellen Ableitungen in der Matrix DF haben
mehr Struktur, als die Darstellung oben vermuten lésst. Zum Beispiel gilt

31
8_3 0O --- 0
dg ]\ _ 0
BS
0 0 8—5
mit '
dg' 0Og
9y ay(x +c y™)

Dabei bezeichne U; die i-te Zeile der Matrix U. Dieselbe Form besitzen die partiellen
Ableitungen von f. Diese Struktur wird im Allgemeinen durch die Multiplikation
mit der Matrix A in DF' zerstort.
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Viel bessere Strukturen der entsprechend definierten Matrix DF' sind moglich fiir
eine dquivalente Formulierung des Gleichungssystems der Stufenwerte:

0 = Yi— (U@ IN)y"™ = h(Ay @ In) f(x + ch, Y, Z),
0 = —h(4A ®L)g(x, +ch,Y),

0 = Y,— (U, ® In)y™ — h(A, @ In)f(zn + ch,Y, Z),
0 = —h(A;®1)g(z, +ch,Y).

Hier bezeichnet der Index an den Matrizen A und U jeweils die entsprechende Zeile.
Die Multiplikationen der “algebraischen Gleichung” 0 = g(z,,+ch,Y) mit —h(A;®1))
sind unproblematisch, da das vereinfachte Newton-Verfahren invariant unter solchen
Multiplikationen ist. Bis auf diese Multiplikationen geht diese dquivalente Formulie-
rung nur aus einer Permutation der Gleichungen oben hervor.

Die Matrix des Newton Verfahrens lautet nun

DF:=(I®M)—h(A® Iny)d, (4.7)
wobei J die folgende Bandstruktur besitzt:
JL0 -..0
J=|"
SO
0 0o J°

mit

Die Massematrix M ist definiert durch
/
M< y ) _ ( flz,y,2) >
2 9(,y)

M = ( [N 0 ) c RN+l’N+l.

und lautet daher

0 0

Wiederum wird durch die Multiplikation der Matrix J mit (A ® Iy4) in (4.7) die
Bandstruktur im Allgemeinen zerstort. Der entscheidende Unterschied ist aber nun,
dass durch eine Koordinatentransformation die Matrix A auf einfache Gestalt ge-
bracht werden kann. Dies ist zum Beispiel die Jordansche Normalform. Doch bevor
wir dies skizzieren, geben wir das vereinfachte Newton-Verfahren an:

DFAWk+1 -
[n]
—U®M)Wp%U®Mm<Z>

Wipn = Wi+ AWy,

+h(A® Ini) < g ) (W),
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[n]
Hier sind die Supervektoren W, ( Z ) und ( g ) (W) definiert durch

Y, Y1 [z, +ch, Y1, Zy)

Z [n] Zgn] g(xn + c1h, Y1)
w=1| | < i ) =1 | ( g > (W) = z

v, e ’ Flan +ch, Y., Z,)

Z Py g(Tn + csh, Ys)

Um Rundungsfehler zu vermeiden, fithren wir die Variable

i )
W:W—(U®IN+1)(g)

ein (vgl. [HW] S.118 fiir das Gleichungssystem der Stufenwerte von Runge-Kutta
Verfahren). Das vereinfachte Newton-Verfahren lautet nun
DFAW 1 = —(I @ M)W+ h(A® Iny) ( ch > (Wh), (4.8)
Wk—l—l - Wk+AWk+1

Es ist nun iiblich die Gleichung (4.8) von links mit (T~ A~'®Iy,;) zu multiplizieren,
wobei T eine Transformationsmatrix ist, so dass die Matrix

T AT =A

moglichst einfache Gestalt besitzt ([HW] S.121 und [B76]) . Der Vorteil liegt auf der
Hand, wenn wir

W — (Til ® [N+Z)W

setzen und die entsprechende Matrix des Newton-Verfahrens in den W-Koordinaten
betrachten:
(A® M) — hJ.

Diese Matrix besitzt mit A und J Bandstruktur und eignet sich daher gut zum Losen
linearer Gleichungssysteme. Das Newton-Verfahren selbst lautet schliellich

(A@ M) = hJ)AWipy = —(A@ M)Wy, +h(T7® Iny) ( ch ) (W),

Wkﬂ = Wk+AWk+1-

Wir haben aufgrund einer besseren Darstellung darauf verzichtet, das Argument der
Funktionen f und g ebenfalls durch W-Koordinaten darzustellen.

Alternativ wére auch eine Transformation der Matrix A selbst moglich gewesen, d.h
wir héitten (4.8) nur mit der entsprechenden Matrix 7~ multipliziert. Das Ergebnis
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wére dann eine Matrix des Newton-Verfahrens von der Form (4.7) mit A ersetzt
durch A mit
T~'AT = A.

Man erreicht jedoch bei der Verwendung der Inversen von A eine diinner besetzte
Matrix des Newton-Verfahrens, da M in der Regel diinner besetzt ist als die Sub-
matrizen J¢ der Matrix J.

Wir haben nun gesehen, wie durch geeignete Formulierung des Gleichungssystems
und Transformation der Koordinaten die Matrix des vereinfachten Newton-Verfahrens
einfache Gestalt und Struktur bekommt. Diese Struktur reduziert die Kosten beim
Losen des linearen Gleichungssystems des Newton-Verfahrens zum Beispiel durch
eine LU-Zerlegung. Um die Kosten noch weiter zu reduzieren, wollen wir die Sub-
matrizen der Matrix J identisch wéhlen, das heifit nur eine Auswertung der Jacobi-
Matrix der rechten Seite der Index-2 DAE investieren. Dies ist fiir allgemeine lineare
Verfahren vom Nordsieck-Typ moglich. Die correct value Funktion lautet bei diesen
Verfahren

y(x)
hy'(x)
yc(x, h) = .
hr—ly(r—l) (l’)
Insbesondere gilt
(U In)y™ =1®y, + O(h). (4.9)

Zur Erinnerung: Der Préikonsistenzvektor u ist bei GLM vom Nordsieck-Typ gleich
dem ersten Einheitvektor und die Prékonsistenzbedingung garantiert Ue; = 1.

In der Darstellung (4.9) ist y,, die erste Komponente des Nordsieckvektors und stellt
somit eine Approximation der Losung y(z,) dar. Entsprechend gilt dies bei Index-2
DAEs in Hessenberg Form auch fiir die z-Komponente. Es folgt bei entsprechender
Giite dieser Approximationen:

- LTy Yns 20) 2L (T Yy 20)
Jz _ (91/( ny Iny ~“n Oz ny JIJNy ~n +O h )
( % (3, ) 0 (*)

Wir vernachléssigen den O-Term und bezeichnen die Matrix rechts ebenfalls mit J.
Fiir die Matrix des vereinfachten Newton-Verfahrens finden wir somit

(A® M) —h(IJ).

Diese Uberlegungen sind nicht auf GLMs vom Nordsieck-Typ beschrankt. Liefert
ein allgemeines lineares Verfahren eine “gute* N#herung v, von y(x,), so dass eine
Darstellung (4.9) méglich ist, so kénnen die Matrizen J* durch .J ersetzt werden.
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Wir betrachten abschliefend allgemeine lineare Verfahren mit Verfahrensmatrix

A0 oo 0

A= 21 :
: 0

Qg1 ... Qgg—1 A

Diese singly diagonally implicit GLMs weisen einen weiteren grofien Vorteil auf:
Die Stufenwerte lassen sich sukzessive durch s Gleichungssysteme der Dimension
N + [ berechnen. Genau aus diesem Grund sind diese Verfahren entwickelt worden.
Im Fall von Runge-Kutta Verfahren heifien sie SDIRK Methoden und besitzen die
Stufenordnung 1! Eine wichtige Klasse von allgemeinen linearen Verfahren mit Stu-
fenordnung p = ¢ oder p = ¢ + 1 mit einer Verfahrensmatrix dieser Form sind die
Typ-2 DIMSIMs. Fiir Index-2 DAEs lautet das Gleichungssystem des i-ten Stufen-
wertes dieser Verfahren:

0 = }/:L — N — hAf('ZUO + Ciha}/;a Z’L))

4.10
O 9(50 + Cihayi) ( )

mit .
n; = (Uz & [N)y[n} + hzawf(xn + th7 Y}v Z])
j=1

Man beachte, dass in der Summe nur bereits berechnete Stufenwerte auftreten. Lésst
sich diese sukzessive Berechnung denn wirklich durchfithren?
Fiir allgemeine lineare Verfahren der Ordnung 1, die eine Ndherung

Yn = y(zn) + O(h)

mit einer Darstellung (4.9) liefern, ist diese Berechnung durchfiihrbar:
Mit Satz 3.7 lisst sich die lokale Losbarkeit von (4.10) bei (n;, (U; @ ;) 2I") mit

Y; —n = O(h), Z; — (U; @ I) 2™ = O(h) (4.11)

sukzessive beweisen: Wir gehen dabei induktiv vor und betrachten daher zunéchst
den Fall £ = 1. Es gilt

m = (U1 ® Iy)y".
Mit den Uberlegungen aus Kapitel 3 Abschnitt 3.2.3 liegen fiir ein allgemeines li-
neares Verfahren der Ordnung 1 die N&herungen hinreichend nahe der Losung, so

dass Satz 3.7 angewendet werden kann. Tatsédchlich miissen wir streng genommen
fiir die Anfangswerte

Qo(¢” (R, yo, 20) — Ye(wo, b)) = O(h?)

garantieren. Diese Bedingung und auch die Voraussetzung der Ordnung 1 sind fiir
alle in Betracht kommenden Verfahren erfiillt.
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Somit ist das Gleichungssystem (4.10) fiir ¢« = 1 nach Satz 3.7 fiir hinreichend kleine
h lokal bei (ny, (U; ® I;) 2" 16sbar. Zusitzlich folgen aus dem Satz die Darstellungen
von (4.11) fiir ¢ = 1.

Wir nehmen im Folgenden an, dass das Gleichungssystem (4.10) fiir i = k lokal bei
(N, (Up @ 1)) 2" 16sbar ist und dass fiir die Losungen die Darstellungen in (4.11)
mit ¢ = k gelten. Wir wollen zeigen, dass dies dann auch entsprechend fiir k =741
gilt.

Der Induktionschluss wére durch eine Anwendung von Satz 3.7 vollstédndig bewiesen.
Die beiden ersten Bedingungen der Voraussetzungen (3.13) des Satzes sind mit

e — (Ux ® In)y™ = O(h)

und der Bemerkung 3.8 (iii) offenbar erfiillt. Die dritte und letzte Bedingung in
(3.13) folgt aus den Gleichungen (ohne das Kronecker-Produkt)

L9
9@ ) = g, Uy™) + hz aija_Z(xn7 Ury™) f (2 + ¢;h, Y5, Z;) + O(h?)

j=1
: )
= 9@, U™) + 1Y (1 ® 2 (w0, ) (a5, Up2") + O(h?)
=1 %

n i dg 2

= glan, Uy™) + hz ai;(1 ® g—i(%, (@) f (@, y(20), 2(20))) + O(h?)

J/

-~

=0

= g(z, Upy™) + O(h?).

Die Kriterien zum Stoppen des Newton Verfahrens von Kapitel IV.8 des Buchs ,,Sol-
ving Ordinary Differential Equation II* von Hairer und Wanner kénnen generell fiir
allgemeine lineare Verfahren {ibernommen werden. Es ist jedoch zu bemerken, dass
bei einer Verkleinerung der Schrittweite h aufgrund einer schlechten Konvergenz, die
sukzessive Berechnung der Stufenwerte bei singly diagonally implicit GLMs erneut
gestartet werden muss!
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4.3 Beispiele

In diesem Unterkapitel préasentieren wir numerische Resultate von allgemeinen li-
nearen Verfahren der Ordnung 1,2 und 3 angewendet auf verschiedene Differential-
Algebraische Gleichungen. Dabei liegt der Schwerpunkt im Nachweis der Konver-
genzresultate aus Abschnitt 3.2.3 bzw. des Unterkapitels 3.3. Konkret wurden Typ-
2 DIMSIMs realisiert (vgl. zur Einteilung der Diagonally Implicit Multistage Inte-
gration Methods [B]). Insbesondere besitzt also die Koeffizientenmatrix A untere
Dreiecksstruktur und nur einen einzigen Eigenwert.

Verfahren 1 (vgl. [Huang05]) Das zweistufige und zweiwertige Verfahren besitzt
sowohl die Ordnung als auch die Stufenordnung 1:

nw I Q3
1
N

Der Knotenvektor und die Koeffizientenmatrizen sind gegeben durch:

3 1

w 01 3

21 3 7

e AU |5 10|l =
‘1| B Tz sy
50 10 25

0 1[0 0

Verfahren 2 (vgl. [Wright02]) Das Verfahren besitzt die Ordnung und die Stufen-

ordnung 2. Es werden s = 3 innere und r = 3 duflere Stufen berechnet:

n I Q3
N1l
W W N

Der Knotenvektor und die Koeffizientenmatrizen sind gegeben durch:

.—1 1 -

Lo of1 -1 o0

. T 2 01 0 0
1 1 1 1

s 5 1 1|l 0 3§
“Tl2 11 1|7 1 L
1 2 8 2 8 16

1 1 1

3 2 1100 3

L0 -2 2|0 0 0 ]
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4 Implementierung

Verfahren 3 Das folgende Verfahren wurde von Butcher und Podhaisky entwickelt
(vgl. [BPOG6]). Es besitzt die Konvergenz- und Stufenordnung 3. Zudem werden s = 4
innere und r = 4 dufSere Stufen berechnet:

37
37
47
4

nw 3IQ3
I

Der Knotenvektor und die Koeffizientenmatrizen sind gegeben durch:

9 1 1 17
40 0 0 0 1 40 T 40 T 3840
52443 9 0 0 ] 47713 _ 51583 169369
17200 10 17200 68800 1651200
1996641 387 9 0 1 759579 3269871 907929
1 1350200 1570 40 337550 5400800 10801600
‘11 59481 _ 189 1413 9 |q 46433 50593 9659
5 40000 800 8000 40 20000 80000 120000
c= ,
% 59481 _ 189 1413 9 |1 46433 50593 9659
) 40000 800 8000 10 20000 80000 120000
0 0 0 0 0 0 0
_ 38 _ 157 40 16 _ 137
5 45 45 o |0 5 0 720
2672 256 2512 1600 992
81 27 81 81 0 81 0 0 i

Nach Kapitel 3 Abschnitt 3.2.3 besitzen alle diese Verfahren angewendet auf Index-2
DAEs in Hessenberg Form (3.5) sowohl fiir die differentielle Variable y als auch fiir
die algebraische Variable z die Ordnung p, falls die Startprozedur Startwerte hinrei-
chender Giite liefert (vgl. die Sétze 3.25 und 3.27). Da wir die in Unterkapitel 4.1
hergeleiteten singly implicit Runge-Kutta &hnlichen Prozeduren verwenden, kann
die Ordnung p gewéhrleistet werden (vgl. fiir die Koeffizienten der Startprozeduren
Beispiel 4.2 und 4.3). Die Koeffizienten der entsprechenden Startprozedur sind fiir
i =1 und dquidistant verteilte Knoten ¢; mit ¢; = 0, ¢, = 1 durch das Matlabpro-
gramm in Anhang B berechnet worden.

Als Beispielprogramme sind Fortran-Codes einer Startprozedur der Ordnung 2 und
des Verfahrens 2 in Anhang B angegeben. Alle zur Berechnung der hier présentier-
ten Daten verwendeten Fortran-Programme sind mit dem GNU Fortran Compiler
iibersetzt worden. Die Rechnungen wurden auf einem Server Sun Fire 3800 mit ei-
nem UltraSparc III-Prozessor durchgefiihrt. Fiir das Losen der Gleichungssysteme
des vereinfachten Newton-Verfahrens sind die Subroutinen DGETREF.f und DGE-
TRS.f verwendet worden. Diese Subroutinen sowie alle weiteren fiir diese Routinen
benétigten Programme sind dem LAPACK (Linear Algebra PACKage) entnommen
(vgl. [Lapack]).

138



4.3 Beispiele

4.3.1 Das Pendel

Als klassisches Beispiel einer Index-2 DAFE in Hessenberg Form dient das Pendel aus
Beispiel 1.5. Es lautet in der GGL-Formulierung (vgl. Kapitel 1) :

Ty = Yy — 2T,

Ty = Yo — 2wop,
my; = —2T, A
miys = —mg— 2T\,
0 = af+a5 -1

0 = 2$1y1+2$2y2.

Fiir die Berechnungen haben wir die Parameter fiir die Masse, Lédnge und Gravitation
auf den Wert 1 normiert. Der verwendete Vektor konsistenter Anfangswerte lautet:

1

(0) ]
2(0
©
12(0

8 8

<

1
Y2

(4.12)

o OO OO

\_/\_/

A0
| (0 [ 0]
Die bekannte Dynamik der Position und der Geschwindigkeit des Massepunktes ist
in Abbildungen 4.1 verdeutlicht. Des Weiteren sind in Abbildung 4.2 die zeitlichen
Entwicklungen der Lagrange-Multiplikatoren beschrieben. Die den Abbildungen zu-
grunde liegenden Daten wurden mit dem Verfahren 3 fiir konstante Schrittweite
h = 0.001 und den Toleranzen RTOL = ATOL = 1.D — 8 berechnet.

Zusétzlich haben wir mit dem Code RADAUS5 die Losung des Pendels ebenfalls mit
RTOL = ATOL = 1.D — 8 berechnet. Dabei ist die Konvergenzordnung von diesem
Verfahren in den differentiellen Variablen 5 und in den algebraischen Variablen 3.
Die Groflenordnungen des Lagrange-Multiplikators g in Abbildung 4.2 und in 4.3
machen deutlich, dass das Verfahren 3 die Losung von o = 0 bei gleicher konstanter
Schrittweite wesentlich besser 16st als das RADAUS-Verfahren, obwohl beide Ver-
fahren fiir die algebraischen Variablen einer Index-2 DAE in Hessenberg Form die
Konvergenzordung 3 besitzen!

Fiir die Verfahren 1 und 2 haben wir zum Nachweis der entsprechenden Ordnungen
eine Referenzlosung mit dem Code RADAUSb fiir sehr kleine konstante Schrittwei-
te h = 1.D — 6 berechnet. Der Fehler wird durch den euklidischen Abstand dieser
Losung von den Approximationen, welche durch die Verfahren berechnet wurden, in
den differentiellen Variablen y = (x1, s, 41, y2) bzw. in den algebraischen Variablen
z = (A, p) gemessen. Wir haben beide Verfahren auf die GGL-Formulierung des Pen-
dels mit den konsistenten Anfangswerten in (4.12) angewendet. Fiir den Endpunkt
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4 Implementierung

Abbildung 4.1: Zeitliche Entwicklung der Position und der Geschwindigkeit des
Pendels berechnet mit dem Verfahren 3 fiir h = 0.001.

4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t t

Abbildung 4.2: Zeitliche Entwicklung der Lagrange-Multiplikatoren der GGL-
Formulierung des Pendels berechnet mit dem Verfahren 3 fiir h =
0.001:
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t
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Abbildung 4.3: Zeitliche Entwicklung des Lagrange-Multiplikators p der GGL-
Formulierung des Pendels berechnet mit dem Code RADAUS5 (vgl.
[HW]): links mit variabler, rechts mit konstanter Schrittweite h =
0.001. Dabei ist bei konstanter Schrittweite h aufgrund von star-
ken Oszillationen nur jede zehnte Approximation zum Zeichnen des
Graphen verwendet worden.

Fehler in y/h

Fehler in z/h

0.0131250118

0.161654503

0.0129863715

0.16130143

0.0114787645

0.154092469

p=1 s=2
h = 0.001
h = 0.0001
h=1D -5
h=1D -6

0.00982087178

0.0924549797

Tabelle 4.4: Fehler des Verfahrens 1 angewendet auf die GGL-Formulierung des Pen-
dels sowohl in den differentiellen Variablen y = (z1, x2, y1, y2) als auch in
den algebraischen Variablen z = (A, 1) geteilt durch h fiir verschiedene

Schrittweiten.
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4 Implementierung

p=2, s=3| Fehlerin y/h? Fehler in z/h?

h =0.01 0.09628015837153 | 4.93576828742608

h = 0.001 0.11676032794535 | 4.83785623124812

h =0.0005 | 0.18134995560176 | 4.75594255334421

h =0.0001 |2.27816622429148 | 8.97545925082043

Tabelle 4.5: Fehler des Verfahrens 2 angewendet auf die GGL-Formulierung des Pen-
dels sowohl in den differentiellen Variablen y = (1, x2, 1, y2) als auch in
den algebraischen Variablen z = (), i) geteilt durch h? fiir verschiedene
Schrittweiten.

der Integration gilt x, = 1. Die Berechnungen wurden mit denselben Toleranzen wie
oben durchgefiihrt. Die Ergebnisse sind in den Tabellen 4.4 und 4.5 aufgefiihrt. Fiir
beide Verfahren ist die in Kapitel 3 Abschnitt 3.2.3 bewiesene Konvergenzordnung
sichtbar!

4.3.2 Eine lineare DAE mit properem Hauptterm

Eine wirklich bemerkenswerte Differential-Algebraische Gleichung, wie wir bereits in
Kapitel 3 feststellten, ist die lineare DAE aus Beispiel 3.1. Die Schwierigkeiten beim
Losen dieser DAE fiir gewisse Parameterwerte ist wohl bekannt (vgl. [GP83]). In
[HLR&9] wird dieses System sogar als Index-2 Problem bezeichnet, bei dem numeri-
sche Verfahren scheitern. Die kritischen Parameterwerte sind dabei —1 <7 < —0.5.
In Kapitel 3.3 haben wir gesehen, woran dies genau liegt: Der Index des augmen-
tierten System ist 3! Bei der dquivalenten Formulierung aus Beispiel 3.2 erhohte die
Augmentierung den Index nicht. Es handelt sich bei dieser Formulierung um eine
DAE mit properem Hauptterm und Traktabilitéitsindex 2, wie wir sie in Unterkapi-
tel 3.3 betrachtet haben. Die Augmentierung lautet fiir f(z) = exp(xz) und g = 0
mit anderen Bezeichnungen der Variablen als in Beispiel 3.2:

~

y = Zz,

0 = 29+ nrzz —exp(—x),

0 = 21+ Z3, <413>
0 = y— 20 —nr2s.

Dies ist eine semi-explizite DAE der Form (3.70) mit Index 2, wobei die partielle Ab-
leitung % den konstanten Rang 2 besitzt. Noch wichtiger ist die Beobachtung, dass
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4.3 Beispiele

p=1,s=2| Fehlerin y/h | Fehler in z5/h | Fehler in z3/h
h =0.001 1.09287579D — 11 | 0.00934908291 | 0.00415514796
h =0.0001 |9.49171297D — 10 | 0.00933646624 | 0.00414954045
h=1.D —5 |5.56929503D — 08 | 0.00933459944 | 0.00414870467
h=1.D —6 |3.25754701D — 06 | 0.0091848254 | 0.00408178265
h=1D—7] 0.000648497506 | 0.0188195987 | 0.00843632143

Tabelle 4.6: Fehler des Verfahrens 1 angewendet auf die lineare DAE (4.13) sowohl
in der differentiellen Variablen y als auch in den algebraischen Variablen
2o und z3 geteilt durch h fiir verschiedene Schrittweiten.

keine Koordinatentransformation, wie sie in Unterkapitel 3.3 angesprochen wurde,
notig ist, um nach den Variablen z; und z; aufzulosen. Wir erhalten also nicht nur
fiir die differentielle Variable die Konvergenzordnung, wie wir sie in Abschnitt 3.2.3
bewiesen haben, sondern theoretisch auch fiir alle algebraischen Variablen (vgl. Be-
merkung 3.33).

Wir wollen nun nachweisen, dass auch fiir kritische Parameterwerte der Formulierung
aus Beispiel 3.1 die dquivalente DAE (4.13) durch die Verfahren 1-3 gelost werden
kann und dass die in Kapitel 3 bewiesenen Konvergenzordnungen auch praktisch be-
obachtet werden konnen. Wie wir oben bereits begriindet haben, sollte die Ordnung
in allen Variablen gleich p sein.

Wir wéhlen als konsistente Anfangswerte:

Y 1
21 . -1
z9 o 1
Z3 1

Die exakte Losung des Anfangswertproblems ist offenbar gegeben durch:

y() exp(x)
z1(z) | _ —exp()
z() (1 —nz) exp(x)
z3(z) exp(z)
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p=2, s=3| Fehleriny/h*® |Fehler in z/h?

h =0.001 1.24497912D — 05 | 0.23742606

h =0.0001 | 1.07379383D — 05 | 0.237396994

h=1D -5 | 0.00556929503 0.14999581

Tabelle 4.7: Fehler des Verfahrens 2 angewendet auf die lineare DAE (4.13) sowohl
in der differentiellen Variablen y als auch in den algebraischen Variablen
z = (21, 29, 23) geteilt durch h? fiir verschiedene Schrittweiten.

p=3,s=4/| Fehlerin y/h3 Fehler in z/h3

h =10.01 9.92261828D — 10 | 0.000667539357

h = 0.001 1.09287579E — 05 | 0.00077720951

h=1D —4 0.0949240686 0.34511097

Tabelle 4.8: Fehler des Verfahrens 3 angewendet auf die lineare DAE (4.13) sowohl
in der differentiellen Variablen y als auch in den algebraischen Variablen
2 = (21, 29, z3) geteilt durch h? fiir verschiedene Schrittweiten.

Als Integrationsintervall haben wir [0, 3] festgelegt, die Toleranzen sind in diesem Fall
RTOL = ATOL = 1.D—9. Der Fehler ist wiederum durch den euklidischen Abstand
der Approximation, bzw. von Komponenten der Approximation, zur exakten Losung
definiert. Wiahrend die entsprechenden Ordnungen der algebraischen Komponenten
schon zu erkennen sind, scheint in der y-Variablen keine entsprechende Konvergenz
vorzuliegen (vgl. die Tabellen 4.6 - 4.8). Es sei jedoch bemerkt, dass der Fehler in y
trotz Division durch h? sehr klein ist! Vielleicht ist die Konvergenz dieses Quotienten
gegen eine Konstante nur fiir noch kleinere Schrittweiten h zu beobachten.

4.3.3 Der “Andrews’ squeezer Mechanismus*

Der Andrews’ squeezer Mechanismus ist ein Mehrkorpersystem in der Ebene beste-
hend aus sieben Korpern, welche durch Gelenke ohne Reibung miteinander verbun-
den sind (vgl. Abbildung 7.1 in [HW] S.531). Die Bewegungsgleichungen der Index-3
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4.3 Beispiele

Formulierung sind von der bekannten Form

M(q)i = flq,q) — G (@A,
0 = g(q).

Dabei repriisentiert der Vektor ¢(t) € R” sieben verschiedene Winkel des Systems
und der Vektor A € R® die Lagrange-Multiplikatoren (vgl. fiir eine detaillierte Be-
schreibung [HW, BTS]). Die augmentierte Formulierung auf dem Geschwindigkeits-
level lautet nach Beispiel 3.28 wie folgt:

= M(g)w— f(t,q.0) + G(g)™A,
= Glqv.

(4.14)

o o 2.
|

Die Dimension dieser Index-2 DAE ist 27. Sie besteht aus 14 Differential- und 13
algebraischen Gleichungen.

Die Anfangswerte sind bis auf die folgenden Komponenten gleich Null:

¢1(0) = —0.0617138900142764496358948458001 D0
¢3(0) = 0.455279819163070380255912382449D0
q4(0) = 0.222668390165885884674473185609.D0
¢5(0) = 0.487364979543842550225598953530D0
¢6(0) = —0.222668390165885884674473185609D0
q7(0) = 1.23054744454982119249735015568 D0
wy(0) = 14222.4439199541138705911625887.D0
we(0) = —10666.8329399655854029433719415D0
A1(0) = 98.5668703962410896057654982170D0
A(0) = —6.12268834425566265503114393122D0

Wir haben das Verfahren 1 auf dieses Anfangswertproblem mit RTOL = ATOL =
1.D —2 und der Schrittweite h = 1.D —8 angewendet. Der Endpunkt der Integration
ist wie iiblich 0.03. Als Approximation der Jacobi-Matrix der rechten Seite haben
wir die folgende Matrix verwendet (vgl. [HW] S540):

0 I 0 O
00 I O
0 0 M G7
0 G 0 O

Die Dynamik der verschiedenen Winkel ist in Abbildung 4.4 aufgetragen.
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Fazit der numerischen Berechnungen: Die Konvergenzordnung allgemeiner li-
nearer Verfahren, welche wir theoretisch in Kapitel 3 sowohl in Abschnitt 3.2.3 als
auch in Unterkapitel 3.3 bewiesen haben, lassen sich auch praktisch nachweisen.
Beim Vergleich des RADAUS Verfahrens mit konstanter Schrittweite und des Ver-
fahrens 3, welcher nur in den algebraischen Variablen moglich ist, lieferte das Ver-
fahren 3 bessere Approximationen. Dabei sei ausdriicklich darauf hingewiesen, dass
wir hier nicht den Code RADAUS5 als Mafl gewéhlt haben, sondern aufgrund eines
fairen Vergleichs das RADAU5-Verfahren mit konstanter Schrittweite ohne jegliche
Optimierung. Ebenso sind im Fortran-Code des Verfahrens 3 neben dem eigent-
lichen Algorithmus keine weiteren Optimierungen implementiert worden (vgl. das
Beispielprogramm in Anhang B). Zudem konnte auch das nicht-triviale Beispiel des
Andrews’ squeezer durch DIMSIMs vom Typ-2, wenn auch mit sehr kleinen Schritt-
weiten, gelost werden. Die Losung einer steifen Formulierung des Mechanismus konn-
te jedoch mit den vergleichsweise einfachen Implementierungen der Verfahren nicht
zufrieden stellend berechnet werden (vgl. zur steifen Formulierung des Mechanismus
[HW] VIL.7). Die Realisierung einer variablen Schrittweite und weiterer Optimie-
rungen scheinen unabdingbar zu sein. Insgesamt wird aber deutlich, dass sich zum
Beispiel Typ-2 DIMSIMS zum Losen Differential-Algebraischer Gleichungen eignen.
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Abbildung 4.4: Zeitliche Entwicklung der Winkel des Andrews’ squeezer Mecha-
nismus berechnet mit dem Verfahren 1 fiir h = 1.D — 8. Es gilt

qlzﬁv CJ22®7 q3 =7, Q4:(I)> q5:57 Qngu qr = €.
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A DAEs mit properem Hauptterm

Wir betrachten die lineare DAE
AW D)z (t)] + B(t)x(t) =q(t), t€Z (A.1)

mit matrixwertigen Funktionen A € C(Z,R™"), D € C(Z,R™™)und B € C(Z,R™™).
Der Hauptterm dieser DAE sei proper formuliert (vgl. [M02b]):

Definition A.1 Der Hauptterm von (A.1) ist proper formuliert, wenn der Kern
der Koeffizientenmatrizen A(t) und das Bild von D(t) in der direkten Sumnme den
gesamten R™ bilden,

kerA(t) @ imD(t) = R",

und ein stetig differenzierbarer Projektor R(t) € C(Z,R™") existiert mit
kerA(t) = kerR(t), imD(t) = imR(t), teZ.

Folgerungen (vgl. [M02b]):
(i) Die Koeffizientenmatrizen A(t) und D(t) besitzen einen gemeinsamen konstan-

ten Rang.
(ii) Es existiert eine verallgemeinerte Inverse von D mit

DD~ = R, DD-D = D,
DD = P, D-DD- = D- (A.2)

wobei Py = I — )y gilt und Qg eine beliebige Projektion auf den Kern von AD
ist. Wir haben dabei die Abhéngigkeit von ¢ vernachléssigt.
(iii) Es gilt (ohne das Argument ¢):
DQy =0, QoD™ =0. (A.3)
Lemma A.2 Besitze die DAE (A.1) einen proper formulierten Hauptterm und sei

der Traktabilitatsindex dieser DAE 2 (vgl. zur Definition dieses Indexes [M02a]).
Dann besitzt die Matriz

konstanten Rang.
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A DAEs mit properem Hauptterm

Beweis: Aus der Definition des Traktabilitédtsindexes folgt:
G1(t) :== A(t)D(t) + B(t)Qo(t) besitzt konstanten Rang r; < m

(vgl. [M02b]). Insbesondere besitzt auch kerG) (t) konstanten Rang, namlich m —r;.
Wir untersuchen nun den Kern der Matrix M (t) fiir festes ¢. Sei y € KerA(t) gege-
ben. Offenbar gilt:

M) ( v ) ~0. (A-4)

Y

Mit Folgerung (i) oben erhalten wir die Existenz von r linear unabhéngigen Vekto-
ren, welche den Kern von A(t) aufspannen. Die Dimension r ist dabei unabhéngig
von der Zeit t. Wir erweitern diese Vektoren um Nullen, wie in (A.4) geschehen,
und erhalten als Spann dieser erweiterten Vektoren den r-dimensionalen Raum
{0} x kerA(t), welcher im Kern der Matrix M (t) liegt. Sei nun

( ‘; ) € kerM(t),

wobei wir ohne Einschrankung aufgrund des proper formulierten Hauptterms von
y € imD(t) ausgehen konnen. Der Kern von A(t) und das Bild von D(t) bilden ja
in der direkten Sumnme den gesamten R™. Wir definieren

z=D"(t)y + Qo(t)z. (A.5)

Aufgrund der Definition von G; und z folgt mit den Folgerungen oben (ohne das
Argument t):

ARy + BQyx

Zusétzlich haben wir ausgenutzt, dass y im Bild von D liegt, das heif}t es gilt:

Ry =y.

Da @y eine Projektion auf den Kern von A(t)D(t) ist und x nach Voraussetzung im
Kern von D(t) liegt, gilt:
Qor = .

Somit folgt:

Gz = Ay+ BQox
= Ay + Bu.

Der Vektor (z,y)” ist nach Voraussetzung aus dem Kern von M (¢). Wir finden daher

z € kerGy(t).
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Seien nun linear unabhéngige Vektoren

( i ) € kerM
Yi

gegeben, wobei y; jeweils im Bild von D(t) liegt. Zusétzlich seien Vektoren z; geméa8
(A.5) definiert. Sind dann auch die Vektoren z; linear unabhéngig?

Wir betrachten eine Linearkombination dieser Vektoren und zeigen, dass der Null-
vektor nur mit der trivialen Linearkombination gebildet werden kann. Nach Defini-
tion der z; gilt

> Nz=0=> ADyi+ Y NQox; =0.
Wir multiplizieren die rechte Gleichung jeweils mit DFy und )y und erhalten
> ADD7y; = 0,
> ANiQori = 0.
Hier haben wir die Gleichungen

QOD_ = 07 POD_ = D_7
Qg - QO? POQO = 0

investiert. Wiederum gilt:
DD™y; = Ry, = v,
Q()Ii = .
Somit erhalten wir

()=

woraus nach der Voraussetzung der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren (x;, y;
unmittelbar \; = 0 folgt.
Sei nun z ein Vektor aus dem Kern von G4(t). Wir definieren

()=(5:) 0
(;j)ekerM.

Seien z; linear unabhiingige Vektoren aus kerG(¢) und seien (x;,y;)7 gemifl (A.6)
definiert. Es gilt:

)T

Eine leichte Rechnung zeigt

AN Y AiQoz = 0,
ZAi(yi)—O‘:’{ S ADz = 0.
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Multiplizieren wir die untere rechte Gleichung mit D~ und investieren D™D = P,
so folgt wiederum \; = 0.

Insgesamt haben wir gezeigt, wie sich eine Basis von kerM (t) aus Basis Vektoren
von kerA(t) und kerG,(t) konstruieren lésst. Die Konstruktion macht deutlich, dass
die Dimension des Kerns von M (t) unabhéngig von ¢ ist. Sie ist genau r +m — ry.
Damit besitzt aber auch M (t) selbst konstanten Rang.

O
Bemerkung: Das Lemma gilt auch fiir allgemeinere nichtlineare Differential-
Algebraische Gleichungen
Az(t), )[d(x(t),t)]" + B(x(t),t) = qt), te€I

mit proper formuliertem Hauptterm und Traktabilitdtsindex 2 (vgl. zu den Defini-
tionen im nichtlinearen Fall [MO01]). Alle oben verwendeten GroBen werden namlich
tiber die Linearisierung definiert (vgl. ebd.).
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In diesem Anhang stellen wir einige Programmcodes bereit. Dabei lag der Schwer-
punkt der Programmierung in iibersichtlichen Programmen, nicht in der Optimie-
rung, wie sie fiir einen professionellen Code nétig wéren. Die Fortran Programme
sind dabei stark an dem RADAU5-Code orientiert (vgl. [HW] Appendix. Fortran
Codes)

Zur Berechnung der Koeffizientenmatrizen A und B einer singly implicit Runge-
Kutta &hnlicher Startprozedur fiir vorgegebenen Knotenvektor ¢, Eigenwert p und
vorgegebene Ordnung p = § — 1 dient das folgende Matlabprogramm (vgl. Unterka-
pitel 4.1 ):

function [A,B,T,LAMBDA,BAI] = startcoefficient(c,mu,s)

% BERECHNUNG DER KOEFFIZIENTENMATRIZEN EINER yA
% SINGLY IMPLICIT RUNGE-KUTTA AHNLICHEN STARTPROZEDUR Y%
T pA
h —————— DEFINITION DER SHIFTMATRIX J
J=[zeros(1,s-1),0;eye(s-1),zeros(s-1,1)];
% —————- BERECHNUNG DER SKALIERTEN VANDERMONDE C
C = ones(s,1);
fac=1;
for i=1:s-1
fac=fac*i,;
C=[C,c." (i) /fac];

% —————= BERECHNUNG DER MATRIX L
a=zeros(s,1);
l=zeros(s,1);
for i=s:-1:1

a(i)=(-1)"(s-i)*binom(s,i-1)*mu" (s+1-1);

end
1=Cx*a;
L=[zeros(s,s-1),1]1/C;

 — BERECHNUNG DER MATRIZEN A und B
A=C*J/C+L;
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B=J/C;
AT=A\eye(s);
% —————- BERECHNUNG DER TRANSFORMATIONSMATRIX T
hilf=C(:,s);
T = hilf;
fac=1/mu;
matrix=AI-fac*eye(s);
for i=1:s-1
hilf=matrix*hilf;
T=[T,hilf];

Y ————— BERECHNUNG VON T~-1%A~-1%T=LAMBDA
LAMBDA= (Ax*T)\T;

Y —————= BERECHNUNG VON BA~-1
BAI=B*AI;

Dabei ist binom eine Subfunktion zur Berechnung des Binomialkoeffizienten:

function [y] =binom(n,k)
prod=1;
if (k>n) y=0;
elseif (k<=n/2)
for i=1:k
prod=prod*(n+1-i)/i;
end
y=prod;
else
y=binom(n,n-k);
end

Startprozedur der Ordnung 2 in y und der Ordnung 1 in z, deren Koeffizienten durch
das Matlabprogramm oben berechnet worden sind:

C ________________________________________________________________
C STARTPROZEDUR DER ORDNUNG 2 (s=3)
C ________________________________________________________________
SUBROUTINE START3(N,L,X0,Y0,Z0,H,FCN, JAC,
& SCAL,NIT,UROUND,FNEWT,
& YNOR1,YNOR2,YNOR3,
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& ZNOR1,ZNOR2,ZNOR3,
& NFCN,NJAC,NDEC,NSOL, IDID)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DIMENSION YO(N), YNOR1(N), YNOR2(N), YNOR3(N)
DIMENSION ZO(L), ZNOR1(L), ZNOR2(L), ZNOR3(L)
DIMENSION IPIV(N+L,N+L),E(N+L,N+L),FJAC(N+L,6N+L)
DIMENSION CONTY(N), CONTZ(L)
DIMENSION WF1(N),WF2(N),WF3(N),WG1(L),WG2(L),WG3(L)
DIMENSION F1(N),F2(N),F3(N),G1(L),G2(L),G3(L)
DIMENSION RHS1(N+L),RHS2(N+L),RHS3(N+L),SCAL(N+L)
EXTERNAL FCN, JAC
—————— INITIALISIERUNG
IDID =0
NFCN =0
NJAC =0
NDEC =0
NSOL =0
—————— DIMENSION DES GESAMTSYSTEMS
NL = N+L
NL3 = NL*3
—————— KOEFFIZIENTEN DER STARTPROZEDUR
T21 = 0.125D0

T22 = 0.375D0
T23 = 0.125D0
T31 = 0.5D0
T32 = 0.5D0
T33 = -0.5D0

TI11 = 2.0DO
TI12 = -4.0D0
TI13 = 3.0D0O
TI21 = -1.0DO
TI22 = 4.0D0O
TI23 = -1.0D0
TI31 = 1.0DO

BAI22 = 4.0DO
BAI23 = -1.0DO
BAI31 = 1.0DO
BAI32 = -8.0D0O
BAI33 = 4.0D0
c2 = 0.5D0
FAC=1/H

—————— BERECHNUNG DER JACOBI-MATRIX
CALL JAC(N,L,X0,Y0,Z0,FJAC)
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NJAC=NJAC+1
C —————- BERECHNUNG DER LU-ZERLEGUNG
DO I=1,NL
DO J=1,NL
E(I,J) = -FJAC(I,J)
END DO
END DO
DO I=1,N
E(I,I) = E(I,I) + FAC
END DO
CALL DGETRF(NL,NL,E,NL,IPIV,INFO)
IF (INFO.GT.0) GOTO 78
IF (INFO.LT.0) GOTO 78
NDEC=NDEC+1

C —— STARTWERTE DES NEWTON-VERFAHRENS
DO I=1,N
WF1(I) = 0.0DO
WF2(I) = 0.0DO
WF3(I) = 0.0DO
END DO
DO J=1,L
WG1(J) = 0.0DO
WG2(J) = 0.0DO
WG3(J) = 0.0DO
END DO
C ——— SCHLEIFE DES NEWTON-VERFAHRENS
NEWT = 0
DYNO = 1.0DO

FACCON = 1.0DO
40 CONTINUE
NEWT = NEWT+1
IF (NEWT.GE.NIT) GOTO 79
C ———————- BERECHNUNG DER FUNKTIONSWERTE DER RECHTEN SEITE
DO I=1,N
CONTY (I)=WF3(I)+YO(I)
END DO
DO J=1,L
CONTZ (J)=WG3(J)+Z0(J)
END DO
CALL FCN(N,L,X0,CONTY,CONTZ,F1,G1)
DO I=1,N
CONTY (I)=T21*WF1(I)+T22*WF2(I)+T23*WF3(I)+YO(I)
END DO
DO J=1,L
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CONTZ (J)=T21*WG1 (J)+T22*WG2 (J) +T23+WG3 (J)+Z0(J)
END DO
CALL FCN(N,L,X0+c2*H,CONTY,CONTZ,F2,G2)
DO I=1,N
CONTY (I)=T31*WF1(I)+T32*WF2(I)+T33+WF3(I)+Y0(I)
END DO
DO J=1,L
CONTZ (J)=T31*WG1 (J)+T32*WG2 (J) +T33+WG3 (J)+Z0(J)
END DO
CALL FCN(N,L,X0+H,CONTY,CONTZ,F3,G3)
NFCN=NFCN+3
———————— BERECHNUNG DER RECHTEN SEITE

DO I=1,N
RHS1(I) = -FAC*WF1(I)
& + TI11%F1(I)+TI12*%F2(I)+TI13%F3(I)
END DO
DO J=1,L
RHS1(J+N) = TI11*G1(J)+TI12%G2(J)+TI13*G3(J)
END DO

———————— LOSEN DES LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMS
CALL DGETRS(’N’,NL,1,E,NL,IPIV,RHS1,NL,INFO)
———————— BERECHNUNG DER RECHTEN SEITE

DO I=1,N
RHS2(I) = -FAC*x(WF1(I)+WF2(I)+RHS1(I))
& + TI21*F1(I)+TI22%F2(I)+TI23%F3(I)
END DO
DO J=1,L
RHS2(J+N) = TI21*G1(J)+TI22%G2(J)+TI23*G3(J)
END DO

———————— LOSEN DES LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMS
CALL DGETRS(’N’,NL,1,E,NL,IPIV,RHS2,NL,INFO)
-------- BERECHNUNG DER RECHTEN SEITE

DO I=1,N
RHS3(I) = -FAC*(WF2(I)+WF3(I)+RHS2(I))
& + TI31%F1(I)
END DO
DO J=1,L
RHS3(J+N) = TI31%G1(J)
END DO

———————— LOSEN DES LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMS
CALL DGETRS(’N’,NL,1,E,NL,IPIV,RHS3,NL,INFO)
NSOL=NSOL+3

———————— BERECHNUNG DER FEHLERNORM
DYNO=0.0DO
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DO I=1,NL
DENOM=SCAL(I)
DYNO = DYNO + (RHS1(I)/DENOM)*#*2 + (RHS2(I)/DENQOM)**2
& + (RHS3(I)/DENQOM) **2
END DO
DYNO = DSQRT(DYNO/NL3)
C ——————- SCHLECHTE KONVERGENZ ODER ZAHL DER SCHRITTE ZU HOCH
IF (NEWT.GT.1.AND.NEWT.LT.NIT) THEN
THQ=DYNO/DYNOLD
IF (NEWT.EQ.2) THEN
THETA=THQ
ELSE
THETA=SQRT (THQ*THQOLD)
END IF
THQOLD=THQ
IF (THETA.LT.0.99D0) THEN
FACCON=THETA/ (1.0DO-THETA)
DYTH=FACCON*DYNO*THETA** (NIT-1-NEWT) /FNEWT
IF (DYTH.GE.1.0D0) GOTO 177

ELSE
GOTO 178
END IF
END IF
DYNOLD=MAX (DYNO, URQUND)
C ——————- BERECHNUNG DER NEUEN ITERIERTEN W~i+1
DO I=1,N
WF1(I) = WF1(I) + RHS1(I)
WF2(I) = WF2(I) + RHS2(I)
WF3(I) = WF3(I) + RHS3(I)
END DO
DO J=1,L
WG1(J) = WG1(J) + RHS1(N+J)
WG2(J) = WG2(J) + RHS2(N+J)
WG3(J) = WG3(J) + RHS3(N+J)
END DO
IF (FACCON*DYNO.GT.FNEWT) GOTO 40
C ——————- BERECHNUNG DES START (NORDSIECK)VEKTORS
DO I=1,N
hilfl = WF3(I)
hilf2 = T21*WF1(I) + T22*WF2(I) + T23*WF3(I)
hilf3 = T31xWF1(I) + T32*WF2(I) + T33*WF3(I)
WF1(I) = hilf1
WF2(I) = hilf2
WF3(I) = hilf3
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END DO
DO I=1,N
YNOR1(I)
YNOR2(I)
YNOR3(I)
END DO
DO J=1,L
hilf1
hilf2
hilf3
WG1(J) =
WG2(J) =
WG3(J)
END DO
DO J=1,L
ZNOR1(J)
ZNOR2(J)
ZNOR3 (J)
END DO
RETURN

—--- LU-ZERLE

CONTINUE
WRITE(6,*)
IDID=-4
RETURN

CONTINUE
WRITE(6,*)
IDID=-3
RETURN

—--- KEINE KO

CONTINUE
WRITE(6,*)
IDID=-2
RETURN

CONTINUE
WRITE(6,*)
IDID=-1
RETURN
END

YO(I)

BAI22xWF2(I) + BAI23*WF3(I)
WF1(I) + BAI32+WF2(I) + BAI33*WF3(I)

WG3(J)
T21*WG1(J) + T22*WG2(J) + T23*WG3(J)
T31*WG1(J) + T32*%WG2(J) + T33*WG3(J)
hilf1
hilf2
hilf3

Z0(J)
= BAI22*xWG2(J) + BAI23*WG3(J)
WG1(J) + BAI32*WG2(J) + BAI33*WG3(J)

GUNG NICHT MOGLICH

> MATRIX IST SINGULAR’, INFO

ZU VIELE SCHRITTE

> ANZAHL DER ITERATIONEN ZU HOCH, NEWT=’, NEWT

NVERGENZ

> NEWTON WIRD NICHT KONVERGIEREN, DYTH=’, DYTH

SCHLECHTE KONVERGENZRATE

> KONVERGENZRATE ZU SCHLECHT, THETA=’, THETA

END OF SUBROUTINE START3
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Allgemeines lineares Verfahren der Typ-2 DIMISIM Klasse mit Koeffizienten aus
[Wright02]:

SUBROUTINE GLM3(N,L,X,Y0,Z0,XEND,H,FCN, JAC,
& RTOL,ATOL, ITOL,
& NIT,UROUND,FNEWT,NMAX,
& YNOR1,YNOR2,YNOR3,ZNOR1,ZNOR2,ZNOR3,
& NFCN,NJAC,NDEC,NSOL,NSTEP, IDID)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DIMENSION YO(N), YNOR1(N), YNOR2(N), YNOR3(N)
DIMENSION ZO(L), ZNOR1(L), ZNOR2(L), ZNOR3(L)
DIMENSION SCAL(N+L)
DIMENSION FJAC(N+L,N+L)
DIMENSION IPIV(N+L,N+L), E(N+L,N+L)
DIMENSION UY1(N), UY2(N), UY3(N)
DIMENSION UZ1(L), Uz2(L), UZ3(L)
DIMENSION WF1(N), WF2(N), WF3(N)
DIMENSION WG1(L), WG2(L), WG3(L)
DIMENSION F1(N), F2(N), F3(N)
DIMENSION G1(L), G2(L), G3(L)
DIMENSION CONTY(N), CONTZ(L)
DIMENSION RHS1(N+L), RHS2(N+L), RHS3(N+L)
EXTERNAL FCN,JAC,NEWTON

C ————- INITIALISIERUNG
NSTEP = 0

C —————- DIMENSION DES GESAMTSYSTEMS
NL = N+L

C ————- KOEFFIZIENTEN DES VERFAHRENS
A11 = 0.25D0

.25D0

.5D0

.25D0

.125D0

.0625D0

.25D0

U12 = -0.25D0

U33 = 0.125D0

=
w
N
Il
O O O O O O
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cl = 0.0D0
c2 = 0.5D0
c3 = 1.0D0
B11 = 0.5D0
B12 = -0.125D0
B13 = 0.5D0
B21 = 0.5D0
B22 = -0.5D0
B23 = 1.0DO
B31 = 0.0DO
B32 = -2.0D0
B33 = 2.0DO
BAI11 = 0.5DO
BAI12 = -2.5D0
BAI13 = 2.0DO
BAI22 = -6.0D0O
BAI23 = 4.0D0O
BAI32 = -16.0D0
BAI33 = 8.0D0

VBAU11 = 1.0DO
VBAU12 = 0.25D0
VBAU13 = -3.D0/16.DO0
VBAU21 = 2.0D0
VBAU22 = 0.0DO
VBAU23 = -0.25D0
VBAU31 = 8.0D0
VBAU32 = 0.0DO
VBAU33 = -1.0D0
FAC = HxA11
FAC = 1/FAC
—————— SKALIERUNG
DO I=1,N
SCAL (I)=ATOL+RTOL*ABS(YO(I))
END DO
DO J=1,L
SCAL (N+J)=(ATOL+RTOL*ABS (Z0(J)))/H
END DO
—————— BERECHNUNG DES ANFANGS (NORDSIECK)VEKTORS ----------
CALL START3(N,L,X,Y0,Z0,H,FCN,JAC,
& SCAL,NIT,UROUND,FNEWT,
& YNOR1,YNOR2,YNOR3,
& ZNOR1,ZNOR2,ZNOR3,
& NFCN,NJAC,NDEC,NSOL, IDID)
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IF (IDID.LT.0) GOTO 77

C —-— INTEGRATIONSSCHRITT
10 CONTINUE
C ——- BERECHNUNG DER JACOBI-MATRIX

CALL JAC(N,L,X,YNOR1,ZNOR1,FJAC)
NJAC=NJAC+1
20 CONTINUE

C —-————- BERECHNUNG VON (U\otimes)Y"n UND (U\otimes)Z n
DO I=1,N
UY1(I) = YNOR1(I) + YNOR2(I)=*U12
UY2(I) = YNOR1(I)
UY3(I) = YNOR1(I) + YNOR3(I)=*U33
END DO
DO J=1,L
UZ1(J) = ZNOR1(J) + ZNOR2(J)*U12
UZ2(J) = ZNOR1(J)
UZ3(J) = ZNOR1(J) + ZNOR3(J)*U33
END DO
C ————- BERECHNUNG DER LU-ZERLEGUNG
DO I=1,NL
DO J=1,NL
E(I,J) = -FJAC(I,J)
END DO
END DO
DO I=1,N
E(I,I) = E(I,I) + FAC
END DO

CALL DGETRF (NL,NL,E,NL,IPIV,INFO)
IF (INFO.GT.0) GOTO 78
IF (INFO.LT.O0) GOTO 78
NDEC=NDEC+1

30 CONTINUE
NSTEP=NSTEP+1
IF (NSTEP.GT.NMAX) GOTO 179

C ————- STARTWERTE DES NEWTON-VERFAHRENS
DO I=1,N
WF1(I) = 0.0DO
WF2(I) = 0.0D0
WF3(I) = 0.0DO
END DO
DO J=1,L
WG1(J) = UZ1(J)
WG2(J) = UZ2(J)
WG3(J) = Uz3(J)
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END DO

—————— AUFRUF DES NEWTON-VERFAHRENS
CALL NEWTON(N,L,X,H,FCN,c1,FAC,E,IPIV,

IF (IDID.LT.

WF1,WG1,0Y1,
NIT,UROUND,FNEWT,SCAL,
NFCN,NSOL, IDID)

0) GOTO 77

—————— AUFRUF DES NEWTON-VERFAHRENS

DO I=1,N
UY2(1) =
END DO

UY2(I) + WF1(I)

CALL NEWTON(N,L,X,H,FCN,c2,FAC,E,IPIV,

IF (IDID.LT.

WF2,WG2,0Y2,
NIT,UROUND,FNEWT,SCAL,
NFCN,NSOL, IDID)

0) GOTO 77

—————— AUFRUF DES NEWTON-VERFAHRENS

DO I=1,N
UY3(I) =
END DO

UY3(I) + 2*%WF1(I) + WF2(I)

CALL NEWTON(N,L,X,H,FCN,c3,FAC,E,IPIV,

&
&
&

IF (IDID.LT.

DO I=1,N
WF1(I)
WF2(I)
WF3(I)

END DO

WF3,WG3,0Y3,
NIT,UROUND,FNEWT,SCAL,
NFCN,NSOL, IDID)

0) GOTO 77

WF1(I)/A11
WF2(I)/A11
WF3(I)/A11

—————— BERECHNUNG DER NEUEN ITERATIONEN y"n+1,z"n+1

DO I=1,N
YNOR1(I)

YNOR2(I)
YNOR3(I)

END DO
DO J=1,L

YNOR1(I) + V12*YNOR2(I) +
B11xWF1(I) + B12*WF2(I) +
V23*YNOR3(I) + B21xWF1(I)

+

B32*WF2 (1)

hilf1l = ZNOR1(J)

ZNOR1(J)

ZNOR2(J)

+

+

BAI22xWG2(J)+BAI23*WG3(J)

V13*xYNOR3(I)
B13*WF3(I)

+ B22*WF2(I)
+ B23*WF3(I)
+ B33%WF3(I)

ZNOR1 (J)+VBAU12%ZNOR2 (J)+VBAU13*ZNOR3 (J)
BAT11%WG1(J)+BAI12xWG2(J)+BAI13*xWG3(J)
VBAU21%hilf1+VBAU23*ZNOR3(J)
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ZNOR3(J) = VBAU31xhilf1+VBAU33*ZNOR3(J)

& + BAI32+WG2(J)+BAI33*WG3(J)
END DO
C ————- RESKALIERUNG
DO I=1,N
SCAL (I)=ATOL+RTOL*ABS(YNOR1(I))
END DO
DO J=1,L
SCAL (N+J)=(ATOL+RTOL*ABS (ZNOR1(J)))/H
END DO
X = X+H
IF ((X+H) .LE.XEND+1.D-9) GOTO 10
RETURN

77 CONTINUE
IF (IDID.EQ.-3) THEN
GOTO 79
ELSE
IF (IDID.EQ.-2) THEN
GOTO 177
ELSE
IF (IDID.EQ.-1) THEN
GOTO 178
END IF
END IF
END IF
C ——— LU-ZERLEGUNG NICHT MOGLICH
78 CONTINUE
WRITE(6,*) ’ MATRIX IS SINGULAR’, INFO
IDID=-4
RETURN
C —— ZU VIELE SCHRITTE
79 CONTINUE
WRITE(6,*) ’ ANZAHL DER ITERATIONEN ZU HOCH °’
RETURN
C —— KEINE KONVERGENZ
177 CONTINUE
WRITE(6,*) ’ NEWTON WIRD NICHT KONVERGIEREN, DYTH=’, DYTH
RETURN
C -————- SCHLECHTE KONVERGENZRATE
178 CONTINUE
WRITE(6,*) ’ KONVERGENZRATE ZU SCHLECHT, THETA=’, THETA
RETURN
C ———- ANZAHL DER SCHRITTE ZU HOCH
179 CONTINUE
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WRITE(6,%) ’ ANZAHL DER SCHRITTE GROSER ALS, NMAX=’, NMAX

IDID = -5
RETURN
END
C
C END OF SUBROUTINE GLM3

Die Subroutine NEWTON:

SUBROUTINE NEWTON(N,L,X,H,FCN,c,FAC,E,IPIV,
& WF,WG,UY,

& NIT,UROUND,FNEWT,SCAL,

& NFCN,NSOL, IDID)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DIMENSION SCAL(N+L), RHS(N+L)
DIMENSION IPIV(N+L,N+L), E(N+L,N+L)
DIMENSION UY(N), WF(N), WG(L)
DIMENSION F(N), G(L), CONTY(N), CONTZ(L)
EXTERNAL FCN
C ————- INITIALISIERUNG
IDID = 0
NEWT = 0
DYNO = 1.0DO
FACCON = 1.0DO
C —————- DIMENSION DES GESAMTSYSTEMS
NL = N+L
40 CONTINUE
NEWT = NEWT+1
IF (NEWT.GE.NIT) THEN
IDID=-3
RETURN
END IF
C ——————- BERECHNUNG DER FUNKTIONSWERTE DER RECHTEN SEITE
DO I=1,N
CONTY(I)
END DO
DO J=1,L
CONTZ(J)

WF(I) + UY(I)

WG (J)
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END DO
CALL FCN(N,L,X+c*H,CONTY,CONTZ,F,G)
NFCN=NFCN+1

C ———————- BERECHNUNG DER RECHTEN SEITE
DO I=1,N
RHS(I) = -FAC*WF(I) + F(I)
END DO
DO J=1,L
RHS(J+N) = G(J)
END DO
C ——————- LOSEN DES LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMS

CALL DGETRS(’N’,NL,1,E,NL,IPIV,RHS,NL,INFO)
NSOL=NSOL+1
C ———————- BERECHNUNG DER FEHLERNORM
DYNO=0.0DO
DO I=1,NL
DENOM=SCAL(I)
DYNO=DYNO+ (RHS (I) /DENOM) **2
END DO
DYNO = DSQRT(DYNO/NL)
C ———————- SCHLECHTE KONVERGENZ ODER ANZAHL DER SCHRITTE ZU HOCH
IF (NEWT.GT.1.AND.NEWT.LT.NIT) THEN
THQ=DYNO/DYNOLD
IF (NEWT.EQ.2) THEN
THETA=THQ
ELSE
THETA=SQRT (THQ*THQOLD)
END IF
THQOLD=THQ
IF (THETA.LT.0.99D0) THEN
FACCON=THETA/ (1.0DO-THETA)
DYTH=FACCON*DYNO*THETA#** (NIT-1-NEWT) /FNEWT
IF (DYTH.GE.1.0D0) THEN
IDID=-2
RETURN
END IF
ELSE
IDID=-1
RETURN
END IF
END IF
DYNOLD=MAX (DYNO, URQUND)
C ———————- BERECHNUNG DER NEUEN ITERIERTEN W~ i+1
DO I=1,N
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WF(I)

WF(I) + RHS(I)

END DO
DO J=1,L
WG(J) = WG(J) + RHS(N+J)
END DO
IF (FACCON*DYNQO.GT.FNEWT) GOTO 40
RETURN
END
C
C END OF SUBROUTINE NEWTON

Dieses Programm ist der Treiber fiir die Differential-Algebraische Gleichung (4.13):

C ________________________________________________________________
C TREIBER FUR DIE DAE (4.13)
C ________________________________________________________________
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
PARAMETER (ND=1,LD=3)
DIMENSION YO(ND),ZO(LD)
DIMENSION YNOR1(ND),YNOR2(ND),YNOR3(ND)
DIMENSION ZNOR1(LD),ZNOR2(LD) ,ZNOR3(ND)
EXTERNAL FBCP, JBCP
C ________________________________________________________________
C ————- DIMENSION DER Y VARIABLEN
N=1
C —————- DIMENSION DER Z VARIABLEN
L=3
C —————- ANFANGSWERTE
X = 0.0D0
YO(1) = 1.0DO
Z0(1) = -1.0DO
Z0(2) = 1.0DO
Z0(3) = 1.0DO
C —————- ENDPUNKT DER INTEGRATION
XEND = 3.0DO
C —————- TOLERANZEN
RTOL = 1.0D-9
ATOL = RTOL
ITOL = 0
C —————- MAXIMALE ANZAHL DER SCHRITTE
NMAX = 10000000
C —————- KONSTANTEN FUR DIE NEWTON-ITERATION
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NIT =7
UROUND = 1.D-16
FNEWT = MIN(O.03,RTOL**0.5)

C ——- SCHRITTWEITE
H=1.D-5
C ———- AUFRUF DER INTEGRATIONSMETHODE -------

CALL GLM3(N,L,X,Y0,Z0,XEND,H,FBCP,JBCP,

& RTOL,ATOL, ITOL,
& NIT,URQUND,FNEWT,NMAX,
& YNOR1,YNOR2,YNOR3,
& ZNOR1,ZNOR2,ZNOR3,
& NFCN,NJAC,NDEC,NSOL,NSTEP, IDID)
C ____________________________________________
STOP
END
C
C ————-—- RECHTE SEITE DER DAE
SUBROUTINE FBCP(N,L,X,Y,Z,F,G)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DIMENSION Y(N),F(N),Z(L),G(L)
ETA = -0.75DO0
F(1) = Z(1)
G(1) = Z(2) + ETA*X*Z(3)-exp(-X)
G(2) = Z(1) + Z(3)
G(3) = Y(1) - Z(2)-ETA*X*Z(3)
RETURN
END
C
C ————-—- JACOBI-MATRIX DER RECHTEN SEITE
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SUBROUTINE JBCP(N,L,X,Y,Z,FJAC)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

DIMENSION Y(N),FJAC(N+L,N+L),Z(L)
ETA = -0.75D0

FJAC(1,1) = 0.0DO
FJAC(1,2) = 1.0DO
FJAC(1,3) = 0.0DO
FJAC(1,4) = 0.0DO
FJAC(2,1) = 0.0DO
FJAC(2,2) = 0.0DO
FJAC(2,3) = 1.0DO

FJAC(2,4) = ETA*X
FJAC(3,1) = 0.0DO
FJAC(3,2) = 1.0DO
FJAC(3,3) = 0.0DO



FJAC(3,4) 1.0D0
FJAC(4,1) = 1.0DO

FJAC(4,2) = 0.0DO
FJAC(4,3) = -1.0DO
FJAC(4,4) = -ETA%X
RETURN
END
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