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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird ein nichtparametrisches Regressionsmodell mit zentrierten Feh-
lern und Zielvariablen, die zufillig fehlen (MAR), untersucht. Unser Hauptziel ist
es, einen Schéitzer fiir den Erwartungswert einer Funktion der Beobachtungen zu
finden, der im Hajek-Le Cam-Sinne effizient ist. In einigen dhnlichen Modellen wie
einem linearen oder einem parametrischen Regressionsmodell haben andere Autoren
effiziente Schétzer fiir den gleichen Erwartungswert konstruiert. Das hier betrach-
tete Problem wurde noch nicht behandelt, selbst im Fall nicht fehlender Daten.
Daher muss man in einem ersten Schritt lokale asymptotische Normalitdt (LAN)
des Modells nachgewiesen. Da der kanonische Gradient eines geeigneten Funktio-
nals wesentlich fiir die Effizienz ist, wird er als néchstes berechnet. Dann wird mit
vollstdndiger Imputation der Zielvariablen durch nichtparametrische Schétzer be-
dingter Erwartungswerte ein Schétzer konstruiert. Dafiir wird die Regressionsfunk-
tion durch eine beschrankte Version des Nadaraya-Watson-Schétzers geschatzt. Um
zu untersuchen, ob der so konstruierte Schétzer effizient ist, wird die asymptotische
Linearitét des Schéitzers und seine Einflussfunktion hergeleitet und mit dem kanoni-
schen Gradienten verglichen. Es zeigt sich, dass der Schétzer nicht effizient ist. Dies
unterscheidet sich vom Ergebnis im linearen und im parametrischen Regressionsmo-
dell. Dennoch passt die bestimmte Einflussfunktion ganz gut zur gewiinschten. Nach
Addition eines Korrekturtermes erhalten wir schlieflich einen effizienten Schétzer.
Der letzte Schritt kann auch als zweiter Teil dieser Arbeit angesehen werden. Er
enthélt Argumente, die zuvor im Fall fehlender Daten noch nicht benutzt worden
sind.






Abstract

In this work, we study a nonparametric regression model with centered errors and
with response variables that are missing at random (MAR). Our main goal is to
find an estimator for the expectation of a function of the observations which is
efficient in the Hajek-Le Cam-sense. In some similar models such as a linear or a
parametric regression model, other authors constructed efficient estimators for the
same expectation value. The problem considered here has not yet been dealed with
even in the case of non-missing response variables. Therefore, in a first step, we have
to prove local asymptotic normality (LAN) of the model. As the canonical gradient
of a suitable functional is essential for efficiency, it is calculated next. Then an
estimator is constructed via full imputation of response variables with nonparametric
estimators of conditional expectations. To do so the regression function is estimated
by a truncated version of the Nadaraya-Watson estimator. In order to examine
whether the estimator constructed above is efficient, asymptotic linearity of the
estimator and its influence function are derived and compared with the canonical
gradient. It turns out, however, that the resulting estimator is not efficient. This
differs from the result in the linear and the parametric regression model. Nevertheless
the determined influence function matches the desired one quite well. After adding
a correction term we finally obtain an efficient estimator. The last step may also
be regarded as second part of this work. It contains arguments which had not been
used in the case of missing data before.
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Kapitel 1

Einleitung

Fiir einen Zufallsvektor (X,Y’) kann der Wert E[h(X,Y)] z.B. durch den empiri-
schen Schatzer = 37" | h(X;,Y;) geschétzt werden. Ist h(X,Y’) quadrat-integrierbar,
dann ist der empirische Schétzer erwartungstreu, konsistent und asymptotisch nor-
mal. Anders muss man jedoch vorgehen, wenn die Zielvariable Y nicht immer be-
obachtet werden kann. Dieses Problem der fehlenden Daten tritt beispielsweise bei
schriftlichen Meinungsumfragen oder klinischen Studien auf. In derartigen Modellen
konnte man theoretisch auch fehlende oder unvollstiandige Daten ersatzlos strei-
chen und fiir Schétzungen nur die vollstédndigen Daten verwenden. Ein so gebildeter
Schétzer wird jedoch wahrscheinlich nicht effizient sein, da er nicht alle bekann-
ten Informationen benutzt. Unter zusédtzlichen Modellannahmen gibt es hingegen
weitere Moglichkeiten, den Erwartungswert E[h(X,Y)] zu schitzen. Konkret sei
X eine (eindimensionale) Zufallsvariable, die immer beobachtet werden kann. Eine
weitere (eindimensionale) Zufallsvariable Y sei jedoch nur beobachtbar, wenn eine
Indikatorfunktion Z den Wert 1 annimmt. Y wird auch als Zielvariable und X als
Kovariable bezeichnet. Zusatzlich seien Z und Y unabhédngig gegeben X, d.h. es
gelte P(Z = 1|X,Y) = P(Z = 1|X). Dieses Modell nennt man auch MAR-Modell,
wobei MAR fiir ,missing at random" steht. Zu diesem Thema wurden schon viele
Arbeiten verfasst. So haben z.B. [WR02| Schétzer fir £Y im MAR-Modell betrach-
tet und asymptotische Normalitdt nachgewiesen. Dabei kommt auch das Mittel der
Imputation zum Einsatz. Der von dem englischen Wort ,to impute - unterstellen®
stammende Begriff bezeichnet Schétzverfahren, in denen Schitzwerte benutzt wer-
den, um den eigentlichen Schéatzer zu bilden. Besonders hervorheben méchte ich den
,partially imputed estimator und den ,fully imputed estimator”. Im ,partially im-
puted estimator* werden, wie der Name schon andeutet, die fehlenden Daten durch
Schéatzwerte ersetzt. Im konkreten Modell hat er die Form

. 1 &
Hpr = =3 Zih(X:, Vi) + (1= Z)R(Xy),
PL= " ( )+ ( IX(X5)

=1

wobei x(z) fiir den bedingten Erwartungswert E(h(X,Y)|X = x) steht und x(z)
einen geeigneten Schétzer fiir x(z) bezeichnet. Man beachte, dass unter geeigneten
Voraussetzungen % Yo, x(X;) aufgrund des schwachen Gesetzes der grofen Zahlen
stochastisch gegen E[E(h(X,Y)|X)] = E[h(X,Y)] konvergiert. Dieser Schétzer wird
in [MSWO06] bzw. [WR02] benutzt, um E[h(X,Y)] bzw. EY zu schétzen. Der ,fully

imputed estimator verzichtet dagegen ganz auf die genauen Werte und verwendet
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

stattdessen ausschlieklich Schatzwerte. Im vorliegenden Modell hat er die Form
ey = 34X
FI = - X Ay

mit x(x) wie oben. Dieser Schitzer wird in [MSWO06| dem ,partially imputed esti-
mator hinsichtlich der Effizienz (im Hajek-Le Cam-Sinn; eine Definition wird in
Kapitel 2 angegeben) gegentibergestellt. Dabei werden vier verschiedene Félle be-
trachtet, die sich im Wissen um die bedingte Verteilung von Y gegeben X = =z
unterscheiden: Im ersten Fall sei die Ubergangsverteilung komplett unbekannt, im
zweiten sei sie parametrisch. Als néchstes wird im dritten Fall das lineare Regressi-
onsmodell Y = 9¥X + ¢ mit von X unabhéngigen Fehlern ¢ untersucht. Schliefslich
fordert man im vierten Fall anstelle der Unabhéngigkeit nur E(¢|X) = 0. Ergebnis
des Vergleichs ist, dass der ,fully imputed estimator in den ersten drei behandel-
ten Fillen effizient ist, der ,partially imputed estimator” dagegen nur im ersten. Im
vierten Fall muss bei beiden Schétzern ein Korrekturterm hinzuaddiert werden, um
effiziente Schétzer zu erhalten. Eine Verallgemeinerung wird in [Mue09| vorgenom-
men. Dort ist ein parametrisches Regressionsmodell Y = ry(X) + ¢ Gegenstand der
Untersuchungen. Auch dort ist der ,fully imputed estimator” effizient, wenn man fiir
¥ einen effizienten Schitzer 9 wihlt.

In dieser Arbeit soll nun ankniipfend an [MSWO06]| als weitere Verallgemeinerung
das nichtparametrische Regressionsmodell Y = r(X) + ¢ mit von X unabhéngigen
Fehlern € und einer unbekannten Regressionsfunktion r» den Betrachtungen zugrunde
gelegt werden. € habe dabei eine (unbekannte) differenzierbare Dichte f, und es gelte
Ee = 0. Letzteres sorgt dafiir, dass die Regressionsfunktion r als bedingter Erwar-
tungswert von Y gegeben X = z aufgefasst und daher verniinftig geschétzt werden
kann. Wie in [MSWO06| mochte ich einen effizienten Schétzer fir E[h(X,Y)] kon-
struieren. Dazu wird zunéchst im zweiten Abschnitt die effiziente Einflussfunktion
berechnet. In Abschnitt 3 definiere ich anschliefend den ,fully imputed estimator
fiir dieses Modell und berechne seine Einflussfunktion. Ich mache diesen Ansatz,
weil sich ein solcher Schitzer in [MSWO06| oft als effizient entpuppt hat. Leider ist er
diesmal nicht effizient, so dass er noch korrigiert werden muss, um einen effizienten
Schétzer zu erhalten. Daher suche ich im vierten Abschnitt einen Korrekturterm wie
in [MSWO06], der den nétigen Beitrag zur Einflussfunktion liefert. [Sch93] wird dabei
eine nicht unerhebliche Rolle spielen.



Kapitel 2

Die effiziente Einflussfunktion

In diesem Abschnitt werde ich die effiziente Einflussfunktion des in der Einleitung
vorgestellten Modells berechnen. Die zugrunde liegende Theorie geht dabei zuriick
auf Hajek und Le Cam. Die folgenden Argumentationen basieren auf [MSWO06| oder
sind der besagten Arbeit sogar entnommen.

Die Zufallsvariable X besitze die Verteilung G(dz), gegeben X = x seien Y geméfs
Q(z,dy) und Z Bernoulli-verteilt mit Parameter

7(X):=P(Z=1X =2)=FE(Z|X =ux).
Die gemeinsame Verteilung des Zufallsvektors (X, Y, Z) ist also
P(dx,dy, dz) = G(dz) By (d2)Q(x, dy)

mit B, = pd; + (1 — p)dy, wobei ¢; das Dirac-Maf im Punkt ¢ bezeichne. Die ge-
meinsame Verteilung der Beobachtungen (X, ZY, Z) ist andererseits gegeben durch

P(dz,dy, dz) = G(dz)Br()(dz) (2Q(z, dy) + (1 — 2)do(dy)).

In unserem Modell der nichtparametrischen Regression erhilt Q(z, dy) die konkrete
Gestalt

Q(x, dy) = fy —r(x))dy.
Die hier auftretende Dichte f sei positiv und zweimal stetig differenzierbar mit

Lipschitz-stetiger zweiter Ableitung und [ uf”(u)du < cc.
Betrachte nun die lokalen Modelle fir G, f, r und m. Man setzt an:

Ths =7+ n~1/?

s
mit s € S :={f € Ly(G) : [ f*(x)G(dz) < oo, f beschrinkt},
Gnu =G- (1 + nfl/zu)

mit u e U = {f € Lz o(G) : f beschrénkt} und
Loo(G) ={f € L2(G) : [ f(x)G(dx) = 0},

fnv = f : (1 + nil/zv)
mit v € W= {v € Lyo(F) : [tv(t)f(t)dt = 0,v beschriinkt} und
T () = W(l‘)(l + 0V 2w(x) (1 - m(x)))

3



4 KAPITEL 2. DIE EFFIZIENTE EINFLUSSFUNKTION

mit w € {a € Ly(G;) : a beschrénkt}, G (dz) := 7(z)(1 — 7(z))G(dx). Durch diese
Wahl von 7,,, folgt fiir die bedingte Verteilung von Z gegeben X = x

By ) (dz) = ﬂ(x)(dz)(l + n_l/Qw(x)(z — w(:v)))

Die Notation = soll dabei ,gleich bis auf Terme hoherer Ordnung” bedeuten. f,,
und 7,s kann man mit ¢ := —f’/f zu einer Stérung von () zusammenfassen:

Qnos(z,dy) = fau(y — r0s(x))dy
= = ) (L4 20y — ()
= fly— @)+ o(y - rau(a)
P = (@) n2s(@) (L4 n 2ol — () )y
= 1ty (o) (1 oty i) - =Ty
= Fly @)1+ 2oy — (@) + e
= Q(z,dy)(1+n""?5(z,y))

mit #(z,y) = v(y — r(z)) + Ly — r(x))s(z). Wegen v € W und s € S muss o
demnach aus der Menge

N
~—
V2)
—~
&
~—
N
QU
<

Vi={0€ Ly(M) : o(z,y) = v(y —r(x)) + Ly — r(z))s(zx),v e W,s € S}

mit M (dz,dy) := Q(z, dy)G(dz) gewihlt werden. Ferner lisst sich die Menge V :=
{v(X,Y) : v € V} auch schreiben als

V={ve)+{(e)s(X):seS,veW}

Fiir die Stérungen gilt zudem
1 2
/ (nl/z(dGl/Q —dGY?) — —udGW) —0
nu 2 ?

] (n2Qi . )~ 40V (w..)) = 5o(e. dQ 2z, ) Glde) — 0 und
[ (B, - aBie) - 5~ m@)u@isl) Glds) — o

Man sagt auch, die Stérungen seien Hellinger-differenzierbar mit Ableitungen wu,
o und (2 — 7(x))w(z). Ahnlich wie wir oben f,, und r,, zu einer Stérung von
zusammengefasst haben, lassen sich nun alle Stérungen zu einer Stérung Pz, der
gemeinsamen Verteilung der Beobachtungen P zusammenfassen. Dafiir rechnet man
wie folgt

Prsw(de,dy,dz) = Gnu(dx)Bﬂnw(I)(dz)(sz;(x, dy) + (1 — 2)50(dy))
= G(d) By (d2) (1 + 0 [u(z) + (2 — m(@))w(z)])
(2Q(z, dy) (1 +n"5(2,y)) + (1 — 2)d0(dy))
= G(dx)Br(d2) (2Q(x, dy) + (1 — 2)d(dy))
(1+ n~Y2u(z) + zo(z,y) + (2 — 7(z))w(z)])
= P(dz,dy,dz)(1+ nY2u(x) + z0(x,y) + (2 — 7z )w(z)]).



Setze
tuow (T, 2y, 2) == u(x) + 20(x,y) + (2 — 7(z))w(x).

Bezeichne R den Restterm hoherer Ordnung, den wir oben an den Stellen mit =
weggelassen haben. Mit Hilfe einer Taylor-Entwicklung von (1 + z)'/2 und der Be-
schranktheit von s, u, v und w erhélt man

/// W2 (apY2, —ap?) — Lt dP1/2]2
L nuvw 2 uvw
- 1 2
= /// n'2dPY2 (14 n Y ty5, + R)Y? — 1) — §tu@de1/2}
[ 1/2 L i 1 1 2 ~1/2
- n (1 5 s+ R = 1) - §tm] dP + O(n~12) = o(1),
sofern E[(*(¢)] endlich ist. Daraus liest man ab, dass P, ebenfalls Hellinger-

differenzierbar mit Ableitung t,z,(x, zy, z) ist. Fiir die Stérung Pz, haben wir
also lokale asymptotische Normalitdt, kurz LAN, in dem Sinne, dass gilt

n dP B n
Y log = (X0, ZiYi, Zi) = 7Yt Xo, 235, 2
218 " p (Xi, Y3, Z) = n (X, Y3, Z)

i=1

1
_iE[t?n?w(Xu ZY> Z)] + Op(l)'

Im Beweis verwendet man im Wesentlichen eine Taylor-Entwicklung der Funktion
log(1 + z) um = = 0. Fiir den Fall eines parametrischen Modells ist ein Beweis im
Anhang von [BKRW93| zu finden.

Die nun folgenden Definitionen sind bereits auf den vorliegenden Fall spezialisiert.

Definition 2.1. Ein Funktional x von G, () und 7 heifst differenzierbar mit Gradient
g € Ly(P), wenn fiir alle u € Lyo(G), © € V und w € Ly(G,) gilt

n1/2 (R(Gmu ann 7an) - K<G7 Q7 7T)) - E[g(X7 ZY7 Z>tu§w(X7 ZY7 Z)}

gs heilst kanonischer Gradient, wenn g¢.(X, ZY, Z) die Projektion auf den Tangenti-
alraum
T = {tuf,w(X, ZY, Z) Tu € Lg}o(G),@ c V_,U) S LQ(GW)}

ist.
Dabei bezeichnet V'~ den Abschluss von V', der gerade gegeben ist durch
Vo ={0€ Ly(M) :0(x,y) =v(y —r(z)) + ly —r(x))s(x),v € W,s € Ly(G)}

mit W = {v € Loo(F) : [tv(t)f(t)dt = 0}. In dem vorliegenden Modell zerféllt der
Tangentialraum in eine orthogonale Summe der Rdume

i = {u(X):u€ Ly(G)},
T, = {Zo(X,Y):5€V~} und
Ty = {(Z—7(X)w(X):we Ly(Gr)},

denn es gilt

Elu(X)Zi(X,Y)] = Eu(X)Zv()] + Elu(X)Z((e)s(X)



6 KAPITEL 2. DIE EFFIZIENTE EINFLUSSFUNKTION

und

ElZ0(X,Y)(Z = 7(X))w(X)]
=E[Zv(e)(Z - ( Dw(X)] + E[Z(e)s(X)(Z — m(X))w(X)]
=E[2(Z = n(X))w(X)|E[v(e)] + E[Z5(X)(Z = n(X))w(X)]E[(e)] = 0,

da ¢ von X und Z unabhéngig und nach Voraussetzung E[v(e)] gleich Null ist.
Ferner hat man

Eu(X)(Z —n(X))w(X)] = Elu(X)Zw(X)] - Eu(X)r(X)w(X)]
= Blu(X)w(X)E(Z|X)] — Elu(X)m(X)w(X)] = 0.

An dieser Stelle zeigt sich nun, warum es sinnvoll war, das lokale Modell fiir = wie
oben vorgestellt zu wiahlen. Andernfalls waren ndmlich die Rd&ume 7 und T3 nicht
orthogonal zueinander.

Aufgrund der Orthogonalitit gilt zudem

E[t2. (X, ZY,7)] = E[u*(X)] + E[Z?*(X,Y)] + E[(Z — 7n(X))*w*(X)].

uvw(

Ab jetzt betrachten wir speziell das Funktional

(G, Q,m) = k(G,Q) = E[h(X,Y)] // z,y)Q(x,dy)G(dx) = /hdM
mit M (dz,dy) = Q(z, dy)G(dz). Wie oben setzt man
Myi(dz, dy) = Qus(x, dy) Gy (dx).
Hierfiir erhélt man die Entwicklung

My (de,dy) = Qus(z, dy)Gp(dr)
= Qx,dy)G(dx)(1 4+ n~"?[0(z, y) + u(x)))
M (da, dy)(1 +n~" 2[5z, y) + u(z)]).

Daher ist M,,,; Hellinger-differenzierbar mit Ableitung ¢(z,y) = u(x)+o(z,y), denn
durch eine Taylor-Entwicklung mit Restglied R folgt

1
/ (n'/2(dM2 — dMY?) — §th1/2)2
1
= /(nl/Z((l +n 2V 1) — §t)2dM =n! /R%zM = o(1).
Falls nun die Bedingung limsup,, ., [ h*dM,,; < oo erfiillt ist, dann ergibt sich

12 (K(Grus Qns Tow) — (G, Q, 7))
= n!'/? < / hd M, .5 — / hdM) — BIW(X,Y)(u(X) +3(X,Y))].

Nach Definition 2.1 ist x also differenzierbar mit Gradient g € Lo(P), wobei g fir
alle u € Lao(G), v € V™ und w € Ly(G,) die Gleichung

Elg(X,ZY, Dtys(X, ZY,Z)] = E[L(X,Y)(u(X) + 5(X,Y))]



erfiillen muss. Fiir den kanonischen Gradienten g, lasst sich also schreiben
9«(X, Z2Y, Z) = u (X)) + Z0.(X,Y) + (Z — m(X))w.(X),

wobei u,(X) die Projektion von ¢g(X, ZY, Z) auf Ty, Zv,(X,Y’) die Projektion von
9(X,2Y,Z) auf Ty, und (Z — 7(X))w.(X) die Projektion von ¢(X,ZY,Z) auf T
bezeichnet. Zusammen mit der vorhergehenden Gleichung ergibt sich

Elu,(X)u(X)] + E[Z0, (X, Y)3(X, V)] + E[(Z — 7(X))*w,(X)w(X)]
= E[h(X,Y)(u(X)+9(X,Y))]

fir alle u € L2 0(

0 €V~ und w € Ly(G,). Setzt man darin u = 0 und © = 0, so
folgt w, = 0. Fiir v =0

)
U erhélt man anschliefend
Elu.(X)u(X)] = E[h(X,Y)u(X)].

Das bedeutet, dass u.(X) gleich der Projektion von h(X,Y") auf T} ist, also u.(X) =
X(X) — E[x(X)] mit x(X) := E(h(X,Y)|X).
Es bleibt noch v, zu bestimmen.

Proposition 2.1. Es gilt

B(XY) = %(W&)E(h(x,yw@)p()—éE[h(x,yw(g)})f(s)

1 - _
+——(h(e) - ER(:))

mit h(e) = BE(h(X,Y)|e) und J = E[(*(¢)].

Beweis. Es gilt E[el(e)] = 1. Betrachte dazu

0= Be— /uf(u)du _ /(u 4+ 8)f(u+ s)du.

Bilde den Differenzenquotienten an der Stelle Null und fiihre den Grenziibergang
s — 0 durch. Das liefert

0 = lims‘1</(u+s)f(u+s)du—/uf(u)du)

s—0

- lims_1 3/f(u+s)du—|—/u(f(u—|—s)—f(u))du)

s—0

= /f du+hm/us Yfu+s)— f(u)du
— 1+/uf’(u)du+£i_1gs/uf” du+hms/ / f(u+ts) — f"(u))dt
= 1—/u€(u)f(u)du.

Somit hat man auch E[el(e)] — o0 2E[e?] =1 —1=0. ly(g) := {(g) — 0 %¢ ist also
orthogonal zu €. Man erhalt

/(ﬁ(u) — lo(u))v(u) f(u)du = 0 2E[ev(e)] = 0.
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Daher ist ¢, die Projektion von ¢ auf W = {v € Lyo(F) : [tv(t)f(t)dt = 0}.
Das folgende Vorgehen basiert auf einer Idee aus [Mue09).

Ein Element 0(X,Y") aus V lasst sich schreiben als

3(X,Y)

||
e
o
_.I_
=
Py
=
N

Setze ((¢) := v(e) + E(s(X)|Z = 1)ly(e) und &(s) := s(X) — E(s(X)|Z = 1). Es
gilt 5(e) € Vi :=={a(e) : @« € W}. 0, ist also bestimmt durch

E[Z0.(X,Y)(B(e) +&(s)l(e) + 0 *E(s(X)|Z = 1)e)]
=E[M(X,Y)(B(e) +£(s)l(e) + 0 *E(s(X)|Z = 1)e)]
fir alle § € W und s € Ly(G). Insbesondere ergibt sich fiir s =0
E[Z0.(X,Y)6(e)] = E[W(X,Y)B(e)] Ve W
und fiir =0

E[Z0.(X,Y)(&(s)l(e) + 0 E(s(X)|Z = 1)e)]
=E[MX,Y)(E(s)l(e) + 0 ?E(s(X)|Z = 1)e)] Vs € Ly(G).

Setze Vy := {(s(X) — E(s(X)|Z = 1))(e) + 0 2E(s(X)|Z = 1)e : s € Ly(@)}.
Schreibe 0,(X,Y) als

U(X,Y) = (8.(X) = E(s(X )IZzl))f()JrE( (X )IZ—l) + Bi(e)
= &(s)l(e) + E(sc(X )IZ—l) + B(e)

mit £(s.) = 5.(X) — E(s.(X)|Z = 1), sx € Lo(G) und p. € W. Es gilt

B(s(X)1Z = 1) = 7= Ellizys(X)] = g7 E1Z5(X))
Wegen
BIZE(s.)0()8(0)] + ElZo2E(5.(X)|Z = 1)eB(e)]
—B[Z€(s.)|BIE)B(E)] + 02 B(s.(X)|Z = VEZE[8(:)] = 0
und

E[Z8.()6(s)0(e)] + B[ZB.(e)o *E(s(X)|Z = 1)e]
—E[Z¢(s)|EB.()0(e)] + 0 E(s(X)|Z = 1)EZE[B.(e)e] = 0

reduzieren sich daher die geforderten Gleichungen auf

E[Z[.(e)B(e)] = EIMX,Y)B(e)] VB eW



und

BlZ(&(s.)l(e) + 02 E(s.(X)|Z = 1)e)(£()le) + 0 E(s(X)|Z = 1)¢)]
=E[h(X,Y)(&(s)l(e) + 0 2E(s(X)|Z = 1)e)] Vs € Lyo(G).

Die Projektion von Zf,(e) auf Vi muss also gleich der Projektion von h(X,Y) auf
V1 sein. Ebenso miissen die Projektionen von Z(&(s.)l(e) + 0 *E(s(X)|Z = 1)e)
und A(X,Y) auf V, iibereinstimmen.
Wegen

E[ZB.(e)B(e)] = EZE[B.(¢)8(e)] = E[EZB.(e)5(e)]
und EZpB,(¢) € Vi gilt

Pr}(Zﬁ*( g)) = EZp.(¢).

Andererseits hat man mit h(e) := E(h(X,Y)|e)

E[h(X,Y)B(e)] = E[h(2)B(e))-

Da FE[G(¢)] und E[ef(e)] nach Voraussetzung gleich Null sind, kann man in diesem
Erwartungswert Vielfache von € und Konstanten ergénzen, ohne den Wert des Er-
wartungswertes zu dndern. Damit es sich bei der entstehenden Zufallsvariable um
die Projektion von h(X,Y") auf V1 handelt, miissen die Gleichungen

Elh(e) +c1e] +c2 = 0 und
Ele(h(e) +cie+ )] = 0

mit Kons‘ganten c1 und ¢y erfiillt sein. Aus der ersten Gleichung erhélt man direkt
co = —E[h(e)]. Aus der zweiten Gleichung ergibt sich

Eleh(e)] + c10® = 0 & ¢ = Eleh(e)] =

Also ist die Projektion von h(X,Y) auf V; gegeben durch

Pry. (W(X,Y)) = h(e) — E[h(e)] - E[eﬁ(s)]%.
Gleichsetzen liefert daher
Bu(e) = é(h(s) — E[e)] - o Eleh(e))e).

Zur Bestimmung von s,(X) rechnet man

E[Z(&(s)l(e) + 02 E(s.(X)|Z = 1)) (&(s)e) + 0 2E(s(X)|Z = 1)e)]
=E[Z&(s.)l(e)€(5)l(e)] + E[ZE(s.)lo*E(s(X)|Z = 1) E[l(e)e]

+ E[Z&(s)lo?E(s.(X)|Z = 1)E[el(e)] + 0 2 E(s.(X)|Z = 1)E(s(X)|Z = 1)EZ
=E[n(X)&(5.)8(5)]J + 0 2EZE(s.(X)|Z = 1) E(s(X)|Z = 1)
=FE[r(X)s,(X)E(s)]J + 0 2EZE(s.(X)|Z = 1)E(s(X)|Z = 1).

Nach obiger Gleichung muss dies fiir alle s € Lo(G) mit
E[h(X,Y)(&(s)l(e) + 02 E(s(X)]Z = 1)¢)]
=E[h(X,Y)E(s)l(e)] + 0 *E(s(X)|Z = 1)E[h(X,Y)e]

=E[E(h(X,Y)l(e)[X)E ( )] + 0 E(s(X)|Z = 1)E[h(X,Y)e]
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iibereinstimmen. Offensichtlich gilt

B[E(h(X,Y )| X)&(s)] = B|m(X) J;X) E(h(X.Y)(E) X)(s)] 7
und
B[ o (B UOI] £ s BIBR Y B((E) X
- JE BV <o

sofern (B.7)(ii) aus Abschnitt 3.1 erfiillt und E[h*(X,Y)] endlich ist. Daher wiirden
fir ¢(X) = ﬁE(h(X, Y)l(¢)|X) zumindest die jeweils ersten Erwartungswer-
te tibereinstimmen. Wegen E[n(X){(s)] = E[Zs(X)| — EZE(s(X)|Z = 1) = 0
kann man #(X) durch Addition einer Konstanten ¢ so anpassen, dass aufterdem gilt
EZE((t(X)+c¢)|Z =1) = E[h(X,Y )e|, ohne die Gleichheit der ersten Erwartungs-
werte zu verlieren. Man erhélt

- %(EZE((t(X) LoZ=1)) — B#(X)|Z = 1)
1 1 1
= ——Blh(X,Y)e] - jE(mE(h(X, Y)é(s)]X)‘Z - 1)
_ éE[h(X, V)el - - 1E _B[- é)E(h(X, Y)i(e)|X)]
1
= Bh(X,Y)e] - ———Blh(X, Y)((c)].
Fiir s,(X) ergibt sich also
su(X) = ﬁE(h(X, Y)E)X) - - 1E (X, Y)H(E) + éE[h(X, Y)el.
Insgesamt folgt
BXY) = Gu(e) + 0 2Bs. ()7 = e + £(s.)0(e)
= - (h(e) — BIR(E)) ~ 0 Blh(o)]e) + s EIR(X, V)el 5
+% (- &)E(h(x, Y)0(e)|X) — %E[h(){, Y)U(eN)tfe)
= (he) - E)
2 (o PHXYUEX) - 7 BBV )
also die Behauptung. O

Fasst man nun alle Teilergebnisse dieses Abschnittes zusammen, so erhélt man den
kanonischen Gradienten

0(X,2Y,7) = u(X)+ Z0.(X,Y) + (Z — 7(X))w.(X)

= X(X) ~ B(X)] + s (h(e) ~ BR(E))

+%< z E(h(X,Y>z<5)yX)_iE[h(X,Y)ﬁ(g)])ag).

m(X) EZ
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Definition 2.2. Ein Schétzer & von k heifst reguldr mit Limes L, wenn L eine
Zufallsvariable ist, so dass fiir alle u € Lo o(G), 0 € V und w € Ly(G,) gilt

nt/? (& — K(Grus Qnay Tw)) = L unter Py

Nach dem Faltungssatz von Hajek-Le Cam (vgl. z.B. [BKRW93|) ist der Limes L
verteilt wie eine Summe aus einer normalverteilten Zufallsvariable mit Mittelwert 0
und Varianz E[¢?(X, ZY, Z)] und einer davon unabhingigen Zufallsvariable.
Bezeichne N, > die Normalverteilung mit Mittelwert 4 und Varianz o
Definition 2.3. Ein Schéitzer & von s heifit effizient, wenn er reguldr mit einer
No,Blg2(x,zv,zy-verteilten Zufallsvariable als Limes ist.

Definition 2.4. Ein Schétzer & von & heilst asymptotisch linear mit Einflussfunktion
Y € Loo(P), wenn

n'?(k = 5(G,Q,m)) =2 (X, Z,Y;, Zi) + 0p(1).

=1

Aus dem Faltungssatz kann man folgern, dass ein Schétzer genau dann regulédr und
effizient ist, wenn er asymptotisch linear mit Einflussfunktion g, ist. Diese Aus-
sage ist auch in [BKRW93| zu finden. Daher geniigt es, die Einflussfunktion eines
asymptotisch linearen Schétzers fiir E[h(X,Y')] auszurechnen und mit der effizienten
Einflussfunktion g, zu vergleichen, wenn man den Schétzer auf Effizienz untersuchen
will.



12

KAPITEL 2. DIE EFFIZIENTE EINFLUSSFUNKTION



Kapitel 3

Der fully imputed estimator

3.1 Voraussetzungen und Diskussion

Setze voraus, dass X eine Dichte p besitzt, und schreibe 7(X) = E(Z]|X) und
g = m-p. Die Dichte p kann durch den Kernschétzer X =30 ky(x — X;), die Funktion
g durch

ie) = D bl

und die Funktion 7 durch 7(x) = pgxg geschatzt werden. Dabei ist die Funktion

k ein sogenannter Kern, fiir den die Kurzschreibweise ky(z) = k(z/b)/b eingefiihrt
wird. Im vorliegenden Modell ist nun wegen Ee = 0 die Regressionsfunktion r gleich
E(Y|X =.). Aus der Literatur (vgl. z.B. [HMSWO04| und [WJ95]) ist bekannt, dass
ein bedingter Erwartungswert durch den sog. Nadaraya-Watson Schétzer geschétzt
werden kann. Auch in [Pra83] wird dieser Schétzer vorgestellt, auch wenn er dort
nicht so genannt wird. Definiere also

% Z?:l,j;éi ijjkb(Xi - Xj)

9(X;)
Um das Problem kleiner Nenner zu vermeiden, fithre man fiir eine positive Null-
folge (an)nenw die Notationen g, (z) := max{a,,g(z)}, §a,(z) := max{a,, §(x)},

A Aan X’L
Fon(Xi) = S50

7@(‘1,) _: fmg(Xz) _ %Z?:l,j;éi ZJY}kb(Xi - Xj)

" gan(XZ) gan (Xl)
und 7, (X;) = %()((X)) ein. Die Idee, eine derartige Nullfolge zu benutzen, ent-
stammt [WRO02|. In Analogie zum parametrischen Fall von [MSWO06] schéitze man
x(z) = E(h(X,Y)|X = x) durch

LS Zih(X Y+ Y — )

Xan (Xl) = 7

7"7“- =

mit 7, = % Z?Zl Z; und definiere damit den ,fully imputed estimator
1<
=2 XX
i3

13
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Folgende Voraussetzungen seien erfiillt:

(B-p) (1)
(i)

(B.he) (i)

Die Dichte p besitze einen kompakten Trager.

p sei stetig differenzierbar mit beschréankter erster Ableitung. Die erste
Ableitung erfiille zudem eine Lipschitz-Bedingung auf R, d.h. es gebe
positive Konstanten C], und L, mit [p'(z)| < C und

() —p'(y)| < Ly|z —y| fir alle z,y € R. Ferner sei p beschréankt
durch eine Konstante C,.

Der Erwartungswert EZ sei positiv.

7 sei einmal stetig differenzierbar mit durch eine positive Konstante C7
beschrinkter erster Ableitung. Die erste Ableitung erfiille eine Lipschitz-
Bedingung auf R mit Lipschitzkonstante L.

7 sei von 0 weg beschriankt durch eine positive Konstante c;.

Die Dichte f > 0 sei differenzierbar, so dass ¢ := —f’/ f existiert. Ferner
sei J := E[(*(e)] € (0, 00).

k > 0 sei eine symmetrische und durch eine Konstante K beschrankte
Wahrscheinlichkeitsdichte beziiglich des Lebesgue-Makes mit kompak-
tem Trager.

Es gelte [ u?k(u)du < oo.

k sei Holder-stetig auf R mit Exponent &, d.h.

AL > OVu,v € R: |k(u) — k(v)| < Li|u — v|".

Es gelte E[h*(X,Y)] < .

Die Funktion h sei einmal stetig partiell nach der zweiten Komponente
differenzierbar. Bezeichne die erste partielle Ableitung nach der zweiten
Komponente abkiirzend als h,. Ferner existiere eine Konstante H; > 0,
so dass |hy(z,y)| < Hy. Die Funktion h, erfiille zudem folgende
Lipschitz-Bedingung auf R?:

AL, > 0 |hy(u, ug) — hy(v1,v2)| < L |Ju — vl fir alle v = (uq, ug)

und v = (v1, v2) aus R?, wobei ||.|| fiir die euklidische Norm auf dem
Raum R? steht. Zudem gelte E[hZ(X,Y)] < oc.

Die Funktion x — E(h*(X,Y)|X = x) sei beschrinkt durch eine
Konstante C},.

Die Funktion h erfiille die Bedingung h(x,r(x) + u)f(u)|iooo = 0.
E[R*(X,Y)e?] < .

Die Funktion x — E(£2h?(X,Y)|X = z) sei beschrinkt durch eine
Konstante C..

E[R*(X,Y){*(e)] < oo und E[h*(X,Y)?(e)r*(X)] < oo.

Die Funktion x — FE(¢*(e)h?(X,Y)|X = z) sei beschrinkt durch eine
Konstante C,.

E[h?(X,Y)(?(e)e?] < oo.

(ii) Die Funktion x — E(h*(X,Y)(*(e)e?| X = x) sei beschriinkt durch eine

Konstante C .

(1niz — oo fiir n — oo.
ogn)

nb? ist beschrankt.

5/2 ..
nb®2a%? — oo fiir n — oo.
b .
nz — 0 fir n — oo.
n
nb’al — oo fiir n — oo.
n?/5pa?

: n s oo flir n — oo.
ogn
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(B.r) (i) Die Funktion r sei einmal stetig differenzierbar mit beschrénkter erster
Ableitung, d.h. es existiere eine Konstante C, > 0 mit |r/(z)| < C,.. Zu-
dem sei die erste Ableitung Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L,..
(ii)  E[r*(X)] sei endlich.
(Bagr)  n'2E[r(X1)1{g(x1)<2an)] = 0 und n?°Elr?(X1)1g0x,)<20,}] — 0.

n—oo

(B.aghr) n'2E[|h, (X, Y)||r(X)[1{g(x)<2an}] — 0.

Eine Diskussion dieser Bedingungen erfolgt nun in

Bemerkung 3.1.  a) Statt wie in [Sch07] die zweimalige stetige Differenzierbarkeit
und die Beschrianktheit der zweiten Ableitung zu fordern, setze ich in (B.p)(ii)
und (B.7m)(i) wie in [Mue09] nur stetige Differenzierbarkeit mit Lipschitz-
stetiger erster Ableitung voraus. Aus der Beschrinktheit der ersten Ableitung
folgt die Lipschitz-Stetigkeit von 7 mit Lipschitz-Konstante C7. Die Kompakt-
heit des Trégers wird gebraucht, um Korollar 4.2 aus [MSWO07| anwenden zu
konnen.

b) Die Positivitiat von EZ ist notwendig, da in der effizienten Einfluffunktion £Z
im Nenner vorkommt.

c¢) Die ersten beiden Teile von Bedingung (B.k) werden hiufig vorausgesetzt. Die
Holder-Stetigkeit wird nur bendtigt, um die Aussagen

@, max o, (Xi) = ga, (Xi)| = 0p(n ")

" o1<i<n

und
ayt max [p(X;) — p(X;)| = 0p(n~V4)

1<i<n

mit Hilfe von Korollar 4.2 aus [MSWO07] zu beweisen.

d) Der erste Teil der Bedingung (B.h) ist kanonisch. Aufgrund des zweiten Teils
kann h nicht als Indikatorfunktion gewahlt werden. Die direkte Schétzung der
Verteilungsfunktion von Y ist also nicht moglich.

Bedingung (B.h)(ii) ist z.B. erfiillt fiir die Funktion h : (z,y) — v.

Da nach (B.p)(i) p einen kompakten Tréger besitzt, ist (B.h)(iii) schon dann
erfiillt, wenn die Funktion = — FE(h*(X;,Y;)|X; = z) stetig ist. Hieraus folgt
schon (B.h)(i). Dennoch gebe ich beide Bedingungen an, um zu unterscheiden,
wann die stiarkere Bedingung (B.h)(iii) benotigt wird.

Wegen der Aquivalenz der Normen auf dem endlichdimensionalen Raum R?
kann anstelle der euklidischen Norm auch jede andere Norm auf R? verwendet
werden.

e) Aufgrund von (B.p)(i) ist (B.he)(ii) schon erfiillt, wenn die Funktion z +—
E(?h*(X,Y)|X = x) stetig ist. Obwohl aus (B.he)(ii) die Bedingung (B.he) (i)
folgt, gebe ich beide an, um zu verdeutlichen, wo die stérkere Bedingung
(B.he)(ii) benotigt wird. Gleiches gilt fiir (B.h¢) mit ¢(¢) statt € und fiir (B./le)
mit {(g)e statt .

f) Beispielsweise erfiillt b = n~'/3 die Bedingung (B.b).
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g) Aus (B.a)(ii) folgt nb* — 0 fiir n — oo. Durch Division von (B.a)(ii) und
(B.a)(i) erhdlt man bg//2 — 0. Die Folge b konvergiert also schneller gegen Null

als die Folge (an)ne]N

h) Bedingungen (B.agr) und (B.aghr) riihren daher, dass man die ,Abschneide-
technik” aus [WR02| benutzt. Der zweite Teil von (B.agr) enthélt dabei eine
schérfere Rate als {iblich, weil sich dies in Proposition 3.6 als niitzlich erweisen
wird.

i) Aus (B.r)(i) folgt, dass r Lipschitz-stetig auf R mit einer positiven Lipschitz-
Konstante L, ist. Nach (B.p)(i) ist (B.r)(ii) also schon automatisch erfiillt.
Dennoch gebe ich beide Bedingungen an.

Hieran mochte ich noch eine generelle Bemerkung anschliefsen.

Bemerkung 3.2. An manchen Stellen dieser Arbeit verwende ich das schwache Ge-
setz der grofsen Zahlen, obwohl die Existenz eines zweiten Moments nicht gesichert
ist. In solchen Fallen verstehe ich unter dem schwachen Gesetz der groffen Zahlen
dasjenige, das aus dem starken Gesetz der grofsen Zahlen fiir integrierbare Zufallsva-
riablen folgt. Dieses wiederum ist in diversen Lehrbiichern, wie z.B. in [Dur05| oder
[AD-DO00], zu finden. Ein eleganter Beweis lésst sich mit Hilfe der Aussagen iiber
Riickwértsmartingale fiihren (vgl. die soeben genannten Biicher).

3.2 Abkiirzungen und Hilfsaussagen

In diesem Abschnitt sollen Abkiirzungen definiert und Aussagen zusammengefasst
werden, die im folgenden Abschnitt 3.3 verwendet werden. So lassen sich aus den
Bedingungen an p und 7w Aussagen iiber g = p-7 gewinnen, die im folgenden Lemma
zusammengestellt sind.

Lemma 3.1. Wegen (B.p) und (B.7) besitzt auch g eine beschrinkte erste Ableitung.
Daher ist g Lipschitz-stetig mit einer positiven Lipschitz-Konstante Ly. Ferner ist
auch g Lipschitz-stetig mit einer Lipschitz-Konstante L .

Beweis. Es gilt
19'(x)| = [p'(2)7(x) + p(a)n’(x)] < |p'(2)| + |p(@)||7'(2)| < C + CpCr

Die Lipschitz-Stetigkeit folgt dann aus dem Mittelwertsatz. Zudem hat man nach
(B.p) und (B.7)

l9'(z) —g'(y)| = |p( )ﬂ(x) + p(x 7T’(96) — () (y) — p(y)™' (y)]

V)| +1p x>| J(2) - 7 ()

HP W) - [x(@) = 7(y)] + 17 W)] - |p(x) - p(y)

Lyle =yl + CyLalz — yl + CLCLIz — y| + CLClLx — ]
(Ly + CyLy +2C,C) i — yl,

IA

=

g
|

IA

also die behauptete Lipschitz-Stetigkeit mit Ly := L + Cp Ly + 2C,C]. O
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Grundlegend ist auch die Aussage

Lemma 3.2. Fiir reelle Zahlen a;, 7 =1,...,k, gilt die Ungleichung

k 9 k

( aj> §kZa§.

J=1 Jj=1

Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar aus der Holder-Ungleichung fiir Summen,
denn mit dieser gilt

(S = () = (i) < Sin =45

=1

Fiihre nun die Notationen X = (Xy,...,X,,), Z = (Z1,...,%,), Y = (Y1,...,Y,)
und Y_; = (Y1,...,Y;1, Y41, ...,Y,) ein. Definiere damit

P = BFYIX, Y, Z).

nij

(a)

ni

Offensichtlich gilt nach Definition von 7

@) _ (@)

Nach einer Idee aus [MSWO04| formuliere ich nun das folgende Lemma, das uns spéter
noch gute Dienste leisten wird.

Lemma 3.3. Wenn E(T? X, Z) = 0,(1), dann auch T,, = 0,(1). Wenn E(T?|X, Z) =
O,(1), dann auch T,, = O,(1).

Beweis. Schreibe

P(T,| >n) = P(|T,| >n, E(T}|X,Z) > ¢) + P(|T,,| > n, E(T?|X,Z) < ¢)
P(E(T?|X,Z) > ¢) + E[lyr,sn L{pa21x.2)<c}]

1
P(E(T;1X,Z) > c) + EE[Til{E(T,%Ix,Z)Sc}]

IN

IA

1
P(E(T2|X,Z) > c) + ?E[E(Tﬁlxv Z)1(pr2x 2)<c}]

IA

IA

P(E(T2X,Z) > ¢) + —.
0

Um den ersten Teil der Aussage zu beweisen, wahle man fiir jedes o, > 0 zunéchst
¢ > 0 so klein, dass ¢/n* < 9/2. Wegen der vorausgesetzten Konvergenz existiert zu
dieser Konstante ¢ ein ng € IN, so dass fiir alle n > ng der Term P(E(T?|X,Z) > c)
kleiner als p/2 ist. Insgesamt folgt daraus die stochastische Konvergenz gegen Null.
In der Situation des zweiten Teils der Aussage existiert aufgrund der vorausgesetzten
Beschranktheit in Wahrscheinlichkeit zu jedem ¢ > 0 eine Konstante ¢ > 0, so dass
gilt P(E(T?X,Z) > ¢) < 9/2. Wihle dann 7 so grof, dass ¢/n? kleiner als o/2 ist.
Damit folgt, dass T,, beschrankt in Wahrscheinlichkeit ist. [
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Eine weitere Aussage bezieht sich auf das Supremum iiber den Betrag der Abwei-
chung des Schétzers g,, von g,, .

Lemma 3.4. Sind die Bedingungen (B.p), (B.w), (B.k) und (B.a) erfillt, so gilt

ap' Sup |Ga, (X) = 9o, (Xi)| < a SUP [Ja, (Xi) = ga (Xi)| = 0p(n
1€

1<i<n

71/4)

und

a,' sup |9(X:) — 9(Xo)| <y sup |9(X0) — 9(Xi)| = op(n~'4).

1<i<n i€N

Beweis. Die jeweils erste Ungleichung ist offensichtlich. Wegen

PO {p>0)) = P € fp=0)) = [ 1ym(6aP = | playie =0

ist auch {3i € N: X; ¢ {p > 0}} = ;e {Xi € {p > 0}} eine P-Nullmenge. Daher
gelten die Abschétzungen

Sup |gan( ) gan( 1)| S Sup |gan(x) - gan(l‘)| P_fs
€N ze{p>0}

und
sup |§(X;) — g(X)| < sup |g(x) — g(x)| P-fs.

€N ze{p>0}

Wie in [Sch07] schétzt man weiter ab

SUP  |Ga, (7) = Ga, (7)] < 4- sup |g(x) — g(x)],
ze{p>0} ze{p>0}

indem man unter dem Supremum aufteilt

1 = Lg<an,g<an}(®) + Yg<an2an} (T) + Lg2an,i<an} (T) + Lg>an,52an) (T)
und auf jeder dieser Mengen abschétzt. Es geniigt also, die Aussage

- . !
a,' sup |[g(z) — g(z)| = op(n
ze{p>0}

—1/4)

nachzuweisen.
Ergénze dazu E[§(x)] = E[Zky(x — X)]. Das liefert

sup |g(x)—g(z)| < sup [§(x)—E[Zky(z—X)]|+ sup [E[Zky(z—X)]—g(z)].
ze{p>0} ze{p>0} ze{p>0}

Betrachte zuerst den zweiten Summanden. Schreibt man den Erwartungswert als
Integral und verwendet Lemma 3.1 und (B.k), so erhélt man mit Hilfe einer Taylor-
Entwicklung fiir x € {p > 0}

|E[Zky(z — X)] — g(z)]|
‘/ Wko(z — y)du — g ‘/ (z — bu) — g(a))k(u)du

(x) wk(u)du +b‘ / /0 (¢ (x — sbu) — ¢'(x))ds(—u)k(u)du

<blg'

<b //01 |g' (x — sbu) — ¢'(x)|ds|ulk(u)du < Lg/bQ/u%(u)du.
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Im letzten Schritt wurde dabei die Lipschitz-Bedingung aus Lemma 3.1 angewendet.
Mit (B.a)(ii) und (B.k) folgt also

2
a,' sup |E[Zky(z — X)] — g(z)| < Lg/(i—/uzk‘(u)du = 0,(n"?).

n
ze{p>0}

Fiir den anderen Summanden ziehe man Korollar 4.2 aus [MSWO07| heran. Analog
zu besagtem Korollar zeigt man

oo n 1/2
sup |g(z) — E[Zky(x — X)]| < sup |g(z) — E[Zky(x — X)]| = Op<(1 gn) )

1/211/2
ze{p>0} TESUPp p nl/2pt/

1/4 —1 __ (logn)t/2 p1/2p1/2 . . .
Wegen n'/4a ! = 7101 e, (log )12 und (B.a)(iv) ergibt sich

a;t sup |§(x) — E[Zky(z — X)]| = op(n~ 4.

n
ze{p>0}

Insgesamt folgt also die Behauptung. O]

Abkiirzend setze ich oft A, (z) := g(x) — g(z) und A,, (x) := §a, () — ga, (z). Eine
zu Lemma 3.4 analoge Aussage lasst sich auch fiir das Supremum iiber den Abstand
von P, und p,, formulieren:

Lemma 3.5. Sind die Bedingungen (B.p), (B.k) und (B.a) erfillt, dann gilt

@, Sup |pa, (X) = P, (X0)| < @, sup [P, (Xi) = pa, (Xi)| = 0p(n~*)
1<i<n €N

und
0t sup [(X0) — p(X0)] < o sup |(X0) — p(X0)] = oy 1),

1<i<n 1€IN

Bewers. Setzt man 1 anstatt Z im Beweis von Lemma 3.4, so ergibt sich die Be-
hauptung. O]

Die soeben formulierten Lemmas finden ihre erste Anwendung in

Proposition 3.6. Zusdtzlich zu den angegebenen Voraussetzungen gelte
E[|M(X)[r*(X)] < oo, E[M*(X)] < 00

und
EHM(X)\?"Q(X)l{g(X)<an}] — 0(n73/5)

fiir eine o(X)-messbare Funktion M(X). Dann gilt
IR ~(a) 2 —3/5
EZ [M(X3)|(7r —7(Xi))™ = 0p(n™7).
i=1
Bewers. Mit den gleichen Argumenten wie in Lemma 3.3 erkennt man, dass es ge-

niigt,

S IMEOIE(E = (X)X, 2) = oy(n")
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nachzuweisen. Man rechnet

E(#)?)X,2) = 7 2)(@ (( S ZYik(Xi — X))Z\X,Z)

JF#i
1 1
- (A zEg - X
an \ A1 it
1
+ > ZiZiky(Xi — Xj)ky(X; — X))r(X;)r(X))
Jlg#L
FESRE
und
1 1
X,Z — Zir( X)) ky(X; — X5).
( | ) gan(Xi)n; J ( J) b( J)

Da X und € unabhéngig sind, gilt

E(Y?|X;) = (X)) +2r(X))E(g|X;) + E(e2|X;) = r*(X;) + 2r(X;) Ee + E[¢?]
= T’2(Xj) + 0'2.

Also erhélt man
% S IMX)|E((F — (X)X, Z)
1 izl 9
i 'M(Xi)'(gan X) ZZ r(X k(X = XG) - (Xi))
+ li > ” \M(X¢)|—Zij§(Xi ~ X)).
n <= Ya, (Xi) n?

! j#i

Den Betrag des zweiten Terms kann man mittels (B.k) und der Definition von
Ja, (X;) abschétzen durch

Xi)|1 Ko? 1 |M (X
Ziky(Xi — X;) <
i) nz . ) s nbay, n iz:gan Xi) Xl

Ko? 1
nba,, n Z‘

nba, n = gan o

IN

Nach den Voraussetzungen an M (X) liefert das schwache Gesetz der grofen Zahlen
LS LIM(X;)| = E|M(X)]] + 0,(1) = O,(1). Nach (B.a)(i) gilt also

n

n ) — : X)) = ~3/5
w2 g (ot MODI5 2 2 = X) = o),

! j#i
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Es folgt

% > IMOGE((7) = r(X0)*X, 2)

1Y 1 N
= 2109 (5 g XX, = X) = 7(X0) )+ 0y(075)
:%Z|M(X ( % Z X))k (Xi — X))
i=1 i) j#i
_ 9 (Xi) = G, (X 12 X)) k(X — X;)

Jan (Xi)Ga, (Xi) 1

G
- 9(Xs) r(X; 9(Xi) — : i o0, (n =3/
Jan (Xi) (X’)Jr(gan(xz) 1> (Xz>> +0p(n"7)

Mit Lemma 3.2 und der Abkiirzung A, () = §a, () — ga, (x) kann man den zuletzt
erhaltenen Term abschétzen durch

Z|M ( ZZ i)ke(Xi — Xj) — (Xi)T(Xi>> (3.2.1)

zlgan

‘Z ga(X) (ZZr o (Xi — X)) (3.2.2)

J#i
+3 Z(% — 1) PO (3.23)

Betrachte zunéchst Term (3.2.3). Mittels der Voraussetzungen und der Markov-Un-
gleichung zeigt man
> )

P(no|2 30 (2O 1) e

5=l NJan (Xi)
n3/5 3 (X ) 2
<_
EL Z( ) 1) 2(X)|M(X5)]|
3n3/5 X)
=~ [<gan ) r’ |1{g<X><an}}
12n3/5 n—o0
S E[r*(X)|M(X:)[1g(x)<a}] — 0.
Untersuche nun den Term (3.2.1) auf stochastische Konvergenz. Lemma 3.2 liefert
(3 2.1)
M 2
2 Z | ( N 2 (X k(X — X;) — E(Zor(Xo)ky(X; — XO)\Xi)>
JF#i
(3.2.4)
[M(X3)] 2
Z BE(Zyr(Xo)ky(X; — Xo)|Xy) — g(Xi)r(X,))". (3.2.5)

i=1 gan
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(3.2.5) schreibe man zunéchst als

QZ%—XZ)'(E(ZO (Xo)ks(Xi — Xo)|Xi) — g(Xi)r(X,))*
(

L el 24 (/(g(XZ- + bu)r(X; + bu) — Q(Xi)r(Xi))k(u)du)
6 o | M(X;
=AY | M (X;)]

n < gz,(Xi)

( [ (60X ) = X (X, ) — (X)) + 9K

Entwickelt man nun r und g um X;, so kann man dies nach oben abschétzen durch

6~ |M(X;
—Z| (Xi)]

n <= g; (Xi)

6§~ V(X))
< 10 = g0l 6 ) (K

(E(Zor(Xo)ks(Xi — X0)|Xi) — g(Xi)r(X,))*

/ ( (X )b+ bu /0 (X + th) — r’(XQ)dt)k(u)du
/(g'(Xi)bu+ bu /Ol(g’(Xi + tbu) — g'(Xi))dt)k:(u)du )2.

Verwende nun [ uk(u)du = 0 und greife auf Lemma 3.1, Lemma 3.2, (B.r) und
Bemerkung 3.1i) zuriick. Man erhilt auf diese Weise

+ (X0

6 o~ [M(X))]
n ; 9a,(Xi)

S5 B (Lppott [yt + Lolg(0a? [ wtktuyin

'ngan

+ |T(Xi)|%b2/u2k(u)du)2
SlS(L?L?% Z;: M(X)| + %% gﬁ(xi)w(xm) </ u2k(u)du>2b—i
+ 1812 b* (/ u%(u)du)Q% i |M(X

Beachte dabei, dass nach Definition gllt i )’2_) < 1. Wegen der Voraussetzungen

folgt mit dem schwachen Gesetz der grof&en "Zahlen

(B(Zor(Xo)ks(X; — Xo)|X,) — 9(X)r(X,))?

%Z IM(X,)| = E[[M(X)|] + 0,(1) = O,(1)

und
L3 PIMO)] = EFP O]+ 0,(1) = 0,(1).
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Nach Bedingung (B.a)(ii) und Bemerkung 3.1g) hat man % = o(n™!) und b* =

n

o(n™1). Daraus folgt

|M 2 _
(3.2.5) Z o Zir(X;)ko(Xi — X5)|X;) — g(Xi)r(X:))™ = op(nY).
Es hétte auch gerelcht, nur die Lipschitz-Stetigkeit von r auszunutzen. Dann wa-
re in einem Summanden der obigen Abschitzung nur ein b* vorgekommen. We-

gen n®/°p? = %an — 0 hiitte man jedoch fiir (3.2.5) immerhin noch die Rate

0,(n /%) erhalten.
Fiir (3.2.4) schitze man mit Lemma 3.2 ab

a3 (L5 ) - s - %)

> (2 (X k(X0 = X;) = B(Zir(X))ky (X1 — X;)X3)]

_ %E(er(Xz)kb(Xl - X2)|X1)>2}

|M(X4)]
ggn(Xl)
M (X))

+ 2 3/5E[|—
g2 (X1)

§2n_2/5n — 1E[
n

(ZQT’(XQ)]{?b(Xl — Xg) — E(ZQT(Xg)kb(Xl — X2)|X1))2]
(Zor(X2)ko( Xy — Xo) — E(Zar(Xa2) k(X1 — X2)|X1))

(n—1)(n—2)

. (ZgT(Xg)kb(Xl — Xg) — E(ZgT(X3)kb(X1 — X3)|X1))i|

n3/5E[(E(Z2r(X2)kb(X1 — X5)|X1))?
9a,(X1)

Wegen Unabhingigkeit der X; ist der vorletzte Term gleich Null.

Mit (B.a)(i) folgt fiir den letzten Term

n3/53E[<E(Z2T(X2)kb(X1 — Xp)|X1))?

2 9a, (X1)

K2
§2n‘2/5WE[r2(X1)|M(X1)|] — 0.

n

42 |M(X1)|]

n2

M)

n

Der erste Term kann abgeschéitzt werden durch

2 | M (X1)|

n2/5a,, L ga, (X1)

:n2/25an (E[|g]\i(())((11))| Zyr?(Xo) ki (X1 — X2)}

(E(Zor (Xo)kp(X1 — X5)[X1))?
Ga, (X1)

Zor(Xa)ky(X; — XQ)}

E| (Zar (Xa)ka(X2 = X1) = B(Zor(Xa)ko(X1 = X2)|X1))’]

-5 M) )

2 )
~n?Pba, Lg,, (X1)

_ 2k E['M((f(j'<E<er2<xz>kb<X1—X2>|Xl>—g<xl>r2<X1>>

" n2/5ba,,
Q(Xl)
gan (Xl)

+2E[ rz(X1)|M(X1)|D.
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Ahnlich wie bei (3.2.5) rechnet man mit [ uk(u)du = 0

M| 2
)E[g Ki Xl r(Xo)ky(X1 — X5)| X1) — g(X0)r (Xl))”
[M(X) : 2
[ (X)) /( (X1 + bu)r=(Xy + bu) — g(Xq)r (Xl))k(u)duu
X, 2
~E[LEE [000+ bu) (361 ) = (X)) 420 (X)X + ) = (30

(X1 4 bu) = g(X1)) + r2(X1)(g(X1 + bu) — g(X1))
+ 2r(X1)g(Xy)(r( Xy + bu) — T(Xl)))k‘(u)duu

gE[M/|g(X1+bu)|(r(X1+bu) — o (X0)) k() du

1M |/|g (X1 + bu) — g(X0)|Ir(X1 + bu) — r(X1)|k(w)du

N 7JEL_X1)|M(X1)|‘/ ' (X)bu + bu /Ol(g'(x1 +thu) — ¢/ (X2))dt ) E(u)d

n

7 (X1)]g(X1)
WUW(XIN / |T(X1 + bu) — T(Xl)’k(u)du]
b2

<GLEEM (X))~

+ 2

/ u%(u)dqugch’j—n / W2 k() duB[|r(X,) || M(X,)]]

L Lot

2 a,

w’k(u)duE[r*(X,)|M(X)|] + 2Lrb/ lulk(w)duE[|r(X1)|| M (X1)]].
Aufgrund der Holder-Ungleichung gilt nach Voraussetzung und (B.r)(ii)

Bl (0)IIM ()] < (BRLEA)) 7 (B (X)) < oo

Mit (B.a) zeigt man

2 2
CpoEHM(Xl)Hb—/qu:(u)du + 2LgLrb—
a a

n n

/qu(u)duE[|r(X1)||M(X1)|]
L b?

2 an,
=o(n ’1/4).

/u2k(u)duE[r2(X1)|M(X1)H +2Lrb/|u|k(u)duEHr(X1)HM(X1)|]

Es wére auch eine bessere Rate moglich gewesen, wenn man im Summanden mit
r(X1 +bu) —r(X;) wie oben eine Taylor-Entwicklung gemacht und die in (B.r) vor-
ausgesetzte Lipschitz-Stetigkeit von r’ benutzt hitte. Dadurch hétte sich die Rate
o(n~'/2) ergeben. Da jedoch aufgrund des hier weggelassenen Vorfaktors nur o(1)
benotigt wird, habe ich den Spielraum nicht vollig ausgereizt, zumal sich fiir den im
Folgenden behandelten Term keine bessere Rate erzielen lasst.

Wegen E[ ACr2(X0)[M(X0)|| < E[r?(X:)|M(X3)]] < oo folgt mit (B.a)(i) ins-
gesamt
nz/slbanE [lji iiit%’ (Zar(Xa)ko(Xz = X1) = B(Zor (Xao)ky(X1 — X2)[X1))*| = o(1).
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Daher ergibt sich (3.2.4) = o0,(n™%/°). Mit (3.2.5) = o0,(n"3/%) folgt schlieklich
(3.2.1) = 0,(n73/).
In (3.2.2) ergénze man g(Xi)r(Xl-) und schétze mit Lemma 3.2 ab

22 < 23l 2 SYed)

i= lga”

[\

[( er V(X — X;) — g(XZ-)r(Xi)>

< ai<1@]a<>;lﬁ ) a2+ 23 SR
< = (a3 1, (Xi) = gan (X2)[)" (\<3-2-1>\ +- D?(xi)\M(Xm).

In Erweiterung der Aussage von Lemma 3.4 gilt

" 1 10, (X0) = 00, (XD < 4" 5uD [ (2) = g1 (2)] = 0(n/10).
Isisn ze{p>0}

Mit Hilfe von Korollar 4.2 in [MSWO07] zeigt man dafiir zunéchst
log n\ 1/2
g(r) — E|g =0 .
s o) = Elg@)l = 0,((557) )

Wegen (B.a)(iv) folgt daraus

a,' sup |9(x) — E[§(2)]] = op(n~*1).
ze{p>0}

Nach dem Beweis von Lemma 3.4 gilt

o sup |Eg()] - g(@)| < L1 [ iy

ze{p>0} Qn

Wegen n?/° b = 2", bedeutet dies aber

n2/5ba
a,' sup |E[j(z)] —g(z)| = 0p(n~*"),

z€{p>0}
und somit
1 A 1 . . 1 .
— sup [§(z) —g(z)| < — sup [g(z) = Elg(z)][+ — sup |E[g(z)] —g(x)]
n ze{p>0} Un ze{p>0} an ze{p>0}
= 0,(n73/19),

Wie in [Sch07] folgt daraus

ail sup |ja, (@) — g, (2)] < a;t sup |§(x) — g(x)| = 0p(n"3/10).

ze{p>0} ze{p>0}

Ferner ist schon bekannt, dass (3.2.1) = 0,(n=3/%). Aufgrund des schwachen Gesetzes
der groen Zahlen ist zudem < > | r?(X;)|M(X;)| beschrinkt in Wahrscheinlich-
keit. Man erhalt also

(3.2.2) < 0, (%) - (0,(n %) + Op(1)) = 0,(n~*").

Somit ergibt sich die Behauptung. O
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3.3 Die Einflussfunktion des Schatzers

In diesem Abschnitt berechne ich die Einflussfunktion des in Abschnitt 3.1 defi-
nierten Schitzers H. Die Vorgehensweise dhnelt einerseits derjenigen aus Kapitel 3
von [MSWO6] (vertieft durch [Sch07]) und andererseits dem ersten Fall aus [Sch07].
Ich betrachte diesen Schéatzer, da er in manchen Féllen ein effizienter Schétzer fiir
E[h(X,Y)] ist (vgl. [Mue09] und die ersten drei Fille aus [MSWO06]). Leider wird
sich herausstellen, dass er diesmal nicht effizient ist.

Proposition 3.7. Unter den angegebenen Bedingungen gilt
H = ZZh (X, 7+, — )

i,7=1
n

— _ii Z Zih(X;,r(X;) + )

Z Zjhy (Xi,1(X3) + Ej)(fq(g) —r(X;) — i + 7(X;)) +0p(n"13).

nj

Beweis. Die erste Gleichheit ist klar nach Definition von H. Schreibe nun den Schiit-
zer als

Z Zih(Xi,r(X0) + &5+ 79 — (X)) — 7 4+ (X)),
i,j=1
Eine Taylor-Entwicklung um (X;,7(X;) + ;) mit Integralrestglied liefert

H = ZZhXZ,r ) +g5)

i,7=1

11 L (a
3 D Ziky(Xir(X0) + ) (R = r(X0) = 7,5+ r(X;))

ijl
1 a ~(a
e 32 2 | (Ko ) e+ 168) =) =410

by (X, r(X0) &)t - (77 = r(X0) = 717 + (X)),
Aufgrund der Lipschitz-Stetigkeit von h, gilt

n

== Z Z; /Ol(hy(Xiyr(X)+€] R — () — 7 1 (X))

_ hyog, r(X ) 4&5))dt - (P —r(X;) — 7 4 (X))

2,7=1
— hy(Xi, 7(X0) + &)t - [F) — r(X0) — 75 + (X))
1 R IR S e () 2 2 15~ 2
SZ—nLhy i tdtﬁi;(rm —r(X;) =7 + (X)) < LhyZ—nﬁ ;(Tm —r(X;))"
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Aufgrund des schwachen Gesetztes der grofen Zahlen konvergiert (Z,)~! stocha-

stisch gegen -, also gilt (Z,)~t = 0,(1). Nach Proposition 3.6 mit M(X;) = 1 hat
man auRerdem < > | (7" L) —7(X;))? = 0,(n~3/?). Daher folgt

>z / J(Xar (X)) 5+ 17 — (X)) — 1Y 1 (X))
7,7=1
— By (X3, 7 (X)) + €))dt - (7S — r(X) — Y+ 1(X;)) = 0,(nV?)

und somit auch

Mittels einer Hoeffding-Zerlegung des ersten Terms analog zu [Sch07] erhdlt man

Foap X0 X 42) = 13 A4 3 ) ~BIHE) o)

mit h(e) = E(h(X,Y)|e). Hieraus liest man schon einen Beitrag zur Einflussfunktion
von H ab. Dieser Teil der Einflussfunktion kommt auch im kanonischen Gradienten
vor, der in Abschnitt 2 berechnet wurde. Es bleibt noch der Beitrag des zweiten
Terms zur Einflussfunktion zu bestimmen.

Proposition 3.8. Unter den Voraussetzungen aus Abschnitt 3.1 gilt

o 2 o (Xer (X))~ r(X) = 585+ ()

- %Z Zj€; (%)@E(h(XJ, Yi)l(e)|X;) — éE[h(X, Y)g(g)]) + o, (n"12),

Beweis. Erganze den entsprechenden Term mit . Die Differenz lasst sich mit der
Hoélder-Ungleichung fiir Summen betraglich abschatzen durch

% -7 sz (X (X2, (7 = (X0 + 78 = (X))

1z ‘%!(nthQ Xor(X) +29)
< Z ' )1/2+(%i(fﬁ?—rm»?)“)
17wl G > 06 +) 23 3 06 = )

2,j=1 =1
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Nach Proposition 3.6 mit M (X;) = 1 gilt + 31" (P — r(X3))2 = 0,(n"3/5). Das
schwache Gesetz der grofsen Zahlen und der Zentrale Grenzwertsatz liefern ferner
Z71 —(BEZ)™ = 0,(n"'/?). Aus dem schwachen Gesetz der grofen Zahlen folgt
aufserdem

—Zh2 Xir(Xi) +e5) = B[R (X1,r(X0) + &2)] = B[R (X1, r(X1) + 1)
7 1
. = E[h(X1,11)] < o0
Daher ergibt sich
(=) 3 2y (KX, £ () = () = 7 + (X)) = oy,
Zn ij=1
also
Zinng S Zyhy (X r(X0) + £) (1) — (X0) — £ 1 r(X,))
i,j=1
:éni Z Zihy (Ko, 7(X3) + £5) (7o) = 1(X0) =735 + (X)) + 0p(n %)

Betrachte zunéchst

1 O (a
5 D Zhy(Xer(X0) 4 £) (75 = (X)),

1,j=1

Mit den Abkiirzungen A, (z) = g(x) — g(z) und A,, (z) = §a, () — ga, (z) lasst sich
der Term wie in [WRO02| und [Sch07] schreiben als

I (a
5 2 Zhy(Xir(X0) 4 ) (7 = (X))

ij—=1
_1 Xn: Zh (X0 (X)) LS 2 () k(X — X))
n? ij=1 e ! g“"(Xj)nzsz;éj
+ ks Zn: Zjhy (X, m(Xi) + €5) L Ly Zi(r(Xy) = r(X;)ky(X; — Xa)
nQ 7Y ) ? J gan(X])n J J

t,j=1

+
+ % > Zihy (X r(X) + 8j)7’(Xj)<AnEXj; - g(Xj)Aan(Xj))
(

=) Gan (X Garn (X5)
Z Zihy (X 1(X,) + ) T80 = T(X)9(X) Ay (X)
i,5=1 gan X]
Ly Fagd(X) A2 (X;)
+ =5 Zh (X, r(X;) + £5) -2
n z; il (%) i) ggn( )Gan (X;)
1 Z,ky(0)
Zihy(Xi, m(X;) + e5)r(X;)——
zjzl ’ ngan(Xj)
Ly r(X;)9(X;) !
+ =5 > Zihy (X (X)) +5)( G r(x)) =Y 4

4,j=1
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Im Vergleich zu den oben angegebenen Arbeiten kommt der Term A ) neu hinzu, da
bei der Summatlon im Zahler von 7“ ) der j-te Term ausgelassen wird. Den Betrag

von A6 kann man direkt mit Hilfe der Holder-Ungleichung fiir Summen abschétzen
durch

AP < Z Zm (X5, 7(X0) + ) (X;)]

IN

IN
=
/N
|b—‘
>
<
—
>
<
—
s
N—
+
M
N~—
——
—
~
[\&)
/~
S
<
no
—
<
——
—
~
[\

Aufgrund des schwachen Gesetzes der grofen Zahlen ist (1 > (X j))l/ ? gleich
O,(1). Mit der Chebyshev-Ungleichung zeigt man

Z h2(X;, (X +ej))1/2 = 0,(1).

2,7=1

Nach (B.a) gilt zudem L= = o(n~'/?). Daher folgt A = o, (n71/2).

Fiir A" rechnet man

P47 > o)

nt/? 9(Xj)
< rlw z (05,7060 &)l 2 =1
-1 9(Xs)
- o E[my(Xl,r(Xl)+52>Hr<X2>1 oy Preacan]
n'/?1 9(X1)
B Iy (0,0 + ) ()| | 2 1]
<

2
Cn 2By (X1, r(X0) + <) [l (%) Ly )

2 n—00
+ETL71/2Eth(X17 }q)”r(Xl)|] — 0.

Mit dhnlichen Methoden wie in [Sch07] bzw. [WR02| zeigt man auferdem

5
Z A = o (n71/2).

v=2

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird der Beweis dleser Aussage in Propositi-
on A.6 im Anhang nachgeholt. Interessant ist der Term A1 , da dieser einen Beitrag
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liefert, der nicht von der Ordnung op(nfl/ %) ist. Forme also wie folgt um

1

A(ln) = iiZjhy(Xi,T(Xi)+€j)— Z Zl€lk’b(X Xl)
n? ij=1 Jan (Xj) 1 I=1,1#j
R 5i . ky(X; — X))
- nZZl n? ;y;#Zh er) ) Gan (X;)
= —Zzla,< Z Z Zihy (X, r(X,) + )w
i=1 j=1,j# Yan
k;b(z—Xl)
/// ) + U)Wp(x)p(z)f(u)dxdzdu)
oL Zzlel / / / 1)+ 0 ) ()

Im Anhang werde ich in Lemma A.7 nachweisen, dass gilt

1 & ky(X; — X
EZZIQ( Z Z Zh Xzar ) ) b;an(X)l)

i=1 j=1,j#l

/ / / )+ “)Mp(w)p(z)f (u)dxdzdu) = 0,(n"1/?).

a, (2)

Fiir den verbleibenden Term ergibt sich aufgrund von (B.h)(iv) mit partieller Inte-
gration

%Z Zig ///ﬂ(z)hy(:c,'r(:c) + u)wp(a:)p(z)f(u)dxdzdu

9an (2)
_l n 9 Z—kb(Z_Xl)Z T, r\xT u T u)arau
227 [ o e [ e+ wpte)fad

_ln € g(z) z — A x,r(x u)fu e x)ax
2>z [ Lz = gz [ bt r(a) + )1 )| % o)

:% Z Zig / 92(2) ky(z — X;)dz // h(z,r(x) + u)l(u)p(x) f(u)dzdu

——>" Ze / gi <2) k(2 — X)) dzE[h(X,r(X) + )l(e)]

> zia( [ wute - e+ [ S By - i) Bl V)6

:% ZZlelE[h( ZZ[ l/%“kb(z — X))dzE[WX,Y){(e)].

Der erste Term liefert den erwarteten Beitrag. Es bleibt zu zeigen, dass der zweite
Term gleich o,(n~'/2) ist. Beachte dabei, dass X und Z unabhiingig von ¢ sind. Man
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erhiilt
P(nl/Q‘% lﬁ; Zien / %kb(z ~ X))dz| > g)
g%E[(% lzn; Zie, / %kb(z . Xl)dz>2]
[z ([ T e S P au)
+ "9_2 1E[Z161 / o +gi1:2);ﬁnb(j§1 00 )

9(Xs + bu) — go, (X2 + bu)
Zaea / by Fwd]

:%O'QE[Z</ g(X +bu) — go, (X + bu)kz(u)du)Z]

o Gan (X + bu)
15 (el [ 2]
el ([ 2 )]
Verwende nun die Darstellung
L S € ey 9 ()

90 ) Gan () Gan(2)ga,(y)

Zudem ist g nach Lemma 3.1 Lipschitz-stetig mit einer Lipschitz-Konstante L,.
Aus [Sch07] entnimmt man, dass dann auch g,, Lipschitz-stetig ist mit der gleichen
Lipschitz-Konstante L,. Hiermit folgt

E[(/ g(X + bu) _ga"(X+bu)k(u)du>2}

Gan (X + bu)
—[( / 9();:(?)+—bzg?(>k(u)du+ (9(X) = gou (X)) / mk@du
At e O
SE[(%Qi J w14y 2= 2O [
1)~ 0] [ 2 Tt )

b b 2
gE[(QLg—/|u|k(u)du+2-1{g(X)<an}+2Lga—/|u\k(u)du) |

Ly (I,

G,
2

b 2 b
216L§a—2(/|UIk(U)dU> +4E[1{9<X><an}]+16Lga—/IUIk(U)duE[l{g(xmn}]

b2
§16L§—2 /uzk,’(u)du +4P(g(X) < ay,) + 16Lga£ / |u|k(u)du

an
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Wegen (B.a) konvergieren der erste und der letzte Term gegen Null. Wie in [SchO7]
erldutert, konvergiert aukerdem P(g(X) < a,) gegen Null. Also ergibt sich

1 9an (2) 5 5 — o ("2
ZZZ l/—gan( ) ko(z = Xi)dz = op(n="77).

Insgesamt erhélt man demnach
% i Zihy (Xi,7(X) + &5) (7 — (X)) = %iZlalE[h(X, Y)(e)] + op(nY/?).
ij=1 =1
Betrachte nun
EZ ~ i Zihy(X:,7(X5) + ;) (7 — r(X5)).
ij=1

Mit A, (z) und A,, (x) wie oben erhdlt man analog zu [WRO02| und [Sch07] die
Darstellung

% Zn: Zjhy(XiaT i)+ 5])( i —r(Xi))

1 & 1 1 &
== ; Zihy (X, r(X;) + gj)gan Xn 2 Z(Y; — (X)) k(X — X))
+ % > Zihy (Xi (X)) + ej)gg—Xﬁ Zi(r(X) — r(X) k(X — X7)
ij=1 R O A N
1 & r(Xo)An(Xi)  7r(Xp)g(Xi)A,, (X;)
5 20 Alr 00+ ) (T TR - TR )
1 < (P(X3)g(X5) — r(X5)g9(Xi))Aq,, (X5)
_ _ZJZI Zhy(Xz,T‘(X,) +€j) g2n<XZ)
+ % Z Zihy (X, r(X5) +6j)f(g )(A( );a (X (1) i
ZZh (Xo, 7(X3) +¢5)r (X)likfg))
+ % Z Zjhy<Xi, T(Xz) + €j><% — T(XJ) = Z B,En)

Wie oben folgt unmittelbar

B < n22|h (X5, 7(X) + &)l (X3)]

n—lfin <ﬁ Z h;(Xi, r(X;) + €j)>1/2 (l Z 7GQ(X1'>>1/2 _ 0p<n71/2).

n“
2,7=1 i=1

IN
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Fiir B rechnet man

P(n'? B |>9)
< %;QE[HQ ;lh (Xi, r(Xi) + &)l Ir(X3) gafé?i) _1H
_ %f?n; 1E[|hy(X1ﬂ"(X1) + &2)||r(X1)] gifé;i) - 1’1{9(X1)<an}]
+$1E[|h (X1, r(X0) + 1)1 (X1)| gg%g) -1

VAN

2
Enl/QEth(Xl, r(X1) + e2)[|7(X0) L ig(x1)<an}]

n—oo

2
o2 By (X0, V) (X)) 2 0

Ahnlich wie in [Sch07] bzw. [WR02] kann man zeigen

5
Z B = o,(n""?).
v=2

Um die Ubersichtlichkeit nicht allzu sehr zu beeintréichtigen, beweise ich diese Aussa-
ge erst in Proposition A.8 im Anhang. Lediglich den interessanten Term B;”) mochte
ich hier untersuchen. Diesen ergédnze man durch

/ / / ) +u) Mgi—zjl)p(x)p@) f(w)dzdzdu.

Das ergibt

n

" 1 & 1
B™ — EZZjhy(Xi,r(Xi)—i—ej)mﬁ > 2V — (X)) k(X — X))

ij—l 1=1,li

k(X — X))

= —ZZ,E,—Z Z Zjihy (X, (X)) + )m

= 1] ljyél

k(X — X))

— _ZZzsl( Z Z Zjty (X (Xs) + )m

i=1 j=1,j#l

/// )+ “)%p@)p@)ﬂu)dwdmu)
" Z “e / / / )+ “>Mgi—?:§l)p(x)p(z)f (u)dxdzdu.

Auch den Beweis fiir die Aussage

1 1 & & B Xi — X
EZZZEZ(EZ > Zihy(Xir(Xs) + £5) b( . )
i=1 j=1,j£l Jan (i

/ / / )+ “>l%(gjn—@§mp(w)p(z)f (u)dxdzdu) = 0,(n"1/?)
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werde ich erst in Lemma A.9 im Anhang ausfithren. Den verbleibenden Term forme
man wie folgt um

1l — ko(x — Xy)
ﬁ;lel /// m(2)hy(z,r(x) + ) (@) p(z)p(z) f(u)dxdzdu
_ln ) T2 z)az xr,r(xr u g(x) xr — u)axrau
= e [ wewe)te [ o) ) Gt = X0f e
I ) o) o) IE) =G (@), Wdrdu
_ ZZZ lEZ//hy( (x) + >—gan( e by X)f(drdu (33.)
+= ZzlelEZ / / r@) ) X)) dadu, (3.3.2)

ZC

Aus dem Term (3.3.2)/EZ ergibt sich durch Substitution und Ergénzen

_ZZZQ// (z) +u ky(z — X)) f(u)dxdu
- g Zie, / / ;T : Xl) ) k() f (w)dvdu (3.3.3)

41 Z Zien / hy (X0, (X)) + u)ﬁ()(ilzl; g(ﬁ*;j;’ Vi) fw)dvdu (3.3.4)

42 ZZZEZ/ o (X + 0, 7( X + bv) + u) — hy( Xy, 7(X)) +u)k‘(v)f(u)dvdu.

(X, + bv)
3.3.5
Betrachte | |
n-E[((3.34)+ (3.3, 5>)2}
B [Za / (X, (X ))() ( )((Xﬁf;’ k(o) f(w)dvdu
/ o (X + bv, rX+bv))(J;zz)v) hy(X, T(X)jLu)k(v)f(u)dvdu)Q}
(n—1) E{lel / (X1, (X)) + ”;)&)1); Z;gfﬂf;’ ) k(o) f(w)dvdu
/ S (X1 + b, (X, +b(z;)(1++ugv) hy (X1, (X)) +u)k:(v)f(u)dvdu>
2o / / (Xo, 7(Xs) + u ”Q((;()Q)_ ?)((fﬂj;] k(o) £ () dvdu
/ s (Xo + bu,r( Xy + b(?;)Q—I——i_uzv) hy(Xa,7(X5) + u)k(v)f(u)dvdu>].

Wie in [Sch07| zeigt man mit Hilfe des Satzes von Fubini, dass die Integrale

7T<X1) — 7T(X1 + b’U)
(X)) (Xy + bv)

/ hy(X1,7(X3) + ) k(v) f(u)dvdu
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und

/ o (X1 + bu, r( Xy 4+ bv) + u) — hy(Xy,7(X7) + )
(Xl + bv)
o(X1)-messbar sind. Da die Zufallsvektoren (X;,Y;, Z;) unabhingig und identisch

verteilt sind und € unabhéingig von X bzw. Z mit Fe = 0 ist, wird die gemischte
Summe zu

(n—1) (E {Zs / hy (X, 7(X) + u) ”7(:8(; ?)((X:b:;’ k(o) f () dvdu

/ y(X 4+ b0, 7(X 4 o) +u) — by (X, (X )+U)’f(“)f(“)dvdu>D2

k(v)f(u)dvdu

(X + bv)
—(n — 1)(}351«7 Z / hy(X,7(X) +u)”f:(()>(); &X:bf;}) k(v) f (u)dvdu
/ o (X +bu,r X+b(v))(%——|—12)v) hy(X,r(X) +u)k:(v)f(u)dvdu)}) _o.

Aus den gleichen Griinden lésst sich die erste Summe schreiben als
5 m(X) — (X + bv)
o°F {Z / hy (X, r(X) +u) T (X)m (X + b) k(v) f(u)dvdu
y(X +bu,r(X +bv) +u) — hy(X,r(X) +u) 2
/ (X 1 0v) k:(v)f(u)dvdu) :

Aufgrund von (B.h)(ii) und (B.r) bzw. Bemerkung i) kann man abschétzen
|hy (X + bv), r(X + bv) +u) — hy(X, r(X) + u)|
<L (X +bv,r(X +bv) +u)" — (X, 7(X) +u)"||
=L, ||(bv,7(X 4+ ) — r(X) || = Lj,/b*02 + (r(X + bv) — r(X))?
202 + L2022 = L} blv|\/1 + L2.
Hiermit und mit (B.7) folgt nun die Abschétzung

m(X) — m(X + bv)
E {Z / hy(X,7r(X) + u) T X)m X+ b) k(v) f(u)dvdu

/ (X ¥ b r(X + bz)))(i?v) hy (X, r(X) +u)k(v)f(U)dvdu> 2]
[ /|h X) + )| f(u )du/|v|kz dv+b—m/|v|k o) ]

gzzﬂ/ 2k (v )dv<(CC )QEW(X V)] + (LC;’;)Q +L$)).

U ™

Dies konvergiert aber gegen Null. Mit der Chebyshev-Ungleichung erhélt man also
(3.3.4) + (3.3.5) = 0,(n"1/?2).
Mit partieller Integration und (B.h)(iv) folgt aukerdem

/hy(X,r(X)—l—u)f(u)du S h(X,r(X)—l—u)f(u)‘iooo —/h(X,r(X)—i—u)f’(u)du

_ / WX, r(X) + w)l(u) f (u)du = E(h(X,Y)(e)|X).
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Fiir den Term (3.3.3) ergibt sich also

(3.33) = %Z%el/hy(Xl,r(Xl)~|—u)f(u)du/k:(v)dv

n

- % 3 % e E(h(Xy, r(X) + &) l(e1)] X)),

Substituieren und Ergénzen liefern fiir (3.3.1)/EZ &hnlich wie fiir den Term AY‘)

—225/ o (Xp +bu,r(X; + bv) +u)
= Xl+bU)

g(X; + bv) — ga, (X; + bv)
Ga,, (X1 + bv)
hy (X + bu, r(X; + bv) + u) — hy (X, (X)) + )
=— ZZIQ
(Xl + b?))
9( X+ ) — g4, (X; + bv)
Ga,, (X1 + bv)
1< (X)) — 7(X; + bv)
— 7 h, (X, (X
+ n ; 181/ y(Xi,r(X0) + ) (X)) 7 (X, + bv)

9(X; + bv) — ga, (X; + bv)
Ga, (X1 + V)

Xl, Xz +u) g(Xi + bv) — g(X))
+ = Zzla / (X T h0) k() f(u)dvdu  (3.3.8)

k(v)f(u)dvdu

k(v) f(u)dvdu (3.3.6)

k(v) f(u)dvdu (3.3.7)

Xlu Xz +u) 9(Xi) — ga, (X0)
41 Zzlg, / St Uk v (339)

Xl, Xl + u) gan(Xl> Ya, (Xl + bU)
+ — Z Zlal/ g0 (51 £ D) kE(v) f(u)dvdu.

(3.3.10)

Wie oben rechnet man wegen der vorausgesetzten Unabhangigkeiten

n-E[((3.3.6))°]
) hy(X +bv,r(X 4+ bv) +u) — hy(X, r(X) +u)
:E{ZE <// (X + bv)
(

gX+bU)—gan(X+bv) )
) (wdvda) }
2 y (X 4 bv, (X +bv) +u) — hy (X, r(X) + u)
- E[ / (X + bv)

(X 4 ) = g, (X + D)
G, (X + Dv)

k(v)f(u)dvduf] < 6202/v2k(v)dv
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und

n- E[((33.7))7]
s

= +gb;)(x ilnb(v))( 00 ) () v 2}
o ([franrin o

g(X +bv) — gq, (X + bv)
) k(o) f (u )dvdu) }

bQE[hz(X,Yﬂ/UQk(U)dU.

A(Cp)?
<o” ]

Die (X )-Messbarkeit der entsprechenden Integrale zeigt man dabei wie in [SchO7]
mit Hilfe des Satzes von Fubini. Da die zuletzt erhaltenen Ausdriicke gegen Null
konvergieren, folgt mit der Chebyshev-Ungleichung (3.3.6) + (3.3.7) = 0,(n~%/?).
Fiir (3.3.8) erhélt man mit Lemma 3.1

n-E[((338)°]
_E [252 // hy(X, r(X) +u) g(X + bv) — g(X)k(U)f(u)dvdu>2]

g (X 1 b0)
). [z / AR 20 08 20 Z9E ) g
T / X2’ X2 +u)g<)(;a;§g);bi(>x2)k(v) f(u)dvdu]
—JQE{Z / yX”“ +“)9();:&)+_bg)<X)k(v)f(u)dvduﬂ
g% 25—5’ v’k(v)dvE[RL(X,Y)] — 0,

also (3.3.8) = 0,(n~1/?). Damit g auch g,, Lipschitz-stetig mit der gleichen Lipschitz-
Konstante L, ist (vgl. [Sch07]), folgt mit der gleichen Rechnung (3.3.10) = o,(n~1/2).

Fiir den noch verbleibenden Term (3.3.9) verwende man die aus den zu Agn) ange-
stellten Uberlegungen bekannte Darstellung

L _ 1 9(®) ~9a(y)
9o (V) 90 () Ga,(2)Ga,(y)

Mit ihr, Lemma 3.2 und

/ hy (X, 1(X) + u) f(u)du = E(h(X,Y)((e)|X)
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ergibt sich

n-B[((3.39)°]
- [252 / hy(X’T(X)H) g(gi)()_(%nb(j)()k(“)f(U)dvdu>2]

X0 )90 g )
Fn—1). {z / k) () dvd

Xz, X2 +U)9(X2) Jan (X2)
ZQEQ/ oo (5 + 1) k:(v)f(u)dvdu}

—02E{ / / W( +“)ggi)(xf"bg)k(v)f(u)dvduﬂ

§02E{<‘ ol ngf ))( H/ (X, r(X —i—u)f(u)du‘

+‘g )( )ga X)/ Iy (X, (X u)|Igan();znz)?ajr(gi;rbv)lk(v)f(u)dvduﬂ

75| (| 22, ) ) ) 10

<

c2

+2//|h (X, 7(X) 4 )19 gzn()?“i(‘;i)+ b?’)‘k(v)f(u)dvduﬂ

< (BB YY) PLiysrco] + Loy [ oH@0BICX YY) =,

™

da (E(h(X,Y){(e)]|X))? integrierbar ist und P(g(X) < ap) gegen Null konvergiert.
Aufgrund der Chebyshev-Ungleichung gilt also auch (3.3.9) = o,(n~1/?).

(n

Nimmt man alle den Term B; ) betreffenden Ergebnisse zusammen, so erhilt man

_ I, B YU X))
_nZZz ! T(0) + 0p( )-

Insgesamt folgt die Behauptung. O]

Satz 3.9. Der Schitzer H ist unter den Voraussetzungen aus Abschnitt 3.1 asymp-
totisch linear mit Einflussfunktion o gegeben durch

p(X,2Y,Z) = x(X)—Ex(X)]+ é(ﬁ(d — E[h(e)]
+Zg(7T o PGV EEIN) - E—12E[h(X, Y)e(g)]).

Beweis. Fasse die Ergebnisse aus Proposition 3.7 und Proposition 3.8 zusammen.
Das liefert

i = —Zx 3 2L (i(s) — BlA)

+E ; Zig; <TX>E(h(Xi, Yi)l(e)| Xi) — ﬁE[h(X, YY) + oy,

7

Daraus liest man die behauptete Einflussfunktion ab. n
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Ein Vergleich der hier erhaltenen Einflussfunktion mit der effizienten Einflussfunk-
tion

X(X) — E(X)] + =5 ((e:) — E[h(e)]
+%(W &)E(h(x, Y)l(2)|X) — éE[h(X, Y)e(e)) )

aus Abschnitt 2 zeigt, dass H im Allgemeinen nicht effizient ist, da sich ein Teil der
Einflussfunktion von der effizienten Einflussfunktion unterscheidet. Jedoch besteht
der Unterschied nur darin, dass im dritten Summanden ¢; anstelle des gewiinschten
%E(sz-) steht. Im folgenden Abschnitt werde ich also den Schétzer durch Addition
eines Korrekturtermes so abwandeln, dass er effizient wird. Ein Blick in den Beweis
von Proposition 3.8 zeigt, dass der Teil der Einflussfunktion, der sich von der effi-
zienten Einflussfunktion unterscheidet, gerade durch die Wahl des Schatzers fiir r
beeinflusst wird. Alternativ kénnte man daher auch versuchen, den Schétzer ff{? SO
abzudndern, dass er den gewiinschten Beitrag zur Einflussfunktion liefert. Diese Idee
mochte ich hier jedoch nicht weiter verfolgen.

Bemerkenswert ist auferdem, dass fiir €; ~ Ny ,2 der konstruierte Schétzer auch

ohne Korrektur schon effizient ist, denn es gilt

f/(e’:“) € 1 g2 2 2 2 £
le) = — — = = )\ fons2e87/(20%) — =
(€) f(e) 0% \/2no2 o?
und
2 1 2 1
J=E[l*(e)] = - Ele°] = =,
o o

also auch
—l(e) =e.
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Kapitel 4

Ein effizienter Schatzer

4.1 Weitere Voraussetzungen

Inspiriert von den Betrachtungen zum vierten Fall in [MSWO06] versuche ich nun
einen Korrekturterm zu finden, der den zur Effizienz fehlenden Beitrag zur Ein-
flussfunktion liefert. Gesucht ist also ein Term 7" mit 7" = 0,(1) und

= %2 7 5 B Y)HE)1X0) = gz B V(e (G160 - =)

+Op(n_1/2)‘

Nach [Sch93] erscheint der Ansatz

n; 7-‘-o‘m()('i) Znn ; ]ﬂ-an(X') J ( )

J

sinnvoll. Die au_ftauchenden Schéatzer seien definiert durch:
& =Y, — % Z, und #,, (X;) wie in Abschnitt 3.1,

ni

f(u) =i Z] 1 ZJ W(u 6J) mit geeignetem Kern W und passender Bandweite 3,
fa (W) = a4 f(u) mit einer geeigneten Nullfolge () nen,

fiu) = 500 2w (S5, d(w) = f& (u J=1y0 Z0(&) und

~ s Z] ]751 (X Y)g( )kb<X1 - X])
Hni =
gan (Xz)
der Schétzer fir »(X;) := E(h(X;,Y:)l(;)| X:).
Fiihre weiterhin die Notationen B(X;) := ﬁE(h(Xi, Y;)¢(£:)|X;) und
E = LE[h(X Y){(¢)] ein. Schitze diese Groken durch B,; := ﬁ'ai‘?;(i) und

ni 1 1 Ptnj _ 11 > . . ~ .
Ei= i Zis k) = 7o > i—1 Z;iBnj. Damit erhélt 7" die Gestalt

e Zz i — <%€(éi)—éi>.

i1 A (X )h(X],Y})f( €;) zu schétzen. Warum

ich jedoch den Schétzer E Wahle erd sich erst spéter zeigen.
Ergénze nun die Voraussetzung (B.f) in Abschnitt 3.1 durch

Es ware auch moglich, £ durch 1

41
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(B.f) (ii) Die Dichte f sei zweimal stetig differenzierbar mit beschrankter erster
und Lipschitz-stetiger zweiter Ableitung, d.h. es gibt Konstanten
OV, L > 0 mit | f/(u)| < O und | f"(u) — f"(v)] < Lylu — o).
Zudem sei f beschrinkt durch eine Konstante C}O) > 0.
(iii) Es gelte [u*f(u)du < oo, d.h.  habe ein endliches viertes Moment.
(iv) Es gelte f’(a:)‘iooo = 0.

Ergénze ferner (B.r) durch

(B.r) (iii) E[r*(X)] < oo

und (B.agr) durch

(B.agr) (i) n®°E[r*(X)1gyx)<an}] —— 0.

Beide Bedingungen folgen schon aus Voraussetzungen in Abschnitt 3.1. So ist we-
gen (B.p)(i) und (B.r)(i) die neue Bedingung (B.r)(iii) automatisch erfiillt, und
(B.agr)(ii) ergibt sich mit (B.p)(i) und (B.r)(i) aus der Bedingung (B.agr)(i). Den-
noch gebe ich beide Bedingungen an, um besser darauf verweisen zu koénnen.

Fiir die neu eingefiihrten Grofen seien folgende Voraussetzungen erfiillt:

(B.W) W > 0 sei eine symmetrische und durch C’&}) beschrankte Wahrschein-
lichkeitsdichte mit [ ¢*W (t)dt < co. Sie sei dreimal differenzierbar mit
(W (2)| < CwW () fir v € R, i = 1,2,3 und eine positive Konstante
Cw.
(B.») (i) Die Funktion s sei einmal stetig differenzierbar mit
AC, > 0: |5 (z)] < CLund 3L, > 0: |5/ (y) — +(z)| < L |y — x|
(ii) Es gelte F[»*(X)] < oo.
(B.3) (i) n'/*3? — oo fiir n — oo.
(ii) liminf, .o n'/193% > 0.
(B.a)  n'°3°a, — oo und nB'a? — oo fiir n — oo.
(B.agse) n'2E[*(X)1gg(x)<any] = 0, n'2E[[3(X)[11g(x)<an)] = 0.
(B.agser) n'/2E||5¢(X)|[r (X)|1{g(x)<20,)] — 0,
B[ (X)r (X)g(x)<an)] — 0.

Bemerkung 4.1 (Diskussion). a) Gegeniiber (B.p) aus Abschnitt 3.1 wird in (B.f)
die Existenz einer weiteren Ableitung gefordert. Statt der ersten soll nun die
zweite Ableitung Lipschitz-stetig sein. Das erklart sich dadurch, dass in die
Untersuchungen auch f’ einfliefit. Dafiir m6chte ich aber dhnlich vorgehen wie
fiir eine Dichte.

b) Der Kern W muss im Gegensatz zu k differenzierbar sein, da W’ fiir die Schét-
zung von f’ herangezogen wird. W ist zudem so gewéhlt, dass Bedingung K
aus [Sch93] erfiillt wird. Ferner folgt aus Bedingung (B.W) mit Hilfe des Mit-
telwertsatzes, dass W, W’ und W Lipschitz-stetig sind, denn

WO (@) = WO (y)| < WD)z -yl < CwW(R)le —y| < CwCPle —y

fiir x,y € R und eine Stelle z zwischen x und y.
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c) Die an s gemachten Voraussetzungen sind die gleichen wie fiir 7 in Ab-
schnitt 3.1. Es folgt, dass auch s selber Lipschitz-stetig ist mit einer Lipschitz-
Konstante L,,. Zudem folgt (B.5)(ii) mit der Jensen-Ungleichung fiir bedingte
Erwartungswerte schon aus Bedingung (B.h¢)(i) in Abschnitt 3.1:

E[5*(X)] = E[(E(h(X,Y)l(e)|X))*] < E[R*(X,Y)*(e)] < o0.

Dennoch habe ich aufgrund besserer Zitierbarkeit beide Bedingungen ange-
geben. Ferner ist 3?(X) wegen (B.h()(ii) durch C; beschréinkt. Zudem ergibt
sich

E[B¥(X)| = E E(h(X, Y)e(g)yxy] 2E[R2(X,Y)2(2)] < oo

m2(X)
d) Die Folge (5, )nen konvergiert deutlich langsamer gegen Null als b. Aus (B.3)(i)
folgt zunichst, dass 3 langsamer gegen Null konvergieren muss als n~'/20. We-
gen der ersten Bedingung in (B.a) muss 3 zudem langsamer als n='/%> ge-
gen Null konvergieren. (B.3)(ii) wiederum fordert, dass 5 hochstens so schnell
wie n /30 gegen Null konvergieren darf, da dann gilt lim inf, ., n'/1°3% = 1.
Bedingung (B.3)(ii) impliziert, dass die gesamte Folge n'/1°33 von Null weg
beschrénkt ist. Dies wird nur an einer Stelle im Beweis von Satz 4.19 benutzt.
Wihlt man nun 8 = n~'/3 und méchte man auch fiir a,, den Ansatz a,, = n="
machen, so muss 7 < 1/30 sein, um gleichzeitig Bedingung (B.«) zu erfiillen.

e) Die Bedingungen (B.ags) und (B.agsr) rithren wieder von der Abschneide-
technik aus [WR02| her. Der zweite Teil von (B.agser) wird dabei benétigt,
um in Satz 4.14 Proposition 3.6 mit M (X) = »*(X) anwenden zu konnen.

Proposition 4.1. Unter den in den Abschnitten 3.1 und 4.1 angegebenen Voraus-
setzungen gilt:

1 n
_EZiiAi_i: 2.
pa gi(éi —ei) = op(n~ %)
Beweis. Nach Definition ergibt sich
1 En :Z-s-(é- —&) = 1 En :Z-s-(f@ _ r(X-)).
ni:l ASTANET 7 ni:l <1 \!'ng i

Benutze nun Lemma 3.6, um zu zeigen, dass gilt £ >°" | Zie; (fg;)—r(Xi)) = 0,(n"1/2).

Nach Lemma 3.3 geniigt es,
n- E((% é Ziei (79 — r(Xi))>2’X, z) = 0,(1)
nachzuweisen. Betrachte also
(3 Y 28! ) [x.2)
= - é ZE(E (7 - r(X)’|X, Z)

1 (a (a
—FE Z ZiZjE(gigj (Tim) — T(XZ)) (Tij) — T(Xj)) ’X, Z)

i,J:J7#1
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Da in dem Schétzer 7,; gerade der Summand mit Index ¢ weggelassen wurde und

dadurch kein Y; Vorkommt 1st g; unabhéingig von 7,;. Aufgrund der Definition von

9 als % ist auch ( —r(X; ))2 unabhéngig von ¢;. Das liefert

LSS 2269 — (X)) = LSS S BB )
niZIZzE(& (Tm' T(Xz)) ‘X, Z) = H;ZZE[e ]E((rm T(XZ)) ‘X, Z)
21 - a(a) )2

o nZE(( r(X:))Y[X, Z).

IA

Dies ist aber nach Proposition 3.6 gleich o,(n~1/2).
Durch Ergénzen erhélt man fiir verschiedene ¢ und j

E(e £; (T(a) T(Xz))( 7(;;) j ‘X Z)
_E(g 83( ) T(Xz))( i 7ﬁnﬂ) ‘X Z)
+ E(gigj (ng) - T’(Xz')) (ng)z —r(X; )|X7 Z)‘

Wegen Unabhingigkeit wird aus dem zweiten Term

Be - B(g; (R — (X)) (7Y — (X)) |X, Z) = 0.

nji

~(a)

Mit der Definition von 7,/ errechnet man

nji
A0 s _ ity Yk (X = X0) L ZYik(X; - X;)
n oot Ja, (X;) Jan (X;)
—E(% Z?:l,l;éj Zlyzkb(Xj - Xl) XY, Z)
gan (X) , -
E( = Z;Yiky (X — X)XY Z)
gan (X]) _,“
n Jan (X]) n Jan (XJ)
- 1 Ziéil{}b(Xj — Xz)
Damit ergibt sich
B(ei; (7 — (X)) (7 — (X)) X, Z)
:E(€i5j (fﬁi) — T(XZ)) (7253) Aﬁgz |X Z
1 a Ziky(X; — X;)
=~ B(ele; () — r(X0)[X. Z) (%)
1 Q) . Ziky(X; — X;)
ZE<E(55J(() m])‘X Z)+E(5gﬂ(£nz |XZ) G (X))
1 Zk?b(Xz — X) ) 2/ ~(a) Zk:b(X X)
- (% o) FEEX ) + BB () - (X)X, z)) )

_(°) ZiZiky (X — X;)
n? Ja, (Xi)ga, (X;)
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Einsetzen in den zu untersuchenden Term liefert

- Z Z,Z;B (e (78 — (X)) (71 —1(X;)) | X, Z) = Sk >

ZZik (X — X))

zjj#z n? 4,§:j70 Gan (Xi)Ga (X;) |
Wegen
’(02)2 s AN X)) K,
n? = Gan(Xi)Gan (X5) nbag,

folgt schlieflich

1 (a (a
- Z ZiZjE(&'é?j (7’7(12-) - T(Xz‘)) (T7(zj) - T(Xj)”X’ Z) = op(1),
ijiji

also insgesamt die Behauptung. O]

Bei den weiteren Untersuchungen verwende ich einige der Aussagen aus [Sch93|. Dort
hat man es zwar nicht mit fehlenden Daten zu tun, dennoch kann man die dortigen
Abschétzungen auch auf die hier vorliegende Situation anwenden. Fasse dazu die
in den Definitionen von f, f’ und ¢ vorkommenden Zufallsvariablen Z; € {0,1} als
Gewichte w; auf. Fiir N,, aus [Sch93] erhélt man nun N,, = > | Z; = nZ,. Nach
dem schwachen Gesetz der groken Zahlen konvergiert N,,/n = Z,, stochastisch gegen
EZ.Daim Allgemeinen gilt EZ # 1, ist Bedingung W aus [Sch93] in der Regel nicht
erfiillt. Diese Bedingung wird jedoch in den Abschatzungen nicht benutzt, so dass
die Abschétzungen aus Lemma 10.1 und dem Beweis zu Proposition 5.5 aus [Sch93]
auch hier gelten. Die Aussage von Lemma 10.2 bleibt ebenfalls erhalten.

Der Vollstandigkeit halber will ich die entsprechenden Aussagen hier noch einmal in
der von mir benutzten Form angeben. Definiere dazu wie in [Sch93|

n,éQ Z? 1 ijl(%)
O‘nn Z] 1wy + % Z?:l ij<m_ﬁyi>
fir x € R, y € R" und w € {0, 1}". Per Definitionem gilt
é(u) =ly(u,e,Z), ue R

mit & = (&1,...,&,) . Schreibe kiirzer £, (u,y) := £,(u,y,Z). Wie in [Sch93] sei o)
die i-te Ableitung von ¢, beziiglich des ersten Argumentes. Setze weiterhin

e =FEEXY_;,Z)=(E&E|X,Y_;,Z),...,E(, X, Y_,, 7Z)"

oz, y,w) = —

und é(fj)(u) = (P (u,&_;) fiir p = 0, 1, 2. Ferner bezeichne € den Vektor (e1,...,&,)".

Lemma 4.2. (entspricht Lemma 10.1 aus [Sch93])
Ist Bedingung (B.W) erfillt, dann existiert eine positive Konstante cy, so dass die

folgenden Ungleichungen fir x € R, y,y € R™, w € {0,1}" und i = 0,1,2 gelten:

|6 (L1)

Co
x,y,w)| < W?

|60 (2, y,w) — 19 (2, g, w)| <

%Eﬁ;%m Zwmmm%zm (12)

. . 1 <
(9(z, y,w) — (0@, gow)|’ < e > wy(f —y)?. (L3)
‘ ‘ % ijl wjﬁ5+2”an n = J\J3 J
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Beweis. Da die Aussage ein Zitat aus [Sch93] ist, verzichte ich auf den Beweis. [J

Lemma 4.3. Die Voraussetzungen aus den Abschnitten 3.1 und 4.1 seien erfillt.
Sei fo(x) = [ f(z — p)W(t)dt, x € R. Dann gilt

Y1 = E(/ (ﬁn(u,e) 4 %fﬂu)du

X, z) = 0,(1)

und

o= [ (52w ~ ) S0

Beweis. Dies ist eine Folgerung aus einer allgemeineren Version von Lemma 10.2 in
[Sch93]. Gegeniiber [Sch93| ersetze man E(-|X) durch F(:|X,Z) und ziehe fiir den
Beweis [Sch87| heran. O

Ein weiteres wichtiges Hilfsmittel ist

Lemma 4.4. (analog Lemma 10.3 aus [Sch93])
Fiir jedes Paar (n,j) positiver ganzer Zahlen, 1 < j < n, sei h, ; eine messbare
Funktion von R x R™ x R™ x {0,1}" nach R und H,; eine messbare Funktion

von R x R x R" x {0,1}" nach R. Setze hn; = hn;(-, Y, X, Z) und h,; =
H, (-, Y_;, X, Z). Fir ein 0 > 0 seien folgende Bedingungen erfillt:

LS ) = ) = o). e

cn,Q:% [ sl 7050) = o+ (X)) S0 = 0270, (2

_ niz (/mm u+ (X)) P f ()

cn,4:niZE(|ﬁ 1) = Bl (9)|X. Yoi, DX, 2) = 0,(n7). (C4)

1,571

X, Z> = 0,(n%), (C3)

Dann gilt
2> s (1) = [ g X)) ) = 0y n0)

Beweis. Diese Aussage ist eine Verallgemeinerung von Lemma 10.3 aus [Sch93].
Ersetze im zugehorigen Beweis F(-|X) durch E(-|X, Z). O

Sei Y_; ;1 derjenige (n — 2)-dimensionale Zufallsvektor, der durch Streichen von Y;
und Y; aus dem Vektor (Y1,...,Y;)" entsteht. Setze

~(a) ~(a ~(a

1(1]1 - (Tr(tj) |X7 Y_i’ Z) = E<r7(1]) }X7 Y*{ivj}7 Z)

und

7(1[;){1 = (725;;) |X7 Y—{i,l}7 Z) = ( Tnji ‘X Y_ {i,1} Z) .
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Definiere auflerdem

Y, - Afz?{u} SV F
E_pin)y = EEIX Y iy, Z2) = E(6_),1X, Y iy, Z) = { r(X)) — 7%

nli 7V:l

r(X) —7Y =i

Tl
Dieses Vorgehen fortsetzend bezeichne Y _y; ;3 denjenigen (n — 3)-dimensionalen

Vektor, der entsteht, wenn man aus (Vi,...,Y,)" die Komponenten Y;, ¥; und Y,
herausstreicht. Setze hiermit

é—{i,j,l} - E(é‘X, Y—{i,j,l}; Z) — E(é_{z‘7j}|X7 Y—{i,j,l}7 Z)

Das nun folgende Lemma, in dessen Beweis Lemma 4.2 benutzt wird, wird spéter
dazu fiihren, dass einige Beweise ein wenig kompakter notiert werden kénnen. Bei-
spielsweise verkiirzt sich dadurch oft der Nachweis der Bedingungen (C1) bis (C4)
aus Lemma 4.4.

Lemma 4.5. Unter den Voraussetzungen aus den Abschnitten 3.1 und 4.1 gilt fir
pe {01}
1/2

K c
g(u) B _g(u 2\ < o ) _ 0 cR
| ( u, € ) ( )’ = 55/2_‘_#@;/2 nban|€]| + nZnﬁQ—W@n , U
und
1/2 K
Wy & ) — Wy & | < 0 4 _ ¢
’gn (/U/7€—{.7,Z}) gn (uaefj)‘ — 65/2+ua31/2 nban’51’+n2n62+pa 7U/€]R,

Ferner gilt fir p € {0,1}

K
el ye R

|g7(1/i) (Y] — 7%(;;)17 y) — 57(1”) (Y] - 7%(1(;‘)7 y) ‘ < B2+1 nba,,

und

(8, — 5. 8) — 905, — 8, )] < 2

nji’ )\—m b et ,y € R™.

Beweis. Ergéinze in der ersten Differenz (1) (u, €_;) mit

(E_;) = (i) Lfirl#j _ Y, — Tﬁll; Jir 1 #
B £j JMir i =7 Y}—T,(m) ir =3
Mit (L3) aus Lemma 4.2 und (B.k) folgt

|f<ﬂ><u,é]>—£<“<u &) = (1649 (u,&_;) — Lu(u, &)[?) "

n

(nZ 3521y, ZZ &) )
1/2

= ‘o Aa) _ ala) 2) 1/2
n1/221/2ﬁ5/2+ua1/2 (Z;AIZV(TTW TTLV])
" n Viv#£]j

1/2 ZjE?

_ 0
_n1/221/255/2+ua}b/2<Z;élzyn%]g (X))
VivE) n

1/2
kl? (XV - XJ))

1/2 1/2
0/ K 1/2 Co/ K

25/255/2-%/10[71/2 nba,,

&5l

| J| - ﬁ5/2+“04$/2 nba,,
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Auferdem liefern (L2) aus Lemma 4.2 und (B.k)

X 3 c - R N
|€§f‘)(%€—j) — 52“)(%5—3'” < Wgﬂ‘an ;Zu(ﬁ N(E=j)y — (E—5)ul)

L — N9
- nZnﬁg+“OénZJ(/6 A |€]|> < nZn52+Man'

Mit der Dreiecksungleichung erhilt man

[0 (u, &-5) — 41(

U (u, &)
<[09) (u,e_;) — 09 (u, &_j)| + |69 (u, &_;) — €4 (u, &)
61/2 C
0 0

&l + ———.
_65/2%0471/2 nban| i nZz, % o,

Setze nun
Yi— i, il £
(E—gay) =S r(X;) — 7Y fiwl=j
Y, — 7 fiir [ =

nij

Mit (L3) aus Lemma 4.2 und (B.k) folgt dann

. . . . 1/2
49,8 127) = 699, 85)] = (10,8 ) = 049, )?)

n n

Co “ . . 2 1/2
(ot D ZulE i) — (E0)?)
= 512 v Jyi}t v jlv
nZ, 3> 2a, =
1/2 12
_ o (@) _ Aa) 2 (pl@) _ aa))2
22 ) <¢Z 2oy = Putgay)” + Zi (s = Ty >
v#£7],i
1/2 2
_ o Zig; 2 v )1/2
_n1/2Z%/255/2+“0471/2 (VZZ L n2§2n (X)) Ry (X = Xi)
cé/Q K i
= 35/t nbay
Zudem erhélt man mit (L2) aus Lemma 4.2
) (. & i) — 0B (. & .. % 4 N< %
Zusammen ergibt sich
MSLH (u,€—j3) — &(f)(u, e_j)l
SM&P(“: ey l}> - g’glu) (u, E—{ 7&)’ + Wfl“) (u, E—{j 1}) g;u) (u,€-5)]
c(l)/2 K 1] + Co
= g5/2+nql/? nbay, TNz,

In den letzten beiden behaupteten Ungleichungen verwende man eine Taylor-Ent-
wicklung mit Lagrange-Restglied. Das Restglied schitze man mit Hilfe von (L1) aus
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Lemma 4.2 ab. Das liefert mit (B.k)

~(a) ~(a) €0 |ala) _ Aa)
V;“) (Yj — Tnjis y) - Eﬁ{‘) (YJ — Ty ,y)| = p2tu Tnj — T"ﬂ}
Co Zi|5i|
B g, () 2
Co K
< —— e
G%tE nba,
und
~(a) . (a) €0 14(a) _ Aa)
‘67(1#) (Y; - Pty y) — A (v; - Tjis y)‘ < Gl i Tnj{i,l}‘
Co Zz’€l|
52+u ngan(Xj) b( ’ l)
S c—oiyé‘l‘
B%tE nba,
O]
. 01/2
Setze abkiirzend si = nl/cfoowﬁ’ s = n1/1oﬁos/2o<}/2 nz/ls{ban und
3512) = —=<0 _ Damit erhilt man aus Lemma 4.5

nt/2Z, 320

[, 6-5) = La(u, €)] < 0™V (sH gy +517) ,u € R

und
Ca(u,e_gjay) — ba(u,6-5)] < n 2 (s0 2| + sP) ,ueR
sowie
[6,(Y; =750, ¥) = 6a(Ys =71 y)| < n 2]y € R
und

M” (Y} - f’g;){z‘,lp}") — by (Y} - f’gi:)’)‘ < n_1/2321’1)|5l| Yy € R™

Nach (B.a), (B.«) und (B.3) konvergieren s und s{"? gegen Null. Nach (B.a)

und den schwachen Gesetz der grofsen Zahlen konvergiert zudem s stochastisch

gegen Null. Setze ferner s = s 4 s Definiere auferdem die Abkiirzung

~(a)

Oni = 7,; — r(X;). Ein weiteres wichtiges Hilfsresultat ist

Lemma 4.6. Unter den Voraussetzungen aus den Abschnitten 3.1 und 4.1 gilt

u_:E(/@@y-amﬁfmmu

x@:%u

Beweis. Seien X, ; und ¥, 5 wie in Lemma 4.3 definiert. Schreibe dann mit Lem-

ma 3.2
X, Z)

< 3F (/(én(u, &) — ln(u, s))zf(u)du X, Z) +3%,1 + 38,9

U, = E(/@Améy—amffWMu
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Nach Lemma 4.3 gilt

Uﬁ§3E(/@Mméy—&@%@ffmyw)LZ>+0MU.

Mit Abschétzung (L3) aus Lemma 4.2 ergibt sich zudem
E( / (60(10,8) — Ca(, €))* F(u)du|X, z)

nZnﬁ5ozn ; ZIE((é — 81)2’X, Z) n1/5Z P,

—4/5215 21X, 7).

Nach (B.a)) und dem Beweis von Proposition 3.6 konvergiert dies stochastisch gegen
Null.
O

Proposition 4.7. Unter den in den Abschnitten 3.1 und 4.1 angegebenen Voraus-
setzungen gilt:

J = J+o0,(1).
Daraus folgt % =2 +0,(1).

Beweis. Der Beweis von .J = .J + 0,(1) basiert auf [Sch93|. Schreibe zunéichst .J als
. Ix=Zi (4. 5 ()
J = - Z A &) — [ O (u— (F — (X)) f(w)du
+lZ o (0= (0 = r00) = /)
n Z ni

-ﬁ/@mﬁwmu

Beachte, dass die Abschéitzungen aus dem Beweis von Proposition 5.5 aus [Sch93]
erhalten bleiben, wenn man die hier auftauchenden Z; € {0,1} als Gewichte w;
auffasst. Wie im Beweis von Proposition 5.5 aus [Sch93| schétzt man daher ab

<! (X)) = £'(w)| f(w)du

gzin%; / [0 @)|| £ (u = (7 = r(X0))) = F(u)|du
1 1<~ ¢.(a

< 3y T
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Nach Proposition 3.6 und (B.3) und wegen 1/Z,, = O,(1) konvergiert dies stocha-
stisch gegen Null. Somit ergibt sich

%Z o (0= (82 = r00) = @) ) = 0,0)

Eigentlich kann man auch eine bessere Konvergenzrate ablesen. Diese wird jedoch
im weiteren Verlauf nicht benétigt.
Man zeige nun

% ZZ:: 5—; (él(éi) - /@’(u — (rffg) _ r(X,;)))f(u)du) = 0,(1).

Verfahre dazu wie im Beweis von Proposition 5.7 aus [Sch93]. Um Lemma 4.4 auf
hoi(y) = Zi0'(y — ﬂ(;;)) und h,;(y) = Z;0'(y — fff;)) anwenden zu konnen, sind
die Gleichungen (C1) bis (C4) aus diesem Lemma fiir ein § > 0 nachzuweisen. Da
(@)

der Schétzer 7,,” nicht von Y; abhéngt, erhdlt man durch Ausmultiplizieren

E(Cg,l + Cﬁ,z\X, Z)

* % > Lil5E ( ( / (0" (w = 6s) = £ 5(u — 5m))f(U)du)

i,J:J71

([t - = s s x.2).
Substituieren und Benutzen der Holder-Ungleichung liefern die Abschétzungen
E(Cpy+CpalX,Z)
< (% + 1)% g ZiE<(é/(5Ai> - giz’@%’))Q
F G ( [0 - =) - oo z)

32(1 + 1)%26 ZiE<<sup|é'(u e L (e f,(:?)DQ‘X, z).
=1

n ueR

X, z)
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Mit Lemma 4.5 und Lemma 3.2 ergibt sich

—ZZE(<sup|£ POy 00 (= ) |>2‘X,Z>

uelR

1< o K
<> zB((— —) X, z)
n Z: 37/2a/* nbay, ] + nZy 3o

2 — Co K? c2
<z Zi<——E 2 _—°>
n ZZ1 B, n2b%a2 e+ n2Z2[35a2

coo? K? 2

—nb5 37, n/502a2  n2Z,[3%2"

Nach dem schwachen Gesetz der grofen Zahlen konvergiert Z- 1 stochastisch gegen

(EZ)~'. Auferdem hat man wegen (B.a)) und (B.3) n23%? = n?°3'% i”ﬁi — 00

und n%°37a,, = n'°FPa,, - nf% — co. Mit (B.a) ergibt sich also

—ZZE(sup u—f,(n), i) —E%(u—rfg), ‘X Z) 0p(1).

ueR

Man erhalt E(C? | + C2,|X,Z) = 0,(1). Daher gilt auch Cy,; = 0,(1) und C, 5 =
0p(1). Mit (L1) aus Lemma 4.2 und (B.3) folgt auferdem

n

Cos= =" 2E (/(E'(u —5))2f (w)du

n=
=1

CQ
X, z) < —2 =o,(1).

SchlieRlich schreibe man C), 4 mit Hilfe von Lemma 3.2 und der Jensen-Ungleichung
fiir bedingte Erwartungswerte als

1 01! ~ 01 A
5 > ZE(|1E) ~ B0 )X Y- 2)) X, 2)

gt
<2 S ZB(0 ) - 05 - e pa)[IX.2)
u]#l
+— ST ZE(|0 (Y - i e gay) - BU ()X, Y, 2))|X, Z)
i,j:j#1
2 0 A a
2 2B ) - (Y~ ) PIX.2)
z'jjs«éi
+— ST ZE(|B((Y; - e gay) — 05X, Y, 2) X, Z)
i,5:57#1
2 0 A a
S D LE(|E) — (Y — e ua)| X, 2)
i,jiii
2 (a) A ‘
e 2 BE(E(6 - e ) - 1L EPIX Y- 2)X.2)
1,J:F0

4 A . ~a
= > ZE(|U () (Y - ioeya)’1X,2).
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Mit Lemma 3.2 ergibt sich

1 01 A 01! ~
— > ZE(|I,(E) - B, ()X, Y . 2)['|X, Z)

i,g:570
<o 2 ZiB(056) ~ 005 e ) 1% 2)
i,§:5#1
8 A A A A
<3 Z ZiE(|0,(¢5,6_;) _£;<€j75_{j7i})|2‘x, Z)
1,5:571

8 . (@) -
Tz ST ZE(|0,Ee—gay) — (Y — i ey (X, Z).

i,J:J7#1

Lemma 4.5 mit 4 = 1 und Lemma 3.2 liefern dann

1 S S s
= > ZB([1E) - BULE)X Y-, 2)[ X, 2)

Qg
1/2 K c 9
Z,E (( 7o) [%2)
2 el b, 07, 7,
2 2
q K 2
+ @n%%ﬁ n2 Z Z E |X Z)
w#z
o K? 2 ct 16(n—1) - @ 8K?%?*n—1
57 n262a2 n2 Z Z E |X Z> n22266a2 n n T+ @rﬂb%? n
i,J:j 7 neen "
Co 16K?0? 16¢3 & 8K?¢*

0SB a, nt2a2 | n2Z,3%2 | nSB5 nin2e2
Wegen (B.3) gilt n%°35 = n3/1936 . n%10 _ o0, Zudem erhilt man aufgrund von

(B.a) n%/5f7a, = n'/*FPay, - nf* — oo und n?F%a2 = nB*al - nf* — oo. Mit (B.a)
und Z,, = O,(1) folgt also

nﬂ7

Cn4<_ZZE\e’ =) — (Y — 7 e )X Z) = o,(1).

i,5:571

Mit Lemma 4.4 und Zin = Op(1) ergibt sich daher

1~ Z; (- X u
- > > (é/(gi) - /g/(u — 7 T(Xi))f(u)du> = 0,(1).
i=1 "
Mit partieller Integration und (B.f)(iv) formt man nun um

)
- / T

du+/£2

[ -

:/ 0
e
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Das zweite Integral ist gleich E[¢?*(¢)] = J. Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir
Integrale und Lemma 4.6 liefern fiir das erste Integral

‘/ @(“) B K(U)V(U)f (u)du

<(f (- o) stan) i ([ es) :

R ) 1/2
_J1/2< (ﬁ(u) - e(u)) f(u)du> = J2UY2 = o, (1).
Also gilt auch [ 0/(u)f(u)du = J + 0,(1) und somit J = J + 0,(1). Wegen J > 0
folgt daraus sofort % = =+ 0,(1). O

—

Proposition 4.8. Unter den Voraussetzungen aus Abschnitt 3.1 und Abschnitt J.1
gilt:

%Z Zi(B(X;) — E) (fﬁg) — (X)) = - Z Z;(B(X;) — E)ej + o,(n~?).

Beweis. Zerlege den zu untersuchenden Term dhnlich wie in [WR02| bzw. [Sch07|
mit A, wie in Proposition 3.8:

%;ZAB(X@-)—EW,S‘?—r(X@))
1, m D Zigik (X — X))
_n;Z,(B(Xl) E) o (%)

- LS~ Zi(r(XG) — (X)) k(X — X
+%;zi<3<xl) ) iz ((gaim)( )k )
- LY AN ~ B ) (O

l . , N — E)r n(Xi) g(Xi)Aan(Xi)
4D B0 - B (2 - T )
LS zpx) - gy T = ;<22<'Z><) )80, (X)

1 . fmg( ) an(Xl)
LA - B R R x)

3 Z(BX) — B)(ra, (X:) — (X)) = 37 RV
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Schreibe wie tiblich

§ /2 1 g(X;
PR > < nZE[Z]B ~ Blir(X3)1| ((X?) -1|]
=1 o ’
/2 9(X)
a0 - 0 28
; |B(X) — El|r(X))] 00 (0 {9(X)<an}
nl/2
< T2E[|B(X) — E|r(X)[1g(x)<an}]
2
< 02 B[] 3¢(X)|Ir(X) 11 {g(x)<an}]
2E
+|—‘n1/2E[|7‘(X)I1{g<X><an}]‘

Nach (B.ags) und (B.agr) konvergiert dies gegen Null.
R{" schitzt man betraglich ab durch

B < ‘ZZ P 'Zi()):)”g;%@)
< (lilsfnman X0l)' L3106 - B - )
g (180, 0601) 3 D108 = Bl (30)
< (w8 0) (; gww ~?)" (¢ (0 —r(x)?) "
oz (s 180,0001) gw(m ~e?) (2 2(x) "

Nach Lemma 3.4 gilt - — SUP <<y | A, (X)) = 0,(n~1/*). Nach Bemerkung 4.1c) gilt
ferner

E[B*(X))] < C%E[hQ(Xl,Yl)EQ(el)] < 00.

Daher ergibt sich £ >°"  7%(X;) = O,(1) und

%i(B(Xi)—E)Q:%Z 2 2B~ ZB )+ E% = 0,(1)

mit dem schwachen Gesetz der grofsen Zahlen. Benutzt man zusétzlich noch Propo-
sition 3.6, so erhilt man RY"” = o,(n~1/2).



26 KAPITEL 4. EIN EFFIZIENTER SCHATZER

Erginze Rén) auf folgende Weise

m _ 1y, N =X ey
R = HZZZ(BQQ) E) 2 (X A2 (X)) (4.1.1)
N fogo;)_r(Xi)
2 A(B(X) — )2 =R an, (X) (1.12)
ly AZ, (X))
+ﬁ zzl Zz(B(Xz) - E)T(Xl) ggn (XZ) (413)
+% ZZi(B(Xi) - E)r(Xl)gan(*;( )(;(zg)(X )Aan(Xi). (4.1.4)

Fiir (4.1.1) rechnet man mit Hilfe von Proposition 3.6, = > | (B(X;) — E)? = O,(1)

und Lemma 3.4

1 e = r(X)] o
(4.1.1)] < n;w(x E|—ggn(Xi) A, (Xi)
1 21 ¢
< g2 120 5 301800 - Bl = ()
1 2,1 & 1/2
< = (1ig§n|Aan( z)|> (5;(3(&' ) ( g
= o,(n%").

Ebenso ergibt sich

(412)] < = sup \Aan(xi)\(EZ(B(Xi)—E)Q)lﬂ(lZ(ffz‘?—r(Xz->)2)1/2

an 1<i<n
= op(nfl/ ).
Den Betrag von (4.1.3) schitze man ebenfalls nach oben ab durch

a12<sup A, (X ) ( Zr )1/2<1i(3(x,-)—E)2)1/2.

1<i<n _
i=

Mit den gleichen Argumenten wie oben folgt (4.1.3) = 0,(n~1/2).
Schétze auch den Betrag von (4.1.4) auf dhnliche Weise ab:

1(4.1.4)|
< (e - ) (o1 25
- (000 ()

Wegen (B.agr) gilt nun

- nl/2
P(nl/ZE ZT2(Xi)1{Q(Xi)<an} > 77) = TE[T2(X1)1{Q(X1)<G"}] -0

i=1
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Damit erhilt man (4.1.4) = 0,(n~"/2), insgesamt also R = o,(n"1/2).
Schreibe R{" als

RN 9(Xi)gan (Xi) = Ga, (Xi)g(X5)
— Zi(B(X;) — E)r(X; = - :
> Z(B(X) - Eyr(X) Faie
Wie in Proposition A.6 in Anhang A folgt mit (B.agr) aus Abschnitt 3.1 und

(B.agser) aus Abschnitt 4.1 R = 0,(n~1/2).
Weiterhin ergibt sich mit Hilfe der Hélder-Ungleichung fiir Summen

R < ZZrB — Blir(x;)|

g

Nach (B.s) gilt E[B*(X)] < ¢;2E[»*(X)] < oo. Daher liefern (B.a) und das schwa-

che Gesetz der groken Zahlen RS = o,(n~1/2).
Untersuche als nachstes

n- BI(RS)]
= 3 B[ T (BOX) — BPZ(r(X) — r(X)PRX — X))

0,57 Jan XZ)
fo X B[RS - B0~ r(X)h(K  X;)

i1,J1,12,02:(i1,51) #(i2,2)
11#£j1,527]2

Zizzjz Y r N . o — XL
Lo (B(X,) = B)r () — (X)X, — 53]

auf Konvergenz gegen Null. Wegen identischer Verteilung wird aus der Summe iiber
die quadratischen Terme

n—1 (X)) ) -
- E[ggn(Xl)(B(Xl) — EPr(Xa)(r(Xa) — r(X0)PR(X, — X))
Mit (B.k), (B.r)(i) und (B.p) schitzt man dies nach oben ab durch
nﬁz B|(B(X)) = EPE(r(Xa)(r(X2) = r(X1) k(X1 — X)|X0)]
:nz; E[<B(X1) - EB) /g(X1 + bu)(r(Xy1 + bu) — T(X1))2/€(u)du]

_KC L’Q”b/ ’k(u)duE[(B(X) — E)?).

na?

Dies konvergiert wegen (B.a)(i) gegen Null.
Der Anteil der gemischten Summe mit vier verschiedenen Indices wird aufgrund der
unabhéingigen und identischen Verteilung zu

(n—1)(n—2)(n-3) nl/2 m(X1) _
209 (g O (5x) - )
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Mit Lemma 3.1 und (B.r) formt man um

|E(m(X2)(r(Xa) — r(X1))kp (X1 — Xo)[X1)|

:‘ / (X + bu) (r(Xy + bu) — #(X2))k(u)du

/|g (X1 + bu) — g(X0)||r(X + bu) — r(X0) k() du

/ k()

<L,Lb / W2h(w)du + |g(X2)| LB / W2k () du.

+ [g(X1) b (X1)]

n |g(X1)|b//0 (X, + thu) — ' (X,)|dtulk(u)du

Also erhélt man wegen (B.a)(ii)

(0= 20003 (o D
203 (g T8 (50x,) - )

Br(X)(r(X) - r(X)(Xi - X)) )

< (”WE[gan le) IB(X1) — E|[E(r(X)(r(Xa) — r(30)ky(X; - X2>|X1>|])

Zlf (LLE[|B<X1)—E|]+L’% 1B - Bl 25 ])2(/“’““”“)2
S% (LgLT + L;an) 2E[(B(X1) ( )

Nach (B.s)(i) und (B.7) aus Abschnitt 3.1 gilt
x(Xj+bu)  x(X;)
7(X; + bu) a 7(X;)
7#(X; + bu)m(X;) — 2(X;)m(X; —i—bu)’
m(Xj + bu)m(X;)
#(X; +bu) — (X))
(X + bu)

|B(X; +bu) = B(X;)| =

‘% (X)) (m(X;) — (X, + bu))
(X + bu)m(X;)

L, C!
< bl + | (X)[blul = ¢ blul + ¢ (X [blul.

™

Benutze dies, um wie folgt abzuschéitzen

(2 (B0 — () — (X)X — Xa)[ X))

an (X1)
‘ gan)§?2++bgu (X +bu) = E)(r(Xs) — r(Xa + bu) ) k(u)du
9(Xy + bu)
</ ml'B (X + bu) = B(Xy)[[r(Xy) = r(Xz + bu) k(u)du

X2 + bu)
Ga, (X2 + bu)

+1B(Xa) E|/ r(Xy) — 1(Xp + bu) k() du

SLer/ K (u )du(c +cg)|%(X2)|) + |B(X3) — E|Lrb/ lulk(u)du
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Mit den gleichen Methoden wie in Anhang A ergibt sich hiermit und mit Lemma A.2,
dass der Anteil der gemischten Summe mit drei verschiedenen Indices gegen Null
konvergiert.

Es bleibt noch der Anteil der gemischten Summe mit i; = j, und i, = j; zu betrach-
ten. Wegen identischer Verteilung wird dieser zu

7(X4) 7(X2)
Gan (X1) Gan (X2)

Betraglisch kann man diesen Ausdruck abschétzen durch

n—1

B (B(X0) — E) (B(Xs) = E)(r(Xs) = r(X)*kE(X1 = X2)|.

n2

BB — BB(Xs) — Bl(r(X) ~ r(X)))?]
Wegen
E(IB(X,) — E|[B(Xs) ~ E|(r(Xs) — (X))’
~EIIB(%) — BIEIB(8) - B0~ 25(C%) BB = B (%))
B[IB(X,) ~ EE[B(X,) ~ Elr*(%,)

1/2

1/2

<2E(|B(X) - Bl (EI(B(X) - B»*(X)]) " (E[*(X)
+2E[(B(X) — E))|E[r*(X)] < o

und (B.a)(i) ist der Anteil der gemischten Summe mit zwei verschiedenen Indices

gleich o(1). Es folgt also RS = 0,(n~Y/2).

Vertausche in Rﬁ") die Summationsreihenfolge und ergénze einen Term, der ein be-
dingter Erwartungswert ist:

m = Tz 3 AR )
111753 "

= - Z Zje; / ) (B) = E)kb(x — X,)p(z)dx

Y, ()

EIC)S Ry X=X
j=1 i# i

] / (@) (B@) = B) o X;)p(w)dz)

Y, (2)

= %Zngj /(B(a:) — E)ky(z — X;)dx (4.1.5)

Jan (2) B o X \de
+ Z /W(B(x) E)ky(z — X;)dx  (4.1.6)

=1 an z

1753

— 9(z) x) — r — X;)dx
/gan(x) (B(z) — E)ky(z — X;)d ) (4.1.7)
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Durch Substitution formt man (4.1.5) um in

(4.15) = %izjgj(/B(Xj +bu)k(u)du—E/k(u)du>

- %izj*fj(B(Xj) —E)+ % iZjaj /(B(Xj +bu) — B(X;))k(u)du.

Mit Hilfe der oben nachgewiesenen Lipschitz-Stetigkeit von B rechnet man wegen
der Unabhéngigkeit

[( ZZQ/ (X, +bu)—B(Xj))k:(u)du>2]

Y (n—1)- E[Zlgl /(B(X1 +bu) — B(X1))k(u)du
o / (B(Xa + bu) — B(X2))k(u)du]
~o82( / (B(X + bu) — B(X))k(u)duﬂ
§02E[<i—:b/|u|k(u)du+ ™ (X |b/|u|k: du>2

L . L.C, c
<o?(Z2+275 E[|%(Xj)]]—|—( o g b?/u

™ ™

Dies konvergiert jedoch gegen Null. Man erhalt also
(4.1.5) ZZ;] — E) + 0,(n7Y?).

Fiir (4.1.6) folgt mit der Unabhéngigkeit zunéchst
n- E[(4.1.6)]
o [9X 4 bu) — ga, (X + bu) _ 2
—F [Zg ( / X (B(X + bu) E)k(u)du) ]

B 9(X1 + bu) — ga, (X1 + bu)
tn=l) E[Zlgl/ G (X1 + bu)

9(Xo + bu) — ga, (Xo + bu)
oy / s e (B(X, + bu) — E)k(u)du]

_E [252((3()() — B) / 9(x +;i>(;( f“bg ) kw)du
g(X +bu) — go, (X + bu)
* / Gan (X + bu)

(B(Xy + bu) — E)k(u)du

(B(X + bu) — B(X))k(u)du) 2].

Wie in Proposition 3.8 begriindet gilt

’/ 9(X +bu) = ga, (X + bu)
an (X + bu)

b
k(u)du| <2 1iyx)<any + 4Lga_ / lulk(u)du
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Schiitze damit den oben erhaltenen Ausdruck fiir n - E[(4.1.6)] nach oben ab durch

J2E[Z(B(X) _ E)2</ g(X + bu)()—( %nbgj)( + bu)ﬂc(u)duﬂ

g(X +bu) — go, (X + bu)
22EZB E‘ n k d‘
+ 20 ] \/ (X + b (u)du

‘ g(X +bv) — gan(X+bU)(B(X_|_bU)_B(X))k:(v)dv

G, (X + bv) }

ro'B|2 </ = +;Z)(X ib(u))( 0 B+ bu) — Bk

<0 (BUB(Y) = B Lo + 8Ly [ IdE@AB(BX) ~ B Lo

+16L2 22 /qu(u)duE[(B(X) - E)2])

+80%( c—:b/Mk(u)duE[lB(X) — B[]+ %b/|u\k(u)duE[]B(X) ~ Bl|5(X)]))
0+ Sl e [k

’7T ™

L? L, C’
+ 402 (—2" +2 s
c’?’l’

Wegen Bemerkung 4.1¢) und

E[(B(X) = E)*L{g(x)<an}]
<E[B*(X)1lgx)<an}] + 2E - E[|B(X)|1{g(x)<an}] + E* - E[l{g(x)<an}]
1 2
SEE[%Q(X)l{g(X)<an}] + aE[|%(X)|1{g(X)<an}] + E°P(9(X) < ay)
folgt (4.1.6) = o0,(n"1/?).
Schreibe schlieflich (4.1.7) als

(417) = — Z > Ze, (ga ) (B(X;) — E)ky(X; — X;)

J=1 ii#j
Zo
—E<m(B(Xo) — E)ky(Xo — X;) J>> (4.1.8)
1 & Zo
_ﬁ ; ngjE(ga (XO) (B(XO) - E)kb(XO - X]) j) . (419)

Abschiitzen liefert zusammen mit (B.a)(i) und § 37, |g] L Ele]]

n'/?|(4.1.9)] < LlZ|sj|E(|B(Xo)—EI|Xj)

nt/2ba, n
—
j

K 1 & P
= anlmnEHB(X) - EHE; &5l =0,

also (4.1.9) = o,(n~Y?). Fiir (4.1.8) verfahre man im Prinzip wie in Lemma A.7
bzw. Lemma A.9. Definiere zunéchst die Abkiirzung
)

7 Z
e gan(‘X'L) gan(XO)

(B(X:) = B)y(Xi = X;) = B(— 5= (B(Xo) = E)hy(Xo — X))
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Damit erhalt man

1
n-B[(4.18)"] = — > ElZigin)]
it
1
t3 > ElZjej My 1 2585 Mz o )

i1,51,82,52:(i1,51) #(i2,52)
J1#i1,j2 74

Fiir den ersten Term rechnet man mit (B.a)(i)

1 N Bz = 1 LB (2,02,

n3 J=3 g n2
i,
K252 )
< T BB — Bl + B(B(X) ~ B||X))?
K252 9
< ana?%élE[(B(X) — E)] — 0.

Der Anteil der gemischten Summe mit vier verschiedenen Indices ist gleich Null, da

1
. > ElZjeihi 5 Znep i)
i1,71,12,j2 versch.
n—1)(n—2)(n—3
:( )( n3 )( ) n - E[ZQZ46264A1’2A3’4]
1 —9 _
_eZ V0 =073 e (B(Z,Ar)? = 0.

n3

Fiir drei verschiedene Indices ergibt sich ebenfalls Null, denn:
11 = i9: Wegen identischer Verteilung und Unabhéngigkeit ist der entsprechende An-
teil der gemischten Summe gleich

(n—1)(n—2) ElZaesA 2 Zszshy 5] = (n—1)(n—2)

n2 n?

E€2E63E[ZQA1’223A13] = 0.

11 = Jo bzw. iy = ji: Aus den gleichen Griinden ergibt sich

n—1)(n-—2 n—1)(n—-2
: ,,)L(z )E[Z2€2A1,2Z181A3,1] = ( 71( )E€2E51E[ZQA1’221A371] =0.
J1 = Jo: Hier erhélt man

(n — 171(2n —2) ElZe2A150g0] — (n— 1?)1(271 — 2)UQE[W(XQ)E(A172A372|X2)]
_ (n—1)(n— 2)UQE[W(XQ)(E(A172|X2))2] _o.

Fiir den Term mit 7; = j5 und 72 = 7; zeigt man auf die gleiche Weise, dass er gleich
Null ist. O

Im Beweis von Satz 4.19 werde ich auferdem noch die folgende Verschirfung von
Lemma 10.2 aus [Sch93] benétigen:
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Proposition 4.9. Die Vomussetzungen aus den Abschnitten 3.1 und 4.1 seien er-
fiillt. Dann gilt fir f.(z) = [ f(x — BO)W (t)dt, = € R,
) = op(1)

(o B o)

/<fn(]zl)(i)% - ];/((:L;)Zf(u)du T,

E((/@Awey—awyﬂmmdz

Beweis. Der zweite Teil der Aussage ist identisch zum zweiten Teil von Lemma 10.2
in [Sch93|. Ein Bewelis ist in [Sch87| zu finden.
In den Beweis des ersten Teils der Aussage fliefen Ideen aus [FHPS03| ein. Setze

Fule) = %Z%W( )

mm7%ZJW<;ﬁ

n

und

Daraus folgt

X@_%>

und

Damit schreibe man

fo(u)

lp(u,€) + —fn(u) o

A _fw |
qn‘i_fn(u) an+fn(u) -

() = £, ()] N [fa)] [fa(w) = fu(u)]
ay, + fo(u) an + fulw)  ap+ folu)

Beachte, dass gilt
- 1 - T —&;
E(fu()|X.Z) = nﬁZn;ZjE<W< 7)x.2)

= 5 [w(EF) = [wse - i = 1)

und

E(fi(2)|X,Z) = nﬂ%iZjE(Wf(x aj)‘x,Z>

— 62/W/ du—ﬁ/W' fx —tB)dt

= BW() (z—18)|” /W f'(z —tB)dt = f(x).

Zudem ergibt sich

1 1

n 1,j:571 ng5=1 noi=1
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und
3
73 Z ZiZ;Z 373 ZiZjZl_W ZZiZj n3Z3ZZ
n 1,5,l versch. nog5l=1 g5 no4=1
3 1 1 3 2
:1_,<1_,>_ S _
nZz, nZz, n2Zz2 nZz, + n2Zz?
sowie
1 _ 6
nAz4 Z ZiZjZnZ, = 74 Z ZiZj 202, niz4 Z ZiZ;Z;
N j.4,l,v versch. ” i,7,l,v=1 " ,5,1 versch.
74 J 7’L4Z4 Z Zi
” INBES no4=1

- 6 ( 3 . 2 )
n nZz, nZ, n2Z2

7 (1 1 > 1
n272 nZy, n373
6 11 6

= 1—-— — — ——=.
nZy, T n?Z? n3Z3
Damit erhalt man
. 1 < Z
B(R@)IX,2) = — > ZE[(Wae - =)
j=1"""
1 Z Z;
o LE[Ws(z —e)Wp(x — &)
i\j:j#i "
1 < 1
— WZZjE[(Wﬂ(x—g))ﬂ + = 7z,
"=t " it
1 9 9 1
= [ Wsle )P Fdu+ ) (1 - )
und
(_3( )IX z)
ngzg Z;ZE (Wil —=)°]
+ m Z Zz‘ZjE[(WB@ - 5i))2}E[WB($ —&j)]
i
1
Y ALAEW - )W - e EWs(e - er)
™ 4,5l versch.

e JWale =P swdu+ 38,(2) [Wate = )P pdu— (1= =)

1

nz, nz,

F (1= 2+ )

nZz, n2z?
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sowie

E(fy(2)IX. 2Z)

4 *4 Z Z,Z;B[(Wp(x — £))*] E[(Wp(z — 5))?]
™y
+ ﬁ > ZZ;E[(Ws(z — )| EWs(x — ¢)]
n i
+ 624 Y ZiZ,ZE[(Wsl(x — )’ E[Ws(x — )| E[Wp(z — 2]

M 4,4, versch.

Y. ZiZZZ,EWs(x — &) EWs(x —&;)]

1
* nAZ4

,5,0,v versch.

EWs(z — e)|E[Ws(z — &,)]
:L_ /(Wﬁ(x —u))* f(u)du + n232;5 (1 - n12n> (/(Wg(m — u))Qf(u)du)
)

373
nsz3

+ %ﬂ(l’)(l - an > /(Wg(fL’ — ) f(u)du

6 3 2
e B (1= gt ) [l = ) )
6 11 6
+ f;f(:v)<1 " nZ, * n272 a n3Z,§’>'

Setze dies nun in

((fn( ) — ful@))!X, Z)
=E(f(2)X, Z) — 4fn(@)E (/2 ()

—4f3( VE(ful@)IX, Z)+f4(x)
=E([3(2)|X,Z) — 4fa(2)E(f}(2)|X, Z) + 67 () E(f3(2)|X, Z) = 3, (x)

X, Z) + 67 (x)E(f3(2)|X. Z)

ein und sortiere die Terme nach dem Exponenten von f,(z). Das liefert
7 [0t = ) s 2 (1= ) ([ ate = 02

n3Z3 -

— fu(x) /(Wﬁ(x - u))Sf(u)dun;lZg + fo(2) SZQ (1 HQZR)
T () / (Wilz — u))? f(u)dunfzg (n; 1)
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Mit (B.W) schétzt man das weiter ab durch

(C(O))S 3(0(0))

O(O)
R e ) )

E((fa(2)=fu(2))|X,2) < w733

Wegen (B.f)(ii) gilt

gt

/fx—tﬁ t)dt < O /W =
und somit auch

(CWCy BEWPC? 3(CP)t 120 ()
n3Z3 33 n2Z2 32 n272 n3Z30

E((ful@) = fu(2))'[X, Z) <
Analog erhélt man mit (B.W)
E((fL(@) - £,(2)"|X.2)

SH%ZE;/(%W'CBgu) u)du + 27 </ W’ f(u)du>2

3
) g+ G2 [ (W (S55)) fdu s
1 — )3 4
—f (:E)/(EW/(W ﬁu>> f(u)du 323
_ Ol (Cy)? L 3G (© ?
ST /ng—u n222ﬁ6 (/ng—u )
2GR CY
) 222 A / Wi (e — ) f(n)du=
Jjici(C
+ | fh(z 32355 /Wga:—u
_Gi ((J(O)) 304 (CF))? 3 , 12C2,C},)
w7 )+ Wﬁ( ) + (£ (w>>4n223+<fn(fv)>2fn(x) ngggﬁ?
403, (C)?
G = )
Wegen

@l <5 [ fa- oW ol < [ 16— owed =@
und (B.f)(ii) folgt also die Abschétzung

_ C4 Ciy 304 C(O) 304
E((fu() = fu(2))'X,2) < 3(2357) fal2) + %ﬂ( )+f,‘f(9:)n22§’ﬁ4
12C4,C) ACk (02
IRy R Gy oy
Cir (CW)CY 3CH(CW)(C)) | 3Ch(CP)!
713273{57 TLQZ%ﬁG n2Z7%ﬁ4

1203, O (CF))*4Cy, (Cy)*(C))?
n3Z3ﬁ5 HSZSﬂG
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Mit (B.W) erhélt man ferner

L@ _Cw A _Cw
o+ folz) = B an+ fulz) = B

Also ergibt sich sofort

B(( m@”me_ﬁfMWK@ < O b - h@)IX2)

O + fo(T) an+fn(x - flag
Cly (O 3G (O (C))
7132367014 n222ﬂ6a4
3CH(C) 120800 ()3
n272 Bad n373 Biai

und

E((Iﬂ(m)—fﬁ(m)l)‘*&z) s %E((f,;(x)—f;(x))ﬂx,z)

an + fu() a,
Cly (O PO 3G ()2 (C))?
nZifal n?Z2 %
3CH-(C) 12080 (C)?
nZipal T wZ
ACH (O ()

WPl
Nach (B.«) gilt
n*Blat =np~t- (np*a?)? — oo, n*plat = 372 (nB'a?)* — o

und

Wl = 5 (B02)? = oo
sowie

nigal = nA 2 (nB*a2)? — oo.
Wegen Z, ' = (EZ)~! + 0,(1) konvergieren die beiden soeben erhaltenen Schranken

stochastisch gegen Null. Zudem héangen beide Schranken nicht mehr von z ab. Mit
den Abkiirzungen

__OR(OW)C  BCHCWP(CP? (O 1208 G (C))

Sn 3733704 272 36 04 272 3404 3733504
n3Z3 3 a; n2Zz23%; n?Zz2p34%a; n3Z3 3 a;

und
Cl(CR)Pey  3Ch (O (") 3 (C))!
nSZ3Fal n2Z2P ok n2Z23ad
1203, Gy (CF)* 4G (C))(CF)?
n3Zf;ﬁ5ozfl n3Z,?;ﬁ6afl
ACH (CY)A(CP)?

=n 3773364
n3Z3 3%}

T,
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folgt also mit dem Satz von Tonelli und der Hélder-Ungleichung fiir bedingte Er-

wartungswerte

E(/ (é(u, &)+ —Inl¥ )4f(u)du

o + fr(u)

)|

x.2)

() — fu(w)[\

| fo () = f ()] | fo(u
S/E<< _Ozn—i-fn(u) +an—|—fn( )
|fo(x) = fi(2)] N | fo(

gsupE(

)|

O+ fn<u)

zeR an+fn( )

<sup(( LG

pa ()= <m>\>3 faa)

an+fn( )

‘X z)+B(

Oy, + fn(x)

(@) (fulz) =

X, z)

falx))!

) ‘X z)f w)du
| fala) = fn($)|)4

Fal) = ful) |‘X 2)

an + falx)
+6E<<\fn(:v) —_fn(:v)\> (

Oy + fn(x)

o + fn(iﬂ)

[fn@)] 1 fale) =

0 + [l

an + fu(r) oy + fn(:r

an + fulz
falz) = [a(

+4E<
( ! /
<s(B(“G 7
(T <2)
(Fola) — f1(2)"
e %)
() — Fole)
(s 7y X2

)*
)4

+

+
(@)

_I_

)
Ifé(w)—fé(ﬂf)!< [fo(@)] | falz) —
an + fo(x)

XZ>+E(<
) (e
1/2 4
) <<an+fn(>x)4
7)) (P

an+fn:c 1t (e 4 fl

QO + fn(ﬁ)
(fa()

fn(@)[\?

2))

(fulz) —

)z

(am + fn(x))4 (o + fu())*

fn(2))?

)4
Qp + fn< )? (o + fn(

(fu(z) —

fn(

)4

)*

(an ¥ fu(@)

(ful) —

4 (an + fn(

)
)*

4

(an + fn(

(fulz) —

fa(
fa(
Il

)

fn(2))?

<Y, + Z, 4+ 4TV 672212 gy lA=3 — o (1),

Zusammen mit Lemma 3.2 ergibt sich

(( feewwe - f(U))Qf(U)dU)Q

IA

IA

+2

FE
F (U (’““ 2 <f7;>(i)an

5( (2 f (et W)
(

—i—an

oo ([ (tner+ fnff z

(u)
U)

es(f (e~ o) o

Somit ist die Behauptung gezeigt.

">2

s

) st
flu

_fn u) + o,

X, z)

fulu)

u) x2)
i Z)
) o

— {(u)

)4

)2 f(u)du>2

x2)

X, z)

X, z)) o
<)
<))

X, z)
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4.2 Nachweis der Effizienz

Ziel dieses Abschnittes ist der Beweis des Theorems

Theorem 4.10. Unter den Voraussetzungen aus den Abschnitten 3.1 und 4.1 lasst
sich der Schatzer H + T schreiben als

H+T = %Z X(Xi) + % Z %(h(fj) — E[h(e)])
+% Z Zi% (W&i) E(h(Xi,Y;)l(e:)| X) — %E[h(X, Y)f(g)])ﬁ(gi)

+o0,(n71?).
Er ist ein effizienter Schatzer fir E[h(X,Y)].

Da der Schiitzer H bereits in Abschnitt 3 betrachtet wurde, reicht es, sich mit T
zu beschéftigen. Teile dazu T auf in eine Summe von Summen und untersuche die
einzelnen Summen getrennt.

P = Iy amon(tic) <)
= Iz w)(die) - L [ iwrwa-2)
Wb s

An dieser Stelle erklart sich auch, warum ich E in Abschnitt 4.1 so definiert habe.
Es gilt ndmlich

J
23 2(B- 2 > 8): [
i=1 =1

-Gz - 2> 28,) = [ swan =0
i=1 Jj=1

LS 2B - )% [ s

Das hat jedoch den Preis, dass die Untersuchungen von E komplizierter werden
als bei dem naiven Schétzer. Dort hétte andererseits der Term mit [ ((u)f(u)du
Probleme bereitet, da fiir ihn keine bessere Konvergenzrate als 0,(1) zu erwarten

1st.
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Zerlege nun T weiter.

- I, - (1. 1 [ )
T = 5;&(&” —F) (;é(si) -3 /E(u)f(u)du -~ si)
- %Z Z;(Bni — B(X,)) Gé(éi) — % / O(w) f (u)du — %e(si))

#2320 - B)( 56 - 5 [ i - Jeie)

&Yz i) - [l i)
S S (TS SRy SR VE

+E-B)t > Zieit % S Z(B(X) - F) (%z(@) )= 38

Der Term Sg) ist gerade derjenige, der den gewiinschten Beitrag zur Einfluftfunktion
liefert. Es bleibt also nur zu zeigen, dass gilt 321°, S5 = o, (n=1/2).

Satz 4.11. Unter den gegebenen Voraussetzungen gilt

n n 1 - 1 B
S = (- 0)- 3 260 —
=1

und
n r 1 . —
Sfo) =(F— E)ﬁ ZZZEZ- = 0,(n"?).
i=1
Beweis. Da die Zufallsvariablen ¢; unabhéngig von den X; sind, gilt dies auch fiir ¢;

und Z;. Ein Beweis dazu steht z.B. in [Sch07|. Da die ¢; zudem zentriert sind, erhélt
man E[Ze] = EZFe = 0. Der Zentrale Grenzwertsatz liefert nun

1 n
= Zigi = Op(n7'1).
n = £ p(n” %)

Mit Proposition B.4 folgt also 57 = o,(n~"/2).
Ebenso sind Z; und ¢(g;) unabhéngig voneinander. Auch ¢(¢;) hat Erwartungswert
Null, so dass aufgrund des Zentralen Grenzwertsatzes wieder gilt

1 n
- > Zil(zi) = Op(n™'7).
=1

Mit Proposition B.4 folgt schlieklich S5 = o,(n=1/2). O
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Satz 4.12. Unter den Voraussetzungen aus den Abschnitten 3.1 und 4.1 gilt
S$ = (B - B)=Y " Zi(éi — &) = 0,(n ).

Beweis. Wie in Proposition 4.8 zeigt man, dass gilt

I, . I, a _
EZZi(& —&) = —EZZi(T‘y(n) = (X)) = Op(n72).
i=1 i=1

Mit Proposition B.4 folgt daraus

(B — E)% Z Zi(é; — &;) = 0p,(n~1?).

Satz 4.13. Unter den Voraussetzungen aus den Abschnitten 3.1 und 4.1 gilt

) r 1 & 1. . 1 [ 1 B 1
S — (B — E)E;Zi(jé(q) - 3/€(u)f(u)du - 35(@)) = 0,(n"/?).

Beweis. Definiere 6,,; := F@ r(X;). Damit ldsst sich S&n) schreiben als

S —(E—E)%ZZ( /6 du—e(@))}j

n

(B- E)% ; Z ( / 0w — 6,5) fu)du — / i) f(w)du
4 / () f(u)duém-)%

n 4

# BB S 2 = rx0) [ st =308

=1

Analog zu Proposition 4.8 zeigt man

1 n A(a) 1 n B
w DA 1) = 3 Lt o)

Wegen E|[Ze| = EZFEe = 0 bedeutet das nach dem Zentralen Grenzwertsatz aber
auch 3" | 7, (fﬁg) —1(X;)) = O,(n~'/?). Mit Proposition B.4 und [ ¢'(u) f(u)du =
J + 0,(1) sowie % =1 +0,(1) = O,(1) aus Proposition 4.7 ergibt sich also Séz) =
0,(n1/?%).

Wegen E[Z((e)] = El(e)EZ = 0 gilt 13" Zil(e;) = Op(n~'/?) aufgrund des
Zentralen Grenzwertsatzes. Mit Proposition B.4 und % — % = 0,(1) erhélt man also
S%) = Op(n_l/z).
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Im Term S%) fithre man eine Taylor-Entwicklung durch und wende die Abschétzung
aus dem Beweis von Proposition 5.5 in [Sch93] mit ,Gewichten Z; an. Das ergibt

‘/ U — i) — O(u) + £ (u)d, >f(u)du

< coB7202V T
mit einer Konstante cy. Es folgt also
1 n
n'/ 2E( —
n

Zzi / (8 61) — ) + () ) £ )] [ X, z)
<p'/?= ZE(‘/ — 0(u) + 0'(u)s, )f(u)du

X, z))
< 01%;2 T ZE wY —1(X1)%|X, Z) = 0,(1)

nach Bedingung (B.3) und Proposition 3.6. Proposition 4.7 und Proposition B.4
liefern also S§"3) = 0,(n~Y2).
Zeige abschliefsend

%g Z; (@(éi) — /é(u — Opi) f(u)du — E(gi)> — op(n‘l/Q).

Mit Proposition B.4 und Proposition 4.7 folgt dann S;Z) = 0,(n"1/?). Der Beweis ver-
lauft dhnlich wie derjenige von Proposition 5.6 aus [Sch93]. Mit den in Abschnitt 4.1
definierten Abkiirzungen zeige man, dass die Gleichungen (C1) bis (C4) fiir 6 = 3,
o (0) = Z3(0(y=7,)) Ly =r(3))) und by (y) = Z; (05 (y—7,3) = Ly —r(X;)
erfiillt sind. Wende dann Lemma 4.4 an, um die behauptete Aussage zu folgern.
Man erhélt mit Lemma 3.2

B(CX,2) = EB(

(%Zzi(é(m—fi?)—éi(m i) [x.2)

< ! Z ZE((U(&) — 14(¢))%|X, Z).

%ZZZE((E(&-) —1_4(€))"[X, Z)
Z%Zzif:((en(éi,é) la(e6)°[X. 2)
1 n

_1_ )
<n nZZ,E(( e, + s)*|X, Z)

1
23 2 (B + 25 D5 Bled] + (o))

<n~ ( {, 2)0—1—5 ) Z.<n 1(5511’2)0—1-5512))2 zop(n’l).



4.2. NACHWEIS DER EFFIZIENZ 73

Daher folgt mit Lemma 3.3 C,,; = 0,(n"/2).
Auf dhnliche Weise erhélt man

E(CELQ'X’ Z)

Mit Lemma 4.5 kann man wieder abschéatzen

<n1l Z ZiE ( / (552 es] + s10)2 f (w)du| X, Z)
n i=1

1 n

—1 12) (1,2) @212 _ —1
— ZiE + X,Z) < = .
" E_ = s ‘ ) n~(s\MP o + s 0p(n"")

X, z)

Mit Lemma 3.3 ergibt sich nun C,, 5 = 0,(n~%/2).
Schatze ferner mit Hilfe von Lemma 3.2 ab

Chy — iZZE</(é( b) — () f(u)du

X, z)

(/ (£ (= 601, &) — Lo (u, €))” f(u)du
*% 21: 2k < / (f(u) = £(w))" f(w)du|X, Z)

< % Z Z,E (/ (b (= 63, &) — Lo (u, €))° f(u)du

IA
§w|[\p
|‘M |

N

o

X, z)

n

X, z) + 2n7U,.
Nach Lemma 4.6 gilt U,, = o0,(1). Mit (L1) aus Lemma 4.2 erhélt man also
2 <« N ) 2
Cos = 5 228 ( [ (6= 0.0.8) (0.0 g
Z 2.8( [ D82, fuydu
/64 nz

22 plih &
e Y BB o),

X, z) +o0,(n71)

IN

X z) +o0,(n71)
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Mit (B.3) und dem Beweis von Proposition 3.6 folgt somit C,, 3 = 0,(n™').
Ahnlich wie in Proposition 4.7 kann man abschétzen

1 P 5
Cn,4 = E Z ZjE((gfj(gj)_E(g*j(gj”X’Y*i?Z))Q‘X’ Z)

i,jiji
4 P a

< 5 3 2B((fe) — (1 -7 e)) I 2)
2,J:7 71

Lemma 4.5 liefert mit den dahinter eingefiihrten Bezeichnungen

Cos < —ZZE n(E5,8) — L (Y; — 70 6 4))° X, Z)

i,5:570
4 AA A A

= n2 Z ZiE(([0a(2),€) — la(é5,8-0))|

irjiji

et -0~ ) D
< il Z Z;E((s$]ei] + 8@ + sV ei])?| X, Z)
irjiji

< 4n"Y(sWo 4 sP)2.

Daraus folgt C, 4 = 0,(n™"). Mit Lemma 4.4 erhélt man also

und somit Séﬁ) = 0,(n"1/%). O

Satz 4.14. Unter den Voraussetzungen aus den Abschnitten 3.1 und 4.1 gilt

s = L3z -p (50 -5 [ it - o)
- _% Xn: Z;(B(X;) — E)&; + 0,(nY?)
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Beweis. Setze abkiirzend 0,,; := ffg) — r(X;) und ergénze Sén) zu

n
A~

S0 = LY 2w - 5 (#6) - [ - ssa— ie))

11« 5 )
oS 2B - B)( [l s swidu— [ sy

LS 2 - )6 - ( [ Fw s )

—— > Z(B(X) - B)(7,) - Z S
Nach Proposition 4.8 gilt

Sérg = ZZ E)e; + op(n 1/2)-

Zu zeigen ist also Yo _ 56’"1,) = 0,(n=12).
Aus dem Beweis von Proposition 4.7 liest man ab, dass [ ' (u) f (u)du stochastisch
gegen J konvergiert. Da % zudem nach Proposition 4.7 in Wahrscheinlichkeit gegen

1 konvergiert, folgt mit Proposition 4.8 Séz) = 0,(n~1/2).
Wegen E[Z(B(X)—E)l(¢)] = El(e)E[Z(B(X)—E)] = 0 liefert der Zentrale Grenz-

wertsatz

%Z Zi(B(Xi) = E){(;) = Op(n~'/?).

Mit % = L+ 0,(1) erhélt man also Ség) = 0,(n=1/2).
Fiir Sét? schitzt man mit Hilfe des Beweises von Proposition 5.5 aus [Sch93| (Z;
fasse man dabei als w; auf) ab

n'/2|543|

gimrl/z Z Z|B(X,) - E| ‘ / (Dt — 8s) — () + 7' (w)50) f ()

1 CO\/_ n-1/2
_|J| 5 / Z|B — E|62,

1 aVJ n3/5 Bl & o
<oz (am Z' S )
Proposition 3.6 fiir M (X) = |(X)| bzw. M(X) = 1 liefert also

I _
=3 XD = 0y (n7)
i=1




76 KAPITEL 4. EIN EFFIZIENTER SCHATZER

und

Die in besagter Proposition geforderte Eigenschaft Ef|s¢(X)[r*(X)1{y(x)<an}] =
o(n=3/%) ergibt sich dabei durch die Abschitzung

1/2
E|s(X)r*(X)Lggx)<any) < (Bl (X)r*(X) Lgao<an]) (Bl (X) g0 <an])
aus den Bedingungen (B.agsr) und (B.agr). Mit (B.8) und Proposition 4.7 folgt

1/2

daraus Séfg) = 0,(n"1/%). Zeige nun, dass gilt
1 < ; ;
- Z Zi(B(X;) — E) (ﬁ(éi) — /E(u — Opi) f(u)du — E(ei)> = 0,(n"1?).

Dann folgt mit Proposition 4.7 unmittelbar S. ") = 0,(n"'/?). Verwende dazu erneut
Lemma 4.4 mit /,;(y) = Z;(B(X;) — E)({(y — 7)) — 6y — r(X;))) und . j(y) =
Z;(B(X;)—E)(l_;(y— ﬁ(;)) —(y —1r(X;)). Nachzuweisen sind also die Gleichungen
(C1) bis (C4) aus Lemma 4.4 fiir § = 3

Mit der Holder-Ungleichung fiir Summen und der Jensen-Ungleichung fiir bedingte
Erwartungswerte schiatzt man ab

E(ICn1|IX z)
( ZZ\B — BI|i(&) — i« )(X,Z)
<5((2 S0 - 2>”<%zzi<ff<@>—m» )
<% i iiZZE((E(éZ)—E (€))%, 2)

Aus dem Beweis von Satz 4.13 entnimmt man
% ST ZE((0E) — 1-4(20)) X, Z) = 0,(n7").
i=1
Aufserdem gilt nach den schwachen Gesetz der grofsen Zahlen
%Z(B(Xj) — E)* = E[(B(X) — E)’] + 0,(1) = E[B*(X)] — E* + 0,(1) = Oy(1).
=1

Daraus folgt C,,; = 0,(n"*/2). Ein dhnliches Vorgehen liefert
E(|CpzlIX, 2)*

<E<% z: ZIB(X,) — E| ’/(E(u ) — il — 8) f(w)du

2
X, z>
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Im Beweis von Satz 4.13 wurde bereits gezeigt

% Z ZZE(/(E(“ — 8ui) = L_i(u — 8,0)) " f(w)du

Daher erhalt man C,, = op(n_l/ ). Erginzen liefert fiir C,,3 wie im Beweis von

Satz 4.13
X, z>

= Z Zi(B(X;) — E)’E </(é(u — 6i) — L(u))? f(w)du
< Z Zi(B(X;) - E)’E </(€n(u — 6ir &) — Lo (1, )’ f(u)du

X, Z) = o0,(n7h).

X, z)

=1

Aufgrund des schwachen Gesetzes der grofen Zahlen gilt

23 (BX) — B = 0,(1).

Da U, nach Lemma 4.6 stochastisch gegen Null konvergiert, folgt

nlUn% Z(B(Xi) —E)?=o0,(n7Y).

Ferner schitze man mit (L1) aus Lemma 4.2 ab

2 Z 2806 - 575 ( [ (0= 501.8) 00,81 )t
< i@(){i) — E)’E (/ D52, ()X, z>

n i=1 ﬁ4 "
— Y (B(Xi) - EVE(6;,X,Z).

2 1/5 ™

_2 g n
nn1/5ﬁ4 n
1=

X, z)

Nach Bemerkung 4.1c) ist »*(X) beschréinkt durch Cy, also erhélt man

2 C% nt/® & 9 9
ﬁn1/554 n Z(B(Xl) — E)°E(6,,|X,Z)
=1
2 n'/s & -2 2 -1 2 2
<G 2R 26 Bl (X + B (51X, 2)
=1
2 2 1 5 "

w2 C 26 P Bl + B = > B@,1X.2)
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Mit dem Beweis von Proposition 3.6 und (B.() ergibt sich also insbesondere

2 & S o B
En1/5ﬁ4TZ(B(X") — E)°E(6,,|X,Z) = 0y(n™")

i=1

und somit C,, 3 = 0,(n™'). Abschliefend bleibt zu zeigen
1 5o PN

Cra=— > Zi(BX)—EPE((0-(2)—E(l-()

L,J: 7

—1

))[X.Z) = o,(n7").

Durch Ergénzen von /,, (YJ — fﬁg)z,

5 ZBG) — BYE(|6) — B(,)X Y . 2)[X.2)

é,{jﬂ-}) erhélt man mit Lemma 3.2

i,jiji
2 (a (a
<5 3 (905~ BP0~ .2) ~ 3 5 20)) 2
©,7:]F£1
2 (@) » 5
+ > (B(X)) = BEVE((6aY; — i e—y) — E(0-5(&)) 2))°[X, 2)
i,jiji
2 ) (@) (@) 2
:ﬁ (B(X])_E) E((€n<}/}_rnj’ ) —ﬁ ( - n]z’ {Jl})) ‘X’Z>
i,jiji
2 (@) » 5
5 > (B(X)) = BEPE((E(lu(Y; — 76 ay) — £-5(&)) .2))°[X, 2)
1,J:5F0
4 ~la a A~
< 2 (BUOG) = EPE((0(Y) = i) = Yy = i oo )X.2).
©,7:771

Mit Lemma 4.5 und den dahinter eingefiihrten Abkiirzungen ergibt sich

S 4B = BPE(((Y; =75 ) — (% — 7.6 10)) X, 2)

i,jjFi
4 ~la A a A
<5 D (B = EPE((tu(Y; =75 &) — (Y - 5. 62)
i,j:jF#i
1 (Y; = i ey) = (Y5 = i epay)]) X, Z)
S% > (B(X;) = E)’n  E((s( Ve + s e| + s2)? X, Z)
1,J:]F1
2 > (B(X;) — B ((s)Ele]] + 25 s Ellei]] + (s1)?)
77,2 J n 7 n °n 1 n
i,J:70
<n~1(sWe + s,{?))?% SO(BLY;) - B)
j=1

Nach dem schwachen Gesetz der grofsen Zahlen konvergiert %Z;‘ZI(B (X;) — E)?

stochastisch gegen 4E[(B(X) — E)?]. Da zudem s und s\ stochastisch gegen Null
konvergieren, folgt

4 ~(a) - (a
Cn,4 < ﬁ Z (B(Xj) - E)2E((€TL(YJ - 7'7(13'):5—3’) _gn(yj - izj)w {Jl} )2|X7 Z)
i,5:971

= oy(n7").
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Nach Lemma 4.4 gilt daher

%gzi(B(Xi) ( /e U — 0ps) f(u)du — €(e )) = 0,(n"2)

und damit die Behauptung. O]
Satz 4.15. Unter den Voraussetzungen aus den Abschnitten 3.1 und 4.1 gilt

St — —%iz,-(mxi) _ Zz E)es + op(n~1/?).

Beweis. Aus Proposition 4.8 folgt direkt
1 & R "
EZZZ-(B(XZ-) —E)&—¢) = ——ZZ — BE)(7Y — r(X)))
i=1

= — Z Ziei(B(X;) — E) + op(n—1/2).

m
Satz 4.16. Unter den Voraussetzungen aus den Abschnitten 3.1 und 4.1 gilt
1 < R
S(n) - — Zz an - B Xl i = _1/2
2 D 2B = B = oo
Beweis. Schreibe —S(”) als
X,
(- z>)5i
an i 7T<XZ)
X;) 1
:_Zzigbg _Z X;,Y5)lgg) k(X — X;)
n 4 )n
= J#i
1
+ - ZZZ 52 X5, V) (0(E5) = ek Xi — X;)
an 75
3
- Z Ziei iy = 2t
Betrachte zunéchst 5471. Zerlege den Term weiter in
. 1 <&
Sia = Z zigi AQ Z Zi(h(X;, Y))(e;) — #(X;h(Xs — X;)  (4.2.1)
+ = Z > ZA? Z (X)) k(X — X;) (4.2.2)
an ’L 7&
.- Z Zie, 2y L o) (4.2.3)
n 4 1 1A2 X@ 7 n

+ = Z HAQ ) #(X3)9(X:). (4.2.4)
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Da e unabhéngig von X und Z und E¢ gleich Null ist, erhélt man
2
" E<(n2 Z Zi€i A2 Zi(h(X;, Y5)l(ej) — (X)) kn(Xi — Xj))

i3 J#z i

Z ZA4 i) E((M(X;,Y;)l(e5) — (X)) X5)ki (X — X;)

133#@

1 p(Xi,) p(Xi,)

— i L = Yk Xi, — X)) 2,45, = 2
+ n3 Z 1 ]lggn(Xil) b( J ) J ggn(Xig)

kb<Xi2 - Xj2)

i1,J1,82,52: (61,51) #(i2,72)
J1#i1,j2702

’ E(‘Ehgh(h(XJl? Y}l)g(gjl) - %(X ))<h<Xj27 }/;2)6(5]'2) - %(Xj2))|X7 Z)

2 ¥ 2, L 05 ) te) — 62X - X
iji an \ M

1 L PX)RX)
v 2 i g ey~ Xo)

B (WX Y)H(e:) — (X))o, (X, Y))(ey) — (X)) | X0, X)),
Den ersten Term schitze man ab durch

T Zp ZE X, Y)l(ey) — (X)P1X,).

gan

Uber die Entwicklungen
1 A, (X;)
G0n (X)) 900 (Xs) G (Xi)Ga, (X))

und
p(Xi) = p(Xi) + p(X;) — p(X5)
folgt mit [p(Xi)/ga, (Xi)| < ¢

p(X5) p(X5) N ( ) p(Xi) p(Xi)A,,
gan(Xi) gan(Xi) (XZ) gan(Xi>gan<Xi>
P(Xz‘) | ( ) (X,)| p(Xi)|Aan(Xi)|
= X0 T X)) e (X0)ga (%)
< el Fay max [P(X) = p(X0)| + erlay max [A, (X)] = er + R.

Nach Lemma 3.4 und Lemma 3.5 gilt
_ -1 ~ N ) -1 -1 N — —1/4
R =a;” max [p(X;) — p(Xi)| + ¢z a,” max |Aa, (Xi)| = 0p(n™"7).

Mit (B.a)(') erhalt man also

=3 Z 7.7~ A4( i) E((h(X;,Y;)l(e5) — (X)) X5)ky (X — X5)

zaa#l

<nb§22_25 & Y BV = =)

<O o Ry ZE X, Y))e) — (X)) = 0,(0).

nb? a2
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Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir Summen schétzt man ab

(X))
w 3 At <X>ga ()= %)

”Hg,

- E(ei(h(Xi, Yi)l(ei) — 2(XG))e; (X, Y))le;) — 2(X;5)) 1 Xi, X5)

<n£§a2 < ZlE ei(h(X;, Yi)l(e:) — (XZ))|X1)\>2
<n£§a2< - +R) 12( E(|n(X;, Yyl |€(e)les11X5))%.

Es gilt 320 (B(|h(X;, Y)ll0())le;11X5))? < 02 300 E(h*(X;, Y5)0%()1X;)- Al-
so folgt mit (B.a)(i) und (B.he)

(
- E(ei(h(X, Yi)l(ei) — 5(X0)); (h(X, Y5)l(e;) — (X)X, X;) = 0p(1)

und somit (4.2.1) = o,(n~1/2).

Schreibe nun p(X;) = (p(X;) — p(X;)) + p(X;) und entwickle f;

(X)) Das liefert

—ZZz ZAQ ZZ X))k‘b(X X)
Z VA z ( ()Xz) (%(Xj) — 72( X)) ko (X5 — X;)
wﬁéz
+ n? Z ZiZse: g2 f}())( (Xj) — 2(Xi)) ko (Xi — Xj)
uﬁéz
o 2 22562 ) XX, )
_% Z ZiZje; pX 3 ()?()XZ)AM(XZ-)(%(XJ-) — (X)ks(X; — X))
i,jij o (A
- PX) = p(X) s
+ n2 lél ZingiQan(Xi)ggn(Xi)Aa"(Xi)(%(Xj) — (X)) k(X — X))
2 p(Xi)A2 (X;)
+ s %Z i e oy ) — # XX - X))

1 o D) =X)L V(X — X
+n2 Z ZZ Zgg (X)gan(X)Aa"(Xl)( (XJ) (Xz))kb(Xz X])

Xi) Az, (X))
+— > ZiZe w X )gan(x)(%(xj) — (X)) k(X — X)),

1,J:J 71

i,J:j7#1
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Da e unabhéngig von X und Z ist mit Fe = 0 erhéilt man

n- E((n2 S 22V, X.2)) x.2)

1,§: 571
2
Z Z:.Z V(X Z) + = N ZiZ;2Vi (X, 2)Viy(X, Z).

1,J:F1 4,5,0 versch.

Mit den iiblichen Abschétzungen und Aussagen folgt fiir die entsprechenden V' aus
der obigen Zerlegung

K? _ 1
Z Z:.ZVE(X,Z) < iV D (5 X5) — (X))
NBE n iJ
_ 2 2
wobei V' fiir a,,? <Sup1§i§n 1p(X5) _p(Xi>|> , ¢ et <Sup1§z’§n A, (X,)|> 5
2 2
0,2 (5UP1i [P(X0) = (X)) 05 (0P 1A, (X))
2 4
0,2 (5UP1 i [(X0) = P(XD)]) 05 (0P1<ic 1A, (X)) Do,

4
cat (SUP1gign |A,,, (Xl)|> steht. Wegen (B.a)(i) ergibt sich mit Lemma 3.4 und

Lemma 3.5 sowie

53D X)) XD = g D) — (X))

i jijti ij=1

also

nE((% N ZiZeViy (X, Z)>2‘X, z)

1,J:J#1

Y ZiZiZVi (X, Z)Vii(X, Z) + 0,(1).

%,5,0 versch.

2

Mit den gleichen Abschédtzungen erhalt man ferner

nE((% N ZiZieViy(X, Z))le, z)

ijijti
0?1
V53 D Zi (X)) = s(X0)|[5(X0) — (X Ry (Xi — X)) (X; — X))
T 4 4,1 versch.

+ 0,(1),
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wobei V fiir die gleichen Ausdriicke wie oben steht. Man rechnet nun

el D Zi4L(X) = (X0)[5(X0) = 32X [k Xi = X)X — XI)H

V02 17, Zufe(Xa) — X0 2(Xa) — (X0 o(Xs — X)ho(Xs — Xa)]

D02 (B () () — (X)X — o) X))
(-1

e o)

P"2 P2
an

2
<C’2L2 /|u|k u < C2L2 v u?k(u)du — 0.

Insgesamt gilt also (4.2.2) = o,(n~1/2).
In (4.2.3) schétze man wie iiblich ab

K 1 p(X;)
V2)(4.23)] € ——— Y Zila||#(X g
W23 € nZ o)
K
< i (e ZZ|51||%
K 1 1 1/2 1/2
= nl/Qban(CTr +R>(nzzl ) ( Z% > '
Mit dem schwachen Gesetz der grofen Zahlen folgt
1<, 2 22
n;é? 0"+ 0p(1) = Op(1) un Z% (X)] +0p(1) = Op(1)

Mit (B.a)(i) und Lemma 3.4 sowie Lemma 3.5 erhilt man also (4.2.3) = o,(n"1/2).
Schreibe den Term (4.2.4) als

1 p(Xi) — p(X;) §(X5)
(42.4) = HZZiﬁi%(Xi) 00, (Xi)  Gan (X

=1

)
: i Zz‘&z‘%(Xi) p(Xi)Aan<Xi) A(Xl)

n i1 gan( )gan( )gan( Z)
1 & p 9(X;
+ﬁ ; Ziein(X;) <ga > )/ Gu (X

~—

1 2 (X Q(Xi)
+— ) Zigi n =Y T
n Z 7(Xi) Ga, (Xi) ; ’
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Da ¢ zentriert und unabhéngig von X und Z ist, erhélt man

1 %Q(X‘) g(X;) 2@2()(4)
B(IX,2) = > B[ 2t (D 1) S
(T3| ) ) n; [61]7_‘_2<XZ) gan(X) §2n<X1)
021 & 9(X 2
< —=-— 2 X ( : _1> 1 i) <@
- C?rn 1 ( ) gan(Xl) tat<en)
402 1 <
< e 7 (Xi)lg(x:)<an}

Wegen
1
( Z% Mg(x<any > 77) < E[ *(X)Lgx)<any] = 0

liefert Lemma 3.3 73 = 0,(n~%/2).
Fiir 7; ergibt sich mit Lemma 3.5

E(r3X,Z) = %ZZiE[a?]%Q(Xi)@ (Xg)g_()]?)X 2 52 (gg)

2

7 500) -0 L3

CL 1<i<n

IN

Nach Lemma 3.3 ist dann aber auch 7, gleich o,(n~1/2).

Ebenso folgt 75 = 0,(n"'/2) aus

Xp) AL (X)) §2(X0)
E(r31X,2) = —» ZFEle P o
(1%, 2) Z )X 3. (X0 22, (X
021
za <1S<?En'A“" X)) Z%

Den Term 74 zerlege man weiter in

1 (X)) 1 #(Xi) ( 9(Xi)
T4 = —ZZiEi ‘ +_ZZzgz < (XZ)_l)

I, X)) AXG) 1, #(X0) 9(X0)A,, (X5)
i ; s m(Xi) ga, (Xi)  n ; ZZgZW(Xz') Jan (Xi)ga, (Xi)

1N, A A)A(X)

n ; Zi " (X3) Gan (Xi)Gan (X3)

Es gilt
#(X;) A(X;) \? IR 0 72 X;) A%(XG)
n E<<E;ZZEZ7T(XZ) gan(Xi)> )X,Z) = E;ZZE[EZ]WQ(XJ 72 (X,)
< gz 1a000) G2 2200
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und

nB((5 3 2 :gf; gg(é)> gfﬂ(jfii)))jx’ z)

sowie

(X3) AZ, (Xi)
L (X5) g3, (X3)

< (sup 1800)1) 2 (s 12, 00]) G4 Y406,

2
n M<i<n 1<i<n Cr V%

Daher folgt mit Lemma 3.4, Lemma 3.5 und Lemma 3.3

RS 9(Xi) 1
= - Zz i Zz z -1 /2 :
Ta n; < + Z <9a (X)) >+Op(n )
Zudem erhélt man wegen der schon benutzten Unabhéngigkeit
X;)
s ze e (e )l )
( Z an (Xi)
9(X;)

— §n AV ' 2
< — € _1) 1 o ]
TP 2 (X)) (gan(&-) (o) <an)

o
<=3 E[%z(X>1{9(X)<an}] — 0,

also auch

1< #(X5) .
== Ze— ).
n; 57T<Xi)+0p(n )
Es gilt also Sy1 4 Sy = op(n_lﬂ).
Den verbleibenden Term Sy o schreibe man als

1 i ~la ~
2 j€ w(( l))k’b(X X;)h(X;,Y;) (L&) — gn(yj_rfljg,g))
i,j:j#1 an
v X e e B = 06,V (0035 = 785, 8) = (% 75,
i,ji g an \ %

Sy (X — X)X, Y5) (6 (Y; — 5 60) — U(gy)) =

85
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Verwende in den folgenden Rechnungen erneut die Abschéatzung

p(Xi)
gan <X1>

§C;1+a max |p(X )—p(XZ-)]—l—c;la maX\A (XZ)\:c;rl—i—R.

1<i<n 1<i<n

Nach Lemma 3.4 und Lemma 3.5 gilt

R = a," max [p(X;) — p(Xi)| + ¢; e, max |A,, (X;)] = 0,(n~'/%).

1<i<n 1<i<n

Beachte, dass /(Z;) auch als £, (v; — ffg-), &) geschrieben werden kann. Lemma 4.5
liefert daher

E(lml|X,Z)
1 p(Xi)
Sﬁzzjgg (Xka(Xl_X) (|€Z||h( Js J ||£ gja _én(yj_ n]z? ) )
1,J:F0 n
1 X;
<n~ 1/2 11) Z Z ( ) kb(X X) (2|h i ] |X Z)
wﬁfz Jan (K1)
1 Z;
<n1/2(11)2_1+R Zixi - x, ne "
( )ni%imxz-) V(X = X) BB, 5)I1X;)

<n~ 12 (11) 2( *1+R 1/2 Z 9?;))
Ya, 3

<n~'2s (1 1 2( —1 +R)Cl/2 op(n_l/Q).
Mit Lemma 4.5 erhilt man auflerdem

E(|p2|1X, Z)

n2ZZA2 hal(Xi = X))

1,5:574 Z
(|52||h Jo ] Hﬁ ( j ff;)zf)—f ( ] nj%’ )HX Z)

- p(Xi)
=n 1/2712 Z Tyt ko(Xs = X5 B(I(X;, V)| (s82e] + s |ei])| X, Z)

2]];&2 gan(Xl)
Z;
< (0007 + D) (e + )~ > Z o) (X = X E([R(X5, Y5)[1X;)
<n V2 (D52 4 5P (L + R)C 1/2 g(x
gan

<n V250”4 5P0)(c; +R>cl/2 op<n 1/2>.

Nach Lemma 3.3 bleibt also nur S5 = pig 4 0,(n='/?).
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Betrachte nun

nE(u%IX z)
—— Z 2,7, L 5 (X)kb(X X E(2h2(X;,Y;) (0= (Vs — 79) — £e;)) X, Z)
1,5:574 !
1 P(Xi) P(Xi,)
+— > Zi, Zi, Z Zpggn(X“)ggn(XiQ)kb(Xil — X ko( X, — X,)

i1,71,82,52: (i1,51) #(i2,52)
J1741,J2 702

'E(gilghh(XJu)/Jl)h(X]w)/]2>(é—' ( J f‘fﬁ)ﬂl) - €<€j1>)
0y (Y =) = l(e,))| X, Z).

n]222

Den ersten Term schéatzt man ab durch

B 1 24 (a) 2
(e + R 2;9 Dyt = XB (G, V) (6.(Y = 7153 6)
INBE]

+ 216 (V5 — 7 )|+£2gj)}x Z)

n]z’

e (nmﬁnl/% ZEh (X, V) )11 X;)

302(0;1 + R)2

+ = ZE (B2, Y5)2(65)1X5)).

Wegen
E(W*(X;, Y))lUe1Xy) < (BORP(X, ) (e5)1 X)) P (B (X, V)| X;) 2
O (B(W*(X1,Y;)E(e5)
und (B.h/) liefert das schwache Gesetz der grofen Zahlen
2 a5 2 2 1/2
—ZE (RGN < S S B0, )P 1)
j=1

< (B (X,Y)P(e)])

<
<

4 0,(1) = 0,(1)

und

- ZE (h*(X;, Y;)0%(e5)1X;) = E[*(X,Y) ()] + 0p(1) = Op(1).
Mit (B.a) und (B.3) folgt also

L Y 22, LX) B0, ) (35 —5) 1) X, 2) = 0,00,

Unterscheide nun fiir die gemischte Summe folgende Félle:
vier verschiedene Indices: Der entsprechende Anteil der zweiten Summe hat die Form

kS P(Xi)  D(Xiy) Y v
= D ZuZuZ Zth X3 (X, )kb(X X keo(Xi, — X,)

11,71,42,J2 versch.
B(enenh (X Yo, Vi (o, (¥ — 45,) — €(63)
(e~ 72,) — (e X, 2).

nj2i2
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iy (Z_ZQ (v, — P )) ist nach Definition unabhéngig von &;, (E_Zl (v, — #) ) ge-

njiz

geben X, Z und Y_y;, 4,3 Es gilt also
E(5i15i2h(XJ1’ }/31)h(XJ2’ Y;z) (2—11 ( - fﬁ:;iu) - g(gjl))
) (6* ( 2 f.g;m) o f 532 )‘X Z)

:E(h<XJ1 ) Y}l)h(XJz? }/}2>E(5i15i2 (6711 (Y;l - TA(CL‘) ; ) - £(€j1>)

njiti

) (E—' (Y _f(a‘)' ) _£<€j2 ){X Y- {i1,i2}> )‘X Z)

nj212

=E(h(X;,, Vi )W Xs, Yi ) E (i, (6 (Vi — 79 ) = €)X Y iy i) Z)

njzlz
B (e (0 (Y, =29 ) = 00X Y i), 2) | X, Z).

n]l’Ll

Durch Ergénzen erhélt man
B (0 (Y, =79 ) = 0K Y iy i) Z)

njziz
=E(e0, (0= (Vi = 1) = (Vo = 10 iy Eti2n))) [ X Yoy 2)
+ E(Eil (En (}/}2 - £Lj)2{i2,i1}’ €,{i2,¢1}) - €<512)) ’X’ Y (irin}s Z)‘

Da (,, (Y}, — flj)g{ig’il}, €_{ini1}) —L(c5,) beziiglich der von X, Y_y;, ;3 und Z erzeugten

o-Algebra messbar und ¢;, zentriert ist, folgt

E(gil (en (YJ2 - 7(1(;)2{12 i} o {iz, Z1}) sz)) |X’ Y*{iz,il}’ Z)
=El[e] - (fn <sz Trja{iniia}s 5%%2,21}) g(gjz)) = 0.
Mit Lemma 4.5 schéitzt man zudem ab

|E(€i1 (E—Zé (YJ2 — 0, ) — In (}/;2 - f?&?l{iz,h}’ é—{iw'l})) }X> Y _fiir}s Z)|

nj2i2
SE(|5i1 | ‘g (Y - Tﬁu)m’ E—i2) — (YJ2 - ffw@l{iz,il}’ é—iz) | }X’Y—{imil}’ Z)
+ E(|5i1 | ‘En( J2 T 722;')2{1’2,2‘1}’ é—iz) — by (}/;2 - fi(;)z{iz,ilp é—{izﬂ'l}) | ‘X’ Y—{i2,¢1}7 Z)

<n VH((sV + sV EBlel ] + 5P Bllen ) < n7 V2 (si00® + sP0) =0 s

Das bedeutet fiir den Anteil der gemischten Summe mit vier verschiedenen Indices

| HXs) B(X.)
— Z; Z Z Z ko(X; — X,
I 32 () 72, () K~ X

11,J1,42,j2 versch.

'E(€i15i2h<XJ1>Y;1)h< J2» J2)(€*11(Y - 'r(z])lu)_g(gjl))
(e (Vi = 7400,) = )X, )|

)kb<Xi2 - ij)

nj2i2

1 AWAS
< —1 R2 J1
<(c."+R) - Z o )i

(X X )kb(XiQ - XjQ)

41,J1,12,J2 versch. ( )
( ]17 Hh< J2o 32 HE(&““ (€ ( - 1(1(;)212) - g(gjz)”X? Y*{iz,il}’zﬂ
‘ ( (6*11( - f7(‘Lj111) _g 8]1))‘X Y. {i2,i1}s )HX’ Z)
-1 2.2 i ZinZj> X, X
S(C7r + R) Sn o4 Z f]an (Xil)gan (ng) kb(Xz1 X]1)kb(Xzz ij)

i1,71,i2,j2 versch.

E(Ih(X, Y5l X5) B (Ih( 72 Yo ) [1X52)
(—1+R“c( Zg ) op(1).

an (X
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drei verschiedene Indices:
Seien zunéchst iy = i5. Der entsprechende Anteil der gemischten Summe hat die
Form

- > ZZZM((‘;(()]%(X X)) k(X — X))

)
4,5, versch.
E( 2h<XJ7Y’])h(Xl7Y2><g*1(Y; TA7(zg)z) _€(8J>) (E*Z(Y2 nlz) —@ gl )}X Z)
Setze abkiirzend .
D;:l’} = fn(Y} - ﬁm){z l}’ —{3, l}) f( )

Mit Lemma 4.5 schitzt man ab

Z ZZZl%(())(())kb(X X)k(X; — X))

-E<s$h<xj,w<xl,y><ﬂm —H0) — 0(e) (- (¥~ 75) — @) X, D)

njt

1 Z:7;7,
<o’(c;' + R’ > (X — X)) k(X; — X))

n3 4,5, versch. 92" (Xl)
(‘h< E ])Hh' Xl’ Hg—l( - njz) _é 5] Hﬁ nll) _6 El HX Z
1 Z:7
SUQ(C;IJFR)ZE > W)(Z)kb(Xi—Xj)kb(Xi—Xl) (|n(X;, Y5)[|h (X0, V)|

1,5, versch. 7@

(72 (W] + 52) + DI (V2 (sDley | + 5P) + [DE)IX, 2).

Es gilt
E([h(X;, Y))le;]|M( X0, V) le| X, Z)
=E(|h(X;, Y))|lg;[X;) E(|h(X0, i) [|ed] | X0)
<(B(W*(X;,Y5) | X)) 2 E(W* (X1, Y)| X)) 20? < Cho®
und

E([n(X;, Yp)l[h(X, V)X, Z) = E(|h(X;, V) X5) E([h(X0, V)| X1) < G

sowie

E([n(X;, Yy)llh(X, Y)llal|X,Z) = E([h(X;, Y))[[X:) E(Ih(X0, Yo)[a] | X))
(B(R*(X5, Yl X)) 2 (B(R*(X0, Y)IX0) o

JrtJ
ChO'.

IAINA

Ferner hat man

E(|h(X;,Y))||M(X;, Y))|| D" || DX, Z)

(B(h*(X;,Y;) (DI X, Z) Y2 (B(h* (X, Vi) (DY) X, Z)) 1/
(B(h*(X;, ]|X> (DFHY21X, 2)) Y (E(h? (X0, V)| X) E((DF)?1X, Z))
Cu(E(DIM21X, Z)E(DI)?X, 7))

IN

1/2

IN
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und
E(|n(X;,Y;)||h(X,, V)| DX, Z)

—E(h(X;,Y;)||X;) E(|h(X, V)| DX, Z) < G, (B(Df)?1X, 7))

sowie

E(|h(X;,Y;)||h(X0, YD) e [DFH X, Z)
=E(|h(X;, V)1 X) E(Jh(X:, Y)llal| DI X, Z) < ¢ 2C? (DX, Z))

1/2

Man erhélt also die Abschéatzung

% Z Afifé)kb(Xi_Xj)kb(Xi_Xl) (’h( J J)Hh(Xl7 )|

i,5,1 versch. < an

(72 (sDar] + @) + DI (2 (sDe | + 52) + D)X, 2)

i X g K Xk = X)(n7 s+ o)

,7,l versch.
il i,

+ Ch(E(DPM2X, 2) E(DI)? (X, 2)

+ 0 (0PN 4 520 (E(D] X, 2)

1/2

+ 2 (s 4 5P 0y (B(DF X, 2)).

Offensichtlich gilt

L 2% -1 1 2)\2
n3 Z an(X)kb(X Xj)ko(Xi — Xn ' Cr(sVo + s1)

i,3,l versch.

' Cu(sPo + s2) = oy(n”"),

1

<n 10y (sWo + s@)=
n

i=1

Die anderen Terme erfordern ein wenig mehr Anstrengung. Schreibe dazu

DI < 65 =y o) — (Y = 7150 )|

+‘€”( - Av(w)z’ Zl}) ln ( 511)2’6 )|

e (V; = i &) = (Y — 7 &)

e (s = 75, 8) — 6 (V; — 715 &)

e (Y — 78 8) — 0, (Y — 78 )|+ (Y — 78 625) — tley).

Nach Lemma 4.5 gilt
[0 (Y5 = 7 E—in) = Lo (Y5 = P50 eoin) | < 7 V2s)e

und
‘g ( A(a) A) ‘, (Y f(a) |<n 1/2 11 |€Z|

n]z’ nj , €

Ferner liest man aus dem gleichen Lemma die Abschétzungen

n]z7

[0,V = 70 6 _iy) — G (V5 — 70 600) | < n 2 (s8] + 52)
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und

[0 (Y5 = P €)= LY = i )] < (s e+ 5)
sowie

[0, (Y — 79 &) — 0,(Y; — 7 &) < n V250 + 52)

ab. Es folgt also

DI < n 2 (5Ol + sDlei] + s3] + 35@) + |6, (V; — 71D, &2;) — £ley)]-

ny

Man erhéilt daher

E(D")X, 2)
<E((n (sl + sPlesl + 02 es] +352) + 6 (Y; — 7 65) — Uley)])?|X, 2)
=n"1 ((s0)2E[eF] + (s B[] + (s89)?Ble?] + 9(sP)? + 2(s()? HeszzH

+ 250D Blleyle; ] + 250582 Blleile]] + 65052 Blleq] + 650 s e

+ 650D P B[e]]) + B0, (Y; — 7 e_y) — Uey)) X, Z)

+ 207 2E((sV]ar] + sOleil + 52 es| + 3526 (Vs — 71 6 5) — 0(e5)] X, 2)
gn_1(4(sg))20 —i—(sg’”) o +9(s@)? +4S( ) 5(12) 52 +1287(11) 22)0—1—631(11 2) ,(12) )

+E(,(Y; -7 e ) — ie)’|X, Z)

ny

)
(

+2n72(2sWo + s 4 352)) (E((En (Y; — A &_j) — Le; ) X, Z)> -

nj o’

1/2
:<n_1/2(23£3)0+3£11’2)a+3s£l2)) + (E((En(éj,é ;) —L(e; ) X, Z)) ) .

Schreibe

E((0a(2),6-5)—(e))°|X,Z) = E(/(en(u—f;‘;)w(xj),é_j)—e(u))zf(u)du

X,Z).

Ergénzen liefert nun

‘en(”_ﬁ% r(X;),e- J) ’
<|n(u — 0pj, €—5) — ln(u, & g)|+|€ (u,€_5) — ln(u, &)| + [ln(u, &) — L(u)].

Mit Hilfe der Taylor-Entwicklung mit Lagrange-Restglied und (L1) aus Lemma 4.2
schatzt man ab

[ — 8, €-5) — Lu(u, €)| = 1€7,(Z;(u), & )||5ng|< 510031,

wobei Zj (u) fiir die entsprechende Zwischenstelle zwischen u und v — 6,,; steht.
Lemma 4.5 liefert zudem

|G, &5) — Lu(u,€)] < 072 (s5H2 ] + 52)).
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Also ergibt sich

E(/(En(u—dn], ) = £(w)* f (u)du X,Z)

SE(/(C—Uldnjl +n V262 425D e 4 |, (u, €) — €(u)|>2f(u)du
ZZE(52 1X,2Z) +n " (sP)? +n ' (s02) B[]
¥ E( [ (tue) - ) sty x. 2)
52 (|5m|/‘£ (u,&) — L(u }f )du

+ 207 1/25(2 </‘€ (u, &) — £(u)| f(u)du

+ 2n1/23;1’2)E(|€j| /’gn(“’ €) - g(u)‘f(u)du

62

n n

Mit der Abkiirzung U, = E([((,(u,&) — K(u))Qf(u)du‘X, Z) wird daraus mittels

der Hélder- und der Jensen-Ungleichung fiir bedingte Erwartungswerte

X, z)

E( [0t =616~ )’ i

X, z)

X.) + 250 A2 E (X, 2)

X, Z> + 20 s s Ble; ).
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X.2) + 25 A B8] 2)

;(;E(a’z X, Z) +n (s + 0 (s02)26% + U, + 2 2( (5gj|X,Z))1/2U;/2

B
+ 2%711/2 00 (B(62,[X, 2))"? + 2on V25D U2
Co _ 1/2 _
25 (62 X,2) "+ 20 0T 20 P

c 2
- <6_02 (B(02,1X,2))"7 4 026D 40 1/26(0 200 1 U1/2)
Mit dem zuvor Gesagten erhélt man also

(D)X, Z)
(n_1/2(25§11)0 + s ¥g 4 35@) ¢ (E((f (€j,6-5) — (g4 ) X, Z)) /2>2

(n’1/2(2s§})0 + 2515 4 452)) + % (E(62,]X, Z))l/2 + Uﬁ/2> .

VAN

IA

Nach Lemma 4.6 konvergiert U,, stochastisch gegen Null. Setze nun abkiirzend ¢
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25%1)0 + 237(11’2)0 + 45%2) und tff) = 3,(11)6’;/26'1/2 + sn Ch Damit schitzt man ab

1 YAVA ;
— 3> DX — Xpke(X — XY@ (E(DIY)?IX, Z))

3 ~2 A
n i,7,l versch. ‘ga" (Xl)
—1/2.4( 9(Xi) —1/2,(1) , 2 1/2 1/2
<7L t TL2 Z Z “g (Xz)kb(X X )( t” + ﬁQ (E(5n]|X, Z)) + Un
1,557 n
(Xi)
Sn—1/2t7(12) _1/215 + U1/2 9
" Z 1o (%)
—1/2,(2) S0 1 Zj > 12
+n PP N k(X - X)) (E(6,]X, Z))
6 n ij;é’t gan (X'L)

k(¥ e ) ()"

1/24( 9(X3) —2/5 1/2 ~1/2
<o e Z (%) n2/5ba> (v ZE I1X.2)) "+ op(n”")
K2 1/2
—1/2,(2) n=2/5 —-1/2
) n1/10ﬁ2< ZE JX.Z)) "+ op(n ).

Nach dem Beweis von Proposition 3.6, (B.a), (B.3) und den Konvergenzeigenschaf-

ten von s und s ist dies gleich 0,(n"1/%). Aukerdem rechnet man

Ch > ZiZi ko (X; — X)) k(X — Xl)(E((D]{i’l})Q\X,Z)E((Dl‘{i’j})z\X,Z))l/Q

n? i,j,1 versch. g“"(X>
Ch Y (IXZ)( %Z ik (Xi = X5) (E((D" 21X, Z))1/2>2
sChZ (1 )<CO< ZZ’% (Xi - X)) ﬂ(%iE(é’%j'X’Z))m

j=1

+ (20 +U1/2)( ))

Chx~yco  KY2  gY2(Xy) /1 1/2
<=3 (5 (-3 B@,X.2))
; B2 b172ga % (X;) ”/2<X nz ol

+( _1/275 U1/2 Xi) )2
Co K'/? —2/5 - /2 —1/2,4(1) 1/2 2
<C), ( T 1/2( Z 21X, Z) + (n20 4 U )) .

Wieder folgt mit dem Beweis von Proposition 3.6, (B.a), (B.3) und den Konvergen-

zeigenschaften von 59’2), s& und U,, dass dies stochastisch gegen Null konvergiert.
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Insgesamt erhélt man also

— > ZZZZ%(())(())I@I,(X Xi)ho(Xs — X)) E(h(X;, Y;)h(X, Y1)

4,5,0 versch.

: (é_i (Y; = 79) — () (0 (Vi = #5)) — €(21))|X, Z) = o,(1).

n]z

J1=J2: jQ' Der zu untersuchende Term hat die Form

X-) A(Xz)
ZZZA ko (Xi — Xj)ko(X) — X;

-E(giaﬁ(xj,}g)(z (Y — MDY — Ueg) (Y — 7)) — £(e)))|X. Z).

nji

Wie im Fall von vier verschiedenen Indices gilt

E(eich®(X;,Y)) (0-i(Y; — #9) — €(eg)) (0(Y; — 79 — U(e;) X, 2)

nji
=E(h(X;, ) E (e (0 (Y; — 75)) — €)X, Y iy, 2)
B (i (Y; — 7)) = 0()) X, Y iy, 2) X, Z).
Analog zum besagten Fall rechnet man
[B(es(la (Y = 75) = €)X Y iy, 2)|
=B (e (01 (Y; = #5) = a (Y5 — fzj){l,i}7 e—ui)) X Y_in. Z)
+ Bz (a(Y5 = Py E-aay) — €)X, Yopiny, Z))|
<B(leil |0 (Y; - nﬂ) — (Y = Ay e-0) X Yoy 2)
<n (s B[] + sP Bllel]) < n s,
mit den hinter Lemma 4.5 eingefithrten Abkiirzungen s und st? sowie dem Term
s, aus dem Fall mit vier verschiedenen Indices. Man erhélt also

p(Xi) p(X) v Y
—= > ZZZZAQ eors (Xl)kb(XZ X)ks(X; — X;)

%,3,0 versch.

.E(eglh (X3 V) (Ea(¥; = 70) = £e) (LY = 7850) = ey) X, )|
;' + R)? . l%;m X 2 )Z aZl(Xl) ko(X; — X)) ky(X) — X;)
-E(fﬂ( P YE(E(a(Y; = 75) = €)X, Yoy, 2)]
B (Y = 15) = ) X Yooy, 2)][ X, 2)
Sl RS 3 o e — Xk = X B 1))
<(c;' + R)*s.Ch, [ = 0,(n"'/%).

nb%a?

11 = j2 bzw. 15 = j1: Zu untersuchen ist der Term

p(X)  p(Xi)
233 Ty ko (Xi — X;) k(X1 — X;)
1,7, l%sch gan (X ) ‘ggn <Xl) ’

'E(Eiglh(XJ,}/;>h<Xi7}/;j)(gfi(}/} — ) = Ue;)) (é (Y — rnzl) — (e )‘X z).

nji
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Aufgrund der vorausgesetzten Unabhéngigkeit gilt
E(sieh(X;,Y;)h(X;, Y;) (0 Z(Y; — ) — ) (L (Yi = 7)) — €)X, Z)
=E(M(X;, ;) E(er(0-s(Y; — 79) — 0(e;)) X, Y iy, Z)

CE(eh(Xa, Vi) (0o (Vs — 7)) — 0(2))|X, Y iy, Z) | X, Z).

njz
nil

Wie im Falle vierer verschiedener Indices hat man
‘E(gl(A '<Y _rnﬂ) _6 EJ )‘X Y- {11}7Z)‘
_‘E(gl —i (Y - Tﬂﬂ) — In (Y 7(1j)~{l,i}7 5—{l,i})) ‘X’ Y_ gy Z) ’
SE(|5l| |£—i( ' nﬂ) — In (Y - f’f;;‘){l,i}’ é—{lﬂ'}) ‘ ’X’ Y _figy, Z)
<n VsV B[] + sPElel]) <n Vs,

mit den gleichen Abkiirzungen sy ), s und s, wie oben. Daher ergibt sich mit der

Holder-Ungleichung fiir bedingte Erwartungswerte
| B (eseih (X, Yy h(Xa, Yi) (05 (Y; — #9) — £())) (0= (Vi — 7)) — £(2:))| X, 2))|

704 njt
<E(Ih(X;, V)| E(er(l-s(Y; = #i5) — €)X, Y g3y, Z)|
|E (eih(X:, Vi) (00 (Vi — #9)) — t(e )\X Y i, 2)||X, Z)
<n Y25, B(|h(X;, ) E (el |[h(X, Y| [6a (Vi — 7). 1) — £(e5) HX Y i1, 2Z)|X,Z).

Aus dem Fall i; = i, kennen wir die Abschétzung

(V7 7520 = £ (¥ = 4

ml , € T =

e_))| < n V2 (sPler] + 25P + 512 ey)).
Damit erhélt man

B (sicth (X, )X Y (i (Y, — 79 — 0e) (Y — 75) — 0(0) X, Z)
Sn—uzsn( 2SO E(|h(X;, Y)E(|e:| (X5, Yo |al] X, Z)|X, Z)

+ 207 2P E(Ih(X;, Y)|1X)) E(le||h(X, Vi) 1X5)]

+ 0 2D B(R(X;, V)| X;) E (2 h(X;, V)| | X:)

BB Y)E (e X0 VI (Y = 747, 620) = 60| |X. Y 0. 2) X, Z) )

<p~! snsn C’ha +2n7! SpSy )C’h0+n_ sns(1’2 01/201/20
s, GO (BB~ 9 6) — ()X Y10, 2))°1X.2))

’VL’L’

<n7ls,C /2( (1) 01/2 2+28(2)Cl/20+51201/2 )

+n! an’i/2C€1/2<E((€n(Yi e ) —0(e)’|X, Z ) "

ny ?
Ferner entnimmt man dem Fall 71 = 4

E((6a(Y; =79, 6.) — 0())X, Z)

—F / (£n(u —55) — 0(w))” f(u)du|X, z)

S(CO( ( |X Z))1/2+n_1/2 ()—i—n 1/2 (120+U1/2>
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mit U, = E([(ln(u, &) — £(uw))?f(u)du). Insgesamt folgt also

Z Z;Z; Zl 32 p(Xi) pX) ko(Xi — X)) ko (X — X))

zglversch (X)ga" (Xl)
-E(eiglh(X],Y;)h(XZ-,Y;)(E_Z-(Y — ) — () (o (Vi = 7)) — b)) X, z)‘
1 YAYAVA
-1 145 4]
+R = = ko(X; — X)) k(X — X
SR 2 R,y o TR
’ |E(628lh(XJ7)/])h(XZ7K) (g—l()/] - rf’l]’l) - £<€J)) (g l(Y - ,rinl) - €<82)) )|
—1 2, —1/2 1/2 (1) ~1/2 ( ) v1/2 (1,2) 1/2 g
<(c;'+ R)?*nV2%s5,C0 2o (sVC) 2o + 25D 007 4 (LD L2 nmba nzgan
1 YAYAVA
-1 4 Ry2p-1/2 n01/201/2_ gl ko (X — X k(X — X,
+(C7r + )7’L SnLp € 3 Z ?]an(Xi)gan<Xl) b( J) b( l )

%,7,0 versch.

(B((a(vi- 7 e ) - 02))*]X. 2)) v

ny >’

4 B VAVAYA
<(e! + RPn i GO (X — X k(X — X
( ) n’ zjl%sch gan(Xi)gan(Xl) b( J) b( l )
o V2 )
: (@( (621X, Z)) /2 4 125 4 12502 JJFU1/2) 0p(n~ %),

Hier ergibt sich nun

ZiZ; Ziky(X; — X;j)
gan (Xl)gan (Xl)

1
( ! + R)2 _18 01/201/2( + 8(1 2) )—3 Z k?b(Xl — Xz)

4,5,0 versch.

-1 2. —1/2 1/2 ~1/2/ (2) (1.2) g _ ~1/2
<(c;' 4+ R)*n=%s,C,' " C/2 (8,7 + sy, n1/2ba - E = 0,(n"'7%).
Aufserdem erhéalt man
1 YAVAVA
-1 2, —1/2 1/2 ~1/2771/2 i HjAl
R 2O CPU S — g k(X — X)) ko( X — X,
(Cﬂ' + ) n S h 5 n ng gan(Xi)gan(Xl) b( ]) b( l )

i,7,l versch.

<(c'+ R)2an,1L/QC;/2U1/2 Z 9(X:) op(1).

" 1/2ba n Ga,, (X

An dieser Stelle wére auch eine bessere Rate moglich, wenn man zeigt, dass gilt

1 7.7,7,
nS .. gan (Xz)gan (Xl)

4,4, versch.

k(X — X)) k(X — X3) = O,(1).

Da dadurch die Rate insgesamt nicht verbessert wird, verzichte ich darauf.
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Schliefllich erhalt man

VAYAYA
'+ RV, 0RO ST (X — X))k (X — X
(' +R) : ngszersch_gan(Xi)g%(Xl) o (Xi = X,k (X — X3)

Co 1/2
S (BGEIX.2)
-1 2 1/2 ~1/2 g(X c0 1/2

S(Cﬂ' +R) SnCh Ca-:/ 1/2bCL nZgan Z|X’Z)>

-1 2 1/2 ~1/2 K —3/10 n~2/5 1/2
(et + RPsuCyPCL n1/10ﬁ2< ZE 1X.7))

Nach Proposition 3.6 ist dies gleich o,(n~?/1?). Daraus folgt, dass der zu untersu-
chende Term

p(Xs) p(Xy)
2i2; 1 = k(X — X;)k(X; — X3)
z]lvzersch gan(X ) gc%n(Xl) !

. E(sz-elh(XJ,Y})h(Xi,Y;) (g—z(Y; A(a)) - é(gj)) (E_Z(Y - Tnzl) — U(&:) )’X Z)

njt

stochastisch gegen Null konvergiert.

zwei verschiedene Indices: Wegen (i1, j1) # (2, j2) ist der einzige Fall mit zwei ver-
schiedenen Indices, der auftreten kann, derjenige mit i1 = js, 45 = j;. In ihm schétzt
man mit (L1) aus Lemma 4.2 ab

p(X;)
Z ZZ k(X — X;)
S )ga (X;)
) E(E’ngh(X]?}/J)h(X’HY;) (éfl(y} o féj)z) - g({;‘])) (g*j (Y; - nz]) - g 51 )’X Z)‘
K2
<nb2a2( '+ R’ > ; E(|eille;l1(Xi, Ya)[|1(X;, V7))
en(Y; = P em) = e [6n (Y = 775 85) — Uen)| X, 2)

K? 1 <&
<o (e R (m(g > (el D))
2 (s ZEI&IWX%%HX )& me 5 )EIX))

- (%iEﬂeilIh(Xnmue(si)nxi)) )

Wegen
B(E(le:l|[M(X3, Yi)[|X0))?] < E[E(e]| X)) E(h*(X;, ;)| X3)] = o” E[I*(X,Y)] < o0
und

E[(E(ls||h(Xa, )| X0)?] < E[E(E|1X0)E(C(2,)h* (X, Y;)|1 X0))]
— RE[R()R(X, V)] < 0o
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ist das schwache Gesetz der grofen Zahlen anwendbar. Es liefert zusammen mit
(B.a), R = 0,(1) und (B.3) schlieflich

P(X)
Z%”ﬂ(mgﬂmkb(x )
B (L (Y = ) = 0e0) (0 (Yi = 73) = U)X, Z) = 0,(1).

Damit ist also nE(u3|X,Z) = 0,(1) gezeigt. Daher gilt nach Lemma 3.3 pus =
0,(n~'/?) und somit auch S, = 0,(n""/?). O

Satz 4.17. Unter den Voraussetzungen aus den Abschnitten 3.1 und 4.1 gilt
1 & ~ A —1/2
i=1
Beweis. Schreibe S5 als

1< Hni 2(X;) a
A 7r<X,->>(r(Xi) )

1 n a /\
:_ﬁzzi(rr(li)_r( ;2) ZZh 72 Y)l(gj) ko (X — X)
i=1 an Z Jﬁfl
1 & a
== Zi( (X g Z Zih(X;, Yi) (&) = eg) k(X = X))
i=1 a" Jﬁéz
I~ @ (X))
+ n Zzl ZZ( ni ( X) —. ; 53,11.

G

2 A(E ) B ST 2660) XX, - X))

= an AT i

p(Xi) .

+ ZZ ni ))an(Xz) (Xl)g(Xl)
1 PXD) L oS

ZZ ))gan(X) (Xi)—Fky(0) ;Cu

Mit der Abschéitzung
pXs)  _ pXi) p(Xo)AG, (X)) | p(Xs) — p(X)
Ga, (Xi) 9o (Xi)  Gap (Xi)Ga, (X5) Jan (X5)
p(X5) -1
S Xyt gﬁgﬂ (Xi)] +ay! max [5(X;) — p(Xi)|

p(Xi) -1
= +R<c, +R
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erhédlt man mit Hilfe der Holder-Ungleichung fiir Summen

ﬁ(X) 1
< — Xi)|—kp(0
[~ i gg (Xi)|%( )=k (0)

K 1~

< (e R (X))
00 i=1
K 1 (@) 1/2 1/2

= nban(CTr +R>(ﬁ ;(rm B ) ( Z% ) ’

Nach Voraussetzung (B.a) gilt £~ = o(n~"/?). Nach Lemma 3.4 und Lemma 3.5

gilt aukerdem R = o,(n~'/*). Wegen (B.s) liefert das schwache Gesetz der grofen
Zahlen

%Z #*(X;) = E[3(X)] 4 0,(1) = Op(1).

Nach Proposition 3.6 gilt zudem

I =, .(a _
=3 = (X)) = 0y ().
i=1

Zusammen folgt also ¢4 = o0,(n=9/19).
Setze §,,; = r(a) r(X;). Verwende erneut die Holder-Ungleichung fiir die Abschét-
zung

)

1<, p(X;
’Cll < _ZZiAQ >|5nz| ZZ J, ] )—%<XJ))kb(XZ—XJ)
{Cr gan(Xz
< 4Rty Lw 11232 2,055, Y)t(e5) — 526 )h(X - X))
=~ T n p gan(XZ) n ’I’L]]?éz I+ J b 7 J
1< 1/2
< (G HR(-Do

1
n

(%Z Zi < ZZ X;,Y;) )_%(Xj))kb(Xi_Xj)>2>1/2.

=1

Aufgrund der vorausgesetzten Unabhéngigkeit kann man schreiben

n

EG (ZZ S Y)He) — X)X - X)) X 2)
=5 2 BRI~ X)E(HX, Y)HE) - #(X)X.2)
wﬁéz

o Z ng)zzzkzxX X)ho(Xi — X0)

4,5, versch.

E((h(XwY])f( g5) — 2(X;)) (h( Xy, Y)l(er) — (X)X, Z)

ng > 5 P Zkb (Xi = X)) E((h(X;,Y5)l(e5) — #(X;))?|X;).
1,§:57#1 a”
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Dies ldsst sich abschéitzen durch

n3 Z 42 Z kb X X )E((h(XJ,Y;)E(gﬂ _ %<Xj))2|Xj>
i,J:j 7 a”
Sngn%ZE(h2<XﬁW<€a>|X > %@) (-5 &)))’fb(X X))
=1 “# . )
<y (107" g 13, (0 ZE’ L S
Wegen
m(X1) 9(Xa)
E<gan(X1)kb(X1 - X2) X2> B gan(XQ)
| (et by g(Xe)
B /(gan(XQeru) gan(X2)>k( )d
| [ 79(Xa 4 bu) — g(Xo) . )
) /( Gan (X + bu) g(X2)<gan(X2 +bu) gan(X2)>>k<“>d“

/ 19(Xo + bu) — g(X3)] b(u)du + 9(Xs) / Jan (X2) = Ga, (X2 + bU)k(u)du

Ga,, (X2 + bu) Ga,, (X2) Ga,, (X2 + bu)
<2L,— [ |ulk(u)du = o(1
g
Qp

erhalt man

B[ 30 PR V()1 3 (X = X))
j=1 Qg O
B[R0, )2 X B (T ()~ X)| X))
_ 2 2 9(X2)
=B B, Vo)) ) T
+E[E(h2(X2,Y2)€2(62)|X2)< ( (gg)kb(x X5) Xz) —gi(é?z))]

<E[R*(X,Y)P(e)] + 2Lgai / |ulk(u)duE[h*(X,Y) ()]
=E[R*(X,Y)?(e)] +o(1) = O(1)

und somit

1< 1
- > B (X, Yj)f2(5j)|Xj)ﬁ >
=1 ey

Ziky(X; — Xj)
Ya,, (XZ)

—0,(1).

Mit (B.a) und Lemma 3.4 folgt also

n

E(l 2Z
n < gz (

] X) (%; Z;(h(X;,Y;)l(e;)—2e(X ;) hp( Xi— Xj))QIX, z) — 0,(n"1/2),
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wegen Lemma 3.3 also auch

—Z ( S Zi(h(X;,Y))0e5) — %(Xj))kb(Xi_Xj))onp(n1/2>'

i=1 g“" Jigi

Zudem gilt 137" 62, = 0,(n*®) nach Proposition 3.6 und R = o0,(n"/*) nach
Lemma 3.4 und Lemma 3.5. Daher ergibt sich ¢; = 0,(n~%/2).
Schétze weiterhin ab

P(Xi) | (a 1
Gl < —Z Tl X»\!;]%ZMX»—%<Xi>>kb<xi—xj>
_ 1<~ 2\ 1/2
< (¢t + R)<ﬁ Z(rfn) — (X)) >
=1
1~ Z 1 2\ 1/2
= — (= Zi(2(X;) — 2(X;)) ko (X; — X .
> gmxo(n% (54(X;) = #(Xi)a(Xi = X))
Mit der Darstellung
Ll ALY ALK A (X))

- + = -
9a,(Xi) g2 (Xi) gl (Xo) 92, (Xi)gd (Xi) e, (Xi)gi, (X)

erhalt man

S A (A5 )~ KR - X))

n =1 " XZ Jij#i
le~ Z; Aa X)) A (X, A? (X;
Iye (_ (X)), ML)y
ne3 gan(Xi Ya, (Xi) gan(Xi) Gan (Xi)Ga, (Xi)
1 2
(520 2,6e) = X)X - X))
JigFi
<(1 A )|+ 3a; A, 1 ~_ &
(1t o 13, 060 30 (s 180, 0001 )5 32 25

(230 260 - X - X))

Jiti
Lemma 3.4 liefert

2
1+a,' max |A,, (X;)] + 3a,? (max |Aq, (Xl)|) =1+ o0,(n" 4.

1<i<n 1<i<n
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Auferdem gilt

E'Figgf}.> (% > Z6+(X,) ~ XDl — X))

Jij#

|

:E' ( Z Z,( 52X 1)) k(X1 — Xj)ﬂ

n

1 21.2

+ E[ggj;m%jl;# Zi((X;) — (X)) k(X1 — X))

- Zu(5e(X0) = X)X — X))

n—1 Zl 949
- n2 [ggn(Xl)ZZ(%(XQ) — 7( X)) ky (X1 — XQ)]
(n—1)(n—2) A
e Pl oy AR AR )

 Za(5e(X3) — 52(X2))ho( X1 — Xg)} .

Im ersten Term schitzt man ab

nn—2 1E[ga f;(l)z (32(Xs) — 2(X1))*R2(X, — Xz)}

B[ B 0Xa) = 0] Py = Xa) )]
B s [ G ) X))
_ngn G 5: e /u%(u)du = o(n71).

Ferner liefern Lemma B.1 und (B.a)(ii)

‘(n—l)(n—Q) [ 7
n? 9a, (X1)

- Za56(Xs) — (X)) h(Xs — X

Zy(32(Xz) — 2(X1)) k(X1 — X2)

7(X1)
9, (X1)

VB(r(X) (e Xs) — (X)X~ X)| X)]] < gy = o).

<E[

| E(m(X2) (5¢(X5) — 2¢(X1)) k(X1 — X5)[ X))

n

Aufgrund der Chebyshev-Ungleichung hat man also

n

Y = (G D) — XX, = X)) = o),

2 (X
=1 Ja, (X jiji

Mit Proposition 3.6 und R = o,(n"'/*) folgt daraus (, = 0,(n~'/?) (bzw. sogar
G2 = 0p(n 7).
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Es bleibt also =551 = (3 + Op(n’1/2). Zerlege nun weiter in

LN ey PXD) (AR g(X)AL (X
I BEAGE ) 5 5 Gy~ 3o B () 59

+% 2’"‘: Z;() — r(X3)) PX,) < o) _ 1) #(Xi)

gan (XZ) Ya,, (X,L)
1 (a p(X;) /p(Xi) —p(Xy) A, (Xh)
T ; Zi (Tgi) — (X)) Ja, (X;) ( 9(X;) T G (X)) )%(Xi)

Der letzte Term ist gerade S 3. Die anderen Terme schatze man mit Hilfe der Holder-
Ungleichung ab, um zu zeigen, dass sie von der Ordnung o,(n~/?) sind. Fiir den
ersten Term erhéalt man

n " h( X, A(X; A,

(%;Zl’(r’g")_T(X"”gffé))(gan%cj) et >>> )

<(ez" + R) (" max |ACX)] + a5 max A, (X \(% (X)) )1/2
<%§:%2( Z)>1/2

Nach Lemma 3.4 gilt

(c +R)( ' max [A(X)] + 0! max |A, (XZ)]>:0p(n_1/4).

1< 1<:i<

Mit Proposition 3.6 und (B.s) folgt also

n (a) y) 2K (A o), (X #(X;) = o,(n~ /%0
ZZ ))gan(Xz) <§an(Xi) f]an(Xi)gan(Xi)) (X’) P< )

Ebenso ergibt sich

z. A (X,
208 o) 2 (PR A - S
< o e 6 — 0601+ ' 1, (00 (5 22680 o))

(230 w00) " = oyt
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Auerdem hat man

N PXD) [ g(X)
o 22 A =), 5 g )0

<(c:'+R) (% Z(ﬁfg) _ T(Xi))2>1/2 <% z”:(gifgg) _ 1)2%2(X¢)>1/2
SQ(C;I + R) (% i(ffg) - )1/2( Z 2 1{g(X <an}>1/2'

Mit (B.ags) folgt

( 12| L

also mit Proposition 3.6 auch

L y (A — r (X, pX) (90X #(X;) = o,(n V%0
n;ZZ( ni (XZ))gan(Xi)(gan(Xi) 1) (X;) = o,( ).

Auf dhnliche Weise erhilt man
1 & (a) %(Xz) 9(X;)

il a 1/2 1/2 -
e (L3 - r00) (S nn) =)

1=

Z% ) 1{g(x)<an }’ > @) <o nl/QE[ (X)l{g(X><an}] -0,

Insgesamt folgt also S51 + S33 = op(n_l/Q),
Schreibe nun —9Ss5 5 als

it Z = Z) ( Z Zieky(X; — Xl)>

7
.ﬁg’zjkb(xi_xj)h( YN ((E) = ley)) (4.2.5)
_ZZZ“ = ( l%;zl r(X0) — (X k(X — X))
.ﬁg’zjkb(xi_xj)h( LY ((E) — ley)) (4.2.6)
1 Z Z gan >’“ff)%§; Zik(X = X)h(X,, ;) ({(E,) = €(e))
(4.2.7)

1 & H( X, i(X;
L 5( ) T(X")<gif(x)i> -1)

LS Zh(X = X)hOG,Y)(UE) ~ ). (428)
J J#
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Man schéatzt nun ab

B(|(4.2.7)]|X, Z)
K 1 (X

o )
_(Cﬂ- + R) nban n i= ga'n( )

32X, = X)E(RCG V)i — ()] X, 2)
Jig#i

1/2 r R 19
g(c,r1+R)}iC Zg|a<X|)122ka X)) (E((0(E) — ()| X, 2)) 2.

Nach Lemma 4.5 gilt die Abschétzung
160 (25,8) — 0n(E5,8-5) + La(€,8-5) — La(8,6-5)] < n V2 (s0V)e,] + s2)
mit den Abkiirzungen

1/2
s(b?) — “ K und s

) _ %
n1/1055/20[71l/2 n2/5ba,, " n2Z, 32,

Aus dem Beweis von Satz 4.16 entnimmt man zudem

E((ta(25,6-5) — U(£))*| X, Z)
E( [ (tulu—605,6-5) — £(w)” f(uw)du

/ )

(¢
2
(E<5T2L]‘X’ Z))1/2 + n*1/2<87(12) + 8,21’2)0') + Ué/Q)

((
S

mit U, = E([(ln(u, &) — €(u))?f(u)du) und s und s\ wie oben. Daraus folgt

E((0(¢)) — U(=))*|X. Z)

n

<n (s Ble?) + (s$)* + DElel]) + B((6a(E),6-5) — £(e5))*|X, Z)
+2n 25D E (g [6a(85, 6 ) 0(;)]|X, Z)
+2n 2D E(|0,(¢5,6-5) — ()| X, Z)

<(n (58P0 + 5P) + (B((La(2),65) — £e))?]X, 2)) )

< (20121 4 o )+U1/2+@( (02|, Z))1/2>
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Damit und mit (B.a), (B.3) und dem Beweis von Proposition 3.6 erhélt man

E(|(4.2.7)1X,2Z)

KC*1 r(X;)] 1
<+ m o L TELL S k- x))

: (zn—m(sg) +s0P0) + UM 4+ 22 (B(6%,X, 7)) 2)

K1 s §(X0)

nba, n — Ja, (X5)

n

<@n (s o+ 57) + Uy?) (et + R) (X3

n

1/2 )
b+ )RS C—OEZWX)( N ZkR(X — X)>/

2
nban ﬁ gan (X’L) ];ﬁ’b
1/
( ZE |XZ>
KOV 1
<(9n~1/2((1,2) 2) 1/2y( —1 ot ,
<0680+ 50) + U e+ R) = ()
KCY? ¢y KV2 1A §2(X, 1< 1/2
Pt et o K L 0 (LY e x )
nbay 5% p1/2ay A Gan (X3) gt
KC,” K'/? .
(e + Ry = Zv 1= 0p(1) + 0,(n71?) = 0, (n"12).

Wegen Lemma 3.3 gilt also (4.2.7) = o,(n~1/?).
Ferner schitze man mit Hilfe der Holder-Ungleichung fiir Summen ab

E(|(4.2.6)||X Z)

S(C;l—f—R) Z ZZ[ Xl —7“ ))kb(Xz —Xl)‘

i3 gan i) ll;é
S 2K X (B, V)X V(B — ()X, 2))
Jiii

(—1+R)cl/2<lz ( S Zi(r (X)) - (X ))k:b(Xi—Xl)>2>1/2

=1 ’ Ll#i

JE pcaaE ZZ’%X XE((fe) - 1% 2)) )

=1 gan Ve

Mit obiger Abschitzung, (B.a), (B.) und dem Beweis von Proposition 3.6 ergibt
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sich fir den zweiten Term

Z 72 (Xz (1 > Ziky(Xi — X)E((U(E)) — Ue5))1X, z))2

Jij#i

<1 i 7 g )<(2n_1/2( s12g 1 5@) 4 UY2)5(X,)

52 § ' Ziky(Xi — X;) (B(%|X, Z))1/2>2
Jij#i
1

(207 /2(s1 20 + 52) 4+ U}2)3(X:)
o K12 A1/2 1/25 2
+ g ( ZE X, 2) ) )

1/2 1/24 2
—1/2/.(1,2) /2 4 o KY -2/5
§<2n (500 + s@) 4+ UL A e 1/2< / ZE X, 2) ) ) .

Wegen (B.a), (B.3) und den Beweisen von Proposition 3.6 und Satz 4.16 konvergiert
dies stochastisch gegen Null.
Benutze nun die Entwicklung

_ 1L A (X)) AZ (X;) N A2 (X;)
92 (Xy) 92 (Xy) g3 (Xi) Jan (Xi)g3 (Xi) 92 (Xi)g2 (Xy)
< iy (1 20" i 18, (0] + 3, (a1, (x01) )

Diese liefert

n

L5 e )

L:l£i
2
<(1+ 24, lmax A, (X3)] + 3a,,” (gnax A0, (X))

n

%Z ( > Zi(r(X)) = i))k:b(Xi_Xl)>2‘

i=1 Xi) L:l#4

Man rechnet weiterhin

Ik Z %(% S Zr(X0) — r(X)k(X; — X))

9z, (Xi L:li
— S Bl
I>1 Ja

23w gZ(Zl (06) = XY = X)) = (X)X X))
> Ti#l an
1

n'2E| B((r(Xa) = r(X2)Ph( X1 — X5)[X1)]

2

|

ey 20 = ()R (X — )

an

<

nl/2ba,,

+nE[

YGan, (Xl)
(B(m(Xo) (r(Xa) — 7(X1)) k(X1 — X2)|X1))2] :

1
g2 (Xy)
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Mit Lemma A.2, Lemma A.4 und (B.a) folgt

H— T <ZZ, (X0) = (X)) k(X — Xl)>2H

Ll
K n1/2b2 24 [ 92 (X1) bt 119Xy bt
~ e ] 2l ) )
~nl/?ba, ¢ an, + n(cl g2 (X1) + e an  Lga, (X1) e a?
K _n'/2p? 4 nb* ,nb” nb4
SET, ¢ o + cinb* + QClcQCL_ +c5 = o(1).

TL

Daher gilt

n

1
aé}ga X

(2

< ZZ[ (Xy) —r( -))k’b(Xi—Xl)>2:0(n—l)'

Ll

Zusammen mit dem zuvor Gesagten ergibt sich also (4.2.6) = 0,(n~%/2).
Fiir den Term (4.2.8) verwende man die Entwicklung

9Xy) - 9(Xy) | 9(Xi)ga, (Xi) — 9(Xi)ga, (Xi)
gan(Xi) gan(XZ) an(Xz‘)
CAX)A, (X)) | g(X)AE (X)
9z, (Xi) an (Xi)g2 (Xi)

Damit kann man weiter aufteilen

9(Xi)
(4.2.8) = —izl zgan )<gan(X¢) -1)
% > Ziky(Xi — Xp)h(X;, V) (E5) — £(e5))
jiidi
1 ' 9(X3)9an (Xi) — 9(X5) G, (Xi)
nz; “3n i) (%) 9a,(Xi)
- Z Ziky(X; — X;)h(X;, ])(E(gj) — (g5))
jiidi
(X)) AL (X3) AMX)A, (X3)
o ZZ gan <§an(X¢)g§n(Xi) Gan (Xi) )

3

%szkai—Xj)h( L) — te) = 36

jiji v=1
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Man erhélt dhnlich wie bei (4.2.7)

E(%1X. 2)
! 1 Az (Xi) | |A(X)A,, (X))
+B) nZ AT T m) )
-szjkbo@- X)B (WX, VI — )X 2)
JiyFi

<<an max |A(X;)]a,’ max |Aa, (X)] +a? (max A, (X)|>2)( 71—|—R)C’1/2

- 1<i<n 1<6< 1<i<n

A5 I (a0 4 0200) 4 U500,

"2 G0, (X))
+52< ];ZZk;bX X) ( ZE \XZ) 2)
s(a:f i [A (K)o o |8, (X)) + a2 (a8, (60)1) ) (" + BYCY?
! Z ()] (207252 + 50200 4+ U2

Co K1/2 _2/5 1/2
+ nl/lOﬁQ n1/5b1/2a711/2< ZE |X Z ) )

Mit (B.a), (B.3), Lemma 3.4 und dem Beweis von Proposition 3.6 folgt also
E(|&]|X, Z) = 0,(n"'/?). Ferner schiitzt man wie zuvor ab

E(1&]1X, Z)
1/2 n X)
<(c:'+R) Lo — 1‘
( - Z 3o (%) | 50, (X)
N 1/2
S Tk (X - X)(B((E) - 61X, 2))
g
1/2 n
<2(c;' + R)—— Z |7 (X)L g(x, }<2n_1/2(s$l2) + s1g) 4 UL/2

co K1/2 v 1/2
Wegen (B.agr) gilt
1/2

n n—oo
( 22 Z (X 1g(x)<an} > 9> < TE[|7“(X1)|1{9 (x1)<an}| — 0.

(B.a), (B.3), der Beweis von Proposition 3.6 und Lemma 3.3 liefern also & =
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0,(n™Y/%). Auch &, schiitze man zuniichst auf dhnliche Weise ab:

E(|&(1X,Z)

1/2 n A

-1 g gan (XZ) B g(Xi)gan (Xz)|
sl + B) Z Jan (Xi) 9a, (X3)

1/2
- ((n—1/2(s$3> +5090) + UY?)§(X;) + —( > Zk(Xi - X))

p2An £~
(G renxa)”)

1/2 n

Qn Xz - Xz Aan Xz
S( Z| ||g g (gg)n()?f) )g ( )|

1/2 /2
. ~1/2/ .(2) (1,2) 1/2 o K ( —2/5 > >
<2n (9 + s(120) + U2 + s YEEIE § jE 1x.2)) ).

Man hat wie oben

/2

—~1/2 1/2 Co K12 —2/5 _
(2012 (5D 451D 5) L UMY 4 T 1/2( /ZE |Xz) = 0,(1).

Mit der gleichen Argumentation wie fiir Term Aén) in Proposition A.6 mit 1 anstatt
Zjhy<Xi, Xz + 5j) fOlgt zudem

Also erhélt man mit Lemma 3.3 die Aussage & = op(nfl/ 2). Insgesamt ergibt sich
daher (4.2.8) = o0,(n"1/2).

Zu zeigen bleibt jetzt nur noch, dass auch der Term (4.2.5) von der Ordnung
0,(n~%/2) ist. Schreibe ihn dazu als

1, p(X;) 1
(425) = - ZiA—_ Zlélkb(Xi —Xl)
n; ggn(Xz’)nl:lZ#

LS Zik (X — X, V) (E (Y5 — 749) — £())

njl
j-j;éz’l
—Z i3 Z Ziky (Xi = X;)e;h(X;, ;) ((85) — £(e))
i=1 g“n Jii#i
- Z i A3 ) 221511% Xi—Xy)
v Ll

% Y Zik(Xs = X)X, Y5 (0E5) — Ea(Y; = 7i5) ZC(D

JigFil
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Wie gewohnt schitzt man ab

< B Y w0 ARG - X)E(S NG YIS ~ el |X.2)
JijFi

1/2 n . 1/2
<(c;'+ R) K G Z ! — Z Ziky(X; —Xj)(E((ﬁ( gj) — L(gj)) ‘X Z)) /

nba, n — gan(Xi)nj:j#
KC? 11~ (X))
= _f<_ IR g -1/2(4(12) @) 1/2
<(c;" +R) ha Zga (Xz)( n= (s, Yo+ 5,7) + U
+C_(;lzn:;< ZZka X) < ZE |XZ>/2>
B n = ga,(Xi)
KOl/Q
<(¢—1 nby —1/2/.(1,2) 1/2
(e +R)E (2 (s1Vg + @) 4 UL

Co K12 py” /2
nl/1032 L1/5p1/2, 1/2< ZE |X Z) >

Nach (B.a) ist % gleich o(n=3/%). Da der Term in der Klammer stochastisch gegen

Null konvergiert, folgt mit Lemma 3.3 Cél) = op(n_l/ 2). Ferner gilt nach Lemma 4.5
die Abschéitzung

0(8;) = 0i(Y; - T(a))‘

njl
§|€”(éj’é)_€”(y _rﬁw)l’ ) ( _rfwl’ )—f ( - éi)l’é*l)}

Sn_l/Q((SS’l)+3n172))|€l|+8n ):n 1/2( 511 |gl|+sn)).

Damit erhalt man

E(l¢VI1X, Z>
-1 Z Zl
<(c; +R)n3 > ggn(X)k;b(X X)) k(X — X))

4,5, versch.

(|a||h< S YDIE) — (Y — 79 ||X, 2)

n]l
A
< -1 +R) _ J
n? ,j,l%;sch 92 (Xz)

(s (X, Y5)1X5) + T2 E(al |h(X5, Y)IIX))

ko( X — X))k (X — X))

n

- - A -
S(Cﬂlﬂ—R)Ci/zn 1/2( (1) 2+ (2) ) Zg ((X)) :Op(TL 1/2).
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Also gilt (4.2.5) = ¢!V + 0,(n~1/2). Betrachte nun

nE((¢V)%1X, Z)

1 P (X5)
=— > = (X)ZZk;b(X X)E(X; — X))
i,5,l versch. <dn

B (G, V) (Y = 715) — €)X, Z)

1 P(Xi,)P(Xi,)
—~ 24 2 2 23 T sk (Xoy — X
i 2 X, (X Zn I Bl = )

11,j1,ll,iz,jQ,lQ:(il,jl,ll) (7«2 ,J2, l2)
’ kb(Xh - Xl1)kb(Xi2 - ij)k (X X )E<€l1512h(X]17Y]1)h(X]27 Y}z)

i1,J1,l1 versch.,ig,j2,lo versch.
Al (Vi = ,) = i) (o (Vi = 150,) = U)X, Z).

n]le

Die erste Summe lésst sich mit (B.h¢) abschitzen durch

2K20'2 1 Z ZZl

(c:' +R) ky(Xi — X))k (X; — X))

2.2 nd
nb Ay T i,5,l versch. ga" (X)
E<h2(XJaYJ)(€ !(Y; _féjl) — U(g)) >
K?0? /¢ 2] X;)
1 2 0 ~1/2 1/2
<(c:'+R) b22(60h +C, > gg x)
K202 /¢,CY
-1 2 0%“p n—1/10 1/2 -1/2
<(c;' +R) n4/562a2(n1/1%+ G = 0y n )

Unterscheide nun die folgenden Félle:
sechs verschiedene Indices: Aus dem Beweis von Satz 4.16 liest man ab

‘E(gllelzh(X]nY}Jh J2o Jz (ﬁ I (Y31 - n]lll) _K(Sjl))

(b (Yia = Piip,) — U)X, Z)
‘E(h(XJ17Y;1)h(XJ27Y;2 (511 (f ly (Y2 n]zlz) —U(ej,) )‘X Y_q, lz}’z)
B (e (o (Y = 7500,) = 0e30)) X Y 100y, 2) X, Z) |
=|B(h(Xj,, Vi (X0, i)

) E(Ell (2*12 (}/}2 - Tﬂj2l2) — ( - 7;7(:;)2{[2 ll}7 —{lz, ll})) ‘X Y- {l1,l2}> Z)

‘E(512 (@ h (Y' _Tnj1l1) —n ( _szj)l{ll 12}75 {l, l2}))‘X Y g3 )‘X Z)‘
<n" ( (1)‘7 +3( o) - (|h( g1s J1>Hh( jar Y HX Z) <n~'Ch (sy, o 2"‘5() )-
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Damit folgt

1 P(Xi, )p(Xi,)
ﬁ Z gan( ) 2n<;(i2>Zi12i2ZjlzJQlezlzkb(Xi1 - le)

1,J1,01,42,J2,l2 versch.

k(X — Xi)ke(Xiy — X5,k (Xi, — Xip) E (e, 6,0( X5, Y5 ) 0(X5,, Y5,
' (g_ll (Y o Tnhh) 5(531)) ( (Yﬂz - fnj2l2> - £ 5]2 ) ‘X Z) ’
_ 1 AN AN,
1 R J192 1 2 k Xz —X k Xl _X
( T ) n5 Z ggn(X“)ggn(Xz) b( 1 ]1) b( 1 ll)

i1,J1,01,82,j2,l2 versch.

(X, — Xo)ko(Xs, — Xoy) -0 ' Cu(sP0® + 5P0)

- 1 94(Xi,)9*(Xi,)
<l 4 RPCD + o)L Y PPN,
n? il,izZil:?éiz 9, (Xi)G3, (X,)

<(c;' + R)*Ch(sVa® + sPa) = 0,(1).

finf verschiedene Indices:
11 = io: Der zu untersuchende Anteil der gemischten Summe hat die Form

1 (X
E Z 5 ((X))Z Z ijZthka(Xi - Xj1)kb(Xi - Xll)k:b(Xz‘ — Xj2)

1,71,01,J2,l2 versch.

’ kb(Xl - Xl2>E(511€lzh(X]1> }/;1)h(X]27 Yv]z)
’ (é—h (Y]l - fﬁ:;')lll) o £(€j1)> (é—lz (}/;2 - ff@i’llg) - E(gﬁ)) ‘X, Z)
Mit der soeben verwendeten Abschétzung

‘E(gllgbh(XJl?le)h(XJwYJz)(g—ll (le - TA(G') ) - 6(53'1)) =n 10h< Mo + 3( ) )

njily
ergibt sich analog zum Fall sechs verschiedener Indices

1 (X
E Z ; <(X))Z Z Zj2Zl1Zl2kb(Xi - Xj1)kb(Xi - Xh)k'b(Xi — ng)

%,91,01,J2,l2 versch.
’ kb(Xl - Xlz)E<€l1512h(X Jis Y]l)h'(X j2s }/;2)
’ (é—h (Y?l - ffz(;‘)lll) - €<5j1)) (g—lz (Y - fﬁ:}')zlz) - 6(5]’2)) }X> Z) ‘

- Z; 23,70, 7
S(Cﬂ. 1 + R) —5 Z #kb
" 4,91,01,J2,l2 versch. gan (X )

. kb(Xz — Xlz) . n_lCh( 1) 2 + S( ) )

(X — X5, ) k(X — Xy ) o (X — X,)

- L5~ 94
Ly R2ont (1) (2) - !
S+ Ry G (00" 45, )n2 = 35, (X)
<(ez! + B)*Cu(sy )0 + sPo)n ™" = o, (n 7).
J1 = Ja2: Der entsprechende Anteil der gemischten Summe hat die Form

1 P(Xi, )P(Xi,)
_ — ! Z Z Z'ZthQk‘b Xil — X kfb Xil - Xl1
w2 98, (Xi)g2, (Xs,) ’ ( it )

i1,7,01,i2,l2 versch.

’ kb<Xi2 - X)kb<X - XZQ)E(Shglzh (X]> Y})
(g 51 (Y - TﬁL])ll) - g(gj)) (E*ZQ (Y3 1’le2) - g 5] }X Z
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Aus dem Fall j; = js im Beweis von Satz 4.16 entnimmt man

|E (e h (X5, Y5) (L, (Y = 745,) = £e) (Cn (Y = 7450,) = €2))[X, Z))|
=|BE(R*(X;, V) E (e, (-0, (Y; — 79,) — €)X, Y _q1y.00), Z)
-E(sb(é ll( -—rnﬂl) —{(gj) ‘X Y_ (), 4 }X Z ‘
E(h2 XJ7Y; \E(gh(f 12(Y Tnjlg) _£ 5] )‘X Y- {t, l2}7z)‘
B (e (0 (V= 759,) — €)X Y g1y, )HX z)

<B(?(X;, Y)IXj)n™ (s00” + 570)? < n7!(s{)0? + 570)?C.

Einsetzen liefert

1 (X, )p(X;
Loy gngXliz( (X) ST 2K, = X k(X — X0,
an 11 an
\E

i1,7,l1,i2,l2 versch.
Ry (X, — X))k (X, — X, (811812h (X;,Y;)

(e (5 =70, = ) (V= 750) = U)X, 2)|

_ _ 1 VAN AVANA
<n ' (sWo? + sP0)2Cy (et + R)?*— — 2k (X, — X
) n il,j,ll,imzbversch. ggn <X“)gan (X ) ])

ki ( Xy — X5) ke ( Xy, — Xiy) o (Xey, — X3y)

<n 1(sWo? + sPo)2Cy (et + R)?
1 7(X;.)g

5 Y zazg

n 1,i2,J versch. g )

1 /1 Z 2
“1(D) 2 (2) )2 -1 21 L i oy
<n (s,/0° + 5,70)°Ch(c,” + R) - E <n E ﬁan(Xi)kb(Xz X])> .
Um hier stochastische Konvergenz gegen Null zu erhalten, geniigt es, zu zeigen, dass

der Term
_lzlx Z I XZ>k o(X; — Xl)>

beschrankt in Wahrscheinlichkeit ist. Betrachte dazu

LS (3 ALY < (L B

I=1 m';él Ya
X X b(Xi — X))k (X — X1)
;E[ 1 } T ”;#JE[ZZ gan(Xlz)an(XJ) 1 }
2
Snga% Tz n? 'L]>lz7£ [E( an%Xz (Xi = %) X1>E<ga fX )kb(X X) Xl)]

Der erste Summand konvergiert wegen (B.a) gegen Null, er ist also insbesondere
beschrankt durch eine Konstante K. Der zweite Summand ist wegen

E(ganl)k;b(X X)) ‘X1> - /%k(u)du <1
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beschréankt. Mit der Chebyshev-Ungleichung folgt also

(IORE R

D T (R sy P

Ya

Fiir jedes o > 0 existiert daher eine Konstante ¢ > 0 und ein ny € IN mit
1 k(X — Xi)

P(— ( Z—) >C><Q Vn > ng,

> 2 A

d.h. es gilt

G D A o

=1 [RED)
Es folgt also

1 P(Xi,)p(Xs,)
5 > (X)) (X ZQ)ZiIZz'QZthZzJ%(Xn — Xj)ko(Xi, — Xy)

i1,7,01,i2,l2 versch.
ey ( Xy — Xj)ko(Xiy — X, E(e,6,h7(X;,Y))
Ly (Y = 7)) = ) (e, (Y = 79,) = U)X Z) = 0,(n7Y).

njly

{1 = ly: Zu untersuchen ist der Term

1 ﬁ(Xh)ﬁ<Xl2)
$ Z 33 (X )ﬁg (X )Zi1Zi2Zj1Zj2Zlkb(Xi1 - le)kb(Xil - Xl)
i1,j1,0,i2,52 versch. Jan \* "t/ Jan t2
’ kb(Xlé - Xj2)kb(Xl - XZ)E( 2h(Xj17 Y}l)h(X]z? Y}z)
(ﬁ (}/;1 - T( “ ) €<€jl)) (ﬁ (Y32 - 71( < ) 5j2))|X> Z)

njil njal

Aus dem Beweis von Satz 4.16 entnimmt man die Abschétzung

|E h X317Y31)h(XJ27YJ2)(£ (Yh - f(a') ) - g(gh))

nj1l
(a)
( ( - njzl) EJ'Q))‘XaZ)‘
<o?B(|h(X;,, Yi)|Ih(X,, Vi) | (02 (sPlesy | + 52) + [DE)
(V2 (sDey |+ sP) + | DIV X, Z)
<o®(n ' Ch(sWo + sP)? + C (B(DI21X, Z) E((DI)?X, 7)) 2
+n 1/2(521 1/2cl/2+52)0 )( ((Dj{ll,]g}>2|X’ Z))1/2

1/2(Sn1 1/2C1/2 + s 2)0 )( ((Dg,jl})Q‘X Z))I/Q)
( 10y, (sWo + @2 +Ch(n1/2t;)+;g( (62, X, Z))1/2+U,{/2>
: (rf”%,&” + %( (02,1%,2))"* + Uj/2)
+n_1/2t$12) (n_l/QtS) i ﬁ_(;( ( n]1|X Z))1/2+U$/2>
22 (02D @( (02,,1%,2)) " + U}2))
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mit den Abkiirzungen
li} . ~(a N

DI = 0, (Y = 70 1y e—y) — Ue)),

1) _ e K e/’ K@) c
@_

Sn’ = nl/10362 1n2/5pq,, n1/1035/20,/% n?/5bay,’ /27, Ban’
/2
(12) _ ) K 7172 ,() _ o (1) (1,2) @)
no T /1021285720172 n2/5bay, Zn ? = 2800 +2sn" 0 + dsy

- 1)01/201/2+3n Cpund U, = E( [ (€y(u, &) —0(u))? f(u)du). Also erhélt man

L DX )D(X) R
TL5. . Z f]g’ (X“)ga (X )Z Z Z Z Zlkb<X11 _le)kb(Xn _Xl)
41,J1,l,92,j2 versch. < 4n n

(X, — Xk (Xi, — X)E(e70(X5,, Y )h(X 5, Y,)
(Y =) = ) (o = 700) = e X, 2)|

7. 70,7 23, 7,
-k ( Xy, — X )k (X, — X
ot B g () P = X

Xy = X)X, = X0) (07D + 5122

O (D 4 (B0, X, 7)) 4 U2)

_ 1
S(Cﬂl + R)20_2$

32
¢ 1/2
() B 2) U
_ _ Co 1/2 Co 1/2
+n 1/2t%2) <2n 1/275%) + @( ( n11|X Z)) 52( ( n]2|X Z)) +2U$/2>‘

Offensichtlich gilt

1 AWANAWANA

— L2 P k(X — Xk (X, — X

7152, J lizj:versch ggn(Xil)ggn(Xi ) b( ' ]1) b< ' l)
ke (Xa, — X, ) k(X — X0 O (sWo + 512))?

K? 1 Zi\ 2
<Ch< (1) O' + 8(2)) W$ Z ﬁkb()(h - le)kb(Xil - Xl)

an

i1,j1,l versch.

”g
<Cu(sVo + 5122 nwa2 }: = 0,(1).

Zudem ergibt sich

L ZinZinZj Zjp 21
R 1 2 1 2 k(X—X)/{J(X —X)
5 Z q2 . ~2 . b 11 71 b i1 1
" 41,J1,,42,j2 versch. Yan (X” )gan (XZQ)
ke (X, — X5y ) Ep( Xy — Xl)nfl/Qt;Z)Q(nfl/thl) + U’i/Q)

K 1 Z: 7
2 —1/2 1/2 4l
<t£L)2( /t + U, / ) 1/2b1n$ E ﬁ X“)

i1,j1,0 versch. 7 &

1 Z
- — —k(X;, — X
n2 Z gan (Xz )kb( ]2)

i2,j2 versch.
E:gﬁljzi X = o)

Zl

ko (X, — X5, ko (Xi, — X0)

<ty 2(n” " n1/2ba n
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sowie
1 Zi12i2Zjlzj2Zl
- ko (Xi, — X, )k (Xi, — X
nd Z g2n<Xll)an(Xz) b( 1 Jl) b( l)

i1,71,l,i2,j2 versch.

p( Xy — X)) k(X — X)) (07 V2D 4 UL

)?
1 Zi Zi, g( X
<Y +UY—= Y 4 I )?< Z)kb(Xil — X))k (X, — X0)

3 9
" i1,i2,l versch. gan< 21>gan )

g(n—1/2t(1 U1/2 Z( Zgan(Xz)k(X Xl)>2.

=1

Nach den Uberlegungen im Fall j; = j, gilt

L (A XY o),

I=1 il
also folgt
1 ZilziQZj1Zj2Zl
— ~ = ko(Xi, — X ) ke( X, — X
no Z ggn(Xil)ggn<Xi2) ( 1 Jl) ( 1 )

1,J1,l,42,j2 versch.

(X, — X ) ko(Xo, — X0) (072D + UL?)? = 0,(1).

Man rechnet ferner mit Hilfe der Hélder-Ungleichung fiir Summen

1 Z VNN ANANA
a2 . \o2 )
i1,j1,l,i2,j2 versch. Yan (X“)gan <XZ )

- ko (Xiy — X0 )ko( Xy, — X))
e (Xiy — X ) ko( X5, — X~ 2D)

1/2

(B, X.2)

K 1 Zj,
2__ - = E T2 X,
<t n—I/Qban n2 N gan(Xz )kb(Xm XJQ)
12,J2 Versc

o 1 7 7 1/2
. @E Z ka(*xh - le)kb(Xh - Xl)( ( n]1|X Z))
i1,j1,] versch. 7an "

<42 9(Xi,) Co
<D nZg% EDY

1,7:7F1

Ziky(Xi — X;) 9(Xi) (B
gan(Xi) gan(Xl) "

n

K col n 1 1 1/2 /1 1/2
<t® ZA_(_Zijg(Xi—Xj)) (5 E(0,/X, Z))

=" nl/2pa, 52 Ga, (Xi) \n £~ ‘=

K c /2 K2 1<~ §(Xi) \1/2
) 0 (,.-2/5 2 giAi )
<ty n'/2ba,, n1/1062< ZE |X Z) ) ak (n '

< 1 und dem Beweis von Proposition 3.6 konvergiert

Wegen (B.a), (B. ﬂ)
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dies stochastisch gegen Null. Aufserdem schétzt man ab
1 Z ZiyZiy 2, Ly 2
5 /\2 . /\2 ]
" 11,J1,l,i2,j2 versch. Yan <X”>gtln <XZ2)

’ kb(Xz‘Q - Xﬁ)k(,(XiQ — Xl)( *1/2t + U1/2)

ko (X, — X5, ) ko (X5, — X0)

1/2

52( ( nj1|X Z))

_ 1 ke (Xi, — X)) k(X — X))
1/2t + U1/2 § ' Zi Ziy 250 7 b Zl i i2
_( ) BQ i1,i2,72,l versch. ’ gg" (X“ )ggn <Xl2>

i2—Xj2)(% 3 7, KX, X) (ZE \XZ)

j1 versch. von i1,i9,j2,l

/2
<(n %W 4 U}L/?) NI 52< ZE iIX,Z >

(X

1 G(Xi 1/2 Xi
= Y z.z,7 4 2)9 o) g (x, — X)h(X;, — X))

1112

~3/2 N
n i1,i2,l versch. gaf/z (Xll )ggn (XZQ)

<(n~Y2¢M) 4 /2 K2 Co n~2/5 E(5%.|X,Z) 1/2
<(n n T Up )n1/5b1/2a,1~/2n1/1062< Z | >

PPN DR

=1 iil

Nach (B.a), (B.3), dem Beweis von Proposition 3.6 und der in Fall j; = j, bewiese-

nen Aussage
k(X — X
—Z< > bgan Zl)) = 0,(1)

=1 izl

konvergiert dies stochastisch gegen Null. Schlieklich rechnet man

i Z Zi1Zi2Zj1ZjQZl
nd Jan (Xi1)92, (Xi)

i1,J1,l,i2,j2 versch.

— X, )k (X, — X3)

ko (X, — X5, ) ko ( X5, — X0)

1/2

- ko (X, E(07;, X, Z>) (E(67,,1X,Z))

TL]l

1/2C
A °

32
ky(Xi, — X)) ko( X, — 1/2
<G, L Al e e 3 A - X))

i1,i2,l versch. Ji:gi#i

( N ZuK(X, )(ZE \XZ)

J2:j2Fi2
K n-2/5
<n2/5ba n1/5ﬁ4( ZE i1X:Z) >

1 ~ /2 X?, A1/2 Xl
— Z Zi 2, Zl93/2( 1)?3/2< Q)kb(Xil — X)) k(X — X))
n Gan (Xiy)gan (Xi,)

i1,i2,l versch. 11

n

K _ "1 Z; 2
<Wnl/564< 2/5 ZE ’X Z )n Z(ﬁ M’%(Xz — Xl)) .

=1 i=1
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Wie soeben gezeigt ist der letzte Term beschréankt in Wahrscheinlichkeit. Nach (B.a),
(B.#) und dem Beweis von Proposition 3.6 konvergiert der untersuchte Term also
stochastisch gegen Null.

11 = jo bzw. iy = ji: Der entsprechende Anteil der gemischten Summe hat die Form

1 (X, )p(X;
DS ggng ;z ( (X) 3 7 Zia i i (Ko = X (X, = Xi)

11,J1,01,42,l2 versch.
’ kb<Xi2 - Xi1)kb<Xi2 - Xlz)E(Ellgbh(X]l?}/;1)h(X117 Y )
: (é*ll (Y?l - fq(m(;)lll) - f(gh)) (é*lz( (S ffﬁizg) - €i1)) ’Xv Z)

Wie im Fall sechs verschiedener Indices hat man

}E(ehgbh(XJN le)h(Xuqu) (é—ll (le - f’f;')lll) - g(ejl))
(0 (Y = 730,) — L) (X, Z)

niylo

<n 0L (sWo? + sPa).

Das liefert

nl5 > & E ; g)i >l )Z \Ziy Zj, Zny Zo ko (X, — X))k (X, — X0,)

E(511<€12 (le,}gl)h<X117Y;1)
) (¥ = A2) ~ e X2 \

Zi 2 Z AN
ks

41,71,01,i2,l2 versch.

Ry (X, — Xy )R (Xa, — X,

)
'(E*ll (Y3 - n]lll) 6(

1

<n 'CL(sWo? + 5P o) (e + R)?*— - L= X
B h( )( ) n® i1,j1711,§l; versch. ggn <X“)gan (X ) ( Jl)

’ kb(Xh - Xl1)kb<Xi2 - X )kb(Xiz - Xlz)

/\2 A X
Sn_loh( (1) 2 +S( ) )( —1 + R Zzl (X ))g( (X) )kb(X o le)
11,02:02711
<n 10y (sWo? + sPg 9(X zz
() Z o (X

<n”'C(sy)o” + sPo) (e + R)? =0p(n’1)-

11 = lo bzw. iy = [;: Der zu untersuchende Anteil der gemischten Summe ist von der
Form

1 B(Xi)B(X)
no Z 2 (X;)4

(
3
i1,71,01,i2,52 versch. gan( an( 2 )

’ kb(XiQ - XjQ)kb(Xiz - Xi1)E(5115i1h(X 17Y31>h(X J2» Y?Q)

) (g*ll (}/}1 - 727(;;’)1l1) - g(gjl)) (6* (Y o Afl(;ﬂl) B f 8]2 )’X Z)

Aus dem Fall sechs verschiedener Indices liest man ab

Ziy Ziy L5, 2y Zy o (X, — X5, )R (Xay — X0y)

|E (2,20, h (X, Vi) (X0, V) (g (Y, — 72,) = €(ey,)
(£, (YJ-Q — i) — U)X, Z) |

<n 10, (sVo? + sPa).
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Hiermit erhalt man

1 p(Xi,)p
nd 2 9an(Xi1)g

41,71,01,i2,j2 versch.

(Xi,)
o (X

Ziy Ziy 25, 23y 2 (X, — X5 )k (X, — X0,)

’ kb(Xiz - XJ2>kb(X Z1>E(5l1511 (XJ17YJ1)h(X]27Y;2)
(e (i =70 = 0e3) (i (Vi = 700,) = €)X, )|
1 VAN AAN AN
1 (1) (2) -1 2~ i1 I v
<n'Ch(sWo? + sPa) (¢! + R) — > f/in(X“)gan(X )k:( X))

1,J1,l1,82,52 versch.

k(X — Xy )k (X, — jg)k‘b(X' - Xi,)

<n~'C(s)o” + sPo)(c i - Y Z (X, )AO((X))ksb(X - X))

i1,02:02711

<n'Cy(sWo?* + sPa) (et + R)? Z gg i)

<n'Cy(sWo? + sPo) (et + R)? zop(n’l).

j1 = ly bzw. jo = ly: Der zu betrachtende Anteil der gemischten Summe hat die Form

1 P(Xiy)p(Xiy)
— - Ziy ZLin L3y Ly 1, kp( Xy — X)) ko (X5, — X
TL5 il,h,ll@% versel ggn(X“)gan(X) J240 ( 1 .71) ( 1 1)

: kb(XiQ - XjQ)kb(Xiz - Xj1)E(5l18j1h(XJ1’YJ1)h(XJ27 sz)
: (E—h (Y]l - f’(a') ) - €(€j1)) (é—jl (YJ2 - 72( ) ) - E 5]2 |X Z

njil nja2ji

Aus dem Fall i1 = j5 (bzw. i3 = j;) im Beweis von Satz 4.16 entnimmt man die
Abschéatzung

|E(3’3‘11‘C~‘J'1]7J<‘ij17Y}l>h<)(J27Y}2>(g I (Y - Tr(zj)ﬂl) - f(gjl))
(0, (Vi — 7)) — l(e,) X, Z))]

njaj1
{E(h(XJmY]z)E(gh (E—Ji (Y;z - f’l(’g)zjl) - K 5j2 {X Y. {1 jl}’z)
. E(€j1h(X317Y}1)(€ (Y?l - ffmjlll) - E 5]1 )‘X Y. {l1,j1}> )‘X’ Z)‘
<n V2 (s\Vo® + 5P o) E(|h(X),, Y, )|
’ |E(‘€Jl X 17}61)(6 (Y;l - 727(1(;)1l1) - g(‘gil)MX’Y—{lel}’ Z)HX, Z)

§n_1(3$})02 + 822)0'>01/2( (1)01/2 2 —|—28( )01/20+s(1’2)01/2 )
1/2
_ 1/2
in 1/2( (1) 2+5( o)C} / 01/2( ((En Y, — nal’ 731) e, ) ‘X Z)>
Sn_1(8511)02+8512)0)011/2( (1)01/2 2+28512)01/20+S 12)01/2 )

—I—n_l/2(s(1)02—1—322)0)02/2061/2( “U24(2) 4 12602 4 /2
1/2
(B, 1x.2))

_n—1/2(8(1) 2+32) C ( —1/2 (1)01/2 2+ (2 (201/20+C'1/2)+2312 01/2 )

+ OO 4V (sV0? 4 sPo )01/20;/2;02( (62,1, 2)) "%,
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Setze
Y = (57(11)02—1-522)0)(71’1/2( (1)01/202—1-5 (201/20+Cl/2)+25 A0 %0)+ Cal/QUi/Q)'

Einerseits rechnet man nun

1 P(Xi,)p(Xi,)
— > 7 (X8 (X, )ZhZz'nglzngllkb(Xil = X )k (Xiy — Xiy)

11,J1,01,32,J2 versch.

’ kb(Xiz - ij)kb<Xi2 - le)n_1/2'7n

1 VAN AN AN
< —1 R2 —-1/2 o — i1 404145240 k X7, —X. k X@ - X
—<C7T - ) n v nd Z ggn(le)ggn(Xm) b( 1 J1) b( 1 ll)

41,J1,01,i2,j2 versch.

' kb(Xlé - Xj )kb(Xiz - le)

J2

1 g Xil g Xig
i1,J1,%2 versch. a

I <~/1 7 2
<(e;' + R, (— Y k(X - X, ) .
) nj1=1 i1 ga (Xz) b( ’ )

Wie in Fall j; = j, nachgewiesen ist die auftretende Summe gleich O,(1). Daher
erhélt man

1 P(Xi,)P(Xs,)
ﬁ Z gg (Xl)g3 (X )Z Z Z ngzhkb(Xil _le)kb(Xil _Xl1)
an 11 an

11,J1,01,i2,j2 versch.
’ kb(Xi2 - ij)kb(XiQ - Xj1>n71/27n01/2 0p<n71/2).

Andererseits ergibt sich mit der Hélder-Ungleichung fiir Summen und der Abkiirzung
Sp 1= 8%1)0'2 + sg)a

1 P(Xi)p(Xs,)

ﬁ Z ~3 (X'1>A3 (2 ] )Zilzizzjlzjzzllkb(Xil - le)kb(Xil - Xll)

41,J1,01,i2,J2 versch. ga" " ga” 2
_ 1/2
’ kb(Xi2 - ij)kb(Xiz - Xj1)n 1/2 52( ( nJ1|X Z))
1 VAN AN AN ANA
< C;1+R2n_1/28nc—0— ! 1112 ]Al 270 g, X; — X

( ) ﬁQ n i17j17117; versch. ggn (X“)ggn (XZZ) b( 1 ]1)

(X, — X, )R (Xiy — X5 ha(XG, — X5) (E( n31|X z))"?

(- 1 RV S Zi, 2, 7 TR
<(c; + >n1/2ban8 32 03 Z 792 (Xi1)Ja, (Xs,)

i1,J1,i2 versch.

(Xiy — X;,) (B2, X, 2))
1 , K ol ) 121 Z;
<(cz" +R) 20 Z:(E(5nj|xa zZ)) ( Z%; ga,L(Xi)kb(X X; ))

1/2

K C
-1 2 0 —3/10 -2/5
<(c;' +R) wilha S0 " ( § E(07,]X, z)

(G2 X gty 0) )"

=1 g Jom
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Nach (B.a),(B.3), dem Beweis von Proposition 3.6 und der im Fall j; = j, bewiese-

nen Aussage
—Z( Zgan X X)) — 0,(1)

folgt
1 P(X)p(Xiy)
E Z 53 ( )As (;( )Zilzizzﬁijlekb(Xz’l - Xj1)kb(Xi1 - Xh)
1,71,l1,42,j2 versch. Yan Ya.,
k(X — X)) ke (Xiy — X0 1/2 01/2061/2 ( ( nﬁ\X Z)) / = 0,(n 3/10)'

32
Hier hiatte man moglicherweise auch eine etwas bessere Rate erzielen konnen. Da
das jedoch keinen Einfluss auf die in der Behauptung angegebene Rate hitte und
der Beweis ein wenig ldnger geworden wére, habe ich darauf verzichten. Zusammen
erhalt man also

1 p(Xi,)p(Xs,)
ﬁ Z gg ( )93 ( )ZilziQZﬁijthb(Xil - Xj1>kb(Xi1 - Xll)
an i1)Yan 2

i1,41,01,i2,j2 versch.
Ky (Xiy — X, ) (Xiy — X50) B (20,25 (X, Y3, ) (X, Vi)
Al (Vi = y) = i) (g (Vi = 7155,) = U)X, Z) = 0, (n"10).
vier verschiedene Indices: Der Betrag des entsprechenden Anteils ldsst sich mit Hilfe
von (L1) aus Lemma 4.2 abschétzen durch

1
nd

P(Xi,)p(Xi,)
_ Zi\ Ziy 2 Ziy 2oy Zo ko (X, — X))
4 Verscggndices gg” (Xll )gan (X ) " ’ 1 "

’ kb(Xh - Xll)kb(Xiz - Xj2)kb(Xi2 - Xl2) (|5l1||5l2||h( J1s J1)||h(X]27Y72)|
: ‘E—h (Y]l - 727(:3')111) - E(SJ&)HE—ZQ( J2 727(1])212) - gjz HX7 Z)

_ 1 AN AW
< 1 R 2~ J1 )21 2 k Xz — Xk Xz - X
_(Cﬂ ! ) n 4 verschzlndices g‘%n (X“)ggn (XZ2) b( ' jl) b( ' ll)

(X, = X5 kol(Xe, = X)) B (Jenlen 10 (X0, Y5 ) (X, Vi)
(G 1) (5 + 1) X 2).

Den auftretenden bedingten Erwartungswert schétze man mit der Holder-Ungleichung
fiir bedingte Erwartungswerte und (B.h¢) wie folgt ab

B (Jen e 110, Yol 0K, Vi) (5 + 1)) (G + 1)) [ 2)

1/2

2

C

<p(F B 02X, Y;)[X, 2)) 2 (B2 h%(X,, Y3) X, Z))
+

1/2 1/2
(E 5llh2 Jis Jl 62 5J1 ) E 5lgh2 J2s J2)|X Z))
( 1/2

_|_

(
E(3 h2(X;,, Y;)|X, 2)) 2 (B2 h2 (X5, Yi,) P (e,) X, Z))
)

1/2 1/2
+ (E(5l21h2(X11>Y71 62 5]1 )IX, Z) ( 512h2 XJ27Y32) 2(5j2)|Xa Z))
2
@020 +260 F2C20M? 4 g2, —02(Ec,§/2+05/2) .
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Beachte dabei, dass gilt I; # j; und [y # jo. Damit schétzt man weiter ab

1 P(Xiy)p(Xiy) -
— ” L Z Z Z Z Zl Zl k‘b Xz — ]
n 4 Versc%:lndices gg" (X )‘ga" (X ) S ( 1 1>

'kb(Xil_Xh)kb(X' _ij)kb(Xi2_X12> (’%H%Hh( J1s J1)Hh(XJ27Y32>’
0 (Y —rfu)lll) — e | [0 (Y, — 7@ ) —Ue)||X, Z)

njalz
<(c;' + R)? <—°

2K?%5% 1 ky (X X
C;/2+Cel/2> ° = > ZjIleukb<X - Xu)

2.2 .3 ~2
6 nb an n 1,J1,l1 versch. ga‘" (X“)
2 2
1 9 Co 1/2 —1/10 ~1/2 2 Ko 9
<(ez" +R) <n1/10ﬁ0h n Cy ) n4/5bza2 Z

Dies konvergiert wegen (B.) und (B.a) stochastisch gegen Null.
drei verschiedene Indices: Auf &hnliche Weise schétzt man den Betrag des zu unter-
suchenden Anteils der gemischten Summe ab durch

%3;(1 gng()i X) 707207 22 Ziyk(Xiy — i)
(X, — X0 k(X — X5, Ee(Xi, — X0,) E(lew e |[(X5,, Vi) 1M(X,, iy )|
V n (Y _Tﬁu)lll) _5(53'1)W—l2 (Y, _TAS;)212) — (e HX z)
2 2
<ot R (GO 0 Sl X Zh%kb()( - X))
§(0;1+R)2< 1%)0 05/2_1_ 1/1001/2)2 K* U_ _Z g*( =o0,(n71).
nl/103 n4/5b2a2 -~ 32 (X

Insgesamt folgt also ¢\ = 0,(n~1/2) und somit (4.2.5) = o,(n~/2). Daher ergibt
sich die Behauptung. O]

Satz 4.18. Unter den Voraussetzungen aus den Abschnitten 3.1 und 4.1 gilt
58 = LS 2B - BX)E0(e) = op(n7)
2 n 7 ni i J i) — Yp
i=1

Beweis. Die Behauptung folgt wie im Beweis von Satz 4.16, indem man &; durch
L0(g;) ersetut. O

Satz 4.19. Unter den Voraussetzungen aus den Abschnitten 3.1 und 4.1 gilt

S = %Z Zi(Bni — B(X,)) (lj(éi) L / O(u) f (u)du — %e(@)) = 0,(n"1?).
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Beweis. Schreibe S{™ als

m _ LIS~ pp g / _ -

Nach Satz 4.17 gilt
]_ n A 1 - a A n —
2 2B = BX))ow =~ 3" Zi(Bu — BIX))(& — =) = 5§ = 0,(n 7).
=1 =1

Mit =8 = J' 4 0,(1) = O,(1) und [0'(u)f(u)du = J + 0,(1) = O,(1) aus
Proposition 4.7 folgt also S; 4 = 0,(n~%/?).
Ferner liefern Satz 4.18 und Proposition 4.7
1 1\ . m -
513 = J(} — j)Sé ) — Op(n 1/2).

Den Term JS; 2 zerlege man in

—Z 13
'%szh( 5 Y& k(X — X;) (4.2.9)

Jij#

T n Z A / — Oni) — L(w) + £ (u)8) f (u)dus. (4.2.10)

‘ / O — 8,7) — £(u) + 0" (w) ) f (w)du

Es gilt die Abschéatzung

1 n
(4.2.10)] < c;lﬁZ\K(X
i=1
_ ol Y XIS, -
= G n2|%( i)[107s]
=1
= 3 el X [
s n (] ni
i=1
L0l

Aus (B.s) und (B.r)(ii) aus 4.1 folgt

) / (Ut — b0g) — ) + 0" (w)b5) (1)

//Olé’(u 18, dt f () du — /g/(u)f(u)du
/0 1 / ') (f(v + t6,:) — f(v))dvdt'

E[(X)r2(X)] < (BN (B (X)) < o
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Zudem liefern (B.agsr) und (B.agr)

1/2 1/2
El|7(X)[r*(X)1{g(x)<any] < (Bl (X)r*(X)1gx)<an]) " (Bl (X)1g(x)<any])

= ofn -3/5>

Somit sind die Voraussetzungen von Proposition 3.6 fiir M (X) = |s(X)| erfiillt.
Also ergibt sich mit besagter Proposition

‘(4 9 10), <n —1/2 ;1 1/10620(1) 72/5 Z ‘% (n71/2).

Ferner schitzt man mit (L1) aus Lemma 4.2 und

R:anl max\( )—p(XZ-)|+c;1a maX\A (Xi)]

ab
E(|(4.2.9)||X,2Z) < —Zzg (‘/ — 8ni) — L(w) + €' (w)d,) f(w)du

[ X 20 h(x; - x)ice)|[x.2)
Ji#i

n

1 1 1
1y pyZ SN Zik(X — X
= T )ﬁnzgam@-)nz X = X)

IN
o

(|h< . J|/|eu— ) — 0u) + 7' ()] ()
cC 1

x.2)

-1 e - A Y.
< & TR n;gaxx,-)n;izﬂ’“b(& X5)
(|h( J» J ELZ‘X7Z)
Mit (B.h)(iii) und Lemma 3.2 erhdlt man
E(|h(X;,Y;)|0%]X, Z)
<2E(|h(X;, ])HX) (7% = r(X0))"|X, Z) + 2B (|h(X;, V)| (7 — 7)) X, 2)
Zk:(X X))

<26, B((7%; — (X)X, 2 ”gnw BB, Y;)IE51X;)

01/2

)
1/2 ky (X — Xj)o”
<20, (2E(572n’X7 Z) + 2 n292 (X) ) n?b%a?

2K?

2022
n?b%a?

<4CYPE(6%,X,Z) + 2020 + C1%0).
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Also gilt
20 1/2 n g
E(|(4.29)]1X,Z) < (C;1+R)——Zg (641X, Z)
i=1 a"
_ COC 2K* g(X
+(e;' + R) 5; gz (O "o® + C%0) Zg
QC C1/2 3/5 T
< (' + RnY nl/wﬁg ZE X, 7)
Cgc’f 2K?

+(c;' + Rn~! (€20 + CV%).

n1/5 38 nA/5h2q2
Wegen (B.a), (B.3), Lemma 3.3 und dem Beweis von Proposition 3.6 folgt (4.2.9) =

0,(n"1/2).
Schlieflich zerlege man den Term JS;; in

g (190~ e st - )

-%Z%h( S YD R(X - X)) (12.11)

JigFi

- % Z X)) < &) — /E(u = Oni) f(u)du — f(ei)). (4.2.12)

=1

Ziehe nun Lemma 4.4 heran, um die gewiinschte Konvergenzrate o,(n~'/2) nachzu-
weisen. Betrachte zunéchst (4.2.12). Priife, ob die Voraussetzungen (C1) bis (C4)
aus dem besagten Lemma fiir

7 %<X7,) N a

haily) = 25y (L = 727) = Uy = (X))
und x

) = 255 sl = 787) = By = (X))

erfillt sind. Man erhalt

E(|Coi||X,Z) = E(]l i Zi%(f(éi) @)% 2)

< —Z\% IE(|6a(81,8) — €a(81,6-)||X, Z).

Nach Lemma 4.5 gilt die Abschitzung
E(|6a(Ei,€) = a(éi 821X, Z) < 0P (sPP Elleil] + sP) < n 2 (s 0+ s2).

Mit ihr ergibt sich

E(|Cn1l|X,Z) < ¢;'n (s o + sP)) = Z|% i) = o0p(n~'7?).
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Auf dhnliche Weise folgt
E(|Cn2l|X, Z)
)

-=(|/ o225
<c*1 Z|% |E</|€u— ni) = Li(w = i) f (w)du
Sc;ln_mg Z |%(XZ-)|E(/(3§}’2)|51~] + 58 f(u)du|X, Z)

<C—1 —1/2( (1,2) +S(2) Z |% | _ Op —1/2)‘

U — 8pi) — s — 5m-))) Flu)du

x2)
x2)

Zudem schatzt man ab

— i - ,%Q(Xi) Au— i) — Llu 2 u)au
Coa = 5302750 B( [0, — dwp s anx

i=1

d
x2).

Eine Taylor-Entwicklung, (1) aus Lemma 4.2 und Lemma 3.2 liefern

E(/(é(u — 00) — () f(u)du|X, z)
—F ( / (0w — 8p5) — 0(u) + () — 0(w)? f(u)du|X, z)

gE(/(%\(Sm\ 1) — €(u)\)2f(u)du X. z)

mit U, := E([(f(u) — £(u))?f(u)du|X, Z). Man erhilt damit und mit der Abschit-
zung »?(X) < C, aus Bemerkung 4.1c)
X, Z)

= > ( / (B = 8s) — £u))? f (u)du

COCZ ZE 1X,Z) + 2CU,n !

< oy 3 00E( [iu - ) - )

=1

2

C
§26—3E(6ii]X, Z) +2U,

Nach Lemma 4.6 und dem Beweis von Proposition 3.6 ist dies gleich o,(n™!). Daher
gilt C,,3 = 0,(n"). Schlieflich schitzt man ab

Cn,4 - %@jzﬁéi z:zé))z::))E((é—z(éz)_E(E—z(ézNX,Y—],Z))Q‘X,Z)
< oty S AX)B(((E) — BELE)IX, Y, 2)7X,2)
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Nach Lemma 4.5 gilt die Abschitzung
|0n(Eisei) — Lo (Vi — 78 6_pigy) | < n 2 (sPes] + 52)
ab. Mit ihr ergibt sich
BE((0_4(&) - E(A (&)X, Y_J,z 21X, 2)

£;
SE((M 517 z ( m],€ {7,]})
+E(V( r(n;’ {u}) Cn (€ € HX Y_J,Z)))Q‘X,Z)

<n  B(sVleyl + 52+ B(1sVle)| + 52X, Y, 2)?X, Z)
<n ' E((si)]es] + 257 + s00)? X, Z) < dnH(siPo + s

Also folgt
Cn74§c;24n (s la—i-s Z% _1).

Man kann also Lemma 4.4 anwenden. Das liefert (4.2.12) = o,(n~'/2).
Den verbleibenden Term (4.2.11) schreibe man als

(4.2.11) = —Z PX ( /li — Opi) f(w)du — £(e ))

gan

_ZZh i Y5) () @(Y Afﬁ)@))kb(X X))
ijéz

_;Zﬁan ( ~)—/é(u—%)f(u)du_g(gi))

. Z Z h J J (Y njz)kb(X X)
" i

Beachte, dass gilt [ ¢(u)f(u)du = 0. Schétze damit und mit Lemma 4.5 ab

< Z e < € _/E(U—CSm)f(U)du—f(gi))

gan

x7)

_ZZh Jo J ( ) (- ( nﬂ))kb(X X)

Jij#

—Z LSO

i=1 gan
i) - / B — 6,) f(w)du — £(=:)

1 11
(' +R)= ) = Ziky(X; — Xj)n
Slen )n — f]an(Xi)nj.j# kol i

-(EOManﬂw@o—aaﬂ(mkA+s VX, 2)

/@w—&m—ww»ﬂme

ZZka X;)

|h J» J HE _E—Z(Y njz "X Z)

+EQM&A@\ (sD]e,] + 52)

x.z) )
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Einerseits gilt wegen (B.h)(iii) und der in Lemma 4.5 gezeigten Ungleichung
[ (u, &) = Lu(u, &) < 02 (s(0 e + 52)
die Abschéitzung

E(h(X,.Y, EalEl(n el + 521X, 2

<n_1/2E(|h(X],Yg)||X )E((snl |€7,’ +8n )( |52| +8 ‘X Z)
—1/201/2(3(1 Q)Snl o2 + (8(1,2) + 821))822)04_ (Sglz)) )
_1/201/2(8 (

\_/
/\
(m
\_/
A

Sl
o
»
Q
&
e
SN—
w

Andererseits erhalt man

~

0-4(E) — ) (sW]e] + 52X, Z)
( (sW]es| + s@)?1X, 2))* (B <<é (&) — 0(2))%1X, 2)) 2
<(E(W*(X;,Y;)| X)) E((sV]e)] + 521X, 2))

(E / — 6ui) — L)) f (u)du x,z))l/z.

Aus dem Beweis von Satz 4.16 entnimmt man die Abschitzung

E(/(en(u—(sm, L) — £(w) f(u)du X,Z)

1/2 - _ 2
<<62< (572Li|Xa Z)) +n 1/23512) +n 1/257(11,2)0_|_ Ué/2>

E([h(X;, Y5)l]
E(h*(X;,Y))
)

mit U, = E( [ (¢(u) — £(u))?f(u)du|X, Z). Damit ergibt sich

B(|A(X;, Yl -i(2) = )]sV |eil + 52X, Z)
gc;”(snl)ﬁs;))(ﬁ—g(( X, Z)" + ’1/2(57(11’2)0—%5;2))—|—U$/Q>.

und somit auch
) n
<E(|h(X;,Y))[|6(E:) —h(& !(82 i \ + s )\X Z)
|

)
~i(&) — (€z>( |52|+S )|X Z)
1, >a+s(2>)+ﬂ (E (m|X,Z))1/2+U,1/2).



130 KAPITEL 4. EIN EFFIZIENTER SCHATZER

Ferner folgt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und (L1) aus Lemma 4.2

B (1006501 [ = 8) = et i x.2)

<B (05150 [ i = 6) = )| i (601 + 52) X 2)
+5(Jn M|/|e )= I (501 + o)X, 2)
(B Y5l + 2)°10) V25 (B(2X. 2)
(B0, 1) e + 5220 (B ( [ i) - sy
<P (Vo + 52) <%(E(53“.|X, 2))"* + UY2),

( (1)|5Z| +3 )

1/2
X, z))

Also kann man abschatzen

n1/2E< Z gfn (@(éi) - / 0 — 60) f ()t — e(&))

.%szh(xj,m(é(éj)—é_i(n PO ke (Xi — X))

)

G
- 1 (X))
<(c2' + R)20 (sWo 4 s@)= 7 -
( )2G,"( >”i:1 gan(Xi)
o 1/2 _
(e )

1/2
-1 1/2 2

<!+ G600 o) (s (B 2 B )
+n 12 (s Vg 4 52 )+U1/2)

Nach (B.(), Lemma 4.6, dem Beweis von Proposition 3.6 und den Bemerkungen
hinter Lemma 4.5 konvergiert dies stochastisch gegen Null. Es gilt also

(4.2.11) = _;Z%n ( )—/E(u—ém)f(U)du—ﬁ(&))

—ZZh 3 Y (Y = PV k(X — X)) + 0p(n 1),
Jij#i

An dieser Stelle mochte ich nun Lemma 4.4 mit

o o ) ﬁ(Xz) N N A(a B )
hn,l(w = Zlggn (X)) (f(y ) Uy — <X1)))
% Z Zjh( J» J)é ( ”ﬂ))kb(X X )

Jig#
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und
7 _ ;ﬁ(XZ) ) ~(a
huiy) = Zzggn( g (=) =ty = (X))
. Z Zj h(X VR J (Y' n(;)z)kb(X X; )
Jﬁfl

anwenden. Dazu sind die entsprechenden Voraussetzungen (C1) bis (C4) auf ihre
Giiltigkeit zu priifen. Mit Lemma 4.5 rechnet man

<|cn1||x Z>
- Zi— (&) — 0i(&
; gan (|<> (&)
(—ZZh Yi)ko(X; — X,) - (Y; — 7 ’X z)
JiFi
_ I 1 1 _
SRS Ty 2 A X BT e + 42X 2)

(BRI 0-(Y; = 75) = 0e)]|X,Z) + E(Ih(X,, Y5)[10(5)]] X))

nji
1

- - Z ki (X, — X,
gan(Xi)nZ. J b( i ])

(E(h2(X],}Q)|Xj))1/2<(E((€_i(Y — i) = Uey) X, Z)) ).

nji

n

<(c=' + Ryn V(s (12)0—1—8(2))1 Z

Man erhalt
B((0-(Y; = 75) — U 63 ) X.2)
<E(({-:(Y; mz) / ‘X Z) + E((0() — 0 ))*1X.Z)
+ E((g_](sj) ’X Z) + gemischte Terme.
Aus dem Beweis von Satz 4.16 hest man die Abschétzung
X, Z)
< (GEEX2)" 6+ o)+ U2

B((05(&) — U)X, Z) = E( / (Caltt = 8y £25) — €(u))” f(w)du

ab. Zusammen mit der Holder-Ungleichung fiir bedingte Erwartungswerte und Lem-
ma 4.5 liefert dies

E((g—l(y _T£LJZ) — Ue; ) ‘X Z)

<n (s el + 5PV X,Z) + 0 B((507)|eg] + )X Z)
+ (B X,2) 0 s+ ) U2
+ 20 2 (B((sVes] + 22X, 2) P (B((E-5(8) — 0(e;))?] X, 2))
207 2 (B (s |g ]+ 52)21X, 2) P (B((05(65) - €e))* X, 2))
< (W + 2500 2)0 + 3502) + BB X, 2) "+ 012

+ 207 (E((sDes] + s@)21X, 2)) 2 (B((s02)]e] + 522X, Z))

((
((
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Das ergibt mit (B.a), (B.3), Lemma 4.6, den Bemerkungen hinter Lemma 4.5 und
dem Beweis von Proposition 3.6

E(|Cnal1X,2)
- - RS
<(e' + R (500 4 5 E;gan j%;zz k(X — X))
(B200, VI (Bl 70) — )X, 2) 2 4 72)
<(c:'+ R)n _1/2(35112)0+3(2))Cl/2
) —1/2// (1) (1,2) (2) 1/2 1/2 9(X;)
((n (st + 250 g 4352 + UV 1+ Zgan(Xz)

c01 u 1 ( 1/2
. Z;k2(X: — X;) ) ( B(2,1X,2)) )
i Srwre Z g Z nl
§<C;1+R)n—l/Q(Sgl,Q)o_+S(2))Cl/2<n—1/2(( ()+2s(12))0+332) UL 4 gy

K12 o 1 g /2 ) 12
—2/5 E _ ~1/2
+ n1/5b1/2a71~/2 n1/105n — gl/g < E(4 |X Z) ) ) op(n ).

Wegen Lemma 3.3 gilt also C,,; = 0,(n~%/2). Auf ihnliche Weise erhilt man

E(|Cns|IX, Z)
1 n
N (\ 5 ZHOG Y 3, = )~ X))

Jij#i
X, z)

1 I 1
<(c;* —Hr — > Ziky(X; — X; X,Z
<(ez" + R)n nzgan(xi)n]% Ho(Xi = X5 E(s( P eil + 571X, 2)

(B, V)0 (Y = 75) = £e)]|X,Z) + E(Ih(X;,Y5)]16(5)]] X5))-

n]z

/|€ - (u—5m)|f( )du

Von diesem Term habe ich jedoch soeben schon gezeigt, dass er gleich o,(n~1/2) ist.
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Betrachte nun

Coa = = > 2B S B ( [ (it 00 = ) rwd

n? i—1 gan(Xi)
5 NONS
( ZZh Js ] k‘bX X)E—Z(Y;_Tn]z)) )
Jij#i
B VARSI
< (' +R)n 1(n2mn2 Z Ziky (Xi — X; )E<h2<XJ’YJ)
i=1 J0n JijFi

2,5 - W) [t =5, = )20y
_Zgan Xi)n?

’h Xl? HE njz

Mit (L1) aus Lemma 4.2 schitzt man ab
o3 2 B0~ ) (WG )2 (Y; - 78)

- Z nji
jiie
[t = 0.0~ )P sl z)
K 3l 1 1
< B — Ziky(X; — X)) E| h3(X,,Y;
_nbanﬂ2n;§an(){i)n];i J b( J) ( ( E ])
X, Z).
Mit Lemma 4.5 erhélt man die Abschétzung
‘E(U — 5nz) — g_]’ (U — ’T’Agi; + T(XZ)H

g\é(u — Opi) — g(u — fﬁg; +r(X; )‘ + !g(u — ffiz + r(Xi)) — é,j(u - ffi; + r(Xi)’

Q)@ — |+ s8)e;| + 52 < sDley] + s

X, z)

Z Z; Ziky(X; — X;)ko(Xs — X)) E (Ih( i» Y5l
Jl;ézl#J

Hf — 7o)

nlz

< Gz, XZ)

~ / (U — b5) — £(w))? f (u)du

Einsetzen liefert

B(1(00,%) [ ftu = 6,) = ) i

X, z)

<E(h2<xﬁyj / (10 = 60i) = 05 (w— 7 + r(X,)]

X, z>
X, z).

s (= )+ () = £w)]) f(w)du
E(hQ(Xj,Y}-)/(n—1/2(3;1)|5j| +$£L2))

+ ’Z*j (u - fﬁz + T(Xi)) — é(u)DQf(u)du
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Benutze nun die MAR-Annahme und Lemma 3.2. Das ergibt

X, z)

+ 2E(h2<Xj,Yj>\Xj)E( / (05 (w =) + (X)) = £w)) f (u)du

B (00,37 [ (Bt = 62) = )i

<20 B (P25, V5) (10 e + 52)2 ;)

X, z).
Nach (B.h) und (B.e) gilt E(h3(X;,Y;)|X;) < C), und

B(n06, ) (sPles| + 52 x;)
=P (X, V)E21X,) + 2505 P B((X; Vy)le, 1))
+ (@) B(R(X,,Y;)|X;)
<(sVOM2 4 5D,

Mit Hilfe von Lemma 3.2, Lemma 4.5 und (L1) aus Lemma 4.2 leitet man her

X, z)
X, z)

< ([ (n6le 4 52) 4 ol +1000) = ) )

E(/(é_j (u— 9+ r(X0)) — 6(w))” f(u)du
<B( [ (s =5+ () = B - 8

10w — 8i) — L(u)| + [0(u) — £(u)])* f(u)du

X, z)

2
_ C
SE(Sn Y(sWles| 4+ )2 4- 35—2572”

2
<3n~Y(sWo + 5@)2 + 3;7313(5,31.\& Z) + 3U,.

X, z) +3U,

Setzt man diese Ungleichungen ein, so folgt

B(100,%) [ Bt = 600 = )

X, z)

C2
<on (s 4+ D)2 160, (n—l(sg%— + 5P)2 4 ﬁ—‘iE(éfLAX, Z) + Un>.

Setze abkiirzend

2
Sp 1= n—1%(59>05/2 + 5%2)0,1/2)2.

Nach (B.f) und den Bemerkungen hinter Lemma 4.5 konvergiert s, stochastisch
gegen Null. Mit der zusétzlichen Abkiirzung s, := sPo+ 52 und Lemma 3.2 erhilt
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man also

K Cgli ! 1ZZ-I<;(X X)E(R¥(X,,Y))
nbanﬁQn — gan(Xi)n ~ jhb 7 J VR
X,Z)

- / (U — bs) — ()2 (u)du

K 1< 1 1
< - -t Ziko(X; — X

=1 Jan G

2( +—Ch( 132y 0E(52]X,Z)+Un>>

B B
nban _Zgin
+%( ~132 24 U,) —1/5 %
+ S S0 gi (6%, 2)
gfb—isﬁ%( 182 4+ U)n —1/5ﬁgc
+ n4?5[[§a n2/566 iE ’X Z

135

Wegen (B.a), (B.5), Lemma 4.6, den Bemerkungen hinter Lemma 4.5 und dem

Beweis von Proposition 3.6 konvergiert dies stochastisch gegen Null. Daher gilt

n

Cos < (' + R)n —112 !

1

g2, (X;) n? JlAI£]

B (IHOG VI YOI (7 = 75 1~ 73]
./(é(u — 6pi) — L(u))? f (u)du|X, z> + o,(n71).

Ergédnzen und Lemma 3.2 liefern zunéchst

(|h< YR VIV — 7)1 (Vi — 7))

./(é(u—a 0 — 0(u)* f(u)du|X, ))
(Y,

<2E(|h( i Y)h(X0, Yy ||€ ( n]%)

el
. / (0w = Gs) — £t = 7+ 1(X0), & iy))*F (w)du

10 (Y= 7330)|

nli

—1

n]z

+2E(|h< Y IR Y|

[ = 5 00, 4a) — €0) )

> ZiZiky(Xi — X;)ky(X; — X))

X, z)
X, z).



136 KAPITEL 4. EIN EFFIZIENTER SCHATZER

Wie oben gilt

|é(u — 0pi) — L (u — PO 4 r(X;),e-5)| < n 2 (sWe;| + 52)

nij
und analog dazu
|0 (u — 7+ 1 (X),65) — o (u— fﬁ%,z} +r(Xi) e gn)| <nPsPlel + 57).
Daher hat man
|é<u — Oni) — én(“ - 727(1?{]‘5} +7(Xi), é—{j,l}) ‘
<0 = 8s) = b (u = 735} +7(X0), &)
[ (= 7+ (X0, 605) — (= Py + (X0, 6|
<n 2 (s0 (les] + [el) + 25)).

Damit und mit (L1) aus Lemma 4.2 erhdlt man

E(!h(X],YMIh X Y| (¥ — 7)1 (¥ — 72|

X, z)

. / (0 — 61) — o (e — f;g] y+r(X0) 8 ) Flu)du

~

Sn-lE(|h< Y)IR(Xe Y0 (Y; — 7)) | [0 (Vi — 7))
(s (Ie]|+|ez|)+2s§”|X7Z

Sn‘lﬁ—‘;E(lh( 5 Yl IA(X YU (le5] + [edl) + 252)?

).
(B.h) und (B.he) liefern mit der MAR-Annahme die Abschétzung
(\h( 5 YOl Yl (s (les| + [eil) + 2507)%|X. Z)
=(s))? (B (|h(X;, Y))Ie51X) E(h(X0, Y)|IX0) + B(h(X;, Y)IIX5) E(|h(X0, Yo)lef | X)
+ 2B(|h(X;, V))& |1X5) E(h(X0, Yi) e | X0))
+ 455 (B(1h(X5, Y)) e 1X5) B(Ih(X, Y| X0)
+E(\h( 5 YOG E (R (X0, Y)lledl X))
+ 42 E(h(X;,Y))1X;) B (|h(Xl, DI1X3)
<2(s2(C2C %0 + Cro?) + 851D 0o + 4(s2)2C), =
Daraus folgt mit (B.B)

1
- Z = X — > ZiZik(Xi — Xj)ky(X; - X))
i=1 an i) GlAilA]

2E(|h< S YDA Y[ (Y5 — 70 || (v = 745)|

X, z)

. / (8 = Gus) — a7+ 1(X0), & y)) S (w)du

L 1 1
i=1 Jan\ )
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Im verbleibenden Term benutze man die mit Lemma 4.5 herzuleitende Ungleichung

(Y= < (Y =) = (Y = i e )|

+|€n (YJ - 7’7(19‘){1‘,1}7 5—{i7l}) |
nV2(sD e + 52) + |6, (Y — 70 ey |-

n]z

IN

Damit ergibt sich

(|h< YR Y| (¥ — 7Y [0 (Y — 79|

= 50+ X0 50) =t F )

N o

B
/(gn(“ - SZL n Fr(Xi), e gny) —f(u))zf(u)du‘X, Z>

+n 1/QE(!h( 3 Y R(X0 V) [ (Y5 = 750 0 &) (5] + 582
~ 2
./(en(u— ey (X)) — L)’ fu)du|X, z)

(|h< LY YD (Y = 7 & o)
’ V"( 7(1l~)[zj}’ {lJ})‘
[ = 5y + 7(50.2-n) — ) ()

<n- WE(W V)R Y)W ] + 52y

X,Z).

Aufgrund der vorausgesetzten Unabhéngigkeit gilt

(|h< YA YDl + 52)

: / (Cn(u— 77 +7(X0), 6 iy) — 0(w))” f(u)du)|X, z)
=E(|h(X;, Y)IIX) E(h(X;, V) (s ]er] + s8] X1)

- E( / (0 — 7).+ 1(X), 8 iy) =€) Flu)du| X z)

~(a N 2
<Culstl + s ( [ (0ol 80+ 70X, &) = () i

X,Z).
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Analog wie oben leitet man her
a ~ 2
E(/ (€ (u— 7“7(“?{] y r(Xi),e_ny) — C(u))” fu)du

X, z)
SE< [l = 50+ 7)) = fu = 62)

X, z>

<B( [ (w621 + e + 252) + ol + i) — ¢)]) Fud

+ 0w = 80i) = £(u)] + () — L))" f (w)du

X, z)

<3n T E((s0 (e + laal) + 259)%1X, Z) + 4E<62 X, Z) + 3U,

g

<3 (4 sV + )2 + ﬁ‘iE((SQ X,2) + U ).

Damit erhalt man

(|h< YR Y (50 1] 4+ 52)

[l 30, ) — 0)* (w0

X, z)

<Ch(sWo + 5 >)3(4n*1(s§}>a 4 s®)2 4 63E(52 X, Z) + Un>.

Daher folgt mit (B.3), Lemma 4.6, den Bemerkungen hinter Lemma 4.5 und dem

Beweis von Proposition 3.6 fiir s,, = sWo + s%)

_Z Z 7 Zlkb(X X )kb(X Xl)

=1 gan jl;ﬁll;é]
_ C
o2 g (rh< YR V) (5Ol + 52)

[ = #8y + (X0, ) = ) )

X, z)

1 1 1
<— — 2 2k (X — X)) k(X — X
_nz g2 (Xi)anl;#j 32k i)l )

6n 2205 <4n 52 C—gE(52.|X Z)+U)
/6 n /64 n ) n

TL

<6n_1/260 sn(4n Z 2
1 a

conedes L z; 521%.2)

§6n—1/2EC’h§n (4n~'52 + Un)

n3/10

+ 6012 O ZE X, Z) = 0,(n7Y?).

3/1055
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Ferner schétzt man mit (L1) aus Lemma 4.2 ab

(|h< VIR VDI04 5260 (Y — 700 o)

X, z)
X, z)

—h_(sWg 4 s@). 3(471_1(58)0 + 5@ 4 ﬁZE(cSQ 1X,Z) + Un).

[ = 5y + (X, & ) = 1) ()
< B(R(X YD) E (IR, )l 5] + 52)|X;)

~ B
' E( [ (el =5+ 0. -50) = () ()i

1/2 CoC
G

<C,

Damit ergibt sich unter Benutzung der Abkiirzung s, = sVo 4 s

n

1 11
- Z T Z }ijlkb(xi — X)ky(X; — X))
=1 n I lFl#£]

2B (1 VG Y (Y = 75| 821+ o2

X, z)

Z Z; Ziko(X; — X))
j,lséi:l#j

k(X — Xl)3<4n_1§2 + %E(@%AX, Z)+U )

[ = 5y + (50,8 = ) )

<20}/ —1/2600 _z
gan

n

L1 1 §°(X0)
3n<(4n S"+Un)n;gg (X,

<6Cl/2 —1/2%%, COC

@1 (X))
6471 A2 (X’L)

coO ((4n 24+ U,) + 1/564n ZE |XZ>

i=1

B(821X.2Z))

<60, Pn 2

Nach (B.(), Lemma 4.6, den Bemerkungen hinter Lemma 4.5 und dem Beweis von
Proposition 3.6 konvergiert dies stochastisch gegen Null.
In dem verbleibenden Term nutze man die vorausgesetzten Unabhéngigkeiten und
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erhalt auf diese Weise

(|h< 3 VIR YOI (Y5 = 73500y ) [0 (Vi = 7y i)
[l 700, &) ) o X, 2)
= / (60— #0470, q3) — ) ()
B (10X YR DN (V5 = 73501y €60
N (Vi = 750 i) [ X Yy, Z) ‘X7 Z)
= / (= 780+ 70, &) — £0)" )

E (X Y| (Y5 = 2% e—iy) || X Y gy, 2)

B (X0, YOl (Y2 = 7145y -) HX,Y—{JJ},Z)‘Xa Z>~

Verwendet man die analog zu Lemma 4.5 zu beweisende Ungleichung

’gn(yj_fg{i,néf{i,l})’ < V( n]{zl}’€ {%l}) gn(Yj_722;)‘{@1}7@*{@!,3‘}>|
+|4

J
‘ ”( _rnj{ll}’g {Zl]})‘
< 0 (8P| + 5P) + |6, (Y — A ey |

so ergibt sich

E(h(X;, ) (Vs = 72 6 —y) [| X0 Yy, )

(
<|h< Y (Y; =70 e ) — U)X Y gy, Z)
E(h(X;, V) [[6E)X, Y 4y, Z)
(s E(h(X;, Y)|ls5]1X5) + 5P B(A(X;, Y))|1X;))

(B0 )10 (B0 (V) 7y 2y) — () XY 0. B))
+ (B(R3(X,,Y)1X,)) P (Bl E)
<C (V3 (5o 4 5P) 4 J12)

, 1/2
+C (/(6 (u =5 + (), Euigy) — £(w) f(“)d“> :

<n_1/
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Einsetzen liefert mit s,, = sﬁf g + 37(12)

5( / (6 0+ 7002 ) — €00 P

(’h i Y W _fq(v,?{i,z}éf{i,l})HX>Y*{J}Z}>Z)
B (X0 Y[ (Y = 7305y -0 HXaY{jJ}’Z)‘X’Z)

SE(/(g"(“ - 72553{;',1} +7(X2), é_giy) — (w)” f(w)du - Ch< 25 + JV?
1/2
(/(ﬁn(u - 725:3){”} + (X)), e_giagy) — L(w) ) ) ( 25, + JY?
(/(%(u— uitaay + (X0, € gigny) = () ) ) )
<Cp(nV2s, + JH?)? E(/(ﬂn(u—fﬁﬁmjtr( e gny) — Lw)’ fu)du|X, z)
+ G s, TV)E ( [t 7850y + 0606 — €0)*F(u)da
1/2
: (/(gn(“ - 1%]} +1r(X1), € i) —g(u))Qf(u)du) X, Z)
+C (s, + J1/2)E< / (€a(u— 70, +7(X0),6-iay) — £(w)* f(u)du
1/2
(0l 185+ 00,2 ) — ) ) [x.2)
B ( [ (a0 + 700, &) = 0)*
1/2
(= A 106, pu) = €0) w1
1/2
(=5 7000 0) — 100 e

Mit den Ungleichungen

‘g ( - nz%] 1} + T(Xi)’ é*{jvl}) B g(u)|
<n 2 (5O (Jej] + [ai]) + 25@) + %wmw + 10(u) — £(u)|

_|_

+

X,Z).

und

|€ ( nl?{z]} +T(Xl> E_ {Zﬂl}) g(u”
_ C ~
<n”V2 (s (leil + lejl) + st el + 3s8) + ﬁ—iwnzr + [6(u) = £(u)]

sowie (Zf L ) <kZ] , a3 und

/ (6 (0= #8510y 7 (X0), egiy) =€)l < (5 + 7’
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erhélt man die Abschétzungen

(Cn(u — 7%y + (X)) — £(w)* f(u)du

/(n—1/2(s§3><|5j| +larl) +252) + C—Oléml +|£(w) — £())’ f (u)du

IN

<3 (w6 + ) + 2520 + B2+ [(d(0) - ) r @

und

/ (6o (= iy + (X0, 6 i) — ()" (w)du
< [l J) + 502+ 352) + | + 1) = ) ) T
=n" (s (|ea] + [ea]) + 51 P[] + 3s8))? + 5?1 Onj + /(E(U) — (u))* f(u)du

+ 207 2 (sl ([es] + [eal) + 557 |ej] + 3s) / [0(w) = £(u)|f (u)du

T / i(u) — 0(u)| () s

+ 207 (5D el + lerl) + 581 Pleg] + 352) 5160

< (7 e+l + sy + 3582)

- Bl + ( / () - e<u>>2f<u>du) />

Einsetzen liefert

X, z)

E(5,,1X,2)

B( [ (0o = 180+ 100,600 — €00 )

2

§3<n_1E((51(|5]|+|51|)—|—232 ’1X,Z) + B

)

<3 <n14(s§3>a + 522 4 /6?*E(52 1X,Z) + Un>

+ E( / (0(u) — 0(u)*f(u)du
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und

E ( / (6 — 7).+ 7(X), 6 iy) — 0w) F(w)du
. ( / (G =79+ r(X0), 6 qigy) — ()’ f(u)du) “lx. z)
< ( (w6 s+ ) + 25207 + B2+ [(d0) — )P r )
/2
du

ﬂ4 ni
1
(= 70008 m) — 00) )
<B(n B 5|+l + 252X, 2) + B, 2) (%
o (/@(U) —U(u))* f (w)du (n_lﬂ(sg)ﬂg” +ledl) + s ej| + 3s)
‘o X ) 1/2
+ @|5ni| + (/(f(u) —{(u)) f(u)du) ) X, Z)
§3(4n_1(sg)a + 52 4 5?1E(52 X,Z)) (ﬁ J1/2>
+ 3(% + J1/2>2 (71_1/2(23,(1 Vo + s g + 35D + —(E(62,]X, Z))l/2>

+3E (/(au) — 0(w))? f(u)du (/( u) —

X,7Z

+ J1/2>

5
—~
N—

~
—~
N~—
N~—

o
~
—

S
N—

QU

S

v
—
~
o

Mit s, = s5 %0 + s& und §, = so + s folgt also wegen (B.5), Lemma 4.6, den

Bemerkungen hinter Lemma 4.5 und dem Beweis von Proposition 3.6

n

1 11
N Y ZiZik(X — X)) k(X — X0)20 (n s, + JV2)
n<~ g2 (Xi)n? “—~
=1 " FRESHES
X, z)

- E( / (£ (u— ff%,} (X)), é_giny) — O(w) fu)du
~ 94(X;)
n <= gz (Xi)

21~ 9H(X0)
6C), (n"'s, + J2 2—Co—§ j Y B(8%|X.Z
+ h(n Sp + ) 3n — flgn()(i) (0,:1X,Z)

§6C’h(n_1/28n+ J1/2)2<(4n_1 24U+ 1/5ﬁ4 ZE X, Z) ) op(1).

<6C, (n~2s, + JV2)* (40132 + Un)
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Auflerdem schatzt man ab
Z Z; k(X — X;)ko( X — X))20 2 (025, + JV?)

n Z g“" ) JlFul#]
: E(/ (€n(u— 757+ 1(X0), i) — £(w))” [ (u)du
1/2
. </(1z (w—70 o + (X)), é_gigny) —E(u))2f(u)du>
P(X
>

X, z)

<020, 1% (17 (4 )2

3I>—‘

7*(X;)
< a, (Xi)

+n_1/2<ﬁ +J1/2> (28, + 80)~ Z

(5
(5

( )
J1/2> ——Z 2((X)z ZZka X;)(E@%,X,2)) "

<)

2
<6C,*(n~ s, + J?) (4n—1 (% + J1/2>§i +n /2 (% + J1/2) (25, + sn)

%2;9 ([ é<u>—e<u>>2f<u>du( [~ o)

A2
9a.(

n3/10

2
J1/2>nlf§64 . Z B(02,1X,2) +n 70 (2 +

_ Co
+n 1/1°<— +
& 8

(S ) S

1F£]
X, z)>

(| ) = et rtaa( [ i - é(u))?f(u)du) "

Im Beweis von Satz 4.17 wurde bereits gezeigt, dass gilt

‘Z( > <o

1]

1/2
+JY > 1/1052

Daher folgt mit (B.3) und dem Beweis von Proposition 3.6

n

Z g) > ZiZiky(Xi — X))k (X; — X))

Gl
( Py (X0, e-pin) — ()" f(u)du
(/ — Pty + (X0 € pin) — () f(u)du> v X, Z)

<3E ( / (U(u) — 0(u)*f(u)du ( / (0(u) — €(u))? f(u)du) v X, z) + 0,(1).
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Die Abschétzungen (L3) aus Lemma 4.2 und

[ =tz swn< (5 + 72), [ (@) - P rdn < (B4 52)

sowie Lemma 3.2 liefern

SE( [ i) = tatw )] + (€)= )

: ( / (0(u) - é(U)Yf(U)d“) : % Z)
X, z)

SQ(%O + J1/2>E</(g(u) — ln(u,€)) f(u)du

+2F (/Wu, €) — L(u))2f (u)du

+ 2(% + J1/2)2E( / (0(w) — Ly (u,€))? f(u)du) m‘x, z)
1/2

+2F (/(Mu, €) — 0(u)f (u)du (/(fn(u, €) — 6(u))2f(u)du) ‘X z)

Co 1/2) Co 1 < N 2
<2<— +J — — g E((& —¢)| X, Z
—\p Zy BP0 n = S )

Co 1/2 2 0(1)/2 1 ¢ A 2 1/2
w25+ 7) G ( L (G- wrx2))

Nach (B.«), (B.) und dem Beweis von Proposition 3.6 konvergiert

Co 1/2 Co 1 - " 2
2 V) 2 N E((& —)?X,Z
(5+ )Znﬁ5ann; (¢ — )*X. Z)

_ —1/10(0_0 J1/2> ‘o n
" I6] + n’57, 3%, n

3/10 1
> E(6,X,2)

1=1
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stochastisch gegen Null. Mit den gleichen Argumenten folgt
T G (o B ar(xz))
<ﬁ +J 1/255/2 1/2 ZE 51
1/2
=n~1/° (% + J1/2> - % (n_2/5 Z E(éiz
i=1

n1/1OZ71L/2ﬁ5/2a71L/2

))1/2 — o,(1).

Ferner konvergiert

(E((/(ﬁn(u,rs)—ﬁ(u))Qf(u)du>2 X Z)>1/2

aufgrund von Proposition 4.9 und Lemma 4.3 stochastisch gegen Null. Also erhélt

X, Z)E( / (0o (1, €) — 0()) () du

man
I« 1
2 X Z Z; Ziky (X — X;) k(X — X))
i=1 Zan JlFil#]
QE(’h( Js J)Hh Xl7 Hf ( - ij){”}as {zl} Wn(Yz—f£?117]},é,{l7]})]
~(a ~ 2
[ (Ol 4 700, &) — () o] X. ) )
2¢~ 1
<=N = Y ZiZik (X — X))k(X; — X))
i Ga,(Xi)n gl ]

ni{j,l

([ ol 580+ 0.2 50) = €0)*

Mit den Ungleichungen

‘f ( B nz?{] 1} +T(Xi)’é*{jvl}) o é(u)‘
<™ 2580 el + lel) + 2552+ 18] + 1£(w) = €(w)

und
Co

/ (b= P35y +7(X5), ) =€) ) < (5 + 7
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sowie Lemma 3.2 folgt

B( [ a5+ X2 ) — €00)*
(= 000 &)~ )
(= 5+ 7000, E030) — 1) F (01 Tlx z)
<5 (3(n el + e+ 2527+ Dz [0 — 07w

1/2
~(a ~ 2
(Kn (u — rij){i’l} +r(X;), e,{i“}) — ﬁ(u)) f(u)du)
1/2

(€a(u— 751,y + (X0, i) — f(u))2f<u)du)

§3n*1(— + J1/2>2E(( W (le;] + Jal) + 2522 X, Z)

X, z)

+3-2 EO - J1/2> E(0%|X,Z) + 3E (/(é(u) — 0(w)?f (u)du

Wegen E((sh(|ej] + |er]) + 25$)2|X, Z) < 4(si) o + s7)? ergibt sich

n

- PONETRY 2 k(X — X5) k(X — X T2Y B(s21X.Z
n;ﬁn(Xl)n l;ﬂ 1k ( L l)<ﬁ4(ﬁ + ) (621X, Z)

2
_1(%)+J1/2> E((Sgl)(|5j|+|gl|)+2sg2))2‘X,Z)>

<24n_1<ﬁ J1/2) (sWeg 4 52)) g

n3/10

c2
3/1Oﬁ4<5 J1/2> T; (57212"X> Z)-

Nach (B.5) und den Beweisen von Proposition 3.6 und Satz 4.16 konvergiert dies
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stochastisch gegen Null. Daher vereinfacht sich der zu betrachtende Term in

— Z ) Z ZjZlkb<Xi - Xg)kb(Xz - Xl)

= 2. JlATIA
'E</(€”(“_ i (X e ) — ((u))” f (u)du
.</ﬂg@—¢g@”+mxp¢%uﬂ)—amfﬂmmOUQ
' (/ (6 (1 = iy + (X0, e-gigy) —ﬁ(U))2f(U)dU) -
Z .>nlz 2 Zih(Xi = X)X —Xz>E( [ -t s

i=1 Gl

1/2
/(En(“ - fw){z PG ORI 5(“))2f(u)du)

1/2
' </(5n(“ — " (XD, Epn) — E(U))Qf(U)dU)

Mit der Ungleichung

xz>+%m

§I©

Xz>+%m.

[0 (1= 7501y + 7(X)), € giagy) — L)

n]{zl
_ Co ;
<n V(s (|eil + ledl) + sy legl + 3sP) + * galOnsl + [E(w) = (w)]

erhalt man
/(en (= +7(X5), e_giagy) — (w)” f(u)du
s/@ﬂ%#mw+MWHW%»w#»+ﬁmwﬂwwwwm%wm
(s (el + Jerl) + 580D eg] + 35202 + K;&] [ - P s
2]+ ) + 50|+ 3682) [ Jiw) — €0)| (u)du
+a§9&ﬂ/ww»—awuwMu

+ 207 25D el ledl) + 581 2leg] + 3582) 5160

S(WW%QWkA+km+wSWQM+%9)

Einsetzen liefert zusammen mit den Ungleichungen

/@Au—ﬁ%ﬂ+mxmaﬁwﬁ—awfﬂmmg(%+JWY
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und f(é(u) — l(u))*f(u)du < (%0 + J1/2)2 die Abschétzung

1/2
J (0= 85+ 700 ) = ) )

1/2
/Y&Au-—fﬁbﬁ}+4wﬁaxé_@%”)——au»Qf@odu) :x,z)
< ( (i)~ tta)?f(wau (0 + e + 582+ 35

' (/ (ln(u - fﬁfﬁm} +7(X1), E_qijuy) — €(U))2f(u)du) v
<n _1/2<ﬁ + Jl/Q) E((SS)(|&'| + led]) 4+ s e, | + 35%2))|X, Z)
= (G ) (e x.2)"
1/2
+ E(/(é(u) —0(w))*f(u)du (/(é(u) - E(u))zf(u)du)
' (/(6” (u—- fiﬁm} +7(X0), é—qijuy) — g(u))zf(u)du) :

Also schatzt man mit

X, z>

X, z).

E((SS)(|€¢] + |el) + 55}’2)|€j’ + 35%2))|X, Z) < (23511)0 + 8,(11’2)0' + 3522))
weiter ab

—Z X Z Z; Ziko (X — X))k (Xi — X))

JlFul#]
(n”Tﬁ+JW)E«#ww+m0+#@mus#mxa)

+ (S ) (B x.2) ")

§6n1/2<% + J1/2>3( Weo 4+ s12g 4 352)

~9Q

Papasd

9

SIP—‘

;g( J1/2> Z g ZZkb X;)(E(0%]X, Z))"?

<6n~1/? <EO + J1/2> (237(11)0 + 8511’2)0 + 35,(12))

n

Cy (C 31 1 FulXi — Xy)
(S ) LS (X, 2) Y M)

j=1 RE]
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Im Beweis von Satz 4.17 wurde bereits gezeigt, dass gilt

2GS em ) o

j=1 ’LZ#] gan (X'L

Daher folgt mit (B.5) und dem Beweis von Proposition 3.6

_Z Z 7 Zlkb(X X )kb<X Xl)

i=1 ga" Jl7él I#j
3
. (n-”(% + T2 B (5] + [eal) + 2] + 352X, 2)

+ @(50 + Jl/Z)S(E(%IK Z))m) = 0p(1)

und somit auch

O i O Bk - Xpk(X - X0E( [ - )P

= 9. (X n* o
1/2
: ( / (0w =y + (X)), 6giagy) — (u))” f(u)du)
1/2
(= 54+ 700, ) = 20 ) )

1
S Ry O HARXi— X h(Xi = X)
i=1 “an JilFul#y

(w) — 0(u))? f (u)du ( / i) — ()R s (u)du) o

X, z)

T
VRS
—

>

' (/(ﬁn(u— ilz{”} +7(X1), E_gijuy) — Llu ))Qf(u)du) v X, z> +0,(1).

Analog zu oben leitet man die Abschiatzung

[ (Calu= i85+ 1000, & i) — €0 ()

< (n*ﬂ(swuw T leyl) + 502 + 352)

her. Mit
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erhalt man also

E(/(E(U) —U(u))* f(u)du (/(g<u) _ a“)ff(u)c@) 1/2
. (/(fn(u—ffﬁi’j} X, e i) — £) )du) 1/2

< ( ) - i [ (@) - e i) "

X, z)

C
. (n—1/2<3;”<|5,-| Flel) + sl +352) + 10l

. ( [ - e<u>>2f<u>du) 1/2) % Z)

—1/2( €0 12)° 1 1,2 2 Co 1/2 2 1/2
<n~Y (E+J/) (2sMa 4 sV + 352 4 62(5 J/> (E(62]X,Z))
+ E((/(é(u) - e(u))2f(u)du) X, z).

Wie oben ergibt sich
62 ! 1 > ZiZiky(Xi — Xj)ky(X; — X))
— > N2 GLiRp\Aq — Aj)Rp( Ay — Xy

L gan(Xl) n Glil£]

(5 Y sl o1 3+ (D 4 ) (Bisx 2) )

2

§6n1/2(%) + JI/Q)S( 2sMg + (125 4 352))

LG <6 Jl/z) Tll Z(E(%IX, Z))I/Q% Z ]‘Cb(:z(z - X)) — o,(1)

2
6 =1 ititl

und somit auch

n

62 L LS 220 (X — X)h(X — X))
3, (X)n JlFA]

([l ([ - eyt "

(/(e u— 0+ (X)), Egy) — (u ))2f(u)du>l/2

6 1
<= Z Z ZZlk;b(X X;)kp(X; — X7)

.(/u_u )
§6E(( / (F(u) — £(u))? f(u)du) X,Z

X, z)
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Die Abschétzungen (L3) aus Lemma 4.2 und

/(2@) ()2 (u)du < (%0 + J1/2>2, /(zn(u, &) — C(u))2 f(u)du < (6 + J1/2)

sowie Lemma 3.2 liefern

E(( / (Pu) — 0(u))? f(u)du>2 X, z)
gE(/qé(u) ()| + [, du/ ()2 ()

<(2 ) B (2 [ - b X,Z)
+ 2 ( / (€, €) — 0(u))2f (u)du
'/(IE(U) — ln(u,€)] + [ (u, €) — L(u)])? f(u)du X, Z)
<5+ ) gt Y B
+ 4(%’ + J1/2>2E ( / () — o, €))2f (u)du

X z)
+4E(</(£n(u,e) _ e(u))2>2 X, z)

-1/5 1/2 o n—2/5 2
<6n <5+J ) P A ZE(S X, Z)
=1

+ 4E(</(€n(u,s) - z<u))2f(u)du>2 X, z).

Nach (B.a), (B.3), Proposition 4.9 und dem Beweis von Proposition 3.6 konvergiert
dies aber stochastisch gegen Null. Insgesamt folgt also

x.2)

n

1 11
= e YL ZiZik(Xi — Xj)k(X; — X))

Cos < (& +R>2n‘1( :
i Jan(Xi) 1 JAFulA]

-E(|h( Y)IRXG YO [0 (V) — 72 — e(ep)| [0=i (Vi — 75)) — t(e0)|
: / (E(u — 6) — €(w))? f (u)du|X, z)) + 0,(n71)
< o+ ([ <é<u>—£<u>>2f<u>du)2x Z) + o7

= op(n7").
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Schlieftlich untersuche man C,, 4. Diesen Term kann man schreiben als

1 7% (X;) X
E'z.z ~Zi§];1 (Xz)E(<(€ i) — &) ZZh 3> Yi)ke(Xi — X)
bl " N gt
(=) =+ 2 2k~ X)B((Ci(E) — (e0)
Jij#i
BV guxyhz)pz)
(= + B Zf]g ; (( (C-i( ZZh 3> Y)ke(Xi — X)
LiFi JJ#H
(L (Y5 = 7

) ( B TL]){Z l}’ —{i, l}))
&i

)X, Y 4, Z)) ~ Z Z;h(X;, Y ko(Xi — X))
Jﬁézl

+(0-i(8) — B(L-;

L (Yj - fg){i,zp é—{i,l})

o o 1 ~ (a
+ (ilE) = (Vi = 733 6 qony)) — Zah (X0, Y k(X = X0) 0o (Y = 7,7))

nzl € nli

@) 1 ) »
+ (L (Yi— 7l g z}) = Ule) = Zih(X1 Yiko(Xo = X0 (Yi = 713)

nli
—E((@ ) —Ll(e)) ZZh i Yk (Xi — Xj)
Jysézl
(Ea(¥y = ) = a5 = P ) |[X Y1, Z)

L2k (X~ X)B((F-i(E) — (Y 78 &) R, YD

~

gil(Yz nlz)‘X Y- Z’Z)
1
— (0, (Y =7 e i) — E(si))ﬁZlkb(Xi — X)) E(h(X;, V)

nil €

(Y= )X, Y, z)ﬂx, z).

Aufgrund von Lemma 3.2 muss man nur die quadratischen Terme betrachten. Die
iiblichen Abschétzungen liefern

1 1 A
ﬁ WE<(£_Z(€Z ( Z Z h J ] kb(Xz —X])
i,L:#1 Ya, \*i JiiAil

' (gfl(y; o ”ﬂ) —f ( - £L]){zl}’ {”})))2
<i Z ij?b(Xz‘ _XJ)E«@?Z(&) _€<€Z)> hZ(X]’YDn ( 1)|€ ’ —|—8 |X Z)

> ~ '
n 4,7,0 versch. gan(XZ>
! Z11Zj2
tai 2 s X)k(X - X5)

,J1,j2,l versch.

CE((0-i(&) = L)X, i)l (X, Vi)l (s leal + 52)°[ X, Z).
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Mit Lemma 4.5 ergibt sich

E(@fi(éz-)—f(&))W(Xp J>( N + s9)?|X, Z)
QE((0_4(&) — .Y — 79, 6_u) (sWV)a] + s2)2h2 (X, V) X, Z)

+ 2B ((0n (Y = i), € i) — €(0)) (s er] + )W (X5, Y5)| X, 2)
<2 E((s|a] + 58X, Z) E(R (X, Y5) 1 X;)

+2B((s1 ygl|+s WX, ZYE((6a(Yi = 79,6 ) — £en)) h3(X;, Y;)| X, Z)
<2n'CLE((sWg| + sP)4X, Z)

+ 250 + s E((6(Yi = 71, € i) — 0e0) 12 (X5, V) |X, Z).

Den verbliebenen bedingten Erwartungswert schiatzt man weiter ab durch

E((6a(Yi - Af;;z?s (i) = L) R (X, )X, 2)
§2‘E((én(}/ nzl’ ) ( i nz?[l]}’ {”j}>2h ( I ] )‘X Z)
+2E((€ (Y iu?{l]}’é {llﬂ}> g( )> h2 ‘X Z
§2”71E(( |€]| "‘3 ) 0 (X;,Y5)|X5)

+ QCh ((ﬁ (Y’z - ’fn){l]}’ {”3}) €i>)2|X7 Z)
<on 1 (sDC? 4+ D0}V 4 20, E ((a(Yi - 7%S?{l,j}’é—{i,l,j}) - g(gi))Q‘X’ z).

Auferdem erhalt man wie im Beweis von Satz 4.16

((g ( - nz{lj}’ {”J}) (81 ) |X Z)
<2E(( n( i Af;{l]ps {zla}) { i ) |X Z)

2E( (4 — 6ni) — £(w))* f (u)du X,Z)
<on~! (1)(|€a| +lal) +258)°1X, Z)

E((
+2<—°( (621X, Z)) " + n V2 (s D0 4 o2 )+U1/2)
/6 n ?

<8n~Y(sWo 4+ s 46 4E(52 1X,Z) + 60" (s{¥0 + 52)? + 6U,.

g
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Zusammen folgt also

E((0-i(&:) = 1)) P (X5, Yy) (s el + 57X, Z)
<20 CLE((sW)e| + s X, Z)
+2(sVo + 52?2 E((En(Y P& ) — ) KX, Y))|X, Z)
<o ' CLE((sWle] 4+ sPV X, Z) 4 4(sWPo + sP)2n~ (s 4 s /%)
+ 450 + sPVOLE (6 (Vi — 75,y e—iagy) — L))" |X, Z)

<201 B((sV]e] + s)1X, Z) + 4(s <1>a+s<>>2 DO 4 D0

+4(sMo + 520y, <8n_1(s§})0 + 52 16 4E((S2 1X,Z)

&
+6n (s Pg 4+ s@)2 4 6Un>
=20 CLE((sWle] 4+ sPV X, Z) 4 4(sWo + sP)2n~ (s 4 s /%)
+ 320, (sWo + s 4240, (sWo + 52 ))2ﬁ04E(52 1X,Z)
+24C)n~ (s 1>g+5<2>) (s0%0 + 57))? + 24(s Vo + 50)CrU,

—=:24C (sWo + 52 >)2ﬁ3E(52 1X,Z) + T,.

Mit der Holder-Ungleichung fiir bedingte Erwartungswerte erhélt man zudem

B((0-i(2) — () (X0, Vil (X, Y3 50| + 522X, 2)
<(B((-i(e) — 6P, ) (0l + 501X, 2))
(B (e) — 1e)2h (X, V) Pled + 527X, 2))

<240, (sWo + s >)251E(52 1X,Z)+T,.
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Also gilt
L 3 #E((é (&) — ( S° Zh(X, ) k(X — X))
n2u-l¢z’ 92, (X3) o gl IR !

R 2
(oY, — 79 &(n—rijz,Z},e—{u}))) x.z)

<l Y ijbggX( X0 p((0i(e) - e, ) Dl + 522X, )

i,7,l versch.

X;)

1 2\ 2,
LD DR

n 4,51,j2,0 versch. g (X>

'E((ﬁ—i(si)— ( D)X, Jl)llh(XmYJz)l( swlal + 7)1 X, Z)

k(X — X)) k(X — X,)

) Zk2(Xi — X;)
<t 30 BRI (i (s 4 52 S pX.2)+ )
NP EC “"
1 7. 7.
—1 J J
+n ﬁ Z mkb(Xi_le)kb(Xi_ng)
4,51,j2 versch. < %n
(Ol 0P B X.2)+ 7,
Ll Ka(Xs) (X))
<n1- ( )(240 (1) <>20E52XZ Tn>
< 2 G ) T 72 () (PO + o0 G EGLX.Z) ¢
K
<1 (2) &
<n”!(- an+1><24ch( g + s 1/%4 ZE I1X,2) +T,).

Nach (B.a), (B.3), (B.f)(iii), Lemma 4.6, den Bemerkungen hinter Lemma 4.5 und
dem Beweis von Proposition 3.6 ist dies gleich 0,(n™!). Ebenso gilt

1 1 .
n2 Z@Z (Xz)E(<E<(€_Z Z Zih( X5, Y k(X5 — X)
4,l:d#3 2 9n j il
) 2
(i (Y5 7(1(;)@) 0, (Y — ffl‘;){i l},é_{i N ‘X Y_l,Z>> ’X, Z>
1 1 A
<22 (X,->E(E<<<f—z i 1o S 2 V)X - X))
3,l:dF#3 2 9n j oy
) a 2
1 1 .
:ﬁ . Qg (XZ)E(<(€_Z Z Z h 7 ] kb(Xz - X])
3,l:dF#7 2 9n ] il

0 a ~(a ~ 2 —
(0 (Y= D) — (Y - rz;[i,l},ef{i,zm) X.Z) = o,(n7").
Mit der mehrfach benutzten Ungleichung

10_3(2,) — E(0_i(8)|X, Y1, Z)| < n (s (Jer] + o) + 251?)



4.2. NACHWEIS DER EFFIZIENZ 157
schéitzt man zudem ab

1 1
n? e §2n<Xi)

2
<_ Z Zih(X;, Y;)ko(Xi — Xj)gn(yj - ffl?){ial}’é_{i’l})) ‘X7 Z>

B((0-i(&) - BU (&)X, Y 1, 2))’

Jig#il
1 Z:k2(X; — X;)
-1 J"b ? J (2) 2
S A, Ty D el )+ 240G
A(a)
.gi(y}_rnj{zl]ﬂs {]Zl})‘X’ Z)
1 AW
o= > SRR (X = X))k (X — X)) E (s (Jal] + 0) + 25))°

4,J1,j2,l versch. 92 (Xz)
ARG il Vi) [ (Vi = 7 i)
) }gn( J2 T fiLj)Q{i,l}7€_{j2aivl})|X7 Z

1 Z-k’Q(X< — X)
_ -1 J™b ? J 2 2
=g Z 2% E((sV(ja] + o) + 252X, Z) E(h*(X;,Y;)
1,5, versch. an
~(a)
) gi(Y} - rnj{z l}’ {Jll}) ‘X Z)
.1 YA
+n ﬁu AZ #kb(&—xﬁ)kb(}g—XjZ)E((s;1>(|al|+a)+2s£3>)2\x, Z)
4,J1,j2,0 versch. n
(|h( Jio 91)||h( J2o Jz ||£ —A;‘;)l{”},e {lel})‘
’ }En j2 T T?Sj)g{i,l}7€_{j27ivl} HX’Z :
Es gilt

E((sV (e + o) + 252X, Z) < 4(sPo + )2
Zudem folgt mit (L1) aus Lemma 4.2

X> < ﬁ—zch.

n]{z l}’ Jr 57

2
E(2(X, V) (Y — 7 e gan) X Z) <% LE(1(X;,Y))

(1) (2)

Mit der Abkiirzung §,, = s»’0 + sp, erhédlt man aufgrund von (B.a) und (B.5)

1 Z Zik} (X — X;)

b G E((sD (e + o) + 2522 X, Z) E(h3(X,, Y,
nt i,7,0 versch. ggn(XZ) (( (| ll ) | ) ( ( J ])
~(a) A
.02 (Y — Tnj{i 0 5—{ji7l}) |X, Z)
<dn —12600 K 1 9(X;) P c2 K

_ -1
7 Mba,n 2 () = g g, — 0
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Ergénzen liefert

E (WX, Vi)l Vi) || (Vs = 78 oy i) |

'|€ j _rflj)z{il}’e {jzil} HX7Z)

(|h( i Vi) [[(X 55, Y, W ( _fit;i{i,zpé—{jml})_€n<Yj1_727(16;‘)1i7é—{j1,i})‘
'|€ j _rflj)z{il}’e {jzil} HX Z
E(|h(X, i) lIh(X,, Vi)l (Y, ffu)ms Guir) = (Vi = P (10 €~ G1iia)) |
'|€n 2 ’ELJ)Q{ZI}’e {Jzzl} HX Z)

E(Jh(X;,, h>||h< i Vi) | la (Vi = 78 e i)

'|€n g2 T T ’ELJ)Q{ZI}’e {Jzzl} HX Z)

Mit den Abschétzungen aus dem Beweis von Satz 4.16 und (L1) aus Lemma 4.2
ergibt sich
<|h( Ji j1)||h( i2> Yo W ( _fT(L(;)l{i,l}’é*{jlzi:l})_€”<Y}1_,ﬁnjli’é*{jl’i})‘
n (Ve = 7350y € 1a0) [1X. 2)
E(|h(X0, Yi)llh (X, Yio )| [ (Y, — 7
'|€ ( j 51,3)2{@1}75 {32”})HX Z)
<ﬁo n”2E (X, Vi) lh(Xa, Vi)l (s (ler] + le]) + 2517)[ X, Z)

7(13)127 €—{j, Z}) by (Yh - fnjl{i,jzb é*{jl,idé})}

1/2

<G E((5D il + len]) + 25077, 2))

§4;n_1/20h( Do 4 522,

Mit den gleichen Argumenten schétzt man ab

E(|h(X 0, Vi) (X, Vi) || € (Vi = 78 € iniay) |
'V ( j _szj)g{il}’e {jzil})HX’Z)

<E(|h(X, Vi) (X, Vi l[n (Vs = 7 e i)
| (Y; —wal{u}ve Goiy) — (Vi = i 6 iaiy) [| X, Z)
E (X, Vi) Ih(Xg, Vi) || (Vi = 7 i)
'V ( j _T7(lj)2i’€ {2, i}) —n (YJz _fr(:;')g{i,jl}’é*{j%i’jl})HX’ Z)
E (X, Vi) AKX, Vi) || (Vi = 7 i)
'M ( j _Tr(zj)g{ijl}7€*{j2:ivjl})HX’ Z)

§4cﬁn_1/26' (sWo + 52>

+ B (X, Vi) AKX, Vi) || (Vi = 7 8 i)

’ }gn(}GQ - rfl(;)g{i,j1}’€_{j27i7j1})HX’ Z)
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Auferdem liefert die Hélder-Ungleichung

E (X, Vi) AKX, Vi) || (Vi = 7 i)
’ ‘En( J2 T Tij)g{ijl}’ef{jmi,jl})HX’ Z)

<(B(2(X,5)E (Y, — 7L )X, z))l/2

njo{i,j1}’ € {d2,i,51}

1/2
(E(fﬂ(Xp,Y;Q)é (Vi = 7 s i) | X z)) .
Man kann nun abschétzen

E(h2(Xj17 Yh)@z (}/32 - 725;;‘)2{1' J1} é—{jz ijl}) |X’ Z)
:E(h’Q(X]N }/]1)|X ) <€2 (Y}Q - TﬁLJ)Q{z ]1}7 6 {]2 1.71} ‘X7 Z)

~(a)
<ChE (62 (Y T njafign}? o {j2,i7j1}) X, Z)~

Mit den Abschiatzungen aus dem Beweis von Satz 4.16 ergibt sich

(52 (Yﬂz - 7“53)2{131}75 {j2, Ul}) }X Z)
SE(@"(YJé - 1(1j)2{i,j1}’€*{j272'7j1}) U(ej, ) |X Z +E[€2(512)]
a . 1/2
+ 2B (e)]) " (B((tn (Vi — fﬁjz{i,m,sf{ﬁ,i,m> =))’[X.2))
o . 1/2
< (Y24 (B (Vi = iy & i) — Uei)) "X, >> )

a 2
< (J1/2 * (E((E”(Yh - 717(1])2{1 ]1},8 {2, Ul}) g—jz 5]2 |X Z )

<))

+(B( [t b - s

g(Jl/Q+2n—1/2(s;1>a+553>)+%( (62,1, Z) " + 02 (10 4 s@) 4 ULY?)?
Is ~ 2
~(S(EEx2) "+ 1)
Somit folgt
E (X0, Vi), Vi)l (Vi = 7 ey |
|€ ( 2 T 7(12{11}75*{3‘2@31}>H )

<8 (g + 9

+Oh< (62, [X, Z))1/2+T> <ﬁ2( (62, X, Z))1/2+Tn>.

e
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Einsetzen liefert mit der Abkiirzung s, := sPVo + s

1 1 . o 2
n? il 9a, (Xi)E<(€_i(€i) —B(l_i(&)|X, Y, Z))
2
( Z Z;h( X5, Y;) k(X — Xj)gn(yj — ffl?{i,l}’é_{i’l}» )
YRE=N!
_ 1 7.7,
§47’L 132 n4 Z 2J ()él)kf (X X )kb(Xz _ X]2)

,71,j2,l versch.

(’h( Jio J1)Hh( J2o Jz Hﬁ( _fg;)l{il}’é*{jl,il}ﬂ

) ‘gn Jj2 £L])2{2 l}’ —{42.5,1} HX Z) _'_Op( l)
_1C0 _ 4 1 AN
<32n ' 2n V20,50 = D22 Lo (Xi — X k(X — X
= ﬁn hsnn3ij1 jgzversch gg"(X) ( ) b( j2)
1 Z. 7,
tanls— > %kb(Xi—le)kb(Xi—ij)

,J1,J2 versch.

Ch(@4< (%, 2)) " (G5, %.2))  + ST (B0, X, 2)

+ @ T.(B(62,1X, 7)) +T§) +op(n")
<32n! 1/260,;4 Zn: ggan(
+4n7'3 QCh(ﬁ“ 711 é ggngXl) ( Z Ziky(X; — X;) (B(0%,1X. Z))1/2>2
+ 2T, @l Z gg%{))g % Zsky(X; = X;)(B(6%,1X, 7))
+ 3% ; ;;2(())(())) +op(n7h).

Mit Hilfe der Holder-Ungleichung fiir Summen leitet man her

21 n 1 12 2
;iﬁ i=1 m<g .ijb(Xi - Xj)(E((STQLj|X’ Z))1/2>
A1 1
SO_;W( > A= X,) G ZE x.2)

2
9(X
<n1/5ﬁ4 n2/5ba nzgan l ZE |X Z _Op( )
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sowie

~ o 1 n 9(X;) 1 ) »
n ~ — Ziky(X: — X (E(02.1X, Z
B2n — ggn(Xi)n Z J b( j)( ( nj| ))
¢ Jig#i
1

ngn%%ggan(&( ZZk:bX X) (ZE IXz)/2

¢ K1/2 n 91/2 n /2
<2T " pl/10 32 n1/5p1/24L 1/2 4, Z ( ZE |X Z) ) = 0p(1).

Ferner gilt nach (B.f3)

1 Co ! -1 % A _ -1
32n n1/2ﬁ EZ S < 32n 725 Cr8, = op(n™7).

=1

Daher ergibt sich

Ly ;)E((é_i(éi) ~ B(lL(&)X, Y., 2))°

2 2 (X,
n Alli,gan(Xz
2
(X Zn(x, 7)) kb<xi—xj>ez<se—rg;{”},s o)) [X.2)
JigFil
2
—17.(1) (2)\2 0
<dn~(s,’o + s,7) C’h( 1/554n2/5ba ZE i1X,Z)
Co K1/2 1/2 2 -1
2 1/2( ZE X.Z)) "+ T2) +o,(n)
:Op(n_1)~

Des Weiteren erhélt man mit (L1) aus Lemma 4.2

1 1 1 . ) )
DI X; k(X = XOE(((-i(20) — (Vi = 74, €-ay)) h2 (X0, V)
Ky es gan( Z)n
K 1 Zlkb<Xz Xi) - i .

L A o e, o[, 2)

nba,, n? ”z:l# Gan (X3) 52 (sn’led + s37)°h° (X0, 1)
K 1 Z Zlk'b(X Xl) <

gan(Xz) nﬁz

<n”!

<n7!

(i) Bl h? (X1, )| X))

nba,, n?

2
+2t 52 53) (Q)E(ISthQ(Xz, )IX)+ 23

-1 9 (1)01/2 (2)01/2 2 _ -1
nba n2 gan nﬁQ * W)= op(n ).

S (s B (0 (X0, V) |X) )
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Daraus folgt unmittelbar

1 ]. 1 o ~ ~la) =~
7 2 Gy 2 = XB((B(() = (= i eun) (X0 YD

(V- i [X, Y, Z ) x.2)

4, K 1 Ziky(X; — X) A &) )
=n 1nbanﬁ % Ga, (X5) : E<E((€_i<5i) —En(Yz‘—Té;aE—{z‘,l})) h*(X,Y))
- X Y- 7)[x.2)
4, K 1 Ziky(X; — X)) X ) )
- lnbanﬁ hynet : ;an(Xi) l E((g_z<€z) _én(}/i_fr?(n'?ae—{l}l})) h2(Xl)§/l)
2 (Y= )X Z) = op(n 7).

Ferner ergibt sich mit (L1) aus Lemma 4.2

=Y T

il
' h (XZ7Y)52_1(Y2 — f((;l) X Z)
L K 21 Ziky(X; — X))
<n~! - 21\ A Al
=1 nban 62 n2 lz:l# Ga,, (X;)
E((E(Y (a)é _€A22
n\Xi = Tpps €, l}) (51)) h (Xl,YE) X,Z
o KB L s~ Zi(X— X)
nban /62 n2 i Ga,, (X,L>
. E((ﬁn (Y; - TA'T(;Q, é—{i,l}) _ 6(51))2’)(, Z)
a1 K G 1 Ziky(X; — X))
1 _“h%0
=N 1/2ba n1/2ﬁ2 n2 Z W

- Zlk:f(X,; - Xl)E((En (Vi = 79 &) — len)

B(h(X,)|X)

B((ta(vi = 70, & ) — =0)° X, Z).
il

Ahnlich wie im Beweis von Satz 4.16 rechnet man

E((E" (Vi =i\ e_qiny) — (=) 2‘X, Z)
SE((W(Yi — il e ) — 0-i(8) )| + 10_i( 61) — (e ‘X Z)
§2n71E(<5£Ll |5l| + SnZ) ‘X, Z) + 2E<(€71(éz) — i ‘X, Z)
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X, z>
35 ( / (0ot — Brss&1) — O (s &) F ()
X, Z)
X, z)

3(C—3E(52.\X Z) +n L (s0Dg 1 522 +U>
ﬁ4 ni )

Aus dem Beweis von Satz 4.16 liest man ab

B((0.1(&) — ()X, Z) = E(/(ﬁn(u—ém, ) — £w)f (w)du

IN

+3E ( / (o, &) — 0(u)?f (u)du
+3E ( / (U(u) — 0(u))* f(u)du

IN

Also erhalt man
B((a(Vi= 75,8 ) — 1))’ |X, 2)
<2B((ta(Yi = 7530, i) = lalEr,80))

2
<nY(sWa + s)2 16 &E 2 IX,Z)+nt 512)a+3 24U,
n n 64 ni n

X,Z) +2B( (68,8 ) = (=)

)

Hiermit folgt mit §,, = SS)O' + 353) und s, = 553 2 + sg) wiederum

7 T
il
h <X1,Y>é2 (i— ) |x.2)

K R
_n_l ChCO 1 Z Zlkli(Xl Xl)
71 2ba, m /2 o or (X0)

- Zlkf(Xi = X)E((a(Yi = 73] & i) — 0(e)’

B((a(Vi= 75,8 ) — 1))’ |X. 2)
zz;é'

B K Chc? g L
1 0 2: 1 2 21 7 -1 2 U
sn Ill/2ban n1/262 g(l z ( 6 ( { 34 (5nl| ’ ) " )>

K Che 2
-1 hto —132 142
<n —nl/Qban—nl/QQZ(z n+6n" s, +6U, + ——; 1/554 4/55 E(6 i\X,Z)).

Nach (B.a), (B.f) und den Beweisen von Proposition 3.6 und Lemma 3.3 ist dies
gleich 0,(n™1). Ebenso gilt

1
E((fn (Y — Afﬁ?a E_{i, l}))Q_Zlkg(X' - Xi) (E(h(Xz, Y)
(=X, Y, Z ) ‘X z)
<B((ea(¥i — 79, 6un)) 5 2R (X~ X)E (R (X, Y)
nlz

2,V = )X, Y, Z ‘X z)

=B (¥~ 79 ) 5 2R — XOR2 (X )22, (Y — #5))[ X, 2)
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Insgesamt folgt also C, 4 = 0,(n™!). Somit ist Lemma 4.4 anwendbar. Es liefert wie
gewiinscht

(4.211) = —Z s

i:l gan (é / O(u — w)du — (e ))

. Z Z h Jo J (Y n]z)kb(X X ) + Op(n71/2>
J J#i

= op(n_1/2).

Da % nach Proposition 4.7 beschriankt in Wahrscheinlichkeit ist, folgt die Behaup-
tung. 0

Nun steht uns das Handwerkszeug zur Verfiigung, um Theorem 4.10 zu beweisen:
Beweis von Theorem 4.10. Aus den Sétzen 4.14 und 4.15 folgt
S 4 5t = o, (n1?).
Fasst man also die Ergebnisse aus den Sétzen 4.11 bis 4.19 zusammen, so liefert dies
ol i Z:(B(X;) — E) (la@-) - 51-) + o, (n"12).
n < J

Mit der Entwicklung von H aus Satz 3.9 folgt die in Theorem 4.10 behaupte-
te Darstellung von H + T'. Nach Abschnitt 2 ist dieser Schétzer also effizient fiir
E[R(X,Y)]. m



Anhang A

Erganzungen zu Abschnitt 3.3

Zunéchst stelle ich einige Hilfsaussagen zusammen.

Lemma A.1. Mit den Notationen und Voraussetzungen aus Abschnitt 3 gilt

- Z > Xi) = r(X)g(X:))? = op(n~"2).

Beweis. Der zu betrachtende Term ist per Definitionem gleich

lz—g (1X>( ZZkaX X)—r(X)g(XZ-)>2.

Ergénzen liefert

n

%1 19%;1 5 (i;zjyjkb<xi—xj>—r(XJg(Xi))z
_%an (2 S0, (X~ X)) (A1)

()
.gan(Xz ( ZZT Ma(Xi = X;) = r(X;)g(X,)) (A2)
_Zgan ( ZZT (X, — X,) — r(X)g(X)) (A.3)

Im Beweis von Proposition 3.6 habe ich bereits gezeigt, dass gilt
(A.3) = 0,(n"1/?).
Da man mit Hilfe der Hélder-Ungleichung fiir Summen die Abschétzung
I(A2)] < 2(A.1)*(A.3)Y?

165
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erhilt, geniigt es zu zeigen, dass gilt (A.1) = o0,(n"/2).
Aufgrund des vorausgesetzten nichtparametrischen Regressionsmodells kann man

schreiben
1 - 1
(A1) = § 7 (X)( Ejze]kbx X))

Nach Lemma 3.3 reicht es nachzuweisen, dass nl/ 2F(|(A.1)]|X, Z) stochastisch gegen
Null konvergiert. Rechne also

n*?E(|(A.1)||X, Z)

:nl/Z% i 7 (1Xi> E((% Z Zie k(X — Xj))Q‘X, z)
s Z > 7

i= 13#1

Fnl — Z > Y oy HAPEAIX B = X)X - X0)

i= 1]];&zll7$zl7$j z

ZE &31X, L)ki (X; — X;)

gan

Wegen Unabhingigkeit wird daraus

n

a2t Z

Abschétzen und Ergénzen liefert mit (B.a) und Lemma 3.4

ZZka X;).

ga,n (XZ)

n

a2t Z

Ko? 1 1
<— =N — 2N Zh(X— X
—nl/zbann;gan()(i)ng J b( J)

ga,L(Xz) ZZ k(X — X;)

n

Kt 1 Z L (50— g(x) - LS L7k

n/2ba,, n 4 gan(Xi) n/2ba, n S g, (Xi) n
g
T Z
Ko? 1 K
7 (= sup [3(X:) — g(X; 1) = 0,(1).
_nmban(an s [3(X) — g(X0)] + 5o +1) = 0,(1)
Damit ist die Behauptung gezeigt. O]

Lemma A.2. Unter den Voraussetzungen aus Abschnitt 3.1 gilt
|E(m(X1)(r(X2) — r(X1))ks(X1 — X2)[X2)| < |9(X2)[e1d + b
mat positiven Konstanten ¢y und cs.

Beweis. Schreibe den bedingten Erwartungswert als Integral und substituiere. Ent-
wickle dann die entstehenden Ausdriicke geméf Taylor und wende die Lipschitz-
Stetigkeit von ¢ (aus Lemma 3.1), r (aus (B.r)(i)) und " (vgl. Bemerkung) an. Man
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erhalt
|E(m(X1)(r(Xa) — r(X1))kp (X1 — Xo)[Xo)|

= | [+ b)) e+ b))

IN

/ 19(Xa + 1) — g(Xo)|Ir(X: + bu) — r(Xa) [ k(u)du

+]g(X2)|

[00) = (X + bl
b2LgLr/u2k(u)du+ \g(X2)|‘r’(X2)b/uk(u)du‘
—_—

=0

Hg(Xg)]b' / /0 () — (X + thu)dtuk(u)du

IN

L/
< b2LgLT/u2k(u)du+|g(X2)|b27r/u2k:(u)du.

Mit ¢; == %T J w?k(u)du und ¢y := L,L, [ u?k(u)du folgt die Behauptung. O

Lemma A.3. Unter den Voraussetzungen aus Abschnitt 3.1 gilt
X2>

Beweis. Die Vorgehensweise in diesem Beweis dhnelt derjenigen aus dem Beweis zu
Lemma A.2.
X, )

‘E< sy (r(X1) = r(X2))kp (X1 — Xo)

’E(M(T<X1) — 7(X2))kp (X1 — X) <Cb

Yan (X1>

mit einer positiven Konstante C'.

gan(X1>
g(Xo + bu)
N ‘ Ga, ( )?2 + bu) (r(Xa + bu) — r(Xz))k(u)du
Xy + bu)
mh (X2 + bu) — r(Xo)[k(u)du < b- L, /|u|k;
Mit C := L, f |u|k(u)du folgt die Behauptung. -

Lemma A.4. Unter den Voraussetzungen aus Abschnitt 3.1 gilt
[ B((r(X2) — r(X1))*ke(X1 — Xp)|X1)| < &7
mit einer positiven Konstante c.

Beweis. Schreibe den bedingten Erwartungswert wie in Lemma A.2 als Integral
und mache eine Taylor-Entwicklung. Benutze die Lipschitz-Stetigkeit von r und
Ip(z)| < C,. Das liefert

[E((r(X2) — r(X1))*ke(X1 — X2)|X1)|
= '/(r(Xl +bu) — r(X1))*p( X1 + bu)k(u)du

< /(T(Xl + bu) — r(X1))?|p(X1 4 bu)|k(u)du < L$b2C’p/u2k‘(u)du.

Mit ¢ := L2C,, [ u?k(u)du folgt die Behauptung. O



168 ANHANG A. ERGANZUNGEN ZU ABSCHNITT 3.3

Lemma A.5. Unter den Voraussetzungen aus Abschnitt 3.1 gilt
‘E( y (X, r(X4) + &)

a'n (X]-)
<e1b|hy (X3, r(X3) + 2)| + &b

(r(X3) — r(X1))kp (X1 — X3)’X3,€2>’

mit positiven Konstanten ¢; und c,.

Bewers. Schreibe wie schon so haufig den bedingten Erwartungswert als Integral
und nutze die Voraussetzungen (B.r), (B.h) und (B.7). Das ergibt

‘E( y(X1,7(Xy) +e2)
Ja, (X1)
X3 +bu

‘ gan X3 + b

(r(Xs) = P(X0)hy(X1 = X3)| X 22|

hy (X3 4+ bu, r(Xs + bu) +2)(r(Xs) — r(Xs + bu))k(u)du

<[y (X3, 7(Xs) + &) / X3+bu) g&ib;)tl)’ (Xa) = 7(Xs + bu) k() du

1 |g( X5 + bu)|
+ / 7T<X3 T bu) gan(Xg n bu) |hy(X3 + bU, T(Xg + bu) + 62) hy(Xg, T’(Xg) + 82)|
r(X3) — r(X3 + bu) |k(u)du

1
Iy (X, r(Xa) + 22) - Lob [ Julb(u)du
1
+ aLhyLrb/ 1(X + bu, (X3 + bu) +e2) " — (Xa,7(X3) + 2) || [ul k(u)du

:rhy<X3,r<X3>+ez>\bﬁ / ful ()

7T

L b / VP T (X5 bu) — (Xa))? |ule(u)du
L
<|hy (X3, 7(X3) +52)|b—/|u|k(u)du + Ly, b1+ L%/qu: w)du
Cr Cr

Mit & := L= [Julk(u)du und & := £ L, /1 + L2 [ w?k(u)du folgt die Behauptung.
O]

Proposition A.6. Mit den Notationen aus Proposition 3.8 gilt unter den Voraus-
setzungen aus Abschnitt 3.1

5
Z A = o, (n71/?).

v=2

Beweis. Der Beweis benutzt Methoden, die bereits in [Sch07] bzw. [WR02| ent-
wickelt wurden.

Schreibe A als

n 1 ¢ Frig(X) — r(X;)9(X;)
AP = NT 2y (X, r(XG)  gj) DI (X )
5 nZiJZ:l J y( ) J) gn<Xj)gan(X]) n( j
1 H(X))9(X;)
i Zh Xz X’L . J J AQ X
+n2i; J y( 7T( )+5])ggn(XJ)§an(Xj) Cbn( ])

— A A
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Man schatzt ab

n'?|A0)| < Zilhy (X, r(X3) + € bt 780 (X
s Z / ) e 00, () g, () )
nl/2
< - <1S<1:£n|Aa" . > Z|h (Xi, m(X3) + ;)| (X;)]-

i,j=1
Mit der Holder-Ungleichung fiir Summen erhélt man die Abschéatzung
1/2 /1 & 1/2
Z Iy (Xo, m(Xi)+e))|Ir (X ( Z P, r(Xi)+e5) (5 >ori)
i,7=1 j=1

Wegen (B.r) liefert das schwache Gesetz der grofen Zahlen
_Z (X)) + 0p(1) = Op(1).
Ferner zeigt man, dass wegen (B.h)(ii) aukerdem gilt

Z R2(X,,r(Xi)+e;) = E[R2(X, r(X)+e)]+0,(1) = E[R2(X,Y)]+0,(1) = O,(1).

i,7=1

Nach Lemma 3.4 gilt
/A

sup A, (Xi)| = op(1).

An 1<i<n

Insgesamt folgt also Aé"Q) = 0,(n"1/?2).

Fiir Aénl) schétze man mit Hilfe der Holder-Ungleichung fiir Summen ab

1/2 21 <&

1/21 4(n) n = , . )

nAG < T (e 18 (X0 T 30 (1) + <)
1,j=
P g(X5) — T(Xj)g(Xj)|>

nl/2 1/2
< (su A, (X5) ) < he (X, r(X) +¢ >
o a2 1<z£)n| n ijl J)

n

(5 X iy i) - r(Xj>g<Xj>>2)”2.

Nach Lemma A.1 gilt

n

(530 Gy o 5) = 1)) = o741,

Zudem habe ich schon fiir AénZ) die Aussage

—ZhQ X5, 7(X)) 4 ¢5) = 0,y(1)

i,7=1



170 ANHANG A. ERGANZUNGEN ZU ABSCHNITT 3.3

gezeigt. Zusammen mit Lemma 3.4 liefert dies Aé"l) = 0,(n"%/2).

Betrachte als nachstes den Term Afln). Er lasst sich auf die gleiche Weise abschétzen:

" 1/4 1 n
nPAP] < P s |8, (Xl Uzl(m (X, m(X5) + )
Pn9(X5) — T(Xj)g(Xj)\>
gan(X')
nl/4 1/2
< sup |A,, (X; < h2 (X, r(X;) + ¢ )
= 1<Z£n| A ”21 i)

~<n1/2l i (7 9(X;) — T(Xj)g(Xj))2>1/2_
ni 92 (X;)

Mit den soeben schon benutzten Aussagen folgt auch hier Ain) = 0,(n"1/%).

Den Term Ag") forme man zunéachst um:

m _ 1 . . An(X;)  9(Xj)Aq, (X))

s UZth Kor+ e (g2 = ) )
B 9(X;) 94, (X;) — 9(X)Ga,, (X;)
) Z;Zh S 2 .(X)) |

Wie in [Sch07] bzw. [WR02| teile man auf

L= Lig(x;)<an,g(x;))<any T 1{o(X)) <and(X)>an} F Hg(X)>an,3(X)) <an} T LHg(X))>an.9(X;)>an} -

Auf der Menge {g(X;) > an,§ > an} gilt ga,(X;) = g(X;) und go,(X;) = §(X;),
also auch

9(X)90,(Xj) = 9(X)90, (X)) _ 9(X5)9(X;) — 9(X5)9(X5) _
9an (X;) 9°(X;) '

Schreibe die Menge {g(X;) < a,, §(X;) < a,} als

{9(X;) < an, —an < 9(X;) < an} U{g(X;) < an, §(X;) < —an}.
Nach Definition hat man

19(X5) 90, (X5) = 9(X;)Gan (Xj)] A
9an (X5) {9(Xj)<an,—an<g(X;)<an}

1

Za—IQ(Xj)—g( I g(x)) <an,—an<i(X;)<an} < 2 1{g(X;)<an,—an<i(X;)<an}-

n
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Aufgrund der Markov-Ungleichung erhélt man

9(X5) 90, (X;) — 9(X;)§a, (X;)
gan<;X3)

( 12| & Zzh (Xi, m(X;) +¢5)r(X;)
-~ )

(1/2 37 Iy (X075 + )17 L, i <001 > )

z]l

: ]-{g(X')<an —an<g(X;)<an}

nt/2_ ZEVL (X, m(X3) + )17 (X5) [ Lg(x,)<an—an<a(X;)<an)]

7,7=1
2 1
§5n1/2ﬁ< Z E[hy (X3, 7(X;) +&5)[|r(X )’1{9 <an}]
i,5:i#£]

+ZE|h 5 Yl () o))

2/n 1
< (TnmEuhy(Xl, r(X1) + )] () [Ligxa <o)

VR BR(X YD AER (X)) ).

Der zweite Term konvergiert wegen (B.r)(ii) und (B.h)(ii) gegen Null. Da ¢ und X
unabhingig sind, gilt

n!2B{lhy (X1, r(X1)+e2)llr (X)) <an] = Ellhy (X, V)02 Ellr(X) 1500 <a,))-

Aufgrund von (B.h)(ii) und (B.agr) konvergiert dies aber gegen Null.
Auf der Menge {g(X;) < an,g(X;) < —a,} gilt geméfs [Sch07] bzw. [WR02| die
Abschétzung

( 12| 4

“Lg(X))<an,g(X;)<—an}

X;)9a,(X5) = 9(X;)Ga, (X;)
g2 (X;)

ZZh (X, 7(X5) +&)r (X)g(

4,7=1
> o)

1 n
<P (2537 Z4lhy (X, 1(X0) + &) lIn(X

3,j=1

)| |g( )gan (X ) - g(Xj)gan(Xj”
9a.(X;)

’ 1{9(X')<an g(X‘)<_an} > Q)
<P({3J 1 Lig(x,)<ami(x)<—an} = 1}) < P37 : [9(X;) — 9(X;)| > an})

P(sup 19(X;) — g( il >an) —0.

1<j<n
Auch die Menge {g(X;) > a,, §(X;) < a,} schreibe man als

{9(X;) 2 2a,, 9(X;) < an} U{a, < g(X;) < 2an, §(X;) < an}.
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Schéatze ab

ggn(X]) n<g(Xj; n,g(Aj n

1a(X,) — |
g(XJ) {anﬁg(Xj)<2an,g(Xj)<an}

(X)) Han<g(x))<2an.30x)<any < “1an<g(X))<2an,9(X;)<an}-
J

Also folgt mit (B.h)(ii), (B.r)(ii) und (B.agr) wie oben

( 12| 4

: 1{an<g(X-)<2an §(Xj)<an}

9(X;)9a, (X;5) — 9(X;)Ga, (X;)
g2 (X;)

ZZh (X5, 7(X3) + &;)r(X;)

>g>

1/2n ZElh (Xi, 7(Xi) + ) (X)) [Nan<g(x))<2an.3(x;) <an}]

2,7=1

1

Q

1 1

<o os (30 Bl (X r(X0) + )l () gt 2]
1,J0F]

+ZE|h 3 Yi)llr( j)|1{g(xj)<2an}]>

1/n 1
SE(T"”ZE[|hy<X1,r<X1>+e2>ur< 2oy <200)

+ (B[R, ABRA(X)) ) - 0,

Analog zu oben erhélt man zudem

( 12| 1 ”ZIZh (X;r(X )+gj)r(Xj)é(Xj)gan(ng;n(—qu()Xj)ﬁan(Xj)

>g>

<P({35 : Tgx))>2am,8(x)<any = 1}) < P({37 1 [9(X;) — 9(X;)| > an})
=P(sup [9(X;) — g(X;)| > an) —= 0.
1<j<n

“L{g(X;)>2am.9(X;)<an}

Teile die Menge {g(X;) < an,§(X;) > a,} schlieflich auf in
{9(X;) < an,an < 9(X;) < 2a,} U{g(X;) < an, g > 2an}.
Es gilt

19(X;)Ga, (X;) — 9(X;)8a, (X;)] X A
g2 (X;) {9(X;)<an,an<g(X;)<2an}

_9(X)) lan — g(X;)] 1
ay, a,

{9(X;) <an,an<d(X;)<2an} < 4 L{g(X,)<an,an<d(X;)<2an}-
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Wie oben folgt

P2 3 2, (3,75 + 20y 220X — 00615, ()

ij=1 gan (X])

o)

nt/2— ZEVL (X, 7(X3) + )1 (X) 1 g(x) <anan<a(x;)<200}]

“Lg(x))<an,an<a(X;)<2an}

2,j=1
4 1
§5n1/2ﬁ< Z Eth(szT(XZ) + 8])||T( )|1{9 <an}]
V]

+2Em 5 YlIr (X)L g,)<a])

4r/n 1
sE(Tnl/2E[|hy<X1,r<X1> + &) lIr (X)L g <00

VR BR(X Y ) AER(X)) ) -0,

Ebenso analog zu oben ergibt sich

P(n1/2 % i Zjhy(Xz,T(Xl) +5j)r(X~)g(Xj)g“"<Xj) _ g(Xj)gan(Xj)

j 2. (X))

>g)

<P({3j : Tgx))<angx;)22any = 1}) < P({37 1 [9(X;) — 9(X;)| > an})
=P(sup [9(X;) — g(X;)| > a,) —= 0.
1<j<n

“Lg(X))<ang(X;)>2an}

Insgesamt folgt also A" = o,(n"1/2).

Die Untersuchung des verbleibenden Terms Ag’” ist die vielleicht umfangreichste.
Zur Erinnerung:

RO 1 Zi(r(X)) —r
AP = LS 2 () 4 ) L 30 AU

b X0

=1 14 Gan

Betrachte zunéchst den Anteil mit i = j:

nl/2

S 2 (5 ) 2 A )

k(X — Xl)’
]l 1 gan(XJ)

nmba n22|h 5 Y)lr () = (X))
7,l=1

n1/2ba ( Zh2 Js J) (% i(r(Xl)_r<Xj))2)l/2-
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Wie schon mehrfach verwendet gilt = 3" | h2(X},Y;) = O,(1). Aukerdem ist

Jj=1"y

n

—Z (X) (X)) = 23 (X) — 5 3 r()r(x)

=1 j=1 jl=1
2 = 1 < 2
j=1 j=1
Nach (B.r) ist dies jedoch beschriankt in Wahrscheinlichkeit. Mit (B.a)(i) folgt
Z r(X;) —r(X; _
L Z Z h J’ ] l( ( l) ( ]))kb(Xj _Xl) _ Op(TL 1/2)'

Fir ¢ = [ schatzt man ab

nl/2 i - . (X)) e Zi(r(X;) — r(Xj)) 4
3 ”Z_l Zihy(Xi,r(Xi) +¢5) g0 (X5) ky(X; — X;)
< Ifba = S Jhy (X 1(X0) 4 &)l Ir(X0) — r(X,)

z]l

<n1/[2i’a <”2 Z hy (X, () +€j)>l/2(% E(T(Xi) —T(Xj))2> "

Wir haben bereits erkannt, dass gilt -5 " (r(X;) — r(X;))?* = Oy(1). Aus einem

i,7=1

fritheren Beweis wissen wir zudem, dass 5 > =1 ha(Xi,7(X;) + €;) beschrénkt in

Wahrscheinlichkeit ist. Mit (B.a)(i) folgt also auch hier

Zi(r(Xi) —r(X)))
gan(Xj)

1 o -
3 > Zihy(Xiyr(X) + ;) ko (Xi = X;) = 0p(n~172).

ij=1

Es bleibt demnach nur derjenige Anteil flén) von Aén) mit drei verschiedenen Sum-
mationsindices zu betrachten. Nach der Markov-Ungleichung gentigt zu zeigen, dass
gilt n - E[(AY")2] = 0(1). Schreibe dazu

nB[(A3")
:%ijl%;mh E[Zjhi(Xi,T(Xi) + sj)Zl(r(Xéi &:sz))ng(Xj - X)|
+$ZE[ 5y (X, 7 (X, )+sjl)le(ritg);lr(){ﬂ))kb(xﬁ X,,)
Ty (X, 7 (Xi2)+gj2)212( (;(bg);j ZG(X” (X, X))

wobei in der zweiten Summe iiber alle (i1, 71,01) und (i, jo,lo) mit (i1, 71,01) #
(i, J2,12), i1, j1,01 verschieden und iy, jo,ls verschieden summiert wird. Die erste
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Summe schétze man wie folgt ab:

% > E[Zjhz(Xi, r(X;) + ffj)Zl(rO;éi (;(:)(Xj)) ky (X — Xl)} ‘

1,7,l verschieden

K (n—1)n-2)

E[h (X1, r(X1) + e2)(r(X3) — r(X2))?]

“nb%a? n?
< B Y B (X)) — (X))

Der zuletzt erhaltene Term konvergiert aufgrund von (B.h)(ii), (B.r)(ii) und (B.a)(i)
gegen Null.

Unterscheide fiir die Summe {iber die gemischten Terme verschiedene Félle:

6 verschiedene Indices:

Der entsprechende Anteil der gemischten Summe lésst sich wegen Unabhéngigkeit
schreiben als

(n=1)(n—=2)(n—=3)(n—-4)(n—

5 (E [Zghy(xl, r(X1) + £2)

Z3(r(X3) — r(Xs)) 2
' Ga, (X2) (X2 = X?’)D
_(n=1)n=2)®—3)(n—4)(n -5 (w2 Bl (X, V)
7(Xa) )
B[ B (X)) — (X)X = X0)1X)] )

Mit Hilfe von Lemma A.2 schatzt man nun ab

w2 B[ TRk B ) () - ()t - X010
<[ T e (X ><r<X1>—r<X2>>kb<X2—Xl>|X2>|]
e 8] e < e,

Wegen (B.a)(ii) konvergiert dies gegen Null.

5 verschiedene Indices:

Wegen (i1, j1,01) # (i2,72,12), i1, 71,11 verschieden sowie iy, Ja,ly verschieden sind
folgende Félle zu betrachten:

le = ?;22
Mit Hilfe der Unabhéngigkeit und Lemma A.2 wird aus dem Betrag des entspre-
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chenden Anteils der gemischten Summe

(0= D =2 =30 =4 oy, r(X0) + 0y (X, 1K) + 2]

r(Xs3) — r(Xs) r(X5) — r(Xy)
gan(X4)

(
: ’E[ZQZg A
<E[|hy(X1,7(X1) + €2)||hy (X1, 7(X1) + £4)|]
. (X5) B _ 2
(2] B (m(Xs) (r(Xs) = (X)X — X3)| X2) | )

Yan, (Xz)
<E[R(X,Y)] <b2c1E[£f‘()§2H an@) < E[R3(X,Y)] (b%l + £c2>2.

ko (Xo — X3)Z4Zs

B(Xa — X5)|

Dies konvergiert jedoch wegen (B.a)(ii) gegen Null.

J1 = Ja2

Benutze fiir den Betrag des entsprechenden Teils der gemischten Summe erneut
Lemma A.2. Dies liefert

= D0 =D =30 =D i, (00, (0) + 22y (X 7(X0) + )]
r(Xs) —r(Xs)
e

an

Z5(r(Xs) = (X)) iy Xa — Xs)hy( Xz — Xo)]

<E[|hy(X1,r(X1) + €2)||hy (X4, r(Xy) + €2)|]

E [gfff§?3> (B(m(X5)(r(X5) = r(Xa) (X — X5)|Xz))?]

<E[R(X,Y)] (bQClEHJi%ZH + 2—ic2>2 0.

ll - l22
Die Vorgehensweise dhnelt den anderen Fillen. Es wird jedoch Lemma A.3 verwen-
det. Man erhélt fiir den Betrag des entsprechenden Teils der gemischten Summe

(n—1)(n—2)(n—3)(n—4)
m(X1)
(X1)
(r(X2) = r(Xs) (X — X))

(E[hy(X,Y)])*

B[
m(X3)
G (X5)

(=1 ;(4 3)(n 4>(E[h X2

Jelrone(
)

m(X
(gan (X3)

(r(Xa) — 7(X1))kp (X1 — Xo)

X2 —7" Xl))l{?b(Xl X2 ‘XQ)

(r(Xa) — r(Xs))ke (X5 — Xs) }X2>H

m(X1)

S(Blhy (X)) B [r(Xa) B (2o (r(Xa) = (X)X = Xa) )

<ER)(X,Y)]- C* — 0.
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J1 = ls bzw. jo = l;:
Wieder betrachtet man den Betrag des entsprechenden Teils der gemischten Summe.
In diesem Fall werden nun Lemma A.2 und Lemma A.3 benétigt. Damit ergibt sich

(=D =2 =B =) o

B[ T m ) () = (Xl — X
() = (X)X - o)
= D=0
B[22 (Q)Eww?)(r(xz) (X)X~ X)|X)
E(gafgg) (r(Xs) — r(X)h(X: — X)X |
<ERXY)] - B[ TN B OG) (1(X) - (X)X — Xa)|Xo)
: ]E(gjf£2> (r(Xs) = r(X0) k(X1 = Xa)| %3 )|

b2
<E[R(X,Y)]- (b%l + a—c2) .Cb — 0.

le = j2 bzw. jl = i22
Den Betrag des entsprechenden Anteils der gemischten Summe formt man mit Hilfe
von Lemma A.2 wie folgt um

(n—1)(n—2)(n—3)(n—4) |E[hy(X,Y)]]

(X5)

. ‘ E [gan ey ) (r(Xs) = () (X — X;)|

- ‘E [hy<X1, r(X1) + 52)%W<X4)(r(x4> (X)) (X — X@} ‘
<E{l (X, V)] B[S B () ((Xa) = (X hl(Xa — X))

m(X1)

By (X1, 7(X0)  22) | =SB ((X) = (X)X — X) X0
<E[|h,(X,Y)]] - (bﬁ?[%} o+ S—nc2>

(B[t + el 2F e+ 2 By (X (X0 + )

p? p?
By (X, V)] - (¥er + —ea) - Bllhy (X0, 7(X2) + e2)]] (Fer + —c2) = 0.

le = lg bzw. ll = ’iQZ
Mit Lemma A.2 und Lemma A.3 erhdlt man fiir den Betrag des entsprechenden
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Anteils der gemischten Summe

(== D=3 =4) py oy gy

|&] w(g?z) R(X)(r(Xa) = (X2 (X — X)]|
[ r0) a0 SR 060 = (XX - 1)
Bl 06 Y- B[ T B X060 = (X)X — X))
[|h (X1, 7(X)) + &9 |‘E< é”:z)(r(xg o (X3)hy(Xs —Xl)‘X1>H
Ellh, (X, V)] (52%@ + S—HCQ) - CHE[|hy(X1,7(X1) + )] — 0.

Die noch verbleibenden Félle mit vier bzw. drei verschiedenen Indices werde ich
nicht so ausfithrlich untersuchen. Benutze auch hier Lemma A.2 und Lemma A.3.
Zuséatzlich zu den Féllen mit finf bzw. sechs verschiedenen Indices ist fiir einen Teil
der Summanden auch eine Abschitzung wie bei der Summe iiber die quadratischen
Terme moglich. [

Lemma A.7. Unter den Voraussetzungen aus Abschnitt 3.1 gilt

k(X — X))
—ZZ@( Z Z Zihy (X, m(X;) + )—bgan(X)l

1=1 j=1,j#l
ky(z — X
/// )+ ) %p(w)p(z)f(u)dmdzdu) = 0,(n"1/?).
Bewers. Offensichtlich lasst sich das auftretende Dreifachintegral als bedingter Fr-

wartungswert E(Z;h,(X;, r(X;) +5])kZ(X(XXl | X;) mit 4, j und [ verschieden auffas-

sen. Schreibe also

1 & 1 — ky(X; — X))
EZZI81<EZ Z Zjhy<Xi7r(Xi)+€j)m

i=1 j=1,j#
/ [ wtemterto) + 0w udodzan

:—ZZZQ—Z;#Zh Xl,}ﬁ)% (A.4)
Z Zz&‘z— ] 12]# Zihy (X0, (X)) + )% (A.5)

ko(X; — X))

+ E lzl Zlglﬁ i7§j7 <Zjhy(Xi, T(Xz) + €j)—bgan (XJ) !

JALA

- E(zjhy(xi,r(xa t aﬂkb(gif(—;@mjxl)) (A.6)
1 Z Zig 22 (Z hy (Xi,r(X:) + gj)k”;fj(—;m)m‘xl). (A7)
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Fiir (A.4) erhalt man
K
(A < 5 3 fallhy (%, V)

1 2ba. n2
n Ap N
n IRRE2

K 1, 1
< —= = hy(X;,Y;)].
< nmbann;wn;l J(X:,Y))]

Wegen (B.h)(ii) und E[e?] = o gilt nach dem schwachen Gesetz der grofen Zahlen

1 n
— h, (X, )| = d =
n;| (X1, Y1) un Z|5l|

Mit (B.a)(i) folgt also (A.4) = o,(n"1/2).
Auch der letzte Term (A.7) lasst sich mit Hilfe der Jensen-Ungleichung fiir bedingte
Erwartungswerte einfach abschétzen durch

3n —2
n12|(A.7)] - 1/% Z|gl|E |y (X, 7(X3) + 5)]1X0)
n—-2 K
= o Bl (XY) Z|a,y

Wegen (B.h)(ii), F[e?] = 0% und (B.a)(i) konvergiert dies stochastisch gegen Null.
Fiir (A.5) rechnet man

K
WA < s HQZ Z el [y (X1, (X)) + &)

= lj 1,5#1
K
< ni/2ba,, n2 Z’ngh (Xi, m(X0) +5)
l,j=1
K /1 N2/, 1/2
< i, (o o) (G X AKX +2)
=1 l,j=1
Es gilt 15" 7 = O,(1). Ferner ist nach dem friiher Gesagten

2 Yol P (Xi,r(X)) +¢;) ebenfalls beschrénkt in Wahrscheinlichkeit. Mit (B.a)(i)
folgt also (A.5) = o,(n~1/2).

Zeige nun, dass n - E[(A.6)?] gegen Null konvergiert. Dann folgt mittels der Markov-
Ungleichung (A.6) = o,(n"1/2).

Setze zunéchst abkiirzend

k(X — X, ky(X; — X))
Fi,j,l = Zjhy(Xi, T(X1> +€j>M - E<Z]hy(Xl7 T<XZ> _'_gj) b( l )Xl>
gan (X]) gan
Damit erhalt man
n - E[(A.6)°]
1 2
:E[lef(ﬁ Yo 1) } (A.8)
1,317,
J#Li#L
1 1
+(n—1)- E[Z&ﬁ Z Fil,j1,122€2¥ Z FiQ,jz,Z]- (A.9)
i1,51:51701, i2,j2:j2F12,

N#Li1#l J2#2,i2#2
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Da in (A.8) £2 unabhiingig von allen anderen auftretenden Zufallsvariablen ist, kann

man schreiben

1 2 1 2
Bz X ra) | <E((G X )]

1,J:177, 1,j>2:5#1
J#1,i#1
1 1
__ 2 2 2 2 :
=0 ﬁ Z E[Fl] 1] ﬁ E[Fil’jl’lri%j%l].
1,j>2:570 11,J1,92,J2>2:(i1,53) # (i2,52)

Aus dem Anteil mit vier verschiedenen Indices ergibt sich wegen bedingter Unab-
hangigkeit

n—1)n-—-2)(n—3
2( )( n3 )( )E[F27371F475’1]

) (n — 1)("7; D3] BT X0) BT X0)] = 0.

o

=0

In den anderen Termen kann man abschitzen

1
E\E[Fn,jhl iy o ]|

Snga2 (Ellhy (X, r(Xiy) + )1y (X, 7(Xiy, 7(Xs,) + €5,)[] + 3E[R(X,Y)])
< B, Y — o

=242
nb*a?

Fiir (A.9) erhdlt man durch Ergénzen

n—1
nk [Z1€1< Z I J1s 1> 2252< Z L, 2925 2>}

n
i1,51:J1711, i2,j2:j2#i2,
j1>141>1 J2>2,i0#2
n
n—1 1
i1,J1:1 741, i2=3
.71751)7’1>1

Da ¢ im ersten Term unabhéngig von allen anderen auftretenden Zufallsvariablen
ist und Ee = 0 gilt, wird daraus

n—1 1
n 7’LE€1 ° E |:Zl (ﬁ Z Filvjhl) Z2€2< Z Fl2 ]2 2>i|

11,5131 701, i2,J2:j2 712,
Ji>141>1 J2>2,i9#2
n
n—1 1 1
+ - nk [Z&(ﬁ E Fil,jm) A (ﬁ E Fi2,172>:|
i1,J1:J1701, i2=3
J1>101>1
n
n— 1 1
= [Z1€1< E L'y, J1, 1) « ZaEo <_ E Fiz,L?)]'
n n«
11,J1:J1 71, i2=3
J1>1,01>1

Ein  Aufteilen der Summe 35 ;i gzt 80 D05 5 gisas>1 und
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D iy v ii—Li>1 = 2iy >, liefert wegen der vorausgesetzten Unabhéngigkeiten

n—l 1 —
Za(ys Y Tona) 2 o Tne))
o [151 Z 1,11 2&2 nZZ::S 2,1,2

i1,J1:51 701,
]1>2 11>1
n — 1 1 —
+ [Z151( Z le 2 1) DA <— Z Fig,l,Z)]
n i1=3 n 12=3
-1
Eeo B [Z1€1< Z Ly, J1s 1) ( Z FZQ 1 2)]
i1,51:J1 71, 12=3
J1>2,41>1
n J—
+ " [Z1€1< ZF“m) 'Z252< Zlez)]
-1 1E 7 ZF 7 r
J— 8 .
n [ 1 1( 1121> 252( Z 1212”
11=3 12=3

Schétze dies nun betraglich nach oben ab durch

n

n—1 K? 1
T R 2 > E[(leallhy (X, (X)) + 2) + E(|hy (X, 7(X5,) + €2) X))
n =3

< (leallhy (X, (Xiy) + €1)| 4+ E(|hy (X5, 7(X3) 4 €1)| X2)) ]
n— 1 K2 1
n  nb%a? n2

n

> (Ellealleallhy (X, (X)) + €2)| 7y (Xiy, 7(X5,) + 1))

+ 2B (|en||hy (Xiy, 7(Xi,) + £2)lea] Ellhy (X5, Y3)|I] + Ellea[e2l) (B[l 2y (X3, Y3)[])?)
<(n —1)(n—2)* K?
- n3 nb%a?

+2B[|hy (X3, Y3) | Eller)(0%) /(B[R (X5, Ya))'2 + (Ellel])* (B[l hy (X3, Y3)]])?)

(Blethy(Xs,r(Xs) + e2)]) V2 (Bleahy(Xs, 7(X5) + 1)) /2

<
~nb%a2
Nach (B.h)(ii) ist der vorkommende Erwartungswert endlich, dieser Term konver-
giert also aufgrund von (B.a)(i) gegen Null. Insgesamt folgt daraus (A.6) = o, (n~/?),
also auch

402 E[R2(X,Y)).

ky(X; — X))
_ZZlel< Z Z Zihy(X;,r(X;) + )—gan(X)

i=1 j=1,j#l

/ / / ) +u) MT_(Z))Q)p(x)p(Z)f (U)dmdzdu)

+ (A.6) + (A7) = 0,(n/?).
U

Proposition A.8. Mit den Notationen aus Proposition 3.8 gilt unter den Voraus-
setzungen aus Abschnitt 3.1

5
Z B = o,(n"1?).
v=2
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Beweis. Schreibe B als

ﬁ
~—~
>
SN—
N}

—
>
N—

)fi‘?f](m -

e, (Xi)Ja
T(Xi)g<
92 (Xi)Ga, (Xi) "

n 1 <
B = ﬁzzjhy(Xm(Xi)Jrgj

1,j=1

1 n
t D Zihy(Xi, r(X) + ¢5)
ij=1

= B{" + B{Y.

Man schétzt ab

X;)| 9(X5)
n'?BM| < n1/2 Zilhy (X, m(X;) + € I . AL (X
1BYY) 3z D) R X0 g (X oK)

2,j=1
nl/?

= (1s<u£) |A,, (X ) Z|h (Xo, r(Xi) + )| Ir (X))

Mit der Holder Ungleichung fiir Summen erhélt man die Abschétzung

Z |hy (X5, m(X;)4e5)||r(X < Z he (X, r(X —1—5]))1/2 <%ir2(Xi)>1/2.

i,7=1 =1

Wie in Proposition A.6 folgt dann

n

<n2 Z h2 (X, m(X5) + E])) " <% ZTQ(XZ')>1/2 = 0,(1).

1,7=1 =1

Mit Lemma 3.4 ergibt sich also Bég) = 0,(n=%/2).
Die gleichen Methoden wie in Proposition A.6 liefern die Abschétzungen

n nt/? 1/2
n1/2|BE()71)\ < o <s<u£) |A,, (X; > ( ZhQ X, r(X +5])>
n ? ij=1
1< 1 1/2 p
(50 e ((X) = r(X)g(X0))?) 0
(7 22 gy (P00 = r(Xi)g (X))
und
1/4 1/2
n1/2|BZ(ln)| < —— sup 1A, (X; ( ZhQ X, (X —|-€J)>
n 1<i<n ij=1
1 & 1 1/2 p
(n/2= Fag(Xi) = 1(X:)g(X:)?) 50,
( @ 2 g7y X))

Fiir Bén) verfahre man analog zu Proposition A.6. In den Abschéitzungen, in denen
Eflhy (X, r(Xi)+5)|Ir(Xi) [Lg0xi)<any] bzw. Ellhy (Xi, r(Xi)+5)||r(X3) | Lg(x:)<2a,)]
vorkommt, muss man nun jedoch (B.aghr) benutzen, da hier h,(X;,7(X;)+¢;) und
T(Xi)l{g(xi)<any (bzW. 7(X5)14(X,)<24,}) Dicht mehr unabhéngig sind.

Die Anteile in Bén) mit ¢ = j bzw. ¢ = [ lassen sich &hnlich wie in Proposition A.6
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abschiitzen. Man muss sich also auch hier nur auf den Anteil B von BS" mit drei

verschiedenen Summationsindices beschranken. Aufgrund der Markov-Ungleichung
reicht es, zu zeigen, dass nE[(Bj (m)y2 )?] gegen Null konvergiert. Man hat

n- Bl(B")?
Zi(r(X)) — r(X;))?

— 3 B|Z;h3(Xi, 7(X:) + 25)

%,7,0 versch.

k2(X; — Xl)}

2, (r(X,) — (X))
Ja. (X’LQ) kb(XiQ - Xlz)] 5

wobei in der zweiten Summe iiber alle (iq,71,01) und (i, jo,lo) mit (i1,71,01) #
(49, J2,l2), i1, J1, 11 verschieden und iy, jo, 2 verschieden summiert wird.
Die Summe iiber die quadratischen Terme ldsst sich mit Lemma A.4 umformen zu

’ ijhy(Xi27 T(Xiz) + €j2)

(n—=1)(n - 2) hy (X, r(Xi) +€5)
gz, (Xi)

Elhy (X, 7(X3) + ;) E((r(X1) — r(X:))*ky (Xi — X0)| X))

BZE| B(r(X)(r(X1) = r(X) R} (X: = X0)|X)

E[R(X,Y))eb.

Dies konvergiert aber wegen (B.a)(i) gegen Null.

Unterscheide fiir die Summe {iber die gemischten Terme verschiedene Félle:

6 verschiedene Indices:

Der entsprechende Anteil der gemischten Summe lésst sich wegen Unabhéngigkeit
und mit Hilfe von Lemma A.2 wie folgt umformen:

(n—1)(n—-2)n—-3)(n—4)(n—

Z3(r(X3) —r(X1)) ?
. e ey (X — Xg)])

== 2= 0= 00 =5) (e

no

5). (E [Zth(Xl, (X)) + £2)

. E[hy(Xlg’a:(();))* ) Br(X) (r(X) - (X)X - X)|X)] )’
S(EZ)Q (nl/ZE[|hy(XzaT((§ll))+ 52)| |E( (Xg)(?“(Xg) . T(Xl))kb(Xl . X3)’X1)’:|)

R
an (X1) an
02> “ER2(X.Y)).

<(B2) (w2 e {Ihy (X0, r(X0) + )] T ox LBl (X))

b2
<(EZ) (nl/szCl L2
Wegen (B.a)(ii) konvergiert dies gegen Null.
5 verschiedene Indices:
Wegen (i, j1,01) # (ia, J2,12), 11, 71,11 verschieden sowie is, jo,ly verschieden sind
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folgende Falle zu betrachten:

il = igi

Mit Hilfe der Unabhéingigkeit und Lemma A.2 wird aus dem Betrag des entspre-
chenden Anteils der gemischten Summe

(n—1)(n—2)(n—3)(n—4)

n4

(EZ)”

[y (X1,7(X0) + £a)hy (X1, 7(X2) + 4)

m(X3)
e () AR — X)) () ()R = )|
(n—=1(m—=2)(n-3)(n—4) 2 hy (X1, 7(X1) + €4)
— n4 (EZ) [hy(Xl, T(Xl) + 62) ggn(Xl)

(B (R () ~ (X0 — X0 %0) )]
| |7y (X1, 7(X1) + £4)]
g2 (X1)

an

<(BZ)E ||y (X1, 7(X1) + &2)

(E( (X3) (r(Xs) — (X)) ks (X1 — X3) ‘Xl»}

(B2 (B[ (001,0(0%) + 20 (X7 (050) + 2 S o

v 9(X)
+ 2esey B[y (X, (X0) 2y (X1, m(X0) )| P

4

Ay By (X1, 7(X0) + 22y (%1, 7(00) + )]

2 4 2 b2 2 2b4 2
<(EZ) <b ¢t + 2010, b + c2a—2>E[hy(X, Y)l.

Dabei gilt aufgrund der Holder-Ungleichung

Ellhy (X1, r(X1) + €2)[|hy (X1, 7(X71) + €4)]]
<(E[R2(X1,7(X1) + 2)]) 2 (E[R2(X1, 7(Xy) + £4)])

2 — ER(X,Y)].
Wegen (B.a)(ii) konvergiert b*c? + 261025192 + cgg—z gegen Null.

J1 = Ja

Benutze fiir den Betrag des entsprechenden Teils der gemischten Summe erneut
Lemma A.2. Dies liefert

(n — 1)(71, — 2)(71 — 3)(n — Xl, (Xl) + 62) hy(X4,T(X4) + 62)
nt EZ‘E[ an (X1) 9an (X4)
(X (r <X3> = (X)) (Xs) (r(X5) = r(Xa) koK = Xa)h(X1 = X))

<o (6 (P R o - ek - o)) )|

_FEZE [( ( Xzan(())‘;ll))* 22) B (X)) (r(Xs) — (X)) (X1 — X)X, 52))52))2]
|9(X1>|

SEZE[(Clb2E<|hy(X1’ r(Xy) + 82)|gan(X1)

2 b2 2 2
SEZ<clb +cza—) E[R3(X,Y)] — 0.

b2
62) + co—
Qn,

B(lhy (X1, 7(X0) + 2)e2)) |
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ll = 121
Mit Lemma A.5 schétzt man den Betrag des entsprechenden Teils der gemischten
Summe ab durch

hy (X1, 7(X1) + €2)
gan(Xl)

(r(Xa) = r(X0)ho(Xs = Xs)|

(B2 |B| 7(Xa)(r(Xs) = (X))
)

h (X4 T(X4 +€5)
k(X — X)L
ko (X1 — X3) oo (X,

:(n—l)(n—Q) n—3)(n—4)(EZ)2

)
E [W(Xg)

(r(X3) — r(X1))kp (X1 — X3)

XS) €2, €5)

(r(Xs) = (X)X — X3)|[ X, 2,5

<( 11>)+ 22) (1 (X3) — (X)) (X — X3)‘X3,52>‘
h (X4 T(X4) +€5)
[Py )~k =) o<
(EZ)2 [(Clb|h (Xg T<X3) + 52)| + 52b2) . (Elb|h (Xg T’(Xg) + €5>| + 62(72)]
(EZ)?- (GVE[R(X,Y)] + 2616 E[|hy (X, Y)[] + &b*) — 0.

<tepsf|p(2r

<
<

jl == l2 bzw. jQ == lli
Mit Hilfe von Lemma A.2 erhélt man fiir den Betrag des zugehorigen Anteils

(n—1)(n—2)(n—3)(n—4) o (X1, 7(X7) +e2)

- EZ. ‘E[ ey () — (X))
(X — X3” ‘E[ y(Xs, T(();i);r ) (Xg)(T(XQ)—T‘(X4))kb(X4—X2)]

_ (=1 =2)(n-3)(n—4)

. (E[hy(Xléai(<§<ll)>+ % (e () r(X5) — (X))~ X)|Xo.e2)] )

|h X1 X1 +82)
gan Xl

EZ

5z (p[ B (X)) (X0 (X1 — X X0)]])

Yay, (Xl) ap,

(
<52 (B Iy (X000 + ) 2D 1 02 B, vy’
<EZ. (clb —{—02—> h2(X,Y)] — 0.

le = j2 bzw. jl = i22
Wegen der vorausgesetzten Unabhéngigkeit lasst sich der Betrag des Anteils der
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gemischten Summe schreiben als

(n-D@n—-2)(n-3)(n-4 (X))
i Lz | B[ b, (X0 r(X) + ) r(X) (1)
(X)X - )] | [ PR T(éi)) R () (r(25) — (X)X - X))
_(=DHn=2)(n-3)(n-4) .,
m(X1)
: ‘E[gan(Xl)hy(Xl,r(Xl) + 29) E(m(X3) (r(X3) — 7(X1))kp( Xy — X3)|X1,€2)}
hy(X4, T(X4) + €1>
' ‘E[ o (X4) E(n(X5)(r(Xs) — r(Xy))kp( Xy — X5)|X4751)] ‘

Verwende nun Lemma A.2, um den Betrag des Anteils der Summe abzuschétzen
durch

m(X1)
an (X1) |hy (X1, m(Xa) + &) || E(m(X5) (r(X3) — r(X1)) k(X1 — Xs)!Xl)’]

|hy (X4, 7(Xy) + 1)
Ya, (X4>

<EZ. <b2c1E[|hy(X1, r(X1) + &)

EZ-E[

| |E(m(X5)(r(X5) — 7(Xa))hp( Xy — X5)|X4)|}

‘9(X1)|

gan(Xl)] e
62

. (bQClE[|hy(X4,r(X4) +51)\£§§2')] +ex B[y (X, r(Xa) +51)H)

b2

Ellhy (X1, r(X1) + e2)]])

2

SEZ . <b261 + CQ%)Q(EH}LZJ(X, Y)|])2 — 0.

’il = l2 bzw. ll = iQI
Aufgrund der vorausgesetzten Unabhéngigkeit kann man den Betrag des zugehorigen
Anteil der gemischten Summe schreiben als

(n=1)(n—=2)(n—-3)n -4

nt

hy(Xl, T(Xl) + 82)
Gan (X1)

7 (X0)(r(X1) = (X)) k(X — X3)|

(r(Xs) —r(X1))

(BZ)? - E[

hy(X4, T’(X4) + 85)

. W(Xg)]{?b(Xl — Xg)

gan(XzL)
_(n=1n - 27);71 =3 =4) e
o (X1, 7(X1) +€2)
]E[ oy ) () = (X)X = X)X, e, 5)
hy (X4, 7(X4) + €5)
.W(Xl)E( ) = Xk _Xl)’thz,gS)] ‘
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Mit Lemma A.2 und Lemma A.5 schatzt man dies ab durch

(EZ)°- B [’hy(Xlg’a ((Xl))+ (X)) — (XA — X))
hy (X4, 7(Xy) + €5)
. ’E< e (r(X1) — (X)) (Xa — X1) X1,55> }
l9(X1)] b?

S(EZ)2 E[( b2 +C2a>|hy(XlaT(X1) + &)

an(Xl)

. (élbyhy(Xl, r(X1) + e5)| + 5252)}
<(EZ)*. (clélb?’E[hz(X, V)] + c1éb* E[|h, (X, Y)|] + c2512—3E[h§(X, V)]
+ 62022— (17, (X, Y)H) 0.

Fiir vier bzw. drei verschiedene Indices dhnelt die Vorgehensweise der hier vorge-
stellten. Daher wird dieser Beweisteil nicht weiter ausgefiihrt. O]

Lemma A.9. Unter den Voraussetzungen aus Abschnitt 3.1 gilt

ky(Xi — X))
—ZZ&( ZZZh (X;,r(X;) + )m

J=1 i=1,i#l
/ / / )+ “)%p(x)p(z)f (u)dxdzdu) = 0,(n"1/2).

Beweis. Wie in Lemma A.7 fasse man das Dreifachintegral als bedingten Erwar-
tungswert

hy (Xi,r(Xi) + €5) hy (Xi,r(Xi) + €5)
G (Xi) Gan (X5)

mit verschiedenen Indices ¢, j und [ auf. Schreibe dann

1 & k(X — X,
EZZZEZ( ZZZh (X, r(X;) + );T)Q))

E(Zj k;b(X,.—Xl)‘Xl) - EZE( k:b(Xi—Xl)‘Xl>

J=1i=1,i#l
u xXr z u)arazau
/// 2) + ) o plaln(z) (o)
1 ) (X — X))
+ = ZZzsz l;ﬂ Zihy (X, 7(X;) + &) %) (A.11)
o Z lelﬁ > (Zih (X r(X2) + q)%
- i
ko(Xs — X0)
- E(Zjhy(Xi,r(Xi) + ej)m‘xl» (A.12)
—ZZZQ <Z hy (Xi,7(X0) +q)%‘){l). (A.13)
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Setze abkiirzend

k(X — X)) k(X — X)) ‘Xz>
Fiir die Terme (A.10), (A.11) und (A.13) benutze man die gleichen Abschétzun-

gen wie in Lemma A.7. Um (A.12) = o,(n~'/2) nachzuweisen, zeige man wie dort
nE[(A.12)*] = o(1).

fi,j,l = Zjhy(Xi, T(XZ) —|—€j) — E(Zjhy(XZ, T(XZ) —|—€j>

n-E[(A12)?] = % > ElZig(Ti)’] (A.14)

%,5,0 versch.

1
s > ElZuenTi i - Znenli ). (A.15)

Die zweite Summe erstreckt sich dabei {iber diejenigen iy, ji, Iy, 12, Jo, o, fiir die i1,
J1 und Iy verschieden sind, is, j> und [y verschieden sind und (iq, j1,l1) # (ia, J2, l2)
gilt. Den Term (A.14) schitze man wie folgt ab
(n—1)(n—2)
A

o E[(Jhy(X1,7(X1) + €2)| + E(Jhy (X1, 7(X1) + 2)[| X3))?]

0-2E[Zg(f‘172,3>2]

K2
= n2b%a?
K?0? )
Unterscheide fiir (A.15) nun folgende Fille:
6 verschiedene Indices:
Wegen Unabhéngigkeit erhédlt man

(n —1)(n = 2)(n —3)(n —4)(n - 5)
_n= D=2 =3 = =5) gy (7,88,,)° =0

n(ElZeli )"

5 verschiedene Indices:

’il = ’igl
Auch hier liefert die Unabhéngigkeit

(n =1 —=2)(n-3)n -4

(Es)ZE[Z3f‘172,3Z5f17475] =0.

1= Ja
Wegen Unabhéngigkeit wird der entsprechende Anteil der gemischten Summe zu
(n—1)(n—2)(n—3)(n—4)

A

(E€)2E[ng‘172,325f‘4’275] = 0

ll = l22
Schreibe den zu untersuchenden Anteil der gemischten Summe als

(n—1)(n—2)(n-3)(n - 4)

(= D= 20 =30 () BT ] X) (P X)) = 0.

nt

E[Z3e3T1 23T 455




189

il = jQ bzw. 7:2 = jli
Forme den zugehorigen Teil der gemischten Summe mit Hilfe der Unabhéngigkeit
um zu

(n—1)(n—2)(n—3)(n—4)

o (Ea)QE[Zsf1,2,3Z5f4,1,5] =0.

il == l2 bzw. ’iz = lll
Fiir den entsprechenden Anteil der gemischten Summe erhélt man wegen Unabhén-
gigkeit

(n—1)(n—2)(n—3)(n—4)

n4 (E€)2E[Z3f1727321f‘47571] = 0

jl = 12 bzw. jQ = lli
Wegen Unabhéngigkeit lasst sich der zugehorige Anteil schreiben als

(n—1)(n—2)(n—3)(n—4)

n—1)mn-2)(n—-3)(n—4 ~ ~
I( )( ZLE’L )( )E€E[Z3F17273Z2€2F4’572] =0.

E[Zse301 93726914 5.0]

Die anderen Anteile mit vier bzw. drei verschiedenen Indices schitze man betraglich
wie den Term (A.14) ab. Insgesamt folgt damit die Behauptung. O
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Anhang B

Konvergenz von £

Heuristisch ist klar, dass E stochastisch gegen FE konvergiert. Den Beweis dafiir
mochte ich nun an dieser Stelle nachholen. Dazu zunéchst einige Hilfsaussagen:

Lemma B.1. Unter den Voraussetzungen aus den Abschnitten 3.1 und 4.1 gilt
B (r(Xa) (2(Xa) — (X0 k(X1 — X2)| X)) < . b?

und
E(m(Xa)]5¢(X2) — 2(X1) [k (X1 — X2) | X1) < €0

mit positiven Konstanten c,, und c,,.

Beweis. Wie iiblich schreibe man den bedingten Erwartungswert als Integral, sub-
stituiere und entwickle s und g

|E(m(X2)(52(Xa) — 2(X0)) k(X1 — X2)| Xy))|

< / 19(X1 + bu) — g(X0) |52 Xy + bu) — 52(X,)[k(u)du

+lox) /< (X ) — (0 () ]

<LLb2/ b/uk;

5 (X + thu) — (X)) dtuk(u)d \
<L,L b2/ w)du + C,, ”bQ/UQk(U)dU-

Mit c,, := (LQL% + %L;) J w?k(u)du folgt der erste Teil der Behauptung. Ferner

schatzt man ab
E(m(X2)|3(Xz) — 2(Xq) k(X1 — X2)[X1)
:/g(X1 + bu) |2( Xy + bu) — 2(X1)|k(u)du < CpL%b/ lu|k(u)du

Mit &, := CpL,. [ |u|k(u)du ergibt sich der zweite Teil der Behauptung. O

191
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Lemma B.2. Unter den Voraussetzungen aus den Abschnitten 3.1 und 4.1 gilt

12 ZZW 5 Yk (X0 — X;) = 0,(1).

Ya, (X

Beweis. Ergénze zundchst E(|h(X;,Y;)||X;). Das liefert

1 — 1
ZZVL J» ]|kb(X X)

nz 1ga" XZ
1 n
“n Zi(|h(X h X)) ko(Xi — X,
n”gan<xz g (X, Y5)| = B V)X )X - X)
1 n
n2ay ZZM S YIX k(X — X5).
=1 a"

Wegen (B.h)(iii) und der Jensen-Ungleichung fiir bedingte Erwartungswerte gilt
auch E(|h(X;,Y;)]|X;) < E(h2(X;,Y;)|X;)"/2 < C}/*. Daher kann man den zweiten

Term abschéatzen durch

_Zga n ZZEVL i YIIX5) ko (X — X5)

S Y
< =) Ziky(Xi — Xj)
(C—— Gan (Xi) 1 J#i

O | h
S Gy OO e+ =3
= 0,(1).

<C}?a; " max |§(X;) — g(X0)| + C2

1<i<n

Untersuche nun

E((lzgan . zz (1h(X;,Y))

n4 > (1h(X;, Y5) = E(h(X;,Y))]1X5))

B, ) |X)h(X: — X))

)1X,Z2) k(X — X;)

i,j:j# ga"(
1 YA
t o Z g e BB Vi)l = BRCG Vi) 1))
11,J1,82,52:(41,1) #(i2,52) Jan\Rir)Gan iz
J1701, 52742
: (‘h<XJ27 }/;2)’ (’h(Xh? Y32 j |X> Z)kb(Xil - Xj1)kb(Xi2 - ij)'

Den ersten Term schéitze man wie iiblich ab durch

1 Z;
%JX)<WNJ7QI E(|h(X;,Y))|1X;))

|1X, 2) ki (X; — X;)

4
UJ#Z

n2b2a2 ZE (11X, )| = E(Ih(X5, Y)IIX5)*] X5).
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Nach dem schwachen Gesetz der groften Zahlen gilt

—ZE (1P(X5,Y5)] = E(Jh(X;, Y7)]1X;))] X;)
ZE[(lh(?Q V)| = E(JM(X, Y)||IX))’] + 0p(1) < E[R*(X,Y)] + 0,(1) = Op(1).

Also ergibt sich mit (B.a)

=Y =

i,5:57#0

e (1P(X;, Y7)| = E(Ih(X;, 7)1 X)X, Z) k(X — X) = op(n 7).

Der Anteil der gemischten Summe mit vier verschiedenen Indices verschwindet wegen
Unabhéngigkeit und bedingter Zentriertheit. Gleiches gilt fiir die Anteile mit j; # 75.
Den Term mit j; = j» schitze man wiederum wie den zweiten ab durch

1 Z Ziky(Xi — X)) kpo(Xi — X )

nt g xy PR Yl = B(RX;, YIIX,))P|X;)

nt
1,7,0 versch.

nW—ZE (1h(X5, V) = E(R(X;, Y)I1X7)%] X;) = 0,(1).

Somit folgt die Behauptung. O

Lemma B.3. Unter den Voraussetzungen aus den Abschnitten 3.1 und 4.1 gilt

‘E(gg(ég) (3e(X2) — 5e(X1))hy( Xy — Xg)‘X2> ‘ < eb? + czs—i

mit positiven Konstanten c¢; und cs.

Bewers. Schreibe auch hier den bedingten Erwartungswert als Integral und forme
es um

B (S5 60X — X)hXs - X))

‘ X2 + bu X2 + bu)
N X2 + bu)

(56(Xs) — 3( X + bu))k(u)du‘.

Benutze nun die Entwicklung

p(Xo +bu)g(Xo+bu)  p(Xa)g(Xa) | p(X2)(9(X2 + bu) — g(X3))
g2 (X + bu) g2 (X2) Gan (X2)Ga, (X2 + bu)
_p(X2)9<X2)(9an (X2 + bu) — ga, (X2))
9z, (X2)ga, (X2 + bu)
 P(X2)g(Xs + bu)(ga, (X2 + bu) — ga,(X2))
9z, (X2 + bu)ga, (X2)
9Kz + bu)(p(Xp + bu) = p(Xs))
g2 (X + bu) .
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Benutzt man zusatzlich die Abschatzungen g<()) <1lund 2@ — 9@ _ o 1

Gan (2) — gan (X)m(z) = "7
sowie die vorausgesetzten Lipschitz—Bedingungen so erhalt man

‘ Xg - bulp(Xa T0U) (3 s + bu))k(u)du

2 (X2 4+ bu)
—V H/ 2)buk(u ‘
p(X2)g(X
- ’—X |% (X + thu) — 57 (Xo)|dt|ulk(u)du
2
1 (Xa—+bu) 9(X,)
r Xo + bu) — 3¢(Xo)|k(u)d
o T e A+ ) — () k()
1 Ga,, (X2 + bu) — gq, (X2) ‘
P ] (X2 + bu) — s(Xa)|k
o P Ty X+ ) — (X k()
1 9(Xo + bu) ‘ o, (Xo + bu) — ga ( ‘
e ] ] (X2 + bu) — 5(Xa2)|k
+C7T Ga, (X2 + bu) Ga, (X2 + bu) |2¢( X2 + bu) — 5(Xo)[k(u)du

_'_/ (XQ"FbU ’ng—i‘bU)—p(X)
Ga,, (X2 + bu) Ja, (X2 + bu)
1 L/ 2
g—_ﬂw/@%wmu+L(3L-+L>b/ﬁ%@mw
Qp

Cr

(Xg + bu) — 2(Xo)|k(u)du

Mit ¢; := % [ v?k(u)du und ¢ = L%(%L9+LP) [ u?k(u)du folgt die Behauptung.
[

Jetzt zum eigentlichen Resultat:

Proposition B.4. Unter den Voraussetzungen aus den Abschnitten 3.1 und 4.1 gilt

E— E =o0,(1).

Beweis. Schreibe E als

— _il - Zﬁ(X,)iZjizZJh(XJ'?Yj)é(éj)kb(Xz—X])
Inm i3 32,(X3)
11 p(Xi) .
= e 2 P (XZ.)ZJ’“X%YJ'W(%) Ues)hn(X; - X;)
wﬁéz @
+__ Z Zizs A2 ‘>Z h( X5, Y5) () ke(Xi — X;) =1 By + Es.
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Betrachte zunéchst den zweiten Term. Ergédnze ihn zu

S DX
12 "2 (X,
Zn 92, (X:)
11

p(X;
by 3 22O - Xl - X
w77
11, H(X)
Zon =2 (X))

11 PX3) 1
—_—= ZiA Xl —k 0 = E v
Zin 2 72 (X X0 > B

Zi(h(X;, Yj)l(g5) — »( X)) ko(Xi — Xj)

an

2(X3)g(Xi)

Benutze nun die Darstellung

p(Xi) < p(X;) _ P(Xi)Aq, (X;) | p(Xi) — p(X5)
Ja,(Xi) 7 9an(Xi)  Gan(Xi)Ga, (Xi) Gan (Xi)
. 9(Xi)
= g Xex)

Nach Lemma 3.5 und Lemma 3.4 gilt

sup |Ri| < cla;t sup |A,, (X)| +at sup [p(X;) — p(Xi)| = op(n’l/‘L).

1<i<n 1<i<n 1<i<n

Damit erhalt man

1 K 1 X; 1 K
|Baul < = —ZZ-L%(XJ—F_— sup |R|—ZZ%

Zn nba, n " Ga, (X)) 7(X5) Zn, nbay, 1<i<n
1 K /1 -

< — R) X,) = o, (n" /2

S G ke 2 1) 30K = o)

wegen (B.a), Lemma 3.4 und Lemma 3.5. Schreibe nun Ej 3 als

9 z’ A(Xz‘)
E = ZiR; = Z; 7(X;
23 Z gan z Zl gan z X)gan(XZ) ( )
_il 7 9(X;) g(Xi)Aan(Xi) (X))

+iliz 9(Xi) ( 9(Xi) 1)%(XZ-)

Ly N — gan<Xi) (Xi) \ga, (Xi)

11 Zi / g(X)) L 1NN~ %
o 22 7060 ok ~ 0 (7,7 m2) 0 B w0
é% 1(ﬁééi)%(Xi)—E[h(X,Y)E(s)] +§E[h(X,Y)€(€)]
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E ist nach Definition gleich E. Nach Lemma 3.4 und Lemma 3.5 gilt

n

1 -
|Eq] < 7 sup |R; |—Z%(Xi) = oy(n”"")

n 1<i<n i=1
und
By < & dg Axlnx— ~i/
1l < i s 3, OO0 30 X0 = o)
sowie
|Es| < iia ! max |A, (X)|li%(X) = 0,(n"Y%)
31 = ZnCx ' 1<i<n n ! b )

Mit dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen und - = 57 + O, (n=1/2) folgt

direkt Eg = O,(n™"/?) = o,(n™'/1). Zudem liefert der Zentrale Grenzwertsatz
E; = 0,(n"'?) = o0,(n"'/*). In den verbleibenden Termen verwende man die
Chebyshev-Ungleichung, (B.ags) und - = O,(1). Das liefert

= E 1/2 (X) (X)
P(n'2Z,|Ey > o) < ”—E[Z g —1‘1 (X
( |Eyl > 0) < e (X)) g (X {9(X)<an}|2(X)]
2 n—00
< oc 1/2E“%(X)|1{g <an}] —0

und somit £y = o0,(n~/2). Auf dhnliche Weise ergibt sich

. vt 7| g(X)
P(nY2Z,|Es| > 0) < " [ g —1’1 an%X]
(2B > o) < B[ | P - 1 (X))
2 n—oo
< B[ Ly ] 0,

also E5 = 0,(n~"/?). Insgesamt erhélt man Ey5 = E + o,(n~"4).
Im Term Fj 9 schatze man ab

11 p(Xi)
|Eao| < A E'Z‘Zizj‘gg (Xi)(%(xj)—%(Xi))kb(xi_xj>
i,5:j#1 n
1
+7 s IR 55 3 Zl(X) — (XD lh(X; — X;),

1,J:F0

Mit Lemma B.1 folgt

E[% Z Zj|2e(X;) — 2e(X;5) [ ko (X — X])}
ijiji
== 1; 1E[E(7T(X2)‘%(X2) — 22(X1)kp(X1 — X2)|X1)] < @b = o(n™h).

Wegen sup;<;<, |Ri| = 0,(n~'/*) erhilt man also

1 1 _
— sup |Rif— > ZiZj| (X)) = 32(X) [p(Xi — X;) = 0p(n'?).
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Betrachte
£ (- Z;’ (X))~ (X)X, ~ X)) |
(NBE a”
-1 Y 5[z g(ﬁymxn—axm%ﬁ&—xﬂ
1,§:5 70 an 177
1 (X))
tor 2 B ) - X — X

11,J1,82,52:(41,51)#(42,52)
J1741,J2 702
p(Xi2>
70, 7, ) ) (X, ) (X, — X, ]
J ggn(X22)< ( ]) ( )) ( ])

Die erste Summe kann abgeschétzt werden durch

1 K? 1 K?

E[(5(Xs) — #(X1))*] = 2(E[*(X)] = (E[=(X)])?).

2nnba? 2nnb2a?
Aufgrund von (B.a) und (B.s) ist dies jedoch gleich o(n™1).

In der zweiten Summe unterscheide man wie gewohnt verschiedene Félle:

vier verschiedene Indices: Fiir den entsprechenden Anteil der Summe ergibt sich
aufgrund der Unabhéngigkeit mit Hilfe von Lemma B.1

(n—1)(n—2)(n—3) p(X1)
n3 E 212292 (Xl)( (XQ) — %(Xl»kb(Xl — XQ)Z3Z4
p(X3)
. ggn (Xd) (%(X4) — %(Xg))k’b(Xg — X4)
m(X1)p(Xy) 2
< (E [WE(W(Xz)(%(Xz) — 2(X1)) k(X1 — X2)1X1)D

)
<626—4<E|: 9(X) })2 < c2ﬁ.
T Fap N lge, (X)) T a
Nach (B.a)(ii) ist dies jedoch gleich o(n™").
drei verschiedene Indices:

11 = io: Lemma B.1 liefert auch hier fiir den Betrag des entsprechenden Anteils der
Summe

(n-1mn-2) p°(X1)
n? 9a, (X1)

(56(Xs) = (X)X = Xa)hy(X1 = X3)| 1)

E(m(X2)(5(Xa) — 2(X1))7m(X3)

Blr(x1)2

_(n=1)(n- 2)n’1 9(X1)p(X1) - 2 o _
= B ESE R ) () — X)X = X))
F B(m(X5) (50(X5) — 22(X0)) k(X1 — X3)|X1)] ‘
A v g
<ZEn— =o(n" ).
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J1 = j2: Mit Lemma B.3 schétze man den Betrag des zu untersuchenden Teils der

Summe ab durch

(n— 171 gn —2) [W(Xl)w(xz)w( X@gf&igﬁi)(g) (3e(Xs) — 2(X1))

(e X)) — 52(Xa) iy (X1 — Xo)hip( X — Xz)} ‘
‘1EHE< I Xy) = (X)) (X —Xg)‘X2>‘

2 (X
| af(Xi>< () — X)X — X)| %)

)

2
<n! <0162 + CQb_> )
a

n

Nach (B.a) ist dies gleich o(n=2).
1 = Jo bzw. 75 = J1: Man verwende Lemma B.1 und Lemma B.3, um den Betrag

des hier betrachteten Anteils wie folgt umzuformen:

0= D0 2) 1 () B PR () — (xy))

n? 92, (X1) g2, (X3)
(X1~ X2><%<X1) — (X)X = X1) |
(=1 =2) |1 g(X)
= B[ T BRI 0) — (X)X~ )1
9(X3)
E(m(%(Xl) (X)) k(X1 — X) X1>] ‘
Sn_l_”si (Clb + CQb_i> = O(n_2).

zwei verschiedene Indices: Zu untersuchen ist lediglich der Anteil mit i; = j; und
19 = j1. Fiir den Betrag dieses Anteils erhélt man

Bl g g ) - O - )

Bl((Xs) — (X)) € n™' e 2B (X)] — (BL(X)])).

2,2
nb*a?

Wegen (B.a)(i) und (B.s) ist dies jedoch gleich o(n™1).
Insgesamt folgt also Eyy = 0,(n~%/?2).
Schlieklich untersuche man

<n”!

E((Z Ey 1)2!X Z)
Z 7,7~ ig (Xz)kb(X — XH)E((h(X;,Y;)l(e;) — #(X;))*1X, Z)

l]]?él

1 p(Xi,) p(Xi,)

- ) 7 2 D0 (X X ) 2 7, )
+n4 1 ]1ggn<Xil) b( 1 .71) 2 ]2ggn(Xj2)

i1,71,82,52:(i1,51) #(42.52)
J1Fi1,jaF e

’ kb<Xi2 - Xj2>E((h(XJ17 Y}1>€<€j1) - %(X ))(h(XJw 3/;2)6(51'2) - %(ij))’X7 Z)
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Die erste Summe schatze man ab durch

K? 11
— 2(071'"_ sup |R )’n” = > (EM (X5, Y5)0C(5)1X;) — (X))
ijj?’fi
2
2 2
= nb2a2 (C +ls<l:£n|R| jzlE (R™(X5, Y5) € (g5)|X;)-

Wegen (B.h?) liefert das schwache Gesetz der grofen Zahlen
- ZE (hW3(X;, V)% ()| X;) = E[R2(X,Y)?(e)] + 0,(1) = O,(1).
Mit (B.a)(i) und sup; <<, | Ri| = 0,(n~"/*) ergibt sich also

=Y 2zl % (Xz)mx XV E((h(X;, Y)le) — #(X,))21X, Z) = o,(n ).

i,j:j#4

Sobald j; und js verschieden sind, gilt ferner
E((h(X;,, Y;,)lej,) — 2( X)) (h(XG,, Y3, )l(ej,) — 2(X5,))1X, Z)
(E(h(XJU )/11> (gjl)’le) - (X11>>(E(h(Xj2>§/j2)€<6j2)|Xj2) - %(ij)) =0.

Also erhalt man

1 p(Xi,) P(Xiy)
~ ) Zi 2 P20 X X, )27, )
n4 11 ggn(X“) b( 1 ]1) 2772 ggn(XZQ)

11,J1,92,52:(41,51) #(i2,J2)
J1741,J2 702

Ky (X - X )E((h(XJuY )6(6j1) - %(X ))(h(XJwYBQ)g(é?jQ) - %(ij))‘Xv Z)

p(Xi) p(X)
ZZZA ky(X; — X)) k(X — X
z]l%sch l 2 ( )gan( l) b( J) b< : j)

CB((h(X5,Y))U(e5) — 2(X5))°1X;)

<(et + sup R 2 DO LS b0, ¥))ey) — (X)),

1<i<n nbza% n2 n
Wegen (B.h?) gilt

BIE((MX,Y)l(e) = #(X))*|X)] = ER(X,Y)(e)] - Bl (X)]
< E[R*(X,Y)P(e)] < oo.

Das schwache Gesetz der grofsen Zahlen liefert also
-~ Z E((h(X;,Y))lez) — 5(X)))*|X;) = E[(h(X,Y)l(e) = 5(X))*| +0,(1) = Op(1).

Man erhilt daher mit (B.a)(i) und sup,;, |R;| = o,(n='/%)

1 2 : ﬁ(xi ) A(Xi )
n4 171 ggn( )(il) b( 1 ) J2 AZ,,L()(iQ) b( 2 ]2)

01,51 82,52:(i1,51) #(i2,52)
J1Fi1,52702

E((h(XG,, Y5 )leg) = 2(X5)) (WX, Y3 ) (e ) = 7(X5)) X, Z) = 0,(1).
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Mit Lemma 3.3 folgt also Es; = 0,(1) und somit auch £y = E + 0,(1).
Vertausche im Term F; die Summationsreihenfolge und benutze die Hélder-Unglei-
chung fiir Summen. Das fiihrt zu

B = ZZh i Y5) ZZZA2 )ka X;)
" i Gan (X
A /
g{ﬁij%w@n—a@WYQ

( ZZh2 o ]( ZZ“Q i) o(X; — X))Q)I/Q.

iF£] a”

IA

Im Folgenden zeige ich nun, dass gilt

_sz y J( ZZW k:bX X)>2:Op(1)

IR a" l

und

Wegen (B.h)(iii) erhélt man

E( sz ],J< ZZw ka X))2

iiAj a” Z
1 2
:ﬁZnZEh(XJ,YJ\X ( ZZM% Ol X))
J=1 it "
Ch
S?Z Z ZA4 . H(Xi = X))
j=1 [RES] an
- p(Xi)
Z— 77, k(X — X ky(X; — X
n§: Z%; l%xz>“ N, i = %)
i, 1#]
Mit der Darstellung
p(X;) _ p(X5) +Z3<Xi)_p(Xi)_ p(Xi)Ag, (Xi)
< el Fay! max [PXG) = p(Xo)| + elayt max [Ag, (X)| = et + R

und Lemma 3.4 und Lemma 3.5 kann man abschéatzen

1< K? P2 X))
— ZZ 2X; — X 7
n ; Z A4 ) ) - nb2a2 n2 Z 92 (Xz)

iritj Gan (X1) ijij#i

2

“nba2

(c;'+ R)” = o,(1).
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Auferdem ergibt sich

'y p(X1)
EZ Z ZZIAQ )kb(X X; )ga (Xi)kb(Xl ~- X))

j=1 2,097l )

#J#J
1
- wl%:;sch lgan (Xi)Ga, (X1) bl LGN ;)

3 1 A, (X3)

1 Qn A
( Z l X)gan(Xl)< gan(Xi)

%,7,0 versch.

Aa (Xl) A 7, a Xl
U S a ) (X — X)) ko(X; — X,
gan(Xl> gan gan Xl b( ])

~ 2
g(c;1+R)2(1+2a max |A,, (X)) + a2 (max A, (X)) )

1
—= > ZZlgan ) an(Xl)kb(Xi—Xj)k:b(Xl—Xj).

%,5,0 versch.

|

1 1
E ‘— 7.7
[ nd Z ' G (X) G (X0 s (X — X))o ( Xy — X;)

D)o )
_(n- 171(271—2)]3[(/ %k(wdu) } <1
gilt
w2 - X)lgan(Xz)k”(Xi AR =00,

1,3,l versch.

Daher folgt

%Z n2 Z ZZZ A2 )kb(X X;)- A(f)g)kb(Xl — Xj) = 0,(1)

1,151 an
e
und somit
( sz ],j< ZZ“2 )k:bX X)) ‘XZ) 0,(1)

] a"

mit Lemma 3.4 und Lemma 3.5. Der zweite Teil von Lemma 3.3 liefert also

_sz 5 j( ZZZ“Z Z)ka X)) = 0,(1).
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Schéitze nun den noch fehlenden Term mit Hilfe von Lemma 3.2 ab gemaf

B(; S 7,00(e,) - (e,)) X, 7)

S%ZZJE((@( 3) = lal(€5,6-))%|X, Z)
+§iZjE((€ (€,€-5) — ly(ej, ‘X Z)
+§§:ZJE((€ (gj,€-5) ’X Z

Wie in Satz 4.13 dargelegt, hat man die Abschétzung

1 - 1 1 1
E;ZJ’E(M(@) ln (5J> ‘X Z) C(n2Znﬂ4a% + nb/535qy,, n4/562a721>'

Nach (B.«) ist dies gleich o,(n™'). Mit einer Taylor-Entwicklung und Abschitzung
(L1) aus [Sch93] ergibt sich auferdem

—ZZ E((Ca(¢),6-5) — Lalej 6-))%X, Z)
- 21 &
ZEZZjE((%(Zjaé—j))z(éj -¢)°|X,2Z) < %E ST E((RY - (X)X, 2)
— —
n1/254 _1/QZE ))2|X7 Z)'

Nach dem Beweis von Proposition 3.6 fiir M (X) =1 gilt
n2/5 zn: E((F) —r(X,)’|X,Z) = 0,(1).
j=1
Wegen (B.5) folgt also
—ZZE n(E5.625) — Ua(ej,82))*| X, Z) = 0,(1).

Im letzten Term bilde man wegen Unabhéngigkeit der €; den bedingten Erwartungs-
wert, indem man zuerst iiber ¢; ausintegriere und anschliefsend iiber die restlichen
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¢;. Da €_; nicht mehr von ¢; abhéngt, erhalt man mit Lemma 3.2

_ZZE n(€j,€-5) — U(g5)) ‘X Z)
:% Z ZjE(/(gn(% €_j) = U(u))* f(u)du

2> 25 ( [(tuesy) — tutw )P

X, z)
X, z)
X, z).

X, z)

6 n
-y Z.E lo(u, &) — 0(u)*f(u)d
2 (/o) ctwran
Ahnlich wie im Beweis von Satz 4.13 schitzt man ab

; 2 2 T R

X, z)

ZZ E(sup (x,&_;) — gn(x,é))Q

zeR

<C 1 1 1
- <n22nﬁ4a% + nb/5 35, n4/5b2a%)'

Wegen (B.a) ist dies gleich o,(n™!).
Mit ¥,,; und X, » wie in [Sch93| folgt auferdem

! Z Z]E( [t w.8) ~ ) sy

Nach Lemma 4.3 konvergiert dies jedoch stochastisch gegen Null. Daher gilt

X, z) <27, (Sn1 +2%,9).

—ZZE (€5, 825) — (1)) X, Z) = 0,(1)
und somit auch
I,
= Z(l(E) = Uey)) = 0,(1).
j=1
Insgesamt folgt £y = 0,(1). Mit Ey = E 4 0,(1) ergibt sich die Behauptung. O

Bemerkung B.1. Fiir den Term E,; wire durch eine Modifikation des Beweises eine
bessere Rate zu erzielen gewesen. Darauf habe ich jedoch verzichtet, da sich die Rate
des Terms FE; nicht verbessern lasst. Dies ist auch mit der Darstellung

i) —tey) = 1) — () - / (= ) )
[ = 6up) = 80 = 20805) FC)

/6 du+5n]/€

nicht moglich, da fiir den Term [ ¢( {(u) f (u)du lediglich die Rate o0,(1) erreicht werden
kann.
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