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Einleitung

In seiner Arbeit Uber ganzwertige ganze Funktionen [38] bewies POLYA im
Jahre 1915, dass fiir jede ganztranszendente Funktion f, d.h. jede ganze
Funktion f, die keine Polynomfunktion ist, stets

o(f) = Tm g\f!

r—00

——=T >log2

gilt, wenn sie der Bedingung f(IN) C Z geniigt. Dabei ist [f| =
max|.|<, | f(2)| gesetzt. Da fiir Polynomfunktionen der vorstehende Limes su-
perior offensichtlich gleich Null ist, gibt es also keine ganze, im obigen Sinne
ganzwertige Funktion f mit 0 < o(f) < log2. Wir sprechen deshalb von
einer Wachstumsliicke innerhalb der ganzwertigen ganzen Funktionen. Die
Funktion 27 zeigt, dass der Wert log 2 als Unterschranke des obigen Limes
superior bestmoglich ist. Der Satz von POLYA war historisch der Startpunkt
der Untersuchungen von Ganzwertigkeitsfragen bei ganzen Funktionen.

Die Theorie der ganzwertigen ganzen Funktionen ist eng verkniipft mit der
Theorie der transzendenten Zahlen. Die Hauptidee der oben genannten Ar-
beit von POLYA, nimlich die betrachtete ganze Funktion in eine geeignete
Interpolationsreihe zu entwickeln und dann deren Koeffizienten zu untersu-
chen, gestattete es spiter GEL’FOND [20], das berithmte siebte HILBERTsche
Problem iiber die Transzendenz von o fiir algebraisches nichtverschwinden-
des a # 1 und irrationales, algebraisches 3 in dem Spezialfall, dass [ eine
imaginér-quadratische Zahl ist, zu 16sen. Aber sowohl die vollstdndige Losung
des siebten HILBERTschen Problems von GEL'FOND [25, 24] als auch die von
SCHNEIDER [42] benotigte noch eine weitere, von SIEGEL erstmals 1929 in
[46] présentierte Idee, die darin besteht eine Hilfsfunktion zu konstruieren,
die an vielen vorgegebenen Stellen verschwindet. Die bei der Losung des
siebten HILBERTschen Problems entwickelten Methoden von GEL’FOND und
SCHNEIDER aus der Theorie der transzendenten Zahlen sind dann spéter
wiederum erfolgreich bei Untersuchungen von Ganzwertigkeitsfragen ange-
wendet worden.
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Um eine Einordnung der in der vorliegenden Arbeit behandelten Fragestel-
lung zu ermdoglichen, wollen wir im Folgenden einen kurzen Uberblick iiber
einen Teil der umfangreichen Theorie der ganzwertigen ganzen Funktionen
geben. Wir beschrianken uns dabei auf Ergebnisse iiber Funktionen, die an
unendlich vielen verschiedenen Stellen ganzwertig sind. Fiir Literatur {iber
Funktionen, die mit samtlichen Ableitungen an nur endlich vielen verschie-
denen Stellen ganze Werte annehmen, sog. HURWITZ-Funktionen, verweisen
wir auf das umfangreiche Literaturverzeichnis in SATo [41].

Wie bereits oben bemerkt wurde, steht am Anfang der Theorie der ganz-
wertigen ganzen Funktionen der Satz von POLYA aus dem Jahre 1915 iiber
Funktionen, die IN nach Z abbilden. Bei Ganzwertigkeit auf den positiven
ganzen Zahlen sprechen wir vom additiven Full. Gelegentlich wurden auch
Funktionen untersucht, die auf sdmtlichen ganzen Zahlen ganze Werte an-
nehmen. Auch diese Ergebnisse wollen wir dem additiven Fall zuordnen, da
sich das Wachstumsverhalten dieser Funktionen nicht wesentlich von dem
ganzwertiger Funktionen im obigen Sinne unterscheidet.

Nach einigen Verschirfungen des POLYAschen Ergebnisses u.a. durch HARDY
[30] und auch POLyA [39] verallgemeinerte GEL'’FOND [22] 1929 den Satz auf
ganze Funktionen, deren erste s—1 Ableitungen IN nach Z abbilden. SELBERG
verbesserte GEL’FONDs Ergebnis 1941 in [44].

Auflerdem bewies SELBERG in [45], dass eine ganze Funktion f, die den
Bedingungen f(IN) C Z und

1

o(f) <log2+ 1500
geniigt, von der Form P;(z)+ P»(2)2* mit Polynomfunktionen P, und P ist.
Bis zu diesem Zeitpunkt waren alle Ergebnisse in der Theorie der ganzwerti-
gen ganzen Funktionen durch Untersuchungen geeigneter Interpolationsrei-
hen, meistens so genannter NEWTONscher Interpolationsreihen, gewonnen
worden. 1942 fithrte dann P1soT [37] eine neue Methode in die Untersuch-
ungen von Ganzwertigkeitsfragen bei ganzen Funktionen ein. Unter Benut-
zung der LAPLACE-BOREL-Transformierten der ganzen Funktion f, konnte
P1soT zeigen, dass ein ap mit 0,825 < g < 0,850 existiert, so dass jede
ganze, im POLyAschen Sinne ganzwertige Funktion f mit o(f) < ag von
der Form > "_, P,(z)fZ mit Polynomfunktionen Py,...,P, und algebrai-
schen Zahlen (,..., (3, ist. Weitere Anwendungen der LAPLACE-BOREL—
Transformierten auf Ganzwertigkeitsfragen im additiven Fall finden sich bei
Buck [11], WALLISSER [51] und ROBINSON [40)].
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FRIDMAN [I8] untersuchte 1968 ganze Funktionen, deren sémtliche Ableitun-
gen ganzwertige Funktionen im POLyAschen Sinne sind. Er konnte zeigen,
dass fiir jede ganztranszendente Funktion f mit f(*)(n) € Z fiir alle n, o € IN

A(f) := T@ % > log(1+e1)
gilt. Weiter konstruierte er eine ganztranszendente Funktion f mit A(f) <,
die der obigen Ganzwertigkeitsbedingung geniigt. Somit existiert eine Kon-
stante a; mit log(1 +e™!) < oy < m, so dass A(f) > ay fiir alle in diesem
Sinne ganzwertigen, ganztranszendenten Funktionen f ist. Der bestmogli-
che Wert fiir a; ist nicht bekannt. In diesem Zusammenhang muss auch die
bereits erwihnte Arbeit von SATO [41] genannt werden, die eine dhnliche
Konstruktion enthalt.

WALDSCHMIDT [47] zeigte 1978, dass man den POLYAschen Satz prinzipi-
ell auch mittels SCHNEIDERs Methode aus der Theorie der transzendenten
Zahlen beweisen kann. Man erhélt bei diesem Ansatz allerdings lediglich die
Aussage, dass eine positive Konstante ¢ existiert, so dass o(f) > c fiir je-
de ganzwertige ganze Funktion f gilt, die keine Polynomfunktion ist. Die
korrekte Grofle der Wachstumsliicke, also ¢ = log2, konnte bisher nicht
mittels Transzendenzmethoden gewonnen werden. Einen Beweisvariante, die
1989 von LAURENT in die Transzendenztheorie eingefiihrten Interpolations-
determinanten anstelle des SIEGELschen Lemmas benutzt, wird von WALD-
SCHMIDT in [49] skizziert.

1967 bewies BAKER [3] ein Analogon zum POLYAschen Satz fiir ganze Funk-
tion mehrerer Verédnderlicher. Durch Untersuchungen der LAPLACE-BOREL—
Transformierten im C? erhielten AVANISSTIAN und GAY [2] im Jahre 1975 ein
Analogon zum Ergebnis von PIsoT fiir ganzwertige Funktionen mehrerer
Veranderlicher.

1981 betrachteten PERELLI und ZANNIER [35] das Wachstum von ganzwer-
tigen ganzen Funktionen f, die neben der POLvyAschen Ganzwertigkeits-
bedingung noch den zusétzlichen arithmetischen Bedingungen f(n + p) =
f(n) (mod p) fiir alle hinreichend groBlen Primzahlen p und alle n € IN
genigen.

Ein weiterer wichtiger Fall der in der Literatur behandelten Ganzwertigkeits-
fragen ist der imagindr-quadratische Fall, bei dem Funktionen untersucht
werden, die den Ganzheitsring eines imaginér-quadratischen Zahlkorpers in
sich abbilden. FUKASAWA begann 1926 in [19] das Studium von ganzen



Funktionen, die der Bedingung f(Z[i]) C Z[i] geniigen. 1929 konnte dann
GEL’FOND [21] zeigen, dass eine positive Konstante a existiert, so dass fiir
jede in diesem Sinne ganzwertige ganztranszendente Funktion f

— 1

r—00 7”2

gilt. Von hier aus war es nur noch ein kleiner Schritt zu der oben erwihnten
Losung des siebten HILBERTschen Problems fiir imagindr-quadratisches f3.
1981 bewies schlielich GRAMAIN [27] nach Vorarbeiten von GRUMAN [29)
und MASSER [34], dass man hier & = 7= nehmen kann und dass dies die
bestmogliche Wahl fiir a ist. Auflerdem zeigte er dort einen allgemeineren
Satz, in dem anstelle von Z[i] der Ganzheitsring Ok eines beliebigen ima-
gindr-quadratischen Zahlkorpers K betrachtet wird. Interessanterweise erziel-
te GRAMAIN dieses Ergebnis nicht mit einer Interpolationsreihen-Methode
sondern mit der SCHNEIDERschen Transzendenzmethode, indem er zuerst be-
wies, dass eine ganzwertige Funktion, die ein geringeres als das obige Wachs-
tum aufweist, gewissen Funktionalgleichungen geniigt. Hieraus konnte er fol-
gern, dass das Wachstum der untersuchten Funktion dann sogar so gering sein
muss, dass man die Algebraizitdt der Funktion aus einem Satz von WALD-
SCHMIDT aus der bereits erwihnten Arbeit [47] folgern kann. Einen Beweis
des Satzes von GRAMAIN, der Interpolationsdeterminanten anstelle des S1E-
GELschen Lemmas benutzt, findet man bei ABLY und M’ZARI [1]. Allerdings

wird auch hier nicht die korrekte Gréfle der Wachstumsliicke gewonnen.

Im dritten Fall, dem multiplikativen Fall, werden Wachstumsliicken innerhalb
der ganzen Funktionen bestimmt, die auf einer geometrischen Folge (¢")nen
mit einem g € IN'\ {1} ganze Werte, d.h. Werte in Z, annehmen. Allerdings
sind auch einige Arbeiten von BEzZIVIN [5, 6] hierzu zu zihlen, in denen
anstelle von (¢"),en gewisse Folgen (u, )nen € ZN betrachtet werden, fiir die
Uy ~ q" gilt.

Im Jahre 1933 zeigte GEL’FOND [23], dass fiir jede ganztranszendente Funk-
tion, die der Bedingung f(¢") € Z fiir alle n € IN geniigt, stets
— 1 1
Tim —8 |2f e >
r—oo log”r 4logq

gilt und dass dies bestmdoglich ist. 1967 verallgemeinerte er in [26] sein Er-
gebnis auf Funktionen, deren erste s —1 Ableitungen ganzwertige Funktionen
auf einer geometrischen Folge sind.

In [54, B55] haben wir ein multiplikatives Analogon zu dem Ergebnis von
FRIDMAN bewiesen. Wir haben dort gezeigt, dass fiir jede ganztranszendente
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Funktion f mit f(®)(¢") € Z fiir alle o,n € IN,

— logl 1
e log O%If\r >
r—oo  log”r 4logq

ist. Wahrend FRIDMAN sein FErgebnis mit einer Interpolationsreihen—
Methode erzielte, benutzten wir eine Transzendenzmethode, bei der mittels
SIEGELsS Lemma eine Hilfsfunktion konstruiert wird, von der wir zeigen, dass
sie identisch verschwindet, wenn f ein geringeres Wachstum hat.

Untersuchungen von ganzwertigen ganzen Funktionen mehrerer Verdnderli-
cher im multiplikativen Fall finden sich bei BunDscHUH [12], BEzIvIN [4]
und GRAMAIN [28]. GRAMAIN [2§] und BUNDSCHUH [13] geben alternative
Beweise des Ergebnisses von GEL’FOND aus dem Jahre 1933 via der SCHNEI-
DERschen Transzendenzmethode (vgl. auch WALDSCHMIDT [50]). Auch hier
konnte, wie im additiven Fall, bisher die korrekte Grofle der Wachstumsliicke
nicht mit einer Transzendenzmethode gewonnen werden. WALLISSER benutzt
in [52] 53] ein ¢-Analogon der LAPLACE-BOREL-Transformation zum Be-
weis des GEL’FONDschen Satzes. Es zeigt sich allerdings, dass die hierbei
abzuschétzenden Ausdriicke den Koeffizienten der von GEL’FOND betrachte-
ten Interpolationsreihe entsprechen.

Ein Analogon zu dem Ergebnis von PERELLI und ZANNIER hat BEzIVIN [9]
im multiplikativen Fall bewiesen.

Soweit zu den drei Hauptfillen von Ganzwertigkeitsfragen, die in der Ver-
gangenheit in der Literatur betrachtet worden sind. Der Vollstéandigkeit hal-
ber seien noch einige Ergebnisse im Bereich der ganzwertigen Funktionen
erwahnt, die sich nicht direkt den drei Hauptrichtungen zuordnen lassen.

Hierzu gehoren sicherlich die Arbeiten von BEZIVIN [8] [7] und von PILA und
RODRIGUEZ VILLEGAS [36], in denen auch Funktionen untersucht werden,
die auf diinneren Mengen als im multiplikativen Fall, also etwa auf der Fol-
ge (¢™)nen, ganzwertig sind. Diese Arbeiten sind allesamt sehr interessante
Anwendungen von Interpolationsreihen—-Methoden.

Auflerdem gibt es noch vereinzelte Untersuchungen von ganzwertigen Funk-
tionen iiber nicht-archimedisch bewerteten Korpern. p-adische Versionen der
Sétze von POLYA und P1sOT findet man bei HILLIKER und STRAUS [31],
LAOHAKOSOL, LOXTON und VAN DER POORTEN [32] und WELTER [54]. Da
In|, < 1fiir allen € IN gilt, betrachten die Autoren dieser Arbeiten allerdings
keine ganze Funktionen. Statt Unterschranken fiir das Mindestwachstum von
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transzendenten ganzwertigen Funktionen zu geben, werden hier Unterschran-
ken fiir deren Konvergenzradius bestimmt. Des weiteren hat CAR in [I5] und
[16] Analoga zu den Sétzen iiber ganzwertige Funktionen im additiven bzw.
imaginar-quadratischen Fall fiir ganzwertige ganze Funktionen iiber Funktio-
nenkorper erzielt.

Wir wollen nun die fiir unsere Arbeit wesentlichen, bisher bekannten Wachs-
tumsliicken in einer Tabelle zusammenfassen. Wir werden auf diese Tabel-
le am Ende der Arbeit noch einmal zuriickkommen. Es sei dazu A gleich
IN im additiven Fall, {¢"|n € IN} im multiplikativen Fall und Z[i] im ima-
gindr-quadratischen Fall gesetzt, und (u,),en sei die Folge der nach wach-
sendem Betrag geordneten Elemente in A. Weiter sei B gleich Z im additiven
und im multiplikativen Fall und Z[¢] im imagindr-quadratischen Fall. Ist nun
s € {1,00} und f eine ganztranszendente Funktion, die fiir alle n € IN der
Bedingung

f9u,) eB firc=0,...,s—1 (1)
geniigt, so gilt
Fall s=1 5 =00
add. lim % >log?2 | lim % > log(l+e)
PoLya (1915) FRIDMAN (1968)
iy loglfl, 1 Tiyy loglogl|f], 1
mult. Tlirrolo bgg—gr > Thosa Tlggo gloggr 2 Thogq
GEL'FOND (1933) WELTER (1999)
imag.-quadr. lim % > 9 ?
(Ox = Z[i))
GRAMAIN (1981)

Nun konnen wir die neue Klasse von ganzwertigen ganzen Funktionen be-
schreiben, die wir in der vorliegenden Arbeit untersuchen. Alle bisherigen
Untersuchungen von ganzwertigen ganzen Funktionen beschéftigten sich mit
Funktionen, die einer Ganzwertigkeitsbedingung der Art mit einem festen
s € NU{oco} geniigen. Wir betrachten Funktionen, die anstelle von fiir
alle grofen n € IN der Bedingung

fu) € B firo=0,...,5,—1 (2)
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geniigen, wobei (s,) eine monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen ist.
Genauer betrachten wir in dieser Arbeit den Fall, dass die Folge (s,) expo-
nentielles Wachstum hat. Wir zeigen, dass man obige Wachstumsschranken
fiir s = oo bereits erhélt, wenn die Folge (s,) hinreichend schnell wéchst. Es
reicht also aus, wenn an jeder Stelle u,, endlich viele Ableitungen ganzwertig
sind.

Im ersten Kapitel untersuchen wir die obige Fragestellung im multiplikativen
Fall. Wir schliefen somit an unseren Artikel [55] an.

Im zweiten Kapitel betrachten wir den additiven Fall. Unter anderem ver-
bessern wir dabei FRIDMANs Resultat von 1968. Auflerdem leiten wir eine
Unterschranke fiir das Wachstum von ganztranszendenten Funktionen her,
die mit sdémtlichen Ableitung an allen ganzen Zahlen ganze Werte annehmen.

Im dritten und letzten Kapitel betrachten wir schliefllich den imaginér-
quadratischen Fall. Wir erhalten dabei u.a. ein Analogon zum Satz von FRID-
MAN fiir den imagindr-quadratischen Fall. Ein solches fehlte bisher in der
Literatur génzlich.

POLYA verwendete in seiner oben genannten Arbeit eine schwache Version
des folgenden Eindeutigkeitssatzes, der auf CARLSON [I7] zuriickgeht: Ist f
eine ganze Funktion mit o(f) < m und f(n) =0 fir alle n € IN, so ist f die
Nullfunktion. Die Funktion sin 7wz zeigt, dass dieser Satz bestmoglich ist. Die
Bezeichnung Eindeutigkeitssatz leitet sich davon ab, dass man Klassen von
Funktionen betrachtet - in CARLSONSs Satz die ganzen Funktionen mit o(f) <
7 -, die auch immer die Linearkombinationen ihrer Mitglieder beinhalten. Ein
Eindeutigkeitssatz besagt also, dass die Mitglieder der betrachteten Klasse
durch ihr Werteverhalten auf einer bestimmten Folge eindeutig bestimmt
sind. Solche Eindeutigkeitssidtze nehmen einen zentralen Platz in der Theorie
der ganzen Funktionen ein. Wir wollen aber nicht weiter hierauf eingehen
und stattdessen auf die umfangreiche Literatur zu den ganzen Funktionen,
wie z.B. den Monographien von BoAs [10] und LEVIN [33], verweisen.

Neben den Sétzen iiber ganzwertige Funktionen, leiten wir in jedem Kapitel
einen zugehorigen Eindeutigkeitssatz her, das heifit, wir untersuchen Funk-
tionen, die anstelle von der Bedingung

fuy) =0 firoc=0,...,5,—1

fiir alle groen n € IN geniigen. Ein Vergleich des Mindestwachstums von
ganztranszendenten Funktionen, die einer solchen Bedingung geniigen, und
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von solchen Funktionen, die die zugehorige Ganzwertigkeitsbedingung
erfiillen, liefert einige interessante Parallelen, aber auch gravierende Unter-
schiede, je nachdem wie schnell die Folge (s,,) anwéchst.

AuBlerdem untersuchen wir in jedem Kapitel die Giite der von uns gefunde-
nen Wachstumsliicken, indem wir Funktionen konstruieren, die einerseits den
Ganzwertigkeitsbedingungen geniigen und andererseits ein geringes Wachs-
tum haben. Dabei gewinnen wir u.a. auch eine bessere Oberschranke fiir das
oben definierte o, von dem FRIDMAN a; < 7 gezeigt hatte.

Am Ende der Arbeit findet sich eine Zusammenfassung der neu gefundenen
Wachstumsliicken. Auflerdem formulieren wir dort einige Vermutungen, die
sich aus der vorliegenden Arbeit ergeben.

An dieser Stelle mochte ich Herrn Prof. Dr. P. Bundschuh herzlich fir die
Anrequng zu dieser Arbeit, seine stindige Diskussionsbereitschaft und seine
wertvollen Hinweise danken.



Symbolverzeichnis

Die in der vorliegenden Arbeit benutzten Symbole sind weitgehend kanonisch,
die wesentlichen sind im Anschlufl aufgelistet und erklért:

IN
INo
Za Qa Rv R-i-) C

Ok
[a, 0]
Ja, 0]

:={1,2,3,...}, die Menge der natiirlichen Zahlen

=INU{0}

die Mengen der ganzrationalen, rationalen, reellen, positiven reellen
und komplexen Zahlen

der Ganzheitsring des algebraischen Zahlkorpers K
={reRla<z<0b}

={reR|a<z<0b}

= maxg <, |(2)]

die grofite ganzrationale Zahl unterhalb x, GAUSS-Klammer

, falls % bei dem Grenziibergang x — oo beschréinkt bleibt, und
g eine positivwertige Funktion ist; das LANDAU-,, Grof-oh“-Symbol
, falls lim,_ . b (i)‘ existiert und 0 ist, und g eine positivwertige
Funktion ist; das LANDAU-,Klein-oh“-Symbol

:= logmax (1, z)

= (511, ..., 5,), Multiindex
. n

= 2lio1 %

=l )

Limes superior
Limes inferior

log bzw. arg bezeichnen immer den Hauptwert der Logarithmus— bzw. Ar-

gumentfunktion.

Leere Summen und leere Produkte sind als 0 bzw. 1 definiert.
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Kapitel 1

Der multiplikative Fall

1.1 Definitionen und Resultate

In [54, [55] haben wir das Wachstumsverhalten von ganztranszendenten Funk-
tionen untersucht, die mit sdmtlichen Ableitungen auf einer geometrischen
Progression ganzrationale Werte annehmen. Wir haben dort den folgenden
Satz bewiesen.

Satz 1.1
Es sei ¢ € IN\ {1}. Dann gilt fir jede ganztranszendente Funktion f mit
9 (q") € Z fiir alle o,n € Ny

— 1 1 1
Tim —2 O%*”‘T > . (1.1)
r—00 log” r 4log q

Bemerkung

Ist K der Korper der rationalen Zahlen Q oder ein imaginér-quadratischer
Zahlkorper und Og sein Ganzheitsring, so bleiben der vorstehende Satz und
auch alle folgenden Sétze iiber ganzwertige Funktionen in diesem Kapitel
giiltig, wenn man statt ¢ € IN'\ {1} sogar ¢ € Ok, |¢| > 1, voraussetzt, und
in den Aussagen iiber das Wachstum der betrachteten Funktion log ¢ durch
log |q| ersetzt.

In diesem Kapitel wollen wir das Wachstumsverhalten von ganzen Funktio-
nen f untersuchen, die fiir alle groen n € IN der Bedingung

f(a)(qn) ez ftiro=0,..., [eT”A]
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mit festen 7, A € IR, geniigen.

Um dieses Ergebnis formulieren zu kénnen, benétigen wir einige Definitionen
und Bezeichnungen.

Ist f eine ganze Funktion, so setzen wir fiir k € R

— log. log, | f]|
N = ] + + r
pe(f) rnn log" r

p1(f) entspricht also der klassischen Wachstumsordnung der ganzen Funk-
tion f, die iiblicherweise mit p(f) bezeichnet wird. Auf der linken Seite der

Ungleichung ([1.1)) steht po(f).

Wir wollen einige einfache Eigenschaften von p, festhalten.

Lemma 1.2
Es sei P eine Polynomfunktion, und f,qg seien ganze Funktionen. Dann gilt
fiir jedes k € R,

(i) px(P) =0,
(ii) pu(f +9) < max{p.(f),px(9)},

(iil) pe(fg) < max{p.(f),px(9)}-

Beweis
Der offensichtliche Beweis sei dem Leser iiberlassen. Den Fall k = 1 findet
man in der Literatur.

O

Um die arithmetischen Voraussetzungen in unseren Sétzen zu formulieren,
bendtigen wir die folgende

Definition

Es seien a € C,n € INy, T'C C und f eine ganze Funktion. Wir sagen dann,
dass f an a eine T-Stelle der Ordnung n (in Zeichen ordr(f, a) = n) besitzt,
wenn fM)(a) € T fir v =0,...,n — 1 und f™(a) ¢ T gilt. Ist f®(a) € T
fiir alle v € INg, so setzen wir ordr(f,a) = +00.



Bemerkung
Ist T = {0}, so ist orde(f,a) nichts anderes als die iibliche Nullstellen-
ordnung der Funktion f an a. Wir schreiben in diesem Fall ordg(f,a) statt

Ol“d{o} (f, CL).

Bevor wir uns aber dem Studium der oben beschriebenen Klasse von ganz-
wertigen ganzen Funktionen zuwenden, wollen wir einen entsprechenden Ein-
deutigkeitssatz im CARLSONschen Sinne herleiten, d.h. wir wollen das Wachs-
tumsverhalten von ganzen Funktionen untersuchen, die fiir alle grofien n € IN
der Bedingung

FO ) =0 fire=0,..., [em]

mit festen 7,\ € IR, geniigen. Wir werden diesen Eindeutigkeitssatz bei
unseren Untersuchungen von ganzwertigen Funktionen anwenden.

Wir setzen fiir ¢ € C mit |¢| > 1

1 | d n
Mo(f;q) = lim —2+ 08+ olf.4").

AuBerdem sei fiir A € Ry

1 d n
ro(fi g \) = lim —2+ % ol f.q")

gesetzt. Offensichtlich ist 7o(f;q;\) = oo, falls 0 < A < Ao(f;q) ist,
und 7o(f;q¢;A) = 0, falls A\o(f;9) < A < oo ist. Wir setzen 7o(f;q) =
To(f3a; Mo(f1q)), falls 0 < Ag(f3q) < +o0 ist.

Dann gilt der folgende

Satz 1.3
Es seiq € C mit |g| > 1 und A € R,

(i) Fir jede ganze, nicht konstante Funktion f mit \o(f;q) > X\ gilt

To(f;q: )

plf) 2 log*[q|

(ii) Zu jedem T € R, existiert eine ganztranszendente Funktion g mit
Mo(g50) = A, To(g59) = 7 und px(g) = 7/ log*|g|.



Bemerkungen

(i) Der Teil (i) ist der eigentliche Eindeutigkeitssatz. Aus (ii) folgt, dass
(i) bestméglich ist.

(ii) Neben dem Beweis des Satzes im néchsten Abschnitt geben wir in
Abschnitt noch einen alternativen Beweis fiir (i) mittels einer
Interpolationsreihen—Methode.

Wenden wir uns nun den ganzwertigen Funktionen zu. Um das Werteverhal-
ten der Funktionen zu beschreiben, definieren wir

Mo(fiq) = lim —8+ %8+0°0 a(f,q")

oo logn

Weiter setzen wir fir A € R,

log. ordz(f, q"
(g A) = lim ot At

n—oo n?

und, falls Az(f;q) € Ry ist, 7(f:q) == m2(f; ¢; A\z(f39)).
) )

Da fiir alle a € C offensichtlich ordz(f,a) > ordy(f,a) gilt, haben wir den
folgenden Zusammenhang zwischen \o(f;q) und Az(f;¢q).

Lemma 1.4
Ist ¢ € C mit |q| > 1 und f eine ganze Funktion, so ist Az(f;q) > Mo(f;q).
Gilt Az (f;q) = Xo(f;q) € Ry, so ist 72(f;q) = 70(f;q).

Nun gilt der folgende Satz, der das Wachstumsverhalten ganzer Funktionen
mit Az(f;q) > 0 beschreibt. Wir werden den Satz in Abschnitt beweisen.

Satz 1.5
Esseiq € N\{1}, A €]0,2] und 7 € R.. Dann gilt fir jede ganztranszendente
Funktion f mit m(f;q¢; \) > 7:

(i) Ist A <2, so ist px(f) >

-
= logr g

log q log“ q

—2
(i) Ist A =2, so ist po(f) > (2 T | 1) .

Insbesondere ist po(f) > 1/(41ogq), falls t7(f; q;2) = 400 ist.
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Bemerkungen

(i)

(i)

Der Zusatz in (ii) fiir 72(f;¢;2) = +oo verschérft offensichtlich Satz
LI

Aus Satz (ii) folgt, dass die Aussage (i) im vorstehenden Satz
bestmoglich ist. Sind némlich A €]0,2[ und 7 € R4, und bezeichnet ¢
eine ganztranszendente Funktion geméfl Satz (il) mit A\o(g;q) = A,
70(g;q) = 7 und px(g) = 7/log*q, so folgt mit Lemma AL =
Az(9:9) > Ao(g;q) = A. Wére Ay > A, so wére nach (i) im vorstehen-
den Satz pr(g) > 72(g;¢; \)/log* ¢ = +o0. Also ist \; = X\. Wieder aus
Lemma [1.4] folgt nun 77(g; q) > 70(g; ¢) = 7 und somit

T 72(9; )
= S X
log™ ¢ log™ ¢

pA(9)

Uber die Giite von Satz|l.1/und Satz (ii) gibt der folgende Satz Auskunft,
den wir in Abschnitt [[.6] beweisen.

Satz 1.6
Es sei ¢ € IN\ {1}. Dann ezistiert eine ganztranszendente Funktion g mit

9 (q

") € Z fiir alle o,n € Ny und

1
< .
pa2(g) < STogq

Bemerkungen

(i)

(i)

(iii)

In [55] findet sich dieser Satz mit der Behauptung pa(g) < 1/(41logq).
Der Beweis dort ist aber inkorrekt. Man vergleiche hierzu die Bemer-
kung auf Seite [25]

Der Beweis dieses Satzes benutzt eine Konstruktion, die auf der NEW-
TONschen Interpolationsreihe beruht, wie sie sich in dhnlicher Form
auch bei GRAMAIN [27] und bei BUNDSCHUH und SHIOKAWA [14] fin-
det.

Wiéhrend die Wachstumsliicken fiir ganze Funktionen f mit Ao(f;¢q) <
2 bzw. Az(f;q) < 2 iibereinstimmen, zeigt der vorstehende Satz in
Kombination mit Satz|1.5| (ii), dass sich die Wachstumsliicken fiir ganze
Funktionen mit Ao(f;q) > 2 bzw. Az(f;q) > 2 sogar in der Funktion
unterscheiden, in der das Mindestwachstum von f ausgedriickt wird,

d-h. pag(ri0)(f) bzw. p2(f).



Wie bereits in der Einleitung bemerkt wurde, sind die Untersuchungen
von ganzwertigen ganzen Funktionen eng mit denen von transzendenten
Zahlen verkniipft. Wir benutzen im Beweis von Satz fiir die untere
Abschétzung eines gewissen Ausdrucks lediglich die Tatsache, dass der Be-
trag einer nicht-verschwindenden ganzrationalen Zahl stets grofler oder gleich
Eins ist. Wiirden wir statt dessen die so genannte Fundamentalungleichung
benutzen, die eine Abschiatzung des Betrags einer algebraischen Zahl nach
unten gestattet, so konnten wir leicht einen um gewisse algebraische Voraus-
setzungen erweiterten Satz formulieren und beweisen, der sowohl Satz als
auch den klassischen Satz von HERMITE und LINDEMANN {iber die Tran-
szendenz von e® bei algebraischem a« # 0 beinhaltet. In der Tat ist es so,
dass in [55] Satz aus einer solchen Verallgemeinerung gefolgert wird.

Aus Satz[1.5] folgt aber noch folgender Spezialfall des Satzes von HERMITE—
LINDEMANN.

Korollar 1.7
Ist « € IN, so ist e* ¢ IN.

Beweis
Wir betrachten die Funktion f(z) := exp(az). Wire e® € IN, so wiirde fiir
beliebiges ¢ € IN'\ {1} und o,n € IN,

n

FUg") = a” explag”) = a” (¢*)" € Z

gelten. Nach Satz|1.1|folgt hieraus po(f) > 0. Andererseits ist aber log | f], <
ar und somit po(f) = 0. Folglich ist unsere Annahme e* € IN unhaltbar.
0

Bemerkung

Satz behilt seine Giiltigkeit, wenn man voraussetzt, dass die f(®)(¢") im
Ganzheitsring Ok eines festen imagindr-quadratischen Zahlkorpers K liegen.
Man kann also sogar folgern, dass e® nicht in Ok liegen kann, wenn o € K\ {0}
ist.



1.2 Beweis von Satz 1.3

1.2.1 Beweis von Teil (i)

Es seien \,7 € R, und f eine ganze, nicht konstante Funktion mit
70(f;q; A) > 7. Wir kénnen hier ohne Einschrénkung 7o(f; ¢; A) > 0 anneh-
men, da ansonsten nichts zu zeigen ist. Wir zeigen nun py(f) > 7/log™|q|.

Ist € > 0 beliebig, so existiert ein ng := ny(e) € IN, so dass
ordo(f,q") > [exp (T — e)n*)] (1.2)
fiir alle n > ngy gilt.

Es bezeichne n(r, f) die Anzahl der Nullstellen von f in 0 < |z| < r. Weiter
sei k := ordy(f,0). Dann besagt die JENSENsche Formel (vgl. Theorem 1.5 in
LevIN [33])

r t, 1 2 ;
/o@dt:%/o log!f(ree)‘de—log

Hieraus folgt sofort wegen der Monotonie von n(r, f)

f"(0)
oy

‘ — klogr.

t 2 )
n(r, f) < / n{t, f)dt< 5 / log|f(erela)|d(9—|—(’)(1) <log|fl].,+O(1).
Aus der Definition von py(f) folgt, dass fiir alle hinreichend grofien r € R

log | ], < exp ((pa(f) + ) log7)

gilt. Somit haben wir
log n(r, f)
log* r
Andererseits ist aber wegen (|1.2))

< pa(f) te

[rogia] )
n(r f)= 3 [exp ((r—e)n)] = exp (Lg—quﬁlogk"ﬁ)'

Kombiniert man die letzten beiden Aussagen, so erhilt man

— 1
() T ERD) 5 T
r—00 1og r log™ |q]




1.2.2 Beweis von Teil (ii)

Es seien A\, 7 € R, . Wir unterscheiden drei Félle.

1. Fall: A\ =1

Da p1(f) die klassische Wachstumsordnung der Funktion f ist, folgt (ii) im
Fall A = 1 sofort aus bekannten Sétze aus der Theorie der ganzen Funk-
tionen endlicher Wachstumsordnung. Bezeichnet nédmlich (z,) die Folge, in
der jedes ¢™ genau [exp(7m)] mal vorkommt, so ist die Wachstumsordnung
des zur Nullstellenfolge (z,) zugehorigen kanonischen Produktes gleich dem
Konvergenzexponenten der Nullstellenfolge (vgl. Theorem 1.7 in LEVIN [33]).
Der Konvergenzexponent ist 7/log|q|, da

K o0
konvergiert < Z elr=rloglam konvergiert.

m=0

>~ fesptrm]| -

m=0

Die rechte Reihe konvergiert genau fiir k > 7/ log |¢|. Das kanonische Produkt
hat folglich alle im Satz geforderten Eigenschaften.

2. Fall: A < 1
Wir betrachten die durch das unendliche Produkt

NG
()

definierte Funktion einer komplexen Veradnderlichen z, die mit g bezeichnet
sei. Wir zeigen nun, dass g eine ganze Funktion mit py(g) < 7/log"|q| ist.
Da Ao(g;q) = A und 79(f; q) = 7 ist, muss dann aber nach Teil (i) Gleichheit
gelten.

Es sei 7 € Ry grof. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes m := m(r) €
Ny, so dass |g"" < r < |q|™ gilt. Es sei z € C mit |2 < 7.

Dann gilt

. ﬁ (1_ q%) o]

n=0

Slogﬁ (14 1gl™™) ]

n=0

<exp (Tm* + O (logm)) .
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AuBlerdem ist wegen log(1 + z) < z fiir x € R

o] P [eT"A} 00
log H (1 — —) < Z exp (rn* 4+ (m — n)log|q|) .

qn
n=m-+1 n=m-+1

Wir betrachten nun die Funktion einer reellen Veréinderlichen h(z) := 72* +
(m — x)log|q|. h' ist offensichtlich monoton fallend, und fiir groles m ist
W (m) < —1log|g| < 0. Somit haben wir nach dem Mittelwertsatz

> exp(h(n) = h(m)) <> exp (K (m)n) = O(1).

Ist also r und damit auch m geniigend gro8, so gilt

o0 P [eT"/\} [e'e}
o) T (1—q—n) <ew ) Y- el —hom) |

< exp (h(m) + O (1)).

Wegen m = logr/log|q| + O (1) folgt nun aus (1.3) und (1.4)), dass g eine
ganze Funktion mit py(g) < 7/log” |q| ist.

3. Fall: A >1
Wir betrachten die durch das unendliche Produkt

il A
T3 % 16

definierte Funktion und zeigen wiederum, dass ¢ eine ganze Funktion mit
palg) < 7/log” g ist.

Wie zuvor sei r € R wieder grol, z € C mit |z| <7 und m := m(r) € IN
so, dass |g|™ "' <7 < |g|™ gilt.



Wir schétzen wieder zunéchst den Anfang des Produktes ab. Es ist

Y
m - [log\rql )\71] 1 - i
log (1 — —) exp - (—)
EO " ; j\q"
< Z exp (tn* + 7A(m — n)n* ! + O (logm)) (1.5)

n=0

= exp (tm* 4+ O (logm)),

da die Funktion einer reellen Verdnderlichen h(z) := 2* + A\(m — x)2*~! ihr
Maximum auf R, in x = m annimmt.

Fiir n > m ist |z¢™"| < |¢|™ " < 1 und somit
-n - 1 —n\J
log(1—2¢"") = —Z;(Zq ).
j=1

AuBlerdem ist

- m—n)j m—n) 2T-pr=1 - —j
> g < g g
(g

Also haben wir fir n > m

z 1/ z2Y
log (1 — —) exp - (—)
q" ; J\q"

j:[lo;Tq\nA71]+1

[e.e]

™A m—n)j
<e D IR

j:[lo;qunA71]+1

< c(g)exp (Tn* + TA(m — n)n*)
= ¢(q) exp (Th(n)),

mit einer von ¢ abhéngigen, aber von m unabhéngigen Konstante ¢(q). Die

Funktion A ist fiir x > m monoton fallend und hat eine Nullstelle in z =

A
/\_1m.
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Somit folgt aus (|1.6])

2oml+1 el j ]
0 (S B [ >R T |

Fiir n > 2-m+ 1, ist h(n) = n*'(Am — (A = 1)n) < —(A — 1)n*~'. Da die
Potenzreihe ) 27 den Konvergenzradius 1 hat, folgt somit aus 1’

o]
00 . [loqu\nA71]1 ~ j
1 1—— - =
o it =5 )
n=[52ym]+2 J=1
. (1.8)

Da m = foog% + O (1) ist, folgt nun aus , und , dass g eine

ganze Funktion mit py(g) < 7/log” |q| ist.

1.3 Zweil Hilfssitze aus der Theorie der tran-
szendenten Zahlen

Um unsere Ergebnisse iiber ganzwertige Funktionen beweisen zu konnen,
benotigen wir zwei Hilfssdtze aus der Theorie der transzendenten Zahlen.

Der erste Hilfssatz spielt eine wichtige Rolle bei der Konstruktion von Hilfs-
funktionen. Obwohl er fiir beliebige algebraische Zahlkorper formuliert wer-
den kann, formulieren wir ihn hier in dem von uns bené6tigten Spezialfall.

Lemma 1.8 (SIEGELsches Lemma)

Es sei K der Korper der rationalen Zahlen oder ein imagindr-quadratischer
Zahlkorper und Ok sein Ganzheitsring. Weiter seien m,n € IN mit n > m.
Die Betrige der Koeffizienten a;; € Ox firi=1,...,mund j =1,...,n

11



seien durch A beschrinkt. Dann gibt es eine von n,m,A und den a;; un-
abhingige Konstante C' € R, so dass alle Gleichungen

Zaz‘ﬂ?jzo (t=1,...,m)
j=1
durch ein (x1,...,x,) € Op \ {0} erfillt sind, fir das

max |z;| < (Cnd)

qgilt.

Bemerkung
Den Ausdruck —- nennt man STEGEL-Exponent.

Beweis
Dies ist Hilfssatz 31 in SCHNEIDER [43] in dem Spezialfall, dass K der Korper

der rationalen Zahlen oder ein imagindr-quadratischer Zahlkorper ist.
O

Lemma 1.9 (ScHWARZsches Lemma)
Sei 0 < r < R und f # 0 holomorph in |z| < R. f habe n Nullstellen in
|z| < r, wobei jede gemafs Vielfachheit gezihlt sei. Dann gilt

R? 4 2
2rR

log |f], < log|f|p —nlog

Beweis
Dies ist Lemma 1.3.1 in WALDSCHMIDT [48].

1.4 Beweis von Satz 1.5

Es sei A €]0,2],7 € Ry und f eine ganze Funktion mit 7(f;¢; A) > 7 und

T falls A < 2

Togh ¢

pA(f) < (2

log g

—2
- +1) 5, fallsA=2.
og* g
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Wir zeigen nun, dass f dann keine transzendente Funktion sein kann, d.h.
dass ein Polynom P € C[X,Y]\ {0} existiert, so dass die ganze Funktion
F(z) = P(z, f(2)) identisch verschwindet.

Zu jedem e > 0 existiert ein Ny := Ny(¢), so dass fiir alle n > Ny
ordz(f,q") > exp (( — e)n?) (1.9)

ist.

Wegen der Voraussetzung iiber py(f), existiert ein v € IR, mit

T, falls A < 2
v < -
(2 — 4 1) T, falls A =2,

log q

so dass fiir alle hinreichend grofien r € R,

log™ r
log | f], < exp (’y 5 ) (1.10)
log™ q

ist.

Es sei € > 0 so klein, dass sogar

T — ¢, falls A < 2

< —2 1.11
! (2 > +1> (1—¢), falls \=2 (L11)

log g

gilt.

Sei N € IN stets hinreichend grofl gewéhlt; insbesondere gréfer als Ny und
so grof}, dass (1.10) fiir alle r > ¢ gilt.

Wir setzen S,, := [G(T_E)RA} firn € N, H := [SNNI/Q] + 1 und K =
[N92] 1 1.

T,0 € R~ sind Parameter, an die im Verlauf des Beweises Bedingungen
gestellt werden und die dann im 4. Beweisschritt fiir A < 2 und A = 2
gesondert gewahlt werden. Die Aussagen der Schritte 1 bis 3 gelten also nur
unter der Annahme, dass man geeignete 6 und T finden kann, die diesen
Bedingungen geniigen.

13



1. Schritt: Es existieren apy € Z, (h=0,...,H—1; k=0,...,K —1), mit

0 < max |ap k| < exp (S - O (N)),

so dass die ganze Funktion

t

-1 K-

,_.

(Ih kZ
0 k=0

fir allen € {N,...,[TN]} der Bedingung

>
Il

ordo(F,q") > Sy
geniigt.

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

H-1K-1 h k f(%j)<qn)
0=F )= "> anr Y. a!( )qn(h”k“) 11 Tl
— senk j=1

He+1

firn = N,...,[TN]und ¢ = 0,...,Sy — 1. Dies sind Sy([TN] — N + 1)
Gleichungen in den HK > SyN? Unbekannten ap - Ist ATA < 7 — ¢, so ist
log |f|,r~v < S, falls N geniigend groff gewihlt wurde, und fiir obige n und
o gilt

‘f(O)(qn)‘: i / (gf(ﬂ < olexp (Sy + O (N)).

27i —qn)ot!
€l=g"+1
Beriicksichtigt man noch, dass die Kardinalitit von {s € IN§™||x| = o}

gleich (”zk) ist, so ergibt sich fiir die Koeffizienten des obigen Gleichungs-
systems

ko (o
R A Tl | G
zeNEH it Jj=1 %]'

|z|=0

o127 K  exp (HTNlog g + KSy + K - O (N))

<
< exp (SN -0 (Nz)).

und die Behauptung folgt aus dem SIEGELschen Lemma. Man beachte, dass
der SIEGEL-Exponent von der GroéSenordnung O (N71) ist.
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2. Schritt: Fir alle M > N und S € {Sy-1,...,Su} gilt

Vm € {M,...,[TM]}: ordy(F,q™) > S. (Inr,s)

Wir zeigen dies durch Induktion. Der 1. Schritt liefert uns die Induktionsver-
ankerung (Iy s, )-

Es sei (Ip15) bereits gezeigt.

Wir zeigen nun:

1) Ist Spro1 < S < Suyso gilt: (Iyrs) = (Inrs41)-

2) Ist S = SM, SO gllt (IM,S) — ([M+175).

Dann gﬂt (IN,SN) 2:)> (INJFLSN) 1:)> (IN+1,SN+1) 1:)> 1:)> (IN+1,SN+1) 2:)>

(INt2,55+1) :)> ..., und die Behauptung des 2. Schritts ist gezeigt.
1.

Zu 1.): Esist Sy—1 < S < Sy F hat wegen (Ij,6)) mindestens S([TM] —
M +1) Nullstellen in |z| < ¢™ + 1. Mit dem SCHWARZschen Lemma haben
wir also

20T M

q
10g|F|qTM+1 S 10g|F|qT9M — S([TM] - M + 1) 1ng

= log |F| ronr — S(T = 1)T(0 —1)M?logq+ S - O (M).
(1.12)
Ist nun y0*T* < 7 — ¢, so ist nach ([1.10)
10g|f\quM < SM—l < S;

falls nur N (und damit auch M) hinreichend grof ist. Hieraus ergibt sich,
wenn man Schritt 1 und die Wahl von H und K beriicksichtigt

log |F| ora < log H + log K + log max |ap x| + 0T HM log g + K log | f| era
<S-0(M*?).

Setzen wir

h(0,T):=T(T —1)(0 —1)logg,
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so folgt aus der CAuUCHYschen Integralformel und (1.12) fiir m €
{M,...,[TM]}

|[F&) (g™)]

S! F(§)de
%a:lﬂ €=
Slexp (—h(0,T)SM? + S - O (M*?)) (1.13)
exp (S (log Sy — (6, T)M? + O (M*7?)))
exp (S ((r — )M — h(0, T)M?* + O (M*/?))) .

ININCIA

Kann man nun unter Beriicksichtigung der iibrigen an 7" und 6 gestellten
Bedingungen diese so wéhlen, dass h(6,7) > 0 im Fall A < 2 und 7 — ¢ —
h(0.T) < 0 fiir A = 2 gilt, so ist also |F@)(¢g™)| < 1, falls N hinreichend
groB ist. Somit muss F?)(¢g™) = 0 sein, da F(©)(¢™) € Z ist. Die Wahl der
Parameter erfolgt in Schritt 4.

Zu 2.): Im Fall S = Sy verlduft der Beweis vollkommen analog. Man
schitzt mit dem SCHWARzschen Lemma [F| ras4y,, ab und folgert dann

wieder mit der CAUCHYschen Integralformel, dass |F(?)(¢™)| < 1 fiir m €
{ITM])+1,...,[I(M +1)]} und 0 € {0,...,5 — 1} gilt. Insbesondere erge-
ben sich dieselben Bedingungen an 7" und 6.

3. Schritt: Es ist F'=0. Somat ist f eine algebraische Funktion.

Dies folgt sofort aus Satz|1.3| (i). Denn nach Lemma 1.2 (1.10] - ), (L.11)) und

der Konstruktion von F gilt py(F) < v/log* q < (1 —¢)/log* q. Andererseits
ergibt sich aus dem 2. Schritt A\o(F';¢) > A und 70(F;¢; A) > 7 — . Somit ist
F nach dem Eindeutigkeitssatz eine konstante Funktion.

4. Schritt: Wahl der Parameter T und 6.

zu (i): A <2
Wir suchen T',0 > 1, so dass

YT*0* <7 —¢ und h(0,T)=T(T —1)(0 —1)logq >0

ist. Setzt man nun ¢ := T := 1 4 ¢ mit einem von 7, 7,¢ und A abhingigen
5 € Ry, so ist beides offensichtlich erfiillt, da nach (L.11)) v < 7 — ¢ ist.
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zu (ii): A =2
Wir suchen 7,0 > 1, so dass
VT?*0* <7 —¢ und 7—ec—h(0,T) <0
ist.
Dazu maximieren wir die Funktion

1

unter der Nebenbedingung
h(0,T)—7=T(T—1)(0 —1)logqg— 7 =0.
Es ist also
-
T(T —1)logq
Setzt man dies in g(0,T) ein, so ergibt eine leichte Rechnung, dass die Funk-

tion ihr Maximum in
T=1+4,—
log g

annimmt. Aus ((1.11)) ergibt sich nun

T —£& T —¢&

TS T z
(2 log q + 1>

und auBerdem ist 7 —e — h(0,T) = —e < 0.

0=1+

1.5 Uber NEwTONsche-Interpolationsreihen
und ein weiterer Beweis fiir Satz [1.3| (i)

Es sei (z,) € CN eine beliebige Folge. Setzen wir Py(z) := 1 und P,(z) :=
(z — z,)Py_1(2) fiir n € N, so ergibt sich aus der fiir £ # z, 2,41 giiltigen

Gleichung
1 1 Z = Znt1

= +
§—=z §— znn1 (é_z)@_zn—#l)
induktiv bei & # 2, 21, 29, . ..




fiir alle n € IN.

Es sei nun f eine ganze Funktion. Multipliziert man die vorstehende Glei-
chung mit % und integriert dann iiber |{| = r mit einem r € R, welches
so grofl gewihlt sei, dass sdmtliche Nullstellen von P, (§) und (£ — 2)P,(&)

innerhalb von |£| = r liegen, so erhélt man fiir jedes feste z € C mit |z| < r

n—1

f(z)= ZAVPZ/(Z) + R, (2) (1.14)
mit
A, = A (f) = % ]J:(i)éi (1.15)
€=
e Pa(z) [ J()de
Rulz) 1= T |5|Z Tt (1.16)

Konvergiert R, (z) bei n — oo lokal gleichméfig gegen die Nullfunktion, so
gilt in ganz C die eindeutige Darstellung

)= AB(). (1.17)

Definition

Die Reihe rechts in heifit die NEWTONsche Interpolationsreihe von
f beziiglich der Folge (z,). Die z, heilen die Interpolationsstellen, und die
A, (f) heiflen die Interpolationskoeffizienten von f beziglich der Interpolati-
onsstellenfolge (z,).

Als erste Anwendung der NEWTONschen Interpolationsreihe einer ganzen
Funktion wollen wir einen alternativen Beweis fiir Satz (i) geben.

Es seien ¢, 7,A € Ry,e < 7 und ¢ € C mit |¢| > 1. Fiir g € INg setzen wir
t, := [exp((T — &)p*)]. Dann existieren zu jedem n € IN eindeutig bestimmte

m € Noundt € {1,...,t,},sodassn = ZZ:OI t,+t ist. Wir setzen z, := ¢™
und erhalten

Poal2) = Pu(z) = (2 — ™)' [ (= = ).



Ist f eine ganze Funktion, so gilt nach ([1.14)) fiir jedes N € IN

) = 3 AdP(2)+ Ra(2)

M-1 tm T-1
= Z Z At P (2) + Z A Prri(2) + Ry (2),
m=0 t=1 t=1

falls N = Y0001, + T mit T € {1,... ).

Mit diesen Bezeichnungen gilt nun folgendes

Lemma 1.10 (Ein Konvergenzlemma)
Ist pA(f) < ﬁ, so gilt fiir alle z € C

f2)=>" i At P (2)- (1.18)

m=0 t=1

Beweis
Wegen p,(f) < == gilt

log*|q]
log* r
log |f|, <exp (7T>
log™ [q

mit einen 0 < v < 7 — ¢ fiir alle hinreichend grofien r € IR, . Folglich kann
man 0 € R+, so wihlen, dass 70* < 7 — ¢ ist.

Es sei nun § € Ry und z € C mit |2]| < 6.
Wir setzen ry; := |q|”™. Nach (1.16) gilt

Pyr(2) LS
Rn(2) = Ryr(z) = T omi / (& —2)Pyr(§)’

1€1=rnm
wenn N = nyz_ol t,+ T mit einem 7" € {1,...,ty}.
Wir wollen nun zeigen, dass R, (z) fiir n — oo gegen Null konvergiert.

Wir kénnen also annehmen, dass N und somit auch M grof§ sind. Folglich
konnen wir |z| < rj;/2 und somit auch

€ — 2] = rag/2 (1.19)
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auf || = r); annehmen.

Weiter haben wir fiir grofle M

| f],,, < exp (e'YQAMA> < exp ([e(T’E)(M’l)AD = exp(ty—1) < exp(N).

(1.20)
Es ist
TM—I
Pur(2)] < (2] +1al™) " TT (1 + o)™

n=0
1 M—1 tu T 1.21
<lq=sen T ()" () 0

120 [ |q|

<c(q, 6)N |g""

mit ¢(q,6) :=[[,2,(14+0 |¢| ") > 1. Das unendliche Produkt konvergiert, da
die Reihe "7 /¢~ absolut konvergiert.

Auf €] = 7 gilt

M1 t T
Pl = IT (™ = 1a*) " (1™ = 1a™)

pn=0
_ M—1 ¢ T (1.22)
_ |q|9MZL”:01 tu+OMT H (1 _ \q|”*9M> Z (1 B |q|(17€)M>
©n=0
>ci(q,0)™ g™

mit 0 < ¢;(q,0) == (1 —|g|"") < 1.

Aus (1.19), (1.20), (1.21) und (1.22) folgt nun mittels der Standard-
abschitzung

[Rarr(2)] < exp (1 = 0)MNloglg| + O (N))

und somit limy_,. Ry(z) = 0 wegen 6 > 1.
U

Hieraus folgt nun Satz (i) wie folgt:

Ist f eine ganze Funktion mit 7o(f;q; A\) > 7, so existiert zu jedem € > 0 ein
Ny € IN, so dass fiir alle m > N

OI'd()(f, qm) 2 tm
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gilt.
Wir setzen nun Q(z) := Hﬁfio(z’ — ¢")™ und betrachten die ganze Funktion
F(z) :== Q(z) f(z). Offensichtlich gilt

ordo(F,q™) >t (1.23)

fiir alle m € INg.

Ist px(f) < 7/log|q|, so wihlen wir £ so klein, dass sogar p\(f) <
(1 — €)/log*|q| gilt. Nach Lemma ist auch p\(F) < (1 — ¢)/log|q|
und somit lasst sich F' nach dem Konvergenzlemma als Interpolationsreihe

(1.18) darstellen mit
F(§)de
27rz f Prmit1(€)’ falls 1 <t<t,
Apa(F) =4 18 e o)

271'1 P 1 1(6)’ faHS t - tm

|€l=rm
Nach der CAUuCHYschen Integralformel gilt also fiir 1 <t < t,,

B —1tu—1 1 dtu_l_g (g _ qu>tu):| (0)
Amt - H
AF) ; — (t,—1)! {dft“lg (Pm,tﬂ(f) E—qn Fo) (1.25)

t l dt—a (é—_qm>t+1>:| (0)(.m
1 {dét"( i@ Mo

~+

1

+

o=

und fir t = ¢,

m tu—1 dtu_l_a (f - qﬂ)tu
mt = F(U) M
A Z (t, —1)! {dé‘tula (Pm,tﬂ(f) >} E=qh ) (1.26)

pn=0 o=
1

+ I — qm—i-l )
Pl (g™ ) ( )

Nach (1.23) ist F(?)(¢™) = 0 fiir alle m € Ny und o € {0,...,t, — 1}. Aus
(1.25) und (1.26]) folgt somit A,,; = 0 fur alle m € No und ¢ € {1,...,¢,}.
Also ist nach dem Konvergenzlemma F' = 0. Dies impliziert aber f = 0, da
die Polynomfunktion ) nur endlich viele Nullstellen hat.
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1.6 Beweis von Satz [1.6]

1.6.1 Das Beweisprinzip

Wir wollen zuerst kurz die Idee skizzieren, die den Beweisen der Sétze (1.6}

und [3.4] zugrundeliegt.

Die Aufgabe, die in den Beweisen dieser Sétze zu losen ist, ldsst sich wie
folgt beschreiben: Es sei K der Korper der rationalen Zahlen @Q oder ein
imaginar-quadratischer Zahlkérper und Ok sein Ganzheitsring. Zu einer ge-
gebenen Folge (u,)nen, von paarweise verschiedenen Zahlen in Ok soll nun
eine ganztranszendente Funktion g(z) mit der Eigenschaft ¢(*)(u,) € Ok fiir
alle o,n € INy und einem moglichst geringen Wachstum konstruiert werden.

Dazu konstruieren wir zunéchst eine geeignete Interpolationsstellenfolge
(zn)nen C {u;]j € INo}. Geeignet bedeutet hier, dass zu jedem Tupel (o, n) €
IN x INg ein N € IN existieren soll, so dass

card({j € {1,...,N}|z; =u,}) =0
gilt.

Wir betrachten dann die NEwTONsche Interpolationsreihe einer 