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Vorwort

Die vorliegende Bachelorarbeit Dirichletreihen und Eulerprodukte ist die Abschlussarbeit nach
dem Bachelorstudium der Mathematik am Mathematischen Institut der Universitit zu Koéln
im Sommersemester 2019.

Diese Bachelorarbeit ist eine eingehende Bearbeitung des Titelthemas in der Zahlentheorie,
deren Urspriinge bereits in der Antike liegen. Jedoch kamen fundamentale Beitrige erst im 18.
und 19. Jahrhundert durch Mathematiker wie Leonhard Euler, Carl Friedrich Gauf sowie Peter
Gustav Lejeune Dirichlet hinzu. Hier kniipft diese Bachelorarbeit an und befasst sich mit der

fundierten Darlegung einiger zusammenhangender Grundsteine der Zahlentheorie dieser Epo-
che.

Zu diesem Thema erschienen neben Lehrbiichern auch Vorlesungsschriften und Artikel. Mit
einer Auswahl dieser Literatur, die im Verzeichnis aufgefiihrt ist, wurde zun#chst ein besseres
Verstéandnis des Themas erlangt. Thre Bearbeitung findet sich in der vorliegenden Schrift. Dazu
wurde die verwendete Literatur so studiert, dass die herangezogenen Beweise und Beispiele
eines mathematischen Satzes eigenstindig zu der hier vorzufindenden Darstellung zusammen-
gefithrt wurden.

Die vorliegende Arbeit wurde in KTEX verfasst und als Bericht formatiert, die Abbildungen
wurden in DesignCAD 3D Maz erstellt.

Koln, den 18. Juli 2019

Titus Pavlovic
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Dirichletreihen und Zahlentheorie

Wir befassen uns in dieser Arbeit mit Dirichletreihen, die zu den Bausteinen der analytischen
Zahlentheorie gehoren. Sie stellen eine Briicke zwischen der Zahlentheorie und der Analysis, im
Speziellen der Funktionentheorie, dar. Damit helfen sie uns, zahlentheoretische Funktionen mit-
hilfe der Theorie der Analysis zu behandeln. Des Weiteren leitete die ausfiihrliche Behandlung
der Grenzfunktion einer ganz bestimmten Dirichletreihe den langwierigen Beweis des Primzahl-
satzes ein 56|, [6, S. 281].

Die Nihe zu Potenzreihen fiihrt die Dirichletreihen selbst in die Analysis, um analytische
Funktionen durch Dirichletreihen zu erklaren. Wir behalten jedoch die Ndhe zur Zahlentheorie
im Blick [56].

Der Begriff der Dirichletreihen ist mehrdeutig. So kann er die mathematischen Ausdriicke
sogenannter allgemeiner Dirichletreihen bezeichnen [55, S. 291]. Durch Koeffizienteneinschrin-
kung leiten sich aus diesen mehrere spezielle Reihen her, wie beispielsweise Potenzreihen oder
gewdhnliche Dirichletreihen. Weil man sich meist jeweils mit einer der Spezialfille befasst, ist
es iiblich, auch die gewohnlichen Dirichletreihen kurz Dirichletreihen zu nennen.

Die in der vorliegenden Arbeit dargelegte Behandlung der Dirichletreihen erstreckt sich von
grundlegenden Eigenschaften bis hin zur Perron’schen Formel. Dadurch erreichen wir ausrei-
chende Kenntnisse fiir darauf aufbauende weitere Untersuchungen sowohl der Dirichletreihen
selbst als auch ihrer Anwendungen, beispielsweise zum Beweis des Primzahlsatzes.

1.2 Die Menge der Primzahlen

Primzahlen faszinieren nicht nur Mathematiker: Sie sind unverkennbar die multiplikativen Bau-
steine der natiirlichen Zahlen. Dass die Anzahl der Primzahlen grofler ist als jede Zahl, die

vorgelegt wird, bewies Euklid von Alexandria (etwa 300 v. Chr.) bereits in der Antike in seinen
Stoicheia (Elementen) [15, Buch IX.20], [6, S. 281|.

Einen ganz anderen Beweis iiber die Unendlichkeit der Primzahlmenge gab Leonhard FEuler
1
(1707 — 1783) im Jahr 1737 an. Er betrachtete dazu das Produkt H T dessen Divergenz er

p prim p
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— 1
aus der Divergenz der harmonischen Reihe Z = herleitete [6, S. 52|, [17]'. Eine Verallgemeine-
n

n=1
rung der dabei benutzten Identitat war schlieflich die Ausgangslage fiir Riemanns Abhandlung
[43] aus dem Jahr 1859, in der er die heute nach ihm benannte ¢ — Funktion untersuchte [43,
S. 671 — 680].

Die in der vorliegenden Bachelorarbeit behandelte Darstellung einer Dirichletreihe als soge-
nanntes Eulerprodukt ermoglicht es uns, den Satz Euklids beweisen zu koénnen |2, S. 224], [27,
S. 113], [21, S. 21].

1.3 Der Primzahlsatz

Auch wenn Primzahlen anscheinend unregelméifig verteilt sind, kann die Anzahl 7(z) der Prim-

zahlen, die eine vorgegebene positive reelle Schranke z nicht {ibersteigen, zumindest fiir grofe

Werte der Schranke annihernd bestimmt werden. So bekundeten Gauss (1777 — 1855) im Jahr
-1

1793 und Legendre (1752 — 1833) im Jahr 1798 ihre Vermutungen, dass lim miw) - log() =1

T—00

x
gilt |7, S. 452]. Der Beweis dieser Vermutung, die heute als Primzahlsatz bekannt ist, gelang
erst 100 Jahre spéter |2, S. 8, 9].

Einen entscheidenden Schritt in der Geschichte des Beweises des Primzahlsatzes gelang
schlieflich Dirichlet (1805 — 1859) im Jahr 1837. Er bewies den heute nach ihm benannten
Satz? iiber die Unendlichkeit der Primzahlmenge in einer arithmetischen Folge [24, S. 603]. Im
Beweis beschritt er eine neue Vorgehensweise, indem er Werkzeuge der Analysis in der Zahlen-
theorie benutzte. So ordnete er einer zahlentheoretischen Funktion eine unendliche Reihe zu, in
der die vorkommende Variable reelle Werte annehmen konnte. Mit der dabei gestalteten Reihe,

die nach ihm als Dirichletreihe bezeichnet wurde, legte er den Grundstein der analytischen
Zahlentheorie [24, S. 604], [5, S. 1].

Auf einen weiteren entscheidenden Beitrag zum Beweis des Primzahlsatzes wartete man bis
1851. Dem russischen Mathematiker Tschebyscheff (1821 — 1894) gelang damals der Beweis,

dass der Grenzwert lim M
T—00 x

genau 1 betragen muss. Er war aber nicht in der Lage, die Existenz dieses Grenzwertes und
damit den Primzahlsatz zu beweisen |2, S. 9], [24, S. 606].

entweder nicht existiert oder aber, im Falle der Existenz,

Acht Jahre spéter, ndmlich 1859, veroffentlichte Riemann (1826 — 1866) die erwdhnte Ab-
handlung [43] iiber die Verteilung der Primzahlen, in der er der Herangehensweise Dirichlets
an die Zahlentheorie folgte. Auch Riemann nutzte analytische Methoden in der Zahlentheo-
rie, nun aber beziiglich komplexwertiger Funktionen. So fiihrte er im Falle der Konvergenz die
Riemann’sche ( — Funktion ein. Deren Figenschaften verkniipfte er mit der Verteilung der Prim-
zahlen [2, S. 9]. Um seine auf nur neun Druckseiten dargestellten Untersuchungen vollstandig

'Eulers ,, Verschiedene Bemerkungen iiber unendliche Reihen aus 1737 erschien 1744 [16]; Nachdruck in
Opera Omnia: Series 1, Band 14, S. 216 — 244, Teubner, Leipzig, um 1927; eine Ubersetzung findet sich in [17].

2Dirichlet’scher Primzahlsatz [2, S. 7]: Sind a und m teilerfremde natiirliche Zahlen, so gibt es unendlich
viele Primzahlen der Form a + km, k € {0,1,2,... }.
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zu rechtfertigen, vergingen einige Jahrzehnte |6, S. 300, 301].

In seiner Arbeit [43| formulierte Riemann auch das heute noch ungelste Problem tiber die
nichttrivialen Nullstellen der Riemann’schen ¢ — Funktion |31]>.

Mit Fortentwicklung der Funktionentheorie waren einige Jahrzehnte spater ausreichende
Kenntnisse der Eigenschaften der Riemann’schen ( — Funktion vorhanden, um den Primzahl-
satz zu beweisen. Dies gelang 1896 unabhingig voneinander dem franzdsischem Mathematiker
Hadamard (1866 — 1963) und dem Belgier de la Vallée Poussin (1866 — 1962) [6, S. 281, 301].

Damit standen Dirichletreihen und deren Grenzfunktionen, insbesondere die Riemann’sche
¢ — Funktion, im Zentrum der Geschichte des Beweises des Primzahlsatzes.

Wichtige Eigenschaften der Dirichletreihen schilderten bereits Dirichlet und nach ihm sein
Schiiler Dedekind (1831 — 1916), aber nur fiir reelle Variablen. Als Erster war es aber der déi-
nische Mathematiker Johan Ludwig Jensen (1859 — 1925), der Resultate iiber Dirichletreihen
fiir eine komplexe Variable bewies. Der erste Versuch, eine systematische Theorie iiber Di-
richletreihen zu entwickeln, geht auf den franzosischen Mathematiker Eugéne Cahen (1865 —
1941) zuriick, der 1894 zum Thema der Dirichletreihen promovierte [57]. In seiner Dissertation
unterliefen ihm jedoch einige Fehler und seine Beweise fiihrte er stellenweise ohne die notwen-
dige Strenge. Auch gerade wegen dieser unvollendeten Darstellung erwies sich seine Arbeit als
Ausgangslage fiir weitere Untersuchungen der Dirichletreihen [44, S. 1], [40].

1.4 Gliederung dieser Arbeit

Im folgenden zweiten Kapitel dieser Arbeit werden wir uns mit algebraischen Eigenschaften
der Dirichletreihen auseinandersetzen. Dabei werden wir Dirichletreihen durch Produkte iiber
Primzahlen, sogenannte FEulerprodukte, darstellen. In diesem Zusammenhang werden wir im
Anhang A auf unendliche Produkte genauer eingehen.

Anschliefsend werden wir im dritten Kapitel analytische Eigenschaften der Dirichletreihen
ndher untersuchen. Dabei zeigt sich, dass das Innere ihres Konvergenzbereiches eine Halbebene
darstellt |27, S. 115]. Wéhrend Potenzreihen aber im Inneren ihres Konvergenzbereiches sogar
absolut konvergieren, miissen Dirichletreihen nicht unbedingt im ganzen Inneren ihres Kon-
vergenzbereiches absolut konvergieren [10, S. 5|. Was Potenzreihen und Dirichletreihen aber
gemeinsam haben, ist die Eigenschaft, dass ihre Grenzfunktionen im Inneren der Konvergenz-
bereiche analytische Funktionen darstellen.

Nachdem wir dies fiir Dirichletreihen bewiesen haben, werden wir im vierten Kapitel einige
Integralformeln herleiten. Wie es auch bei Potenzreihen moglich ist, kdnnen die Koeffizienten
einer Dirichletreihe aus ihrer Grenzfunktion wiedergewonnen werden [39, S. 33|, [7, S. 106].
Schliefllich werden wir eine andere Integralformel zeigen, die sogenannte Perron’sche Formel.
Sie ermoglicht es, die Partialsummen einer Dirichletreihe als komplexes Kurvenintegral darzu-
stellen.

3Preisauslobung zur Losung der Millennium — Probleme [30].
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1.5

Notation

Wie es bereits bei Landau (1877 — 1938) |36, S. 30| vorzufinden ist, bezeichnen wir den Re-
alteil der komplexen Variablen s mit ¢ und ihren Imaginirteil mit ¢ [10, S. 1], [39, S. 1], [8, S. §].

Die Zahlenmengen bezeichnen wir wie gewohnlich mit N (Natiirliche Zahlen), Z (Ganze
Zahlen), Q (Rationale Zahlen), R (Reelle Zahlen) und C (Komplexe Zahlen).

Wir benutzen die Bezeichnungen [39, S. 8], [2], [27]:

N={1,2,3,...} = Zoo,

Ny = {0,1,2,3,...} = Zso,

R.,={z €R|x >a} fireinaecR,
Rs, ={z €R|x >a} fiireinaeR,
alb, falls a ein Teiler von b ist, a, b € N,

Z bezeichnet die Summe Z fiir ein x € R,

1<n<z neN
n<x

Gaufl — Klammer |xz] = max{k € Z |k <z} fiirein z € R,
die Halbebene Q, = {s € C|o = Re(s) > o} fiir ein p € [—00, 0],

E :N — C, gegeben durch E(n) =1 fiir alle n € N,

1, wenn n =1,

u(n):{ neN,

0, wennn >1,

die Mdabiusfunktion p ist fiir jedes n € N gegeben durch

1, wenn n = 1,
pu(n) = ¢ (=1)%, wenn n ein Produkt von k verschiedenen Primzahlen ist, k € N,
0, sonst,

die Fuler’sche ¢ — Funktion gibt zu jeder natiirlichen Zahl n € N die Anzahl der zu n
teilerfremden natiirlichen Zahlen an, die n nicht iibersteigen. Sie besitzt fiir jedes n € N
die Produktdarstellung

die Fultung zweier zahlentheoretischer Funktionen f, g : N — C ist fiir jedes n € N
gegeben durch

(f+g)m) =D f(d) -9 (%)

dln



Kapitel 2

Algebraische Eigenschaften der
Dirichletreihen

Wir betrachten folgende grundlegende Eigenschaften der Dirichletreihen:
e Das Produkt zweier Dirichletreihen ist selbst eine Dirichletreihe und

e Line Dirichletreihe kann als sogenanntes Fulerprodukt, ein unendliches Produkt iiber
Primzahlen, dargestellt werden [27, S. 108].

Diese Eigenschaften sind uns nicht nur niitzlich, um Identitdten zwischen Dirichletreihen her-
zuleiten |2, S. 247], sondern auch dazu geeignet, um Beziehungen zwischen zahlentheoretischen
Funktionen zu beweisen [27, S. 120 — 123].

Dariiber hinaus ist es uns moglich, den Satz Euklids [15, Buch IX.20] iiber die Existenz
unendlich vieler Primzahlen mithilfe eines Eulerprodukts zu beweisen [2, S. 224], [27, S. 113],
21, S. 21].

Wir definieren zuerst den Begriff der gewdhnlichen Dirichletreihen, die im Folgenden einfach
als Dirichletreihen bezeichnet werden [44, S.1|, [55, S. 291].

Definition 2.1. Sei f : N = {1, 2, 3,...} — C eine zahlentheoretische Funktion. Dann heifst

eine Reihe der Form .
Z f(n)
n=1 ne

die zu f gehorige Dirichletreihe. Die Werte f(n) heiken Koeffizienten der Dirichletreihe.

, s€C, (2.1)

Bezeichnen wir den reellen natiirlichen Logarithmus mit log, dann ist n° mit n € N und
s € C gegeben durch

ns = es-log(n) — e(cr+z-t)~10g(n) — ea~log(n) . ez-t-log(n) —n. ez-t~10g(n)'

Aus dieser Darstellung ergibt sich fiir den Betrag [2, S. 225], [39, S. 1], [21, S. 20]

|TLS| —n. |ei-t~log(n)| = n’.

Wenn die Dirichletreihe (2.1) konvergiert, bezeichnen wir ihren Grenzwert mit F(s) [55, S. 289].
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Die wichtigste Dirichletreihe ergibt sich als diejenige, die zur konstanten zahlentheoretischen
Funktion £ : N — C, n —— 1, gehort:

o0

1
—. (2.2)
n=1

1
Fiir s = 1 entsteht aus (2.2) die harmonische Reihe Z —, welche divergiert. In der Halbebene
n

n=1
Q= {se€C | o =Re(s) > 1} hingegen konvergiert die Reihe (2.2) absolut [22, S. 65, 66],
[7, S. 102]. Thr Grenzwert wird mit ((s) bezeichnet. Diese Funktion ¢ : € — C heikt Rie-
mann’sche ¢ — Funktion |7, S. 102].

Mithilfe der dabei verwendeten Konvergenz der Reihe Zn F fiir jedes k € Roy und des

=1
Majorantenkriteriums untersuchen wir nun die absolute Konvergenz weiterer Dirichletreihen

[54, S. 38], [33, S. 64]. Dazu wird die Bezeichnung [39, S. §|
Q, ={se€C | o =Re(s) > p} fiir p € [—00,00] eingefiihrt.

Satz 2.2. [8, S. 9], [54, S. 38|
Sei f: N — C eine zahlentheoretische Funktion. Gibl es Zahlen ng € N, C' € R5g und N € R
mit der Eigenschaft, dass |f(n)| < C-n" fiir allen > ng gilt, dann konvergiert die Dirichletreihe

Z () in jedem s € Qnyq absolut.
nS

Beweis. Nach Voraussetzung sei |f(n)] < C - n¥ fiir alle n > ng. Daraus folgt fiir alle s € C

und alle n > ng
f(n) :‘f(n)lgcn —C'n o‘N)
ns ne ne

0<

Die Reihe ZC’ -n~@=N) konvergiert fiir o — N > 1, das bedeutet ¢ > N + 1. Demzufolge

n=1
konvergiert die Dirichletreihe Z ()
n= n

nach dem Majorantenkriterium in 2y absolut.

2.1 Die Summe zweier Dirichletreihen

Um die Summe zweier Dirichletreihen zu bilden, formulieren wir die fiir alle absolut konvergen-
ten Reihen giiltige Additionsregel passend fiir absolut konvergente Dirichletreihen |33, S. 66|,
[54, S. 36], [22, S. 39].

)

Seien zwei im Punkt s € C absolut konvergente Dirichletreihen Z “——~ mit dem Grenz-

n=1

wert F'(s) und Z 9(n) mit dem Grenzwert G(s) sowie «, § € C beliebige komplexe Zahlen
nS

f(n)+5-g(n)

nS

o
a
gegeben. Dann ist auch die Dirichletreihe Z in s absolut konvergent mit

n=1

dem Grenzwert o - F(s) + (- G(s).
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2.2 Das Produkt zweier Dirichletreihen

Nun stellt sich auch die Frage nach dem Produkt zweier Dirichletreihen. Das Produkt zweier
absolut konvergenter Potenzreihen wird gewdhnlich mithilfe des Cauchy — Produkts dargestellt
[33, S. 76|. Fiir Dirichletreihen ergibt sich eine analoge Darstellung. Dafiir nutzen wir die Ver-
kniipfung zweier zahlentheoretischer Funktionen in Form der Faltung aus, die mit dem Symbol
»** bezeichnet wird 8, S. 4].

Folgender Satz ermoglicht es, Dirichletreihen zu einigen zahlentheoretischen Funktionen zu
bestimmen [8, S. 4, 5|, [21, S. 44], |9, S. 2, 3], |27, S. 108].

Satz 2.3. Seien die zu f : N — C und g : N — C gehdrigen Dirichletreihen

i (]:) und i ginﬂz) (2.3)
k=1

m=1

absolut konvergent in einem s € C mit Grenzwerten F(s) respektive G(s). Dann ist die Dirich-

letreihe Z U >9)(n) in s absolut konvergent und besitzt den Grenzwert F(s) - G(s).
ns

n=1

Beweis. Nach Voraussetzung konvergieren die beiden Dirichletreihen (2.3) in s absolut. Daher

f(k) g(m)

kénnen wir die Terme R k, m € N, beliebig in einer einzigen Reihe anordnen und
m

erhalten immer eine in s absolut konvergente Reihe, deren Grenzwert F'(s) - G(s) ist.
F(R) -g(m)

N
(l{;-m)s Y 7m€ Y

Um wieder eine Dirichletreihe zu erhalten, ordnen wir die Terme

nach ihren Nennern n := k- m € N. Damit ergibt sich in s

ro - (S IR) (L) -y 3 S

k=1 n=1 km6N2
:i;%:“@i @m,g(%))) :i (£ 20)n)

Da die Dirichletreihen (2.3) in s bereits absolut konvergieren, konvergiert auch die Dirichletreihe

i (f*nw in s absolut.

n=1

Beispiel 2.4. [2, S. 229], [21, S. 44, 45]
Sei o € C eine komplexe Zahl und die Teilerpotenzsumme o,: N — C gegeben durch

=> (2.4)

dln

Um die zu o, gehorige Dirichletreihe zu bestimmen, wenden wir den obigen Satz 2.3 an. Dazu
wollen wir den Ausdruck (2.4) als Faltung darstellen und definieren dafiir die Funktion

I.,.N—-C, n+——n"
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Damit gilt 0, = I, * E. Zur Verwendung des Satzes 2.3 bendtigen wir aufserdem die absolute
Konvergenz der zu I, und E gehorigen Dirichletreihen. Die zu I, gehorige Dirichletreihe

o0 o

oo
Yy

s s—a
n=1 n n=1 n

ist fiir s € {QRe(a)4+1 nach Satz 2.2 absolut konvergent. Der Grenzwert dieser Dirichletreihe

stimmt mit (s — «) iiberein. Die zu E gehorige Dirichletreihe ist die in €5 absolut konvergente
oo

1
Reihe Z —, deren Grenzwert ((s) ist.
nS

n=1
Daher gilt fiir jedes s € Qre(a)+1 N1 = Qnax{Re(a)+1, 13 Dach Satz 2.3

3 - (T50) (S 4 - (575 (B8 - om0

n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
(o]
. . . oga(n) .
Als Produkt zweier absolut konvergenter Reihen ist daher auch E —— in der Halbebene
n
n=1

OQmax{Re(a)+1,1} absolut konvergent.

Aus diesem Beispiel folgt mit o = 0 insbesondere die fiir s € 2, giiltige Beziehung

S 2. (2.5)

ns

n=1

Im folgenden Beispiel ist die Identitét (2.5) verallgemeinert [9, S. 1, 4, 5].

Beispiel 2.5. Sei £ € N\ {1}. Fiir die zahlentheoretische Funktion dy : N — C, gegeben
durch
n —> Z 1, ap,as,...,a, €N, gilt dy=E*xEx*---xFE.

a1-a2--ap=n k—mal

=1
Mit der absoluten Konvergenz der Dirichletreihe E — in € folgt fiir jedes s € €2y nach Satz
nS
n=1

2.3 induktiv

SN (So) e

n=1 n=1
— di(n)

n=1

Formel (2.5).

Die Reihe konvergiert in €2; absolut. Fiir k = 2 ergibt sich dy = 0y und damit die

Das folgende Beispiel behandelt die summatorische Funktion einer charakteristischen Funk-
tion [2, S. 247].
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Beispiel 2.6. Wir betrachten die charakteristische Funktion f : N — C, definiert durch

1, wenn n prim ist

= ’ e N.
fn) {O, sonst, "

Thre summatorische Funktion (f % E) : N — C ergibt sich als

(f*E)n) =) fld)= > L

dln p prim
pln

Bezeichnen wir nun die Anzahl der verschiedenen Primteiler einer Zahl n € N mit v(n), so gilt

f*FE =v.Um Satz 2.3 anzuwenden, werden die absoluten Konvergenzbereiche der zu f und F

1
gehorigen Dirichletreihen betrachtet. Die zu E gehérige Dirichletreihe Z — ist in €2y absolut
nS

n=1
konvergent. Mit der Abschétzung |f(n)| <1 fiir alle n € N folgt aus dem Satz 2.2 die absolute

oo 1
Konvergenz von 5 M = E — in €);. Satz 2.3 liefert nun die absolute Konvergenz der
nS S

n=1 p prim p

Dirichletreihe Z v(n) in €2;. Weiterhin gilt fiir jedes s € )4
nS

n=1

> v(n > * E)( = E(n 1
Sor-nere-(5) (55)-(25)

Satz 2.3 bringt das Produkt zweier Dirichletreihen mit der Dirichletreihe in Verbindung, de-
ren Koeffizienten die Faltung der zugehorigen zahlentheoretischen Funktionen sind [27, S. 108].
Dabher ist es auch méglich, das Inverse beziiglich der Faltung mit dem Inversen des Grenzwerts
einer Dirichletreihe in Verbindung zu setzen [27, S. 109], |2, S. 229].

Bemerkung 2.7. Eine zahlentheoretische Funktion f : N — C besitzt beziiglich der Faltung
genau dann ein Inverses, falls es eine zahlentheoretische Funktion g : N — C gibt, fiir die

1 —1
o WETET L e N, gilt.

(f x9)(n) = u(n) = {

0, wennn >1,

Korollar 2.8. Sei f : N — C eine zahlentheoretische Funktion, die beziiglich der Faltung ein
Inverses g : N — C besitzt. Es seien die zugehdorigen Dirichletreihen

Z % und Z gT(ZZL)

n=1 n=1

in einem s € C absolut konvergent mit den Grenzwerten F(s) respektive G(s). Dann gilt

G(s) = ﬁ im Punkt s.
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Beweis. Nach Satz 2.3 gilt fiir die in s absolut konvergenten und zu f sowie g gehdérigen Di-

richletreihen
- *g “u(n) 1 =0
F(s)«G(s):Z =Y e Zn_:
n=2

n=1 n=1

1

Unmittelbar daraus folgt F'(s) # 0 sowie G(s) # 0 und weiterhin G(s) = Fis)
s

]

Liegt sogar eine streng multiplikative zahlentheoretische Funktion f % 0 vor, so kénnen wir
ihre Inverse beziiglich der Faltung konkret angeben |2, S. 36, 229]. Ausgehend von der fiir die
Mobiusfunktion p giiltigen Identitét

Zu(d) =u(n), neN,

dln

gilt fiir g(n) == p(n) - f(n), n € N, die Gleichung

(g% f)(n Zu )£ (5) = D (uld) - fm) = Fn) - Y ud) = £(n) - u(n) = u(n).

dn din

Dabei gilt f(1) = 1 wegen der Multiplikativitit von f. Daher ist g beziiglich der Faltung das
Inverse von f. Mit der Abschitzung

0 <lg(n)| = lp(n) - f(n)] < |f(n)]

folgt aus dem Majorantenkriterium fiir eine streng multiplikative Funktion f # 0: Konvergiert

Z () in einem s € C absolut, so konvergiert auch Z M in s absolut.
ne n=1 ne
Um das Korollar 2.8 fiir streng multiplikative Funktionen f # 0 anzuwenden, geniigt es,
die absolute Konvergenz der zu f gehdrigen Dirichletreihe zu untersuchen. In den Punkten, in

denen sie absolut konvergiert, muss auch die zu g gehorige Dirichletreihe absolut konvergieren.

Beispiel 2.9. Wir betrachten die Mobiusfunktion p. Sie ist das Faltungsinverse der Funktion
E. Es gilt also E * u = u. Da die konstante Funktion E # 0 streng multiplikativ ist und die

\~ 1(n)

zugehorige Dirichletreihe in €2; absolut konvergiert, konvergiert auch die Dirichletreihe Z

n=1
in ; absolut. Weiterhin gilt {(s) # 0 und
C 1
&’:) - Q. (2.6)
n=1 n (8)

Die Identitdt (2.6) erméglicht uns auch die Darstellung der zur Euler’schen ¢ — Funktion
gehorigen Dirichletreihe, mit der wir uns im folgenden Beispiel befassen |27, S. 110], [2, S. 229,
19, S. 68].

Beispiel 2.10. Um die zur Euler’schen ¢ — Funktion gehorige Dirichletreihe herzuleiten, gehen
wir von der Identitét
(px E)(n) =1id(n) =n, neN, aus.
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Die M&6bius’sche Umkehrformel impliziert dann ¢ = p * id. Hier sei bemerkt, dass

= id(n) B = n B - (s—1)
DT X
n=1 n=1 n=1
. . . = u(n) | 1
in Q5 zum Grenzwert ((s— 1) absolut konvergiert. Da in Qy auch Z —— mit Grenzwert O]
n’ s
n=1

absolut konvergiert, folgt fiir jedes s € )9

= o) _ (S =)
= ‘(m ) V=T

n=1

2.3 Dirichletreihen und das Eulerprodukt

Nun widmen wir uns einer weiteren Moglichkeit, Identitdten zwischen Dirichletreihen herzulei-
ten.

In der Theorie der zahlentheoretischen Funktionen fiithrt die Annahme der Multiplikativi-
tdt meist zu vereinfachten Operationen. Diese Annahme stellt sich auch bei Dirichletreihen als
vorteilhaft heraus [8, S. 7|. Gehort eine Dirichletreihe zu einer multiplikativen zahlentheoreti-
schen Funktion, so kann sie als sogenanntes Fulerprodukt dargestellt werden — ein unendliches
Produkt iiber Primzahlen |27, S. 111], |21, S. 45].

Definition 2.11. Seien ao, a3, as, ar, a1, ... € Ckomplexe Zahlen. Dann ist unter H (1+a,)

p prim

das unendliche Produkt H (1 +by,) zu verstehen, fiir das die Folge (b,),,oy durch

n=1

an,, wenn n prim ist, i
b, = { " P n € N, gegeben ist.

0, sonst,

(Zur Definition allgemeiner unendlicher Produkte ist auf den Anhang A verwiesen.)
Satz 2.12. Sei f # 0 eine multiplikative zahlentheoretische Funktion. Sei auflerdem die zugeho-
f(n)

rige Dirichletreihe Z (—CL absolut konvergent in einem Punkt s € C. Dann ist das unendliche

) 27

- 11 (1+if;ff)>- 29

k=1

n=1

Produkt

I 1+

p prim p

s absolut konvergent und es gilt in s

Z fﬁ;b)

n=1

Bemerkung 2.13. |27, S. 111], [21, S. 45, 46]

Das unendliche Produkt (2.7) heift das zur Dirichletreihe Z Lﬁ) gehorige Fulerprodukt.

n
n=1
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Bemerkung 2.14. |21, S. 45, 46] Da f # 0 multiplikativ ist, gilt f(1) = 1. Das Eulerprodukt

) . = f(p") :
2.7) konnen wir deshalb als | | E ~——2 | schreiben.
( ) pks

p prim \ k=0

In Beispielen werden wir jedoch die Schreibweise (2.7) verwenden, um Fehler bei der Aus-
wertung von f zu vermeiden. Folgendes Beispiel erldutert dies.

Beispiel 2.15. Sei die Funktion £ : N — C durch k(n) = H vp(n), n € N, definiert, wobei

p prim
pln

vp(n) = max{j € No| p’/|n}, p prim, n € N, gelte [2, S. 247|. Dann gilt x(p’) = ¢ fiir jede
Primzahl p und jedes ¢ € N. Dies ist jedoch in ¢ = 0 nicht wahr, da (1) = 1 nach der Definition
von k gilt.

Bemerkung 2.16. |21, S. 45, 46|, [19, S. 68|, [2, S. 231], 9, S. 9]
Ist f # 0 sogar streng multiplikativ, dann lisst sich das Eulerprodukt (2.7) mithilfe der geo-
f(p)

metrischen Reihe vereinfachen. Unter der Bedingung, dass |——=| < 1 fiir jede Primzahl p gilt,

ergibt sich
I E5)- IS - ILEE))-

Beweis des Satzes 2.12. [19, S. 66, 67|, [27, S. 111, 112], [34, S. 106], [2, S. 230, 231]
Zuniichst zeigen wir die absolute Konvergenz des unendlichen Produkts (2.7). Aquivalent zu
dieser Aussage ist es, die Konvergenz der Reihe

1
I

el p)-p-

— (")
> 29
p prim | k=1
in s zu zeigen [Anhang A|, [27, S. 196, 197], |54, S. 40|, [37, S. 197].
oo [e.e] k
Weil Z () in s absolut konvergent ist und nach dem Majorantenkriterium auch Z f(]]j )
nS p S

n=1 k=1
fiir jede Primzahl p in s absolut konvergiert, folgt die Konvergenz der Reihe (2.9) aus der in s

giiltigen Abschéitzung

oo

— | (" f
> B T2l =2

Daher konvergiert auch das unendliche Produkt (2.7) in s absolut.

Um nun die Gleichung (2.8) herzuleiten, betrachten wir fiir N € N\ {1} die Produkte

— (") — /(")
I (220 - 1 (2 47).
p prim k=1 p prim \ k=0
p<N p<N
Dabei handelt es sich um ein Produkt endlich vieler in s absolut konvergenter Reihen. Daher
kénnen wir das Produkt Term fiir Term ausmultiplizieren und anschliefend umordnen, ohne
dadurch den Grenzwert zu verdndern.
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Wir fiithren nun die Bezeichnung {q¢1,¢2,...,¢.-} = {p prim | p < N} ein; dabei komme
keine Primzahl mehr als einmal in ¢, go, ..., g, vor. Des Weiteren benutzen wir die verkiirzte
Summenschreibweise

S s (5(s0))

mi,ma,...,my>0 m1=0 \m2=0 my,=0

Aufgrund der Multiplikativitdt von f in s gilt

L) D) i)

=1

— Z M : (2.10)

Da jede Zahl n € N\ {1} eine Primfaktorzerlegung besitzt [6, S. 7] und 1 = l_IqlQ gilt,
i=1
kommen als Argument von f in (2.10) alle natiirlichen Zahlen vor, deren sdmtliche Primteiler
aus der Menge {q1, ¢, ..., q,} stammen. Diese Zahlen sind genau die Elemente der Menge

Ay ={neN | pprim, pjn =p < N}.
(Da 1 keine Primteiler besitzt, gilt auch 1 € Ay.)

Nun ist die Darstellung jeder Zahl n € Ay \ {1} als H ¢, my,ma,...,m, € Ny eindeutig

i=1
[6, S. 7]. Weil auch die Zahl 1 auf diese Weise nur durch verschwindende Exponenten dargestellt
wird, kommen nie zwei gleiche Zahlen in (2.10) als Argument von f vor. Daher kann (2.10)

auch als Z L:L) dargestellt werden.

n
neAyN

Natiirliche Zahlen, die nicht aus Ay stammen, haben mindestens einen Primteiler, der echt
grofer als NV ist. Folglich sind sie selbst echt gréfier als N. Daher ergibt sich in s

| ( 1 (Z f}(ﬁj)) B SpioiE b JFON o (U] f::)
pr;r]i\rfn k=0 n=1 nEAN n=1 ngAn
<> <)

néAN n>N

Aufgrund der absoluten Konvergenz der zu f gehorigen Dirichletreihe folgt in s
— (") . — )Y _ < f(n)
I (2700) - g T1(X27) -3 000

p prim \ k=0 p p prim \ k=0
was den Beweis der Formel (2.8) und des Satzes 2.12 abschlieft.

p<N
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Beispiel 2.17. 21, S. 46], |2, S. 231]

Wir bestimmen das Eulerprodukt der zur Riemann’schen ¢ — Funktion gehorigen Dirichletreihe

1
Z —. Diese Dirichletreihe ist in €2; absolut konvergent, £ # 0 ist streng multiplikativ und
nS

n=1

1
es gilt die Abschitzung ‘p’sl <plt< 3 < 1 fiir jede Primzahl p und jedes s € €2;. Aus der
Bemerkung 2.16 des Satzes 2.12 folgt fiir jedes s € €2y

((s) :Z;ni 1T 1_1ps. (2.11)

p prim

Diese Darstellung ermdglicht auch einen alternativen Beweis des Satzes Euklids [15, Buch
IX.20] iiber die Existenz unendlich vieler Primzahlen.

Der Beweis erfolgt per Widerspruch. Angenommen sei dazu, dass die Menge der Primzahlen
endlich ist. Die Bestandteile der fiir reelles s = 0 > 1 ausgewerteten Identitdt (2.11) werden
anschliefend auf ihr Verhalten untersucht, wenn s = o > 1 gegen 1 ¢ 2 strebt |27, S. 113].
Entscheidend dafiir ist eine unabhéngig von der Kardinalitét der Primzahlmenge giiltige Eigen-
schaft der Riemann’schen ( — Funktion, die wir in folgendem Lemma darlegen [21, S. 20, 21],
[27, S. 113].

o0

1
Lemma 2.18. Fir die Riemann’sche ( — Funktion ((s) = Z —, s €Qq, gilt
ns

n=1

lim ((0) = oc.

oll

o

Beweis. Wir betrachten die harmonische Reihe Z —, deren Partialsummenfolge unbeschrénkt
n

n=1
ist |22, S. 65].
Ist R € R eine beliebige reelle Zahl, so gibt es daher eine natiirliche Zahl N € N mit der

N
1

Eigenschaft, dass g — > R+ 1 gilt. Wir betrachten nun fiir dieses N die zugehorige Funktion
n

n=1

N N

o — Zl % _ Zle—olog(n)

mit endlich vielen Summanden. Diese Funktion ist fiir jedes o € R stetig, also auch fiir 0 = 1.
Daher gibt es zu € := 1 ein ¢ > 0, sodass fiir alle 0 € (1 — §,1 + 0) die Ungleichung

>3

=1

<e=1

S|

3
Il
—_
3

und damit
N
g —>—12R+1—1:R gilt.
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Fiir jedes 0 € (1,1 + 0) folgt daraus die Abschétzung
o0 N o0 N
1 1 1 1
=D =D et 2 a2 Z o
n=1 n=1 n=N+1 n=1

Dies bedeutet gerade li?ll ((0) = 0.
[

Nun konnen wir folgenden Beweis des Satzes Euklids fithren [21, S. 20, 21|, [27, S. 113].
Angenommen sei, dass die Menge der Primzahlen endlich ist. Dann ware das Produkt

H 1

]_ ¢S
p prim p

aus Gleichung (2.11) endlich und fiir jedes s = 0 € R\ {0} stetig. Aufgrund der Stetigkeit in

s = o = 1 wéare daher
. 1 1
1;&1(1_[ 1_p0)_H 1—p!

p prim p prim

eine reelle Zahl. Andererseits miisste dies der Gleichung (2.11) zufolge mit ligl (o) =

iibereinstimmen. Dies ergibt einen Widerspruch zu unserer Annahme, dass es endlich viele
Primzahlen gibt.
Damit muss es unendlich viele Primzahlen geben.

Beispiel 2.19. |21, S. 44, 46], 27, S. 113, 114], [19, S. 68]
Das Eulerprodukt der zur multiplikativen M&biusfunktion p gehérigen Dirichletreihe kénnen
wir durch Anwenden des Satzes 2.12 erhalten.

Fiir eine Primzahl p und k € N\ {1} gilt 1 (p*) = 0 sowie ,u (p) = —1. Da die zu u gehorige

1
Dirichletreihe nach Satz 2.2 in €); absolut konvergiert, folgt Z un ) H (1 — —S) fiir alle
p prim p
S € Ql.
Mithilfe des Eulerprodukts der zur Riemann’schen ¢ — Funktion gehorigen Dirichletreihe

folgt nun

()Y Myi?) = (pH (1 —p‘5)1> : (pH (1 —p‘s))

n=1 prim prim
= H ((1 —p’s)_l . (1 —p’s)) = H 1=1 fiir jedes s € ;.
p prim p prim
. . u 1 . . s
Auch diese Darstellung zeigt ((s) # 0 und Z = m in €y, was bereits mithilfe des
s

Korollars 2.8 in Beispiel 2.9 hergeleitet Wurde

Beispiel 2.20. [27, S. 115], [39, S. 9]
(n)

Wir nutzen nun Satz 2.12, um das Fulerprodukt der Dirichletreihe g LA
nS
n=1

Wegen |p(n)| < n, n € N, ist sie nach Satz 2.2 in Qy absolut konvergent.

7z bestimmen.
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Da die Euler’sche ¢ — Funktion multiplikativ ist, ergibt Satz 2.12 fiir s € {2

AT (1o ) - T (1 (1) 0

n=1 p prim p prim k=1

TS nE e

p prim p prim

(Hier war die Anwendung des Grenzwertes der geometrischen Reihe wegen [p' | <p ™' <1 <1
legitim.)
Die Darstellung (2.12) ergibt des Weiteren fiir s €

i SOT(:) - ( I] @ —p‘5)> : ( IT ¢ —pl_s)_1> = % (2.13)

n=1 p prim p prim

Dies wurde bereits mithilfe des Satzes 2.3 in Beispiel 2.10 ermittelt.

Beispiel 2.21. |2, S. 231], |8, S. 6|

In Beispiel 2.4 stellten wir bereits fest, dass die Dirichletreihe Z 06;1(?) in Qrax{Re(a)+1,1}

absolut konvergiert.

(n)

[e.e]
o
Fiir ihren Grenzwert gilt weiterhin Z = .

= ((s — ) - ((s) fiir jedes s € Qmax{Re(a)+1,1}-

n=1
Mithilfe des Eulerprodukts der zur Riemann’schen ¢ — Funktion gehorigen Dirichletreihe
folgt fiir jedes s € Qnax{Re(a)+1,1}

=L 0a(n) 1 1
§3ns:“*”*“$:<Hit?;ﬂ'<ﬂl-wJ

n=1 p prim p prim

1
- 11 (I—pt)-Q—p)

p prim

Beispiel 2.22. [2, S. 247| Anschliefend an Beispiel 2.15 wollen wir den Grenzwert der Dirich-

letreihe -
3 ~(n) (2.14)
n=1

nS

mithilfe der Riemann’schen ( — Funktion ausdriicken und nutzen dazu die Darstellung als
Eulerprodukt.

Zunichst sei bemerkt, dass zwei teilerfremde natiirliche Zahlen keine gemeinsamen Prim-
teiler besitzen. Daher ist k # 0 eine multiplikative zahlentheoretische Funktion.

Um Satz 2.12 anzuwenden, wird auferdem die Absolute Konvergenz der Dirichletreihe (2.14)
bendtigt. Ausgehend von der fiir jedes m € N giiltigen Identitit m < 2™ ergibt sich fiir jedes

n €N
s = s(n) = T] wim) < T 20 < T 9 =

p prim p prim p prim
pln pln pln
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Aus Satz 2.2 folgt daher die Absolute Konvergenz der Dirichletreihe (2.14) in 2. Damit liefert
Satz 2.12 fiir jedes s € (2

>0 (10301

n=1 p prim p

) = 11 <1+g£- (p—8)5>. (2.15)

p prim

Um dies auszuwerten, sei daran erinnert, dass Potenzreihen im Inneren ihres Konvergenzberei-
ches gliedweise differenziert werden diirfen |7, S. 105|, [22, S. 245, 246]. Fiir jedes z € C mit
|z| < 1 ergibt sich mithilfe des Grenzwertes der geometrischen Reihe

. Z: . . gil: . —_— £ = - —_— =
E l-z z E l-z z e (E z> z P (1—2) (1—2)2'

(=1 (=1 =0

1
Ist nun s € 5, so gilt ‘pfs‘ =p7<p?< 1 < 1 fiir jede Primzahl p. Damit folgt aus (2.15)

in €, weiter

00 K(n) ( p—s ) 1— p—s _'_p—QS
; n plp—[m 1—p) plp—[m (1—p~)
Um dieses Eulerprodukt mit der Riemann’schen ( — Funktion in Verbindung zu bringen, wird

jeder als Faktor vorkommende Bruch mit (1 — p=2%)-(1 — p~3%) erweitert, womit fiir jedes s €

N M _ (1—-p° +p’25) (1 —p*2s) (1 _p*?)s)
; w pll;i[m (1 - p_8)2 . (1 — p—QS) . (1 _ p—38)
— H (1 —p*65) . (1 _pfs>

T P (=) (1)

= Il a=p™) JL =) " IT =) I =)

= @ -((s) - ¢(25) - ¢(3s) gilt. (2.16)

Jede Reihe der Gestalt E LT), k € N, konnen wir mithilfe
mbs
m=1

n €N,

f(n¥), wenn n =m* fiir ein m € N,
g(n) =
0, sonst,

als Dirichletreihe E 9(n) in der Variablen s auffassen [2, S. 229]. Bei der rechten Seite
nS
n=1

¢(s) - ¢(2s) - ¢(3s)
¢(6s)

einer in €2y absolut konvergenten Dirichletreihe. Daher stellt sich die Frage, ob die Dirichletreihe

(2.14) auch in ; absolut konvergiert und nicht nur in {2y, sondern sogar in ; den Grenzwert

¢(s) - ¢(2s) - ¢(3s)
¢(6s)

Identitdtssatz fiir Dirichletreihen, dem wir uns im folgenden Kapitel widmen.

der Formel (2.16) handelt es sich deshalb wegen Satz 2.3 um den Grenzwert

besitzt [29, S. 130]. Dass beides der Fall ist, ergibt sich aus dem sogenannten



Kapitel 3

Analytische Eigenschaften der
Dirichletreihen

Nachdem wir im vorherigen Kapitel algebraische Eigenschaften der Dirichletreihen betrachtet
haben, beschéftigen wir uns jetzt mit deren analytischen. Aufbauend auf Untersuchungen zur
absoluten und gewdhnlichen Konvergenz der Dirichletreihen zeigen wir im fiinften Abschnitt,
dass ihre Grenzfunktionen analytisch sind. Aus diesem Grund koénnen Methoden der Funk-
tionentheorie angewandt werden [27, S. 119].

3.1 Identitatssatz

In der Theorie der Potenzreihen besagt der Identitétssatz, dass die Koeffizienten einer Potenz-
reihe bereits eindeutig durch die Grenzfunktion bestimmt sind |7, S. 110]. Fiir Dirichletreihen
ergibt sich der folgende analoge Satz, der sich bereits in Harald Bohrs (1887 — 1951) Dissertation
aus dem Jahr 1910 findet |5, S. 15].

Satz 3.1 (Identitétssatz). |21, S. 43], [8, S. 9]
g(n)
ns

Seien die zu f : N — C und g : N — C gehdrigen Dirichletreihen Z % und Z
n=1 =1

absolut konvergent in Q,, fir ein oy € R. Ihre Grenzwerte seien mz’tiF(s) respelitive G(s)
bezeichnet. Falls es eine kompleze Folge (si),cy mit den Eigenschaften

sk € Qg fir jedes k € N,

lim Re(sy) =00 sowie
k—o0

F(sg) = G(sg) fiir jedes k € N
gibt, dann gilt f(n) = g(n) fir jedes n € N.

=~ h
Beweis. Wir betrachten die Differenzfunktion h := f — g, deren Dirichletreihe Z (n)
nS

n=1

in €,

absolut konvergiert und den Grenzwert H(s) := F(s) — G(s) besitzt.
Gilt H(si) = 0 fiir jedes k£ € N, so miissen wir zum Beweis des Satzes zeigen, dass dann
h(n) = 0 fiir jedes n € N folgt.

18
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Wir nutzen dazu das Beweisprinzip der Kontraposition und setzen daher voraus, dass es ein
m € N mit h(m) # 0 gibt. Sei ¢ := min{m € N | h(m) # 0} € N die kleinste Stelle, in der h
nicht verschwindet. Um zu beweisen, dass es ein k € N mit H(s;) # 0 gibt, werden wir zeigen,
dass ein reelles o > 0y mit der Figenschaft

2
< 3 |h(€)| fiir alle s € C mit 0 = Re(s) > oy (3.1)

O R R R (O .
. h(n) 1 2 |h(0)]
> L= 3 2l s L (o) - 2. o) >0 folgen
z gi ()]~ ¢ ( 3 ) 300 &

Wegen klim Re(sg) = oo gibe es dann auch ein k € N mit H(s;) # 0, was den Beweis des
—00

Satzes per Kontraposition abschliefen wiirde.

Zum Beweis des Satzes zeigen wir jetzt die Existenz eines o; > o mit der Eigenschaft (3.1).
o0

h
Da die Dirichletreihe Z @ insbesondere in einem reellen sy = 05 > 0y absolut konvergent
n=1 n
ist, konvergiert auch Z &, Aufgrund der Definition der Reihenkonvergenz gibt es zu
n=0+1 <7)
h(¢
€= % > (0 ein M > ¢, sodass

i ) 02 < ;)| =c gilt. (3.2)

Um Formel (3.1) zu erhalten, betrachten wir die endliche Summe Z )] o € R. Dann

(n
n=~(+1 (%)U7

gibt es ein o3 € R mit

h(n h
Z | 0—5 < | ( )l7 (3.3)
n=0+1 7
weil o3 derart grofs gewédhlt werden kann, dass jeder Summand der endlichen Summe fiir die
Abschéitzung (3.3) ausreichend klein wird.

Aus (3.2) und (3.3) folgt nun fiir jedes s € C mit 0 = Re(s) > oy = max{o2, 03} > 09

| R () N Y0 R N Y [ B I [ S
Z (3)° ‘Z (%) —Z <%)03+H§H @” =3 "3 ~3 M

]

Als erste Anwendung des Identitétssatzes 3.1 kénnen wir die Existenz einer Halbebene €2,
beweisen, in der die Grenzfunktion einer Dirichletreihe keine Nullstellen besitzt, falls diese nicht
die Nullfunktion ist |2, S. 227].
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Korollar 3.2. [8, S. 10], [2, S. 227]

Sei die zu f : N — C gehérige Dirichletreihe Z f(n)
nS

absolut konvergent in einem $,, fiir

n=1
ein og € R. Thr Grenzwert sei mit F(s) bezeichnet. Falls es ein s € Qq, mit F(s) # 0 gibt,
dann gibt es ein reelles ¢ > 0¢, sodass F(s) # 0 fir alle s € Q. gilt.

Bemerkung 3.3. Das Korollar 3.2 liefert lediglich die Existenz einer Halbebene €., in der
die Grenzfunktion F' keine Nullstellen besitzt. Im Falle der zur Riemann’schen ( — Funktion
gehorigen Dirichletreihe wissen wir aus den Beispielen 2.9 und 2.19, dass ((s) # 0 fiir jedes
s € () gilt, weshalb ¢ = 1 gewéhlt werden kann.

Beweis des Korollars 3.2. Wir nutzen erneut das Beweisprinzip der Kontraposition. Daher sei

vorausgesetzt, dass zu jedem ¢ > 0y ein s € 2. mit F(s) = 0 existiert.
[e.@]

Insbesondere gibt es zu jedem k > ¢, k € N, ein s, € Q) C Q,, mit F(s) =0 = Z

n=1

0

nsk’

Wegen Re(sg) > k gilt klim Re(sy) =
—00

Dann ergibt der Identititssatz 3.1, dass f(n) = 0 fiir alle n € N gilt, womit F'(s) = 0 fiir
jedes s € ), impliziert wird. Dies schliefst den Beweis des Korollars per Kontraposition ab.
]

Wir kehren nun zuriick zu Beispiel 2.22 und betrachten die fiir jedes s € )y hergeleitete
Identitét

f(n) _ G(s) - ¢(2s) - ¢(3s)
; > 265 . (3.4)

Bei der rechten Seite der Identitit (3.4) handelt es sich wegen Satz 2.3 um den Grenzwert

K(n)

n

o0
einer in ); absolut konvergenten Dirichletreihe. Des Weiteren ist Z eine in )y absolut

n=1

konvergente Dirichletreihe.

Daher folgt mit dem Identititssatz 3.1 aus Formel (3.4), indem beispielsweise s, = k + 2,
k € N, gesetzt wird: Die zur linken und rechten Seite der Formel (3.4) gehorigen Dirichletreihen
haben die gleichen Koeffizienten und sind daher vollkommen identisch. Insbesondere konver-
gieren sie in den gleichen Punkten absolut. Daher muss auch Z @ bereits in €2; absolut

n=1

konvergieren. Dartiber hinaus gilt (3.4) bereits iiberall dort, wo die Dirichletreihen konvergent
sind, also in jedem Fall in Q; [29, S. 130].

Als weitere Anwendung des Identitdtssatzes 3.1 ist es uns moglich, Identitdten zwischen
zahlentheoretischen Funktionen mithilfe der Dirichletreihen zu beweisen.
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Korollar 3.4. [27, S. 120], [2, S. 228]

Seien die zu f, g, h : N — C gehdrigen Dirichletreihen absolut konvergent in ., fir ein
0o € R. Ihre Grenzwerte seien mit F'(s), G(s) respektive H(s) bezeichnet. Falls es eine komplexe
Folge (si,),cny mit den Eigenschaften

Sk € 2y, fiir jedes k € N,
lim Re(sk) =00  sowie
k—o0
F(sg) - G(sk) = H(sg) fir jedes k € N
gibt, dann gilt (f = g)(n) = h(n) fir jedes n € N.
Beweis. Aus der absoluten Konvergenz der zu f und g gehorigen Dirichletreihen in €2,, folgt mit

Satz 2.3, dass die Dirichletreihe Z M in {),, absolut konvergiert und den Grenzwert
nS
n=1
F(s) - G(s) besitzt. Da auch die zu h gehorige Dirichletreihe in Q,, absolut konvergiert, ergibt
sich aus F(s)-G(sr) = H(sy), k € N, mithilfe des Identitétssatzes 3.1 die Behauptung fxg = h.

[
Beispiel 3.5. |9, S. 9, 10] Unter Verwendung der Eulerprodukte wurde in Beispiel 2.19 die

Identitét -
n=1

=1 in Ql
n
hergeleitet, ohne dabei F % u = u zu benutzen.
Um Korollar 3.4 anzuwenden, sei bemerkt, dass die zu £ und p gehorigen Dirichletreihen
in €2, absolut konvergieren. Wenden wir Korollar 3.4 mit s, = k + 1, k € N, auf die Gleichung

an, so ergibt sich die Identitét
E xp=u. (3.5)

Damit ist ein Beweis dieser Identitét (3.5) gegeben, der die Theorie der Dirichletreihen
benutzt.

3.2 Absolute Konvergenz der Dirichletreihen

Im Identitédtssatz 3.1 und den anschlieflenden Korollaren 3.2 und 3.4 setzten wir stets die
absolute Konvergenz der Dirichletreihen in Halbebenen der Gestalt €, fiir ein oy € R voraus.
Wir zeigen nun, dass derartige Halbebenen jeder Dirichletreihe zugeordnet werden konnen,
wenn diese iiberhaupt irgendwo absolut konvergent ist [5, S. 3 — 6].

Satz 3.6. [8, S. 8], [27, S. 116], [2, S. 225, 233]
f(n)

Falls die zu f : N — C gehdrige Dirichletreihe Z ——= in einem so € C absolut konvergiert,
ns
n=1
dann konvergiert sie in jedem s € C mit Re(s) > Re(sg) absolut.
Konwvergiert sie hingegen in einem s; € C nicht absolut, so konvergiert sie in keinem s € C

mit Re(s) < Re(sy) absolut.
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Beweis. Sei s € C mit 0 = Re(s) > Re(sg) = g beliebig. Dann gilt n® > n? und

o< || _ L)l )] | f(n)
T nf n® = no nso
fiir jede Zahl n € N. Da Z m nach Voraussetzung konvergiert, konvergiert Z M nach
n=1 nee n=1 n?

dem Majorantenkriterium absolut. Damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen.
Wir widmen uns dem zweiten, der per Kontraposition bewiesen wird. Vorausgesetzt sei
dazu, dass es einen Punkt s’ € C mit Re(s’) < Re(s;) gibt, fiir den die Dirichletreihe abso-
lut konvergiert. Dann liegt nach dem ersten Teil des Satzes insbesondere auch in s; absolute

Konvergenz der Dirichletreihe vor. Damit ist auch der zweite Teil des Satzes bewiesen.
O

Mithilfe des Satzes 3.6 ist es moglich, den absoluten Konvergenzbereich einer Dirichletreihe
wie folgt zu charakterisieren:

Satz 3.7. [27, S. 116], [39, S. 25], |2, S. 225], |55, S. 290, 291]

Zu jeder Dirichletreihe gibl es ein o, € [—00, +00|, fir das gilt: Fir jedes s € C mit Re(s) > o,
konvergiert die Dirichletreihe absolut; fir jedes s € C mit Re(s) < o, konvergiert die Dirichlet-
rethe dagegen nicht absolut.

Bemerkung 3.8. Das dadurch eindeutig bestimmte o, € [—00, 4+00] heikt Abszisse der abso-
luten Konvergenz |26, S. 558].

Beweis des Satzes 3.7. Wir betrachten die zu einer beliebigen Funktion f : N — C gehorige
iy Qo f(n)

Dirichletreih E —.
irichletreihe e

n=1
Falls sie in keinem s € C absolut konvergiert, wiahlen wir fiir die Behauptung des Satzes
0, = +00; wenn sie hingegen in jedem s € C absolut konvergiert, so setzen wir o, = —oo0.

Ansonsten gibt es einerseits mindestens einen Punkt, in dem sie absolut konvergiert, und
andererseits mindestens einen Punkt, in dem sie nicht absolut konvergiert. Daher ist die Menge

D= {azRe(s) eR

E m konvergiert absolut}
nS
n=1

einerseits nichtleer, andererseits dem zweiten Teil des Satzes 3.6 zufolge nach unten beschréankt.
Deshalb besitzt D eine reelle Zahl als Infimum, die mit o, bezeichnet werde [22, S. 88].

Da o, eine untere Schranke von D ist, liegen alle Punkte, in denen die Dirichletreihe absolut
konvergiert, in der Menge {s € C | 0 = Re(s) > o0,}. Damit folgt der zweite Teil des Satzes
per Kontraposition.

Auch der erste Teil des Satzes folgt per Kontraposition. Sei dazu ein beliebiger Punkt
s =00 +1it' € C, o, t' € R, betrachtet, in dem die Dirichletreihe nicht absolut konvergiert.
Galte o' > o,, so wire dem zweiten Teil des Satzes 3.6 zufolge die Zahl o, nicht die grofste
untere Schranke von D: Die Zahl ¢’ wére ndmlich eine echt grofere. Da dies der Definition von
0, als Infimum widerspriche, folgt o’ < oy,.

O



KAPITEL 3. ANALYTISCHE EIGENSCHAFTEN DER DIRICHLETREIHEN 23

Beispiel 3.9. [8,S. 8, 9] Sei f : N — C eine zahlentheoretische Funktion, fiir die es ein ng € N
gibt, sodass f(n) = 0 fiir alle n > ny gilt. Dann ist die zugehorige Dirichletreihe eine endliche
Summe und konvergiert daher immer absolut. Die Abszisse der absoluten Konvergenz ist also
—00.

Beispiel 3.10. |8, S. 8|, [33, S. 108]

n

Da die Exponentialfunktion auf R schneller als jede Potenz gegen oo wéchst, gilt lim £l
n—oo | NS

fiir jedes s € C. Daher ist die zu f(n) = €", n € N, gehorige Dirichletreihe nie absolut
konvergent. Aus diesem Grund besitzt sie +00 als Abszisse der absoluten Konvergenz.

Beispiel 3.11. |27, S. 116, [2, S. 225]

Die zur Riemann’schen ( — Funktion gehorige Dirichletreihe konvergiert in €2; absolut. In s = 1
divergiert sie hingegen, womit sich o, = 1 als Abszisse der absoluten Konvergenz ergibt. Auf-
grund der zweiten Aussage des Satzes 3.6 liegt fiir kein s € C mit 0 = Re(s) = 1 absolute
Konvergenz der Dirichletreihe vor.

Das folgende Beispiel zeigt jedoch, dass auf der Geraden {s € C | o = Re(s) = 0,} auch
absolute Konvergenz vorliegen kann.

Beispiel 3.12. |8, S. 9|, [27, S. 116]
Nach dem Cauchy’schen Verdichtungssatz 26, S. 203] ist

[e.9]

e (3.5)
2 o :
“— log (n)-n
mit o > 0 genau dann konvergent, wenn
o0 2'I’L
Z 2 n no (3.7)
“— log™(2") - 2
konvergiert.
= 1
Da fiir 0 = 1 aus (3.7) die konvergente Reihe Z ————— entsteht, konvergiert auch die
“—log™(2) - n?
2n(170')

Reihe (3.6) fiir o = 1. Fiir jedes 0 < o < 1 gilt dagegen lim

et W = 00O, weshalb weder

(3.7) noch (3.6) fiir 0 < o < 1 konvergieren.

o0

Daher besitzt die Dirichletreihe Z —
“— log (n)-n*

Konvergenz. Auf der Geraden {s € C | o = Re(s) = 1} ist sie immer absolut konvergent.

den Wert o, = 1 als Abszisse der absoluten

3.3 Konvergenz der Dirichletreihen

Um zu den Sdtzen 3.6 und 3.7 im Falle gewohnlicher Konvergenz einer Dirichletreihe dhnliche
Aussagen zu erhalten, ist mehr Aufwand nétig.

Wir beginnen mit einer allgemeinen Formel der sogenannten Abel’schen partiellen Summa-
tion, die ein zur partiellen Integration analoges Ergebnis fiir Summen angibt [27, S. 56], [2, S.
77, [21, S. 73].
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Satz 3.13 (Abel’sche partielle Summation). Sei a : N — C eine zahlentheoretische Funktion

mit
Aw)= Y an), veR
1<n<v
Seien 0 < y < x reelle Zahlen und g : [y, z] — C eine stetig differenzierbare Funktion. Dann
gilt

S an)gn) = A()g(x) — AW)e(y) - / " A(v)g(v) do. (3.8)

y<n<z

Beweis. Wir betrachten das Integral / A)g (v)dv = / ( Z a(n)) ¢ (v) dv. Die dabei
Y Y 1<n<v

unter dem Integralzeichen vorkommende Summe enthélt eine von der Integrationsvariablen v

abhingige Anzahl an Summanden, die |z| nicht iibertrifft. Um die Linearitit des Integrals

auszunutzen, definieren wir

1, fallsn <
x(n,v) =< " amn = neN, v>0.
0, falls n > v,

Damit kann A(v) = Z a(n) fiir jedes 0 < v < x als Z a(n)x(n,v) mit fester Anzahl |z|
1<n<v 1<n<zx
an Summanden geschrieben werden. Daher folgt

[ awdw o= [© 3 atmnaig@rie= 3 (atn) [ xmoig) i)

Y 1<n<z 1<n<zx

=S (a(n) / ’ g’(v)dv)

1<n<z max{y,n}

= Z a(n)g(x) — Z a(n)g(max{y,n}),

1<n<z 1<n<z

wobei wegen der Stetigkeit von ¢’ der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung ange-
wandt werden konnte.

Um das Maximum in der letzten Summe auszuwerten, spalten wir die Summe auf und
erhalten

> aln)gl@) = Y a(n)g(max{y,n}) = A(x) - g(x) = Y aln)g(y) = Y a(n)g(n)

= A(x) - g(x) — A(y) - g(y) — Y _ a(n)g(n).

Damit folgt die behauptete Formel (3.8).
[

Um die Konvergenz der Dirichletreihen in Halbebenen herzuleiten, zeigen wir direkt die
starkere Aussage der gleichméfigen Konvergenz auf kompakten Mengen, die spéater erneut auf-
gegriffen wird.

Der gerade bewiesene Satz 3.13 der Abel’schen partiellen Summation dient im Beweis des
folgenden Satzes dazu, das Cauchy — Kriterium fir gleichmdfige Konvergenz anzuwenden |27,
S. 117], [37, S. 27].
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Satz 3.14. |21, S. 38 — 40], [19, S. 58], |2, S. 232, 233, 235], [39, S. 24|, [26, S. 627], |20, S. 71],
[27, S. 117]
Sei f : N — C eine zahlentheoretische Funktion und sei sq € C eine komplexe Zahl, fir die

Z:l fn(;';b)

auf jeder kompakten Teilmenge K C Slre(sy) gleichmdfig konvergent.

es ein C1 > 0 mit der Eigenschaft gibt, dass < () fiir alle N € N gilt. Dann st die

f(n)

Dirichletreihe Z
n=1

Beweis. Wir nutzen die Bezeichnung oy = Re(sg) und setzen voraus, dass K C €,, eine
beliebige nichtleere kompakte Teilmenge und s € K C €1, ein beliebiger Punkt in K ist.

Wir wenden Satz 3.13 der Abel’schen partiellen Summation auf Reihenabschnitte der zu f
gehorigen Dirichletreihe an. Um die Ausdriicke mit den in sy beschrinkten Partialsummen in

S0
Verbindung zu bringen, schreiben wir M = &2) - und definieren a(n) = Li), n €N,
n® ns ns ns
sowie die auf R stetig differenzierbare Funktion g : R~y — C, gegeben durch g(v) == v

Dann gilt mit Satz 3.13 fiir alle natiirlichen Zahlen 0 < M < N

So—S

y o s S

M<n<N M<n<N
(5 1) v (5 2 e
1<n<N ne 1<n<M nee
N
B /];4 <1<;<v féz?) | (SO i S) USO?S?l .

Wird die Voraussetzung iiber die Beschrinktheit der Partialsummen in sy ausgenutzt, so gilt
im Betrag

N
Z —f<n) S Cl - N9o79 + Cl - Moo + 01 . ’80 — S| . / UUO_U_l dv
ns M

M<n<N

<2. Ol MO0 4 Cl . |30 — 3| . (Nao—cr o Mao—a)

Og — O

o oo—0 |S — 50‘ 00—0 __ NO0—0C

—2.C M 0y 250y N7 (3.9)
g — 0y

Da K C Q,, kompakt ist, ist der Abstand von K zur Geraden
{s € C | 0 =Re(s) =00}
echt grofer als 0, sodass es ein a0 € <0, %) mit,
KcC{sy+re® | r>0, ¢ €[—a,a] } = Ang(so, @)
gibt (siehe Abbildung 3.1) [32, S. 31]. Fiir s € K C Ang(so, «) gilt

s —so| ‘so—i-rew—so‘ ] |ei¢’ o1 < 1
oc—0y og+rcos(p)—ay rcos(¢p) rcos(p) cos(p) ~ cos(a)’
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Im
|
K
0] % \ p\/ :Re
\

Abbildung 3.1: Das Kompaktum K, die Wahl des Winkelbereichs Ang(sg, @) und p.

™
weil die reelle Kosinusfunktion auf [O, —> monoton fallend ist. Des Weiteren nimmt die stetige

Funktion s — Re(s) auf K ein Minimum an, das mit p bezeichnet werde und echt gréfer als
oy ist [32, S. 31].
Damit folgt aus Formel (3.9)

>

M<n<N

Gy

<2-Cy-MP+
cos ()

. MOoP — )fooP . (2 -C1 + G ) . (310)
cos ()

Der rechte Ausdruck der Formel (3.10) héngt zwar von der kompakten Menge K, aber nicht
mehr von der konkreten Stelle s € K ab. Da er fiir M — oo gegen 0 strebt, folgt aus dem
Cauchy — Kriterium die gleichméfige Konvergenz der Dirichletreihe Z M auf K [37, S. 27].
nS

n=1

]

Jetzt ist es moglich, eine zum Satz 3.6 dhnliche Aussage iiber die Konvergenz einer Dirich-
letreihe zu beweisen, die auf Jensen (1884) zuriickgeht [5, S. 4 — 6].

Satz 3.15. [19, S. 59, [2, S. 245], [20, S. 72], [55, S. 2]

Falls die zu f : N — C gehdrige Dirichletreihe E () n einem sg € C konvergiert, dann
nS
n=1

konvergiert sie in jedem s € C mit Re(s) > Re(sy).
Divergiert sie hingegen in einem s; € C, so divergiert sie in jedem s € C mit Re(s) < Re(sy).

Beweis. Aus der Konvergenz der Dirichletreihe Z () in sg folgt die Beschrinktheit ihrer
ns

n=1

-~ f(n)
Partialsummen Z . N e N.
=1

n

Betrachten wir einen beliebigen Punkt s € (dge(sy), 50 gibt es ein Kompaktum K C Qge(s)
mit s € K.
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Aus Satz 3.14 ergibt sich dann die gleichméfige Konvergenz der zu f gehorigen Dirichletreihe
auf K. Insbesondere ist die zu f gehorige Dirichletreihe in jedem Punkt des Kompaktums K,
also auch in s, konvergent. Damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen.

Der zweite Teil wird wie in Satz 3.6 per Kontraposition gezeigt. Vorausgesetzt sei, dass es
einen Punkt s’ € C mit Re(s’) < Re(s;) gibt, in dem die Dirichletreihe konvergiert. Nach dem
ersten Teil des Satzes ist sie insbesondere auch in s; konvergent. Damit ist auch die zweite
Aussage des Satzes bewiesen.

O

Bemerkung 3.16. |2, S. 232], [19, S. 58]
Wie der Beweis des Satzes 3.15 zeigt, folgt schon aus der Beschrinktheit der Folge der Parti-

S

N o)
alsummen Z M7 N € N, die Konvergenz der Dirichletreihe Z m fiir jedes s € C mit
n=1 nee n=1
Re(s) > Re(so).
Diese Abschwéchung geht auf Cahens Dissertation aus dem Jahr 1894 zuriick [5, S. 5.

Wie im Falle der absoluten Konvergenz ergibt sich jetzt eine zum Satz 3.7 analoge Aussage
fiir die sogenannte Abszisse der Konvergenz einer Dirichletreihe.

Satz 3.17. |27, S. 116 — 118], [39, S. 25], |2, S. 225], [55, S. 290, 291|

Zu jeder Dirichletreihe gibt es ein o. € [—00, +00]|, fir das gilt: Fiir jedes s € C mit Re(s) > o,
konvergiert die Dirichletreihe; fir jedes s € C mit Re(s) < o, divergiert die Dirichletreihe
hingegen.

Bemerkung 3.18. Das dadurch eindeutig bestimmte o, € [—o0, +00] heifit Abszisse der Kon-
vergenz |26, S. 558|.

Beweis des Satzes 3.17. Wir orientieren uns am Beweis des Satzes 3.7 und betrachten die zu

)

einer beliebigen zahlentheoretischen Funktion f : N — C gehorige Dirichletreihe g &
nS
n=1
Falls sie in jedem s € C divergiert, wahlen wir fiir die Behauptung des Satzes 0. = +o0;

wenn sie hingegen in jedem s € C konvergiert, so setzen wir o, = —oo0.
Ansonsten gibt es einerseits mindestens einen Punkt, in dem sie konvergiert, und andererseits
mindestens einen Punkt, in dem sie divergiert. Deshalb ist die Menge

E M konvergiert}
nS
n=1

einerseits nichtleer, andererseits dem zweiten Teil des Satzes 3.15 zufolge nach unten beschrankt.
Daher besitzt D eine reelle Zahl als Infimum, die mit o, bezeichnet werde [22, S. 88].

D= {U:RG(S) €eR

Da o, eine untere Schranke von D ist, liegen alle Punkte, in denen die Dirichletreihe kon-
vergiert, in der Menge {s € C | 0 = Re(s) > o.}. Damit folgt der zweite Teil des Satzes per
Kontraposition.

Auch der erste Teil des Satzes folgt per Kontraposition. Sei dazu ein beliebiger Punkt
s =0 +it' € C, o/, t' € R, betrachtet, in dem die Dirichletreihe divergiert. Géilte o/ > o,
so wire dem zweiten Teil des Satzes 3.15 zufolge die Zahl o, nicht die grofte untere Schranke
von D: Die Zahl ¢’ wire namlich eine echt grofere. Da dies der Definition von o, als Infimum
widersprache, folgt o’ < o..

m
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Beispiel 3.19. |27, S. 118], [39, S. 25|
Sei f : N — C eine zahlentheoretische Funktion. Falls es ein ng € N mit f(n) > 0 fiir alle
n > ng gibt, so stimmen Abszisse der absoluten Konvergenz o, und Abszisse der Konvergenz

0. der zugehorigen Dirichletreihe Z LZ) iiberein:
n=1
Um o, und o, zu bestimmen, reicht es den Sétzen 3.7 und 3.17 zufolge ndmlich aus, lediglich
reelle Werte fiir s zu betrachten. Fiir jedes s € R und n > ng gilt M = M, weshalb die
ns ns

Dirichletreihe genau dann in s € R absolut konvergiert, wenn sie dort konvergiert. Daher gilt
Oq = Og.
Dies gilt fiir alle im Anschluss an Satz 3.7 betrachteten Beispiele 3.9, 3.10, 3.11 und 3.12.

Im Gegensatz zu Potenzreihen, die im Inneren ihres Konvergenzbereiches absolut konver-
gieren, konnen Abszisse der absoluten Konvergenz o, und Abszisse der Konvergenz o, einer
Dirichletreihe voneinander verschieden sein [54, S. 56, 57|, [8, S. 4]. Dies zeigt das folgende, auf
Landau zuriickgehende Beispiel [5, S. 10, 11].

Beispiel 3.20. [27, S. 118], [39, S. 25]

o _1 n
Wir betrachten die Dirichletreihe Z (=1) . Ihre Abszisse der absoluten Konvergenz o, stimmt
nS

n=1
mit derjenigen der zur Riemann’schen ¢ — Funktion gehorigen Dirichletreihe iiberein und be-
tragt deshalb o, = 1.
Um die Abszisse der Konvergenz zu bestimmen, betrachten wir s € R. Fiir jedes s > 0 ergibt

sich dann aus dem Leibniz’schen Konvergenzkriterium die Konvergenz der Dirichletreihe [22, S.
_1 n

66]. Fiir jedes s < 0 ist hingegen die Dirichletreihe divergent: In s = 0 entspricht (u)
n’ neN

5 = o0o. Daher ist

der divergenten Folge ((—1)"),cy, fiir s < 0 gilt lim [(=1)"-n~*| = lim n~
n—00 n—o0
—1)"
die Folge << )
ns
Insgesamt ergibt sich 0. = 0 als Abszisse der Konvergenz der Dirichletreihe

[e’s) _1n
S

n=1

) fiir kein s < 0 eine Nullfolge.
neN

3.4 Der Streifen der bedingten Konvergenz der Dirichlet-
reihen

In dem letzten Beispiel 3.20 gilt 0, —0. = 1, weshalb hier der Streifen der bedingten Konvergenz
(das heifst Konvergenz ohne absolute Konvergenz) die Breite 1 besitzt [54, S. 35].

Wie der folgende Satz zeigt, ist dies jedoch der maximale Wert, den die Breite dieses Streifens
fiir eine Dirichletreihe annehmen kann [39, S. 25], [19, S. 61], [2, S. 234], [55, S. 292], |21, S. 41],
27, S. 118].

Satz 3.21. Sei ZM eine Dirichletreihe, deren Abszisse der Konvergenz o. endlich ist.
nS

n=1
Dann ist auch ihre Abszisse der absoluten Konvergenz o, endlich und es gilt 0 < o, — 0. < 1.



KAPITEL 3. ANALYTISCHE EIGENSCHAFTEN DER DIRICHLETREIHEN 29

Beweis. Da absolut konvergente Reihen stets konvergent sind, gilt o, > o.. Nach Voraussetzung
ist 0. endlich, weshalb es Punkte gibt, in denen die Dirichletreihe nicht absolut konvergiert.
Um o, < 0.+ 1 zu beweisen, zeigen wir die absolute Konvergenz der Dirichletreihe in €2, ;.
Sei dazu s € C mit 0 = Re(s) > 0.+ 1 beliebig. Wir wihlen jetzt ein solches so = o¢ + ity € C,
0o, to € R, dass 0 > 09+ 1 > 0.+ 1 gilt.
f(n)

Aus der Konvergenz der Dirichletreihe in sy folgt, dass die Folge (—O) eine Nullfolge
n° neN

ist. Sie ist daher beschrankt. Es gibt also ein C' > 0 mit der Eigenschaft, dass

M‘ < C fir
nso
alle n € N gilt. Damit ergibt sich fiir alle n € N die Abschétzung

f)| _|f(n)

ns nso

N0

< C.plomo0),
ns |

0<

o0

Nun ist Zn_(”_‘m) wegen o — op > 1 konvergent, womit aus dem Majorantenkriterium die
n=1
absolute Konvergenz der Dirichletreihe in s folgt.

Daher ist die Dirichletreihe weder fiir alle s € C noch fiir kein s € C absolut konvergent.
Dem Beweis des Satzes 3.7 zufolge ist dann o, endlich und mit dem soeben Bewiesenen folgt
0, < 0.+ 1.

O

Bemerkung 3.22. |21, S. 41], [27, S. 118] Wie die beiden Beispiele 3.19 und 3.20 zeigen,
kénnen die Falle o, — 0. = 0 und o, — 0. = 1 auftreten.

Bemerkung 3.23. Falls 0. = +o0 gilt, so divergiert die Dirichletreihe {iberall in C und kann
daher auch nie absolut konvergieren. Damit folgt o, = +00.

Bemerkung 3.24. |21, S. 41| Im Beweis des Satzes 3.21 zeigten wir die absolute Konvergenz
der Dirichletreihe in €2, ;1. Falls wir die Situation o, = —oo betrachten, ist die dargestellte
Herleitung immer noch giiltig. Die Dirichletreihe ist dann in jedem s € C absolut konvergent,
womit sich o, = —o0 ergibt.

3.5 Komplexe Differenzierbarkeit der Dirichletreihen

Das Ziel dieses Abschnitts ist es zu beweisen, dass die Grenzfunktion einer Dirichletreihe im In-
neren ihres Konvergenzbereiches eine analytische Funktion darstellt [27, S. 119]|. Dabei werden
wir vom Weierstraf’schen Konvergenzsatz Gebrauch machen [47, S. 42, 50], [7, S. 100, 101],
[37, S. 79].

Zu diesem Zweck kehren wir zu Satz 3.14 zuriick und zeigen die gleichmakige Konvergenz
einer Dirichletreihe auf jedem Kompaktum, das im Inneren ihres Konvergenzbereiches liegt.

Satz 3.25. |2, S. 235|, [27, S. 118|, [19, S. 60]
Sei Z M eine Dirichletrethe, deren Abszisse der Konvergenz 0. < 400 sei. Dann ist sie auf
nS
1

jeder:kompakten Teilmenge K C §,, gleichmdf$ig konvergent.
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Beweis. Es sei K C (), ein beliebiges nichtleeres Kompaktum.

Wie im Beweis des Satzes 3.14 sei R 5 p = min{Re(s) | s € K} > o0.. Dann kénnen wir
ein sy € C mit der Eigenschaft p > Re(so) > o, wihlen [2, S. 235|, womit Re(s) > p > Re(so)
fiir alle s € K gilt. Dies bedeutet K C (ge(sy)

Da die Dirichletreihe in sy konvergent ist, sind ihre Partialsummen in sy beschréankt. Satz
3.14 liefert nun die gleichméfige Konvergenz auf K.

O

Mithilfe des Satzes 3.25 ist es moglich, das Ziel dieses Abschnitts zu erreichen, das Cahen
bereits 1894 formulierte.

Satz 3.26. |27, S. 119, [19, S. 60], |2, S. 236]
~— f(n)
Sez; -

wert }dr jedes s € Q.. mit F(s) bezeichnet werde. Dann ist F : Q,, — C analytisch. Des

eine Dirichletreihe, deren Abszisse der Konvergenz o, < +oo sei und deren Grenz-

Weiteren ist die Dirichletreihe Z f(n) - (=log () fiir jedes k € N und jedes s € ,, mit

ns
n=2

dem Grenzwert F®)(s) konvergent.

Beweis. Wir nutzen den Weierstraf$’schen Konvergenzsatz |47, S. 42, 50], |7, S. 100, 101], [37,
S. 79|

Um ihn anzuwenden, sei bemerkt, dass die Funktionen s — f(n) -n=° = f(n) -e
n € N, fiir jedes s € C und damit auch insbesondere in der offenen Halbebene QUU analy—

A )

s)-logn

tisch sind. Aufserdem ist die Dirichletreihe Z auf jedem Kompaktum K; C €2, nach

=1
Satz 3.25 gleichmékig konvergent. Daher folgt aus dem Weierstraf$’schen Konvergenzsatz, dass
F : Q,, — C analytisch ist.

Zum Beweis der zweiten Aussage sei k € N beliebig und wir betrachten die k-ten Ableitungen

k k
L (F) %) = S () %) = f(m) - (~log ()" 07", meN.

Deren Reihe Z f(n) - (= log (n)) konvergiert dem Weierstrafi’schen Konvergenzsatz zufolge
nS
n=1

auf jedem Kompaktum K; C €, gleichmikig gegen F*). Weil jeder Punkt s € €, in ein
Kompaktum K; C €, emgeschlossen werden kann und glelchmafélg konvergente Reihen inshe-
() (~log(m)* .

nS

sondere konvergent sind, folgt die Konvergenz der Dirichletreihe Z /
n=2
gegen F®),
O

Beispiel 3.27. [19, S. 69] Wir betrachten eine beliebige Funktion f : N — Ry mit nichtne-
gativen Werten Mit den Bezeichnungen aus Satz 3.26 erhalten wir die Konvergenz der Dirich-

1 k
letreihe Z J(n og( ) fiir alle £ € N und alle s €
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Zur Untersuchung der absoluten Konvergenz ergibt sich

> |

n=2

log

-1
Z fn og f(n) -log’(n) = (=1)"- F® (¢) fiir jedes s € Q,

Daher konvergiert die Dirichletreihe E f(n) - (log(n) fiir jedes k € N in €2, absolut, falls
nS
n=2

f nichtnegativ ist.

3.6 Dirichletreihen mit nichtnegativen Koeffizienten

Ist f nichtnegativ, wissen wir bereits aus Beispiel 3.19, dass die Abszisse der absoluten Kon-
vergenz und die Abszisse der Konvergenz der zugehorigen Dirichletreihe iibereinstimmen.

Das analytische Verhalten in dem durch endliche Abszissen definierten reellen Punkt wird
durch den folgenden von Landau (1905) bewiesenen Satz beschrieben [35, S. 536, 537], [5, S.
26).

Satz 3.28. |28, S. 96, 97|, [21, S. 42|, |38, S. 106]
Sei f: N — R eine zahlentheoretische Funktion mit nichtnegativen Werten. Die zugehdrige

Dirichletreihe g @ besitze eine endliche Abszisse der Konvergenz o, und die Grenzfunktion
ns
n=1
F : Q, — C. Dann kann F in keine Umgebung des Punktes s = o, analytisch fortgesetzt

werden.

Beweis. Wir fithren den Beweis per Widerspruch.

Dazu sei angenommen, dass es eine Umgebung U C C des Punktes s = o, gibt, fiir die F’
auf ,, UU eine analytische Fortsetzung besitzt; diese sei erneut mit F' bezeichnet [21, S. 42].
Dann gibt es ein € > 0, sodass F auf B. (0.) = {s € C | |s— 0.] < e} analytisch ist.

Nun wéhlen wir ein reelles o0y > 0. mit der Eigenschaft og — 0. < 0.+ € — 09, beispielsweise
09 = aﬁ—%. Fiir ein beliebiges § € (0¢g — 0., 0. + € — 0p) gilt dann o, € Bs (0¢) C B- (0.) (siehe

Abbildung 3.2), weshalb F' in B; (o) als konvergente Potenzreihe

< B (g,
F(s) :ZF]{:—“<S—O'O)]€, s € Bs(09), (3.11)
k=0 '

darstellbar ist [7, S. 106]. Wegen oy > 0. konnen wir

F® (g Z f(n _log( ))k, k€N, (3.12)

mithilfe des Satzes 3.26 schreiben und Formel (3.12) gilt auch fiir £ = 0. Setzen wir (3.12) in
(3.11) ein, so ergibt sich fiir jedes s € Bs (09)

Z <Z J(n log ) (60 — 3)k> . (3.13)

k=0 \n=1
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Abbildung 3.2: Die Kreisscheiben B. (o.) und Bs (o).

Um zu einem Widerspruch zu gelangen, wihlen wir ein reelles s = 0 < 0. mit s = 0 € B; (0¢)-
Fiir dieses s = o sind alle Terme in Formel (3.13) wegen f > 0 selbst nichtnegativ. Der
Cauchy’sche Doppelreihensatz 26, S. 258| erlaubt nun das Vertauschen der Summenzeichen in
(3.13), womit sich

pio) =35 (1050 ) = 5 (Lo

n=1 k=0 n=1

— io: (% . nao—a> — io: % ergibt.
n=1 n=1

f(n)

n

o
Damit ist die Dirichletreihe Z in einem s = o < o, konvergent, was der Wahl von o,
n=1

als Abszisse der Konvergenz ;viderspricht. Deshalb ist die Annahme falsch, womit der Satz
bewiesen ist.

O



Kapitel 4

Integralformeln

Nach den vorhergehenden Untersuchungen wollen wir in diesem Kapitel Formeln herleiten, bei
denen Grenzfunktionen der Dirichletreihen als Integrand vorkommen.

Nach einer Integralformel, die die Koeffizienten einer Dirichletreihe als Integral darstellt,
beenden wir das Kapitel mit der Perron’schen Formel, die die Partialsummen einer Dirichlet-
reihe als komplexes Kurvenintegral ausdriickt.

4.1 Zwei Durchschnittsformeln

Satz 4.1. [2, S. 240, 241], [55, S. 303, 304]

Sei die Dirichletreihe ZM absolut konvergent in Q,, fir ein o1 < o0o. Analog sei die
nS

n=1

= g(n
Dirichletreihe E M absolut konvergent in €, fir ein oy < co. Ihre Grenzwerte seien mil
nS
n=1

F(s) respektive G(s) bezeichnet. Dann gilt fir alle reellen a > oy und alle b > o

1 T ‘ f(n
i g [ Forin- G- = Y L
Beweis. Esseien a > oy und b > o5 reelle Zahlen. Da die Dirichletreihen Z (n) und M
nae a+it nb—zt
n=1 n=1

fiir jedes t € R absolut konvergieren, ist ihr Cauchy — Produkt
i nzlf(k) g(n_k"). n—k : (41)
ke (n— k)b k '

fiir jedes t € R mit dem Grenzwert F(a + it) - G(b — it) absolut konvergent.
Um das dazugehorige Integral Term fiir Term integrieren zu konnen, zeigen wir die gleich-
mébige Konvergenz beziiglich t. Dazu nutzen wir das WeierstrafS’sche Magjorantenkriterium |26,

S. 555], [54, S. 54], [37, S. 27|. Fiir jedes n € N\ {1} und jedes t € R gilt

A () s

wn—ml
— k)P

| M

33
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als Cauchy — Produkt von Z f ( | Z lg(n konverglert konvergiert die Reihe (4.1)

b

n
nach dem Weierstraf$’schen Majomntenkmtemum beziiglich der Variablen ¢ auf R gleichméafig.
Dariiber hinaus ergibt sich aus der Konvergenz des Cauchy — Produkts (4.2), dass die Reihe

Weil

AL
P1H

k)-glk
Z M absolut konvergiert. Insbesondere konvergiert sie beziiglich ¢t auf R gleichméfig.

— ka-i—b
~ Schreiben wir nun 4
(N SR gn— k) (n— k"
Z ( ke (n— k)b ( k > )
- f(k> ’ f TL — ) n—k\"
:Z ka—l—b +Z<Z ke - (n — ( k ) )’ (4.3)

so sind alle drei zugehorigen Reihen der Glelchung (4.3) sowohl absolut als auch beziiglich ¢
auf R gleichméfig konvergent. In Gleichung (4.3) sind auferdem alle vorkommenden Terme der
Reihen beziiglich ¢ auf R stetig und damit auf allen kompakten Intervallen integrierbar. Damit
sind auch die Reihen in (4.3) auf allen kompakten Intervallen beziiglich ¢ integrierbar und wir
konnen gliedweise integrieren |26, S. 554], [33, S. 304].

T [,
Dazu berechnen wir fiir alle x, 7" > 0 das Integral o7 / o™ dt.
-7

Ist x =1, SOlst— / ldt =1.
Nun sei x # 1. Dann gilt

T 1 ’ itlog(z) 1, _ L 1 it-log()
2T _Tx dt = 2T _Te dt_ﬁ[i-log(x).e ]t_T
B 1 . oiT108(@) _ o=iT05(@) in (T - log ()
T -log (x) 2i T -log (x)
Damit erhalten wir aus Formel (4.3) fiir jedes T' > 0

1 T
— | Fla+it)-Gb—it)dt

T

T
:iM & f(k)-gln—k sm(T log (22£))
o T ()

(K2 ) g — k) sin (T - log (%))
Z(Z ke (n— k)P T -log (") ) "
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ist beziiglich T auf R, gleichméfig konvergent: Nach dem Mittelwertsatz [33, S. 144] gibt es

sin (y)

ndmlich zu jedem y € R\ {0} ein £ € R mit = |cos (§)| < 1. Unter Verwendung

der Konvergenz der Reihe (4.2) und des Weierstraf’schen Majorantenkriteriums folgt dann die
gleichméfige Konvergenz der Reihe (4.4) beziiglich T auf R.,. Weil die reelle Sinusfunktion
beschrinkt ist, streben alle Summanden der Reihe (4.4) fiir T — oo gegen 0. Aus der gleichmé-
ffigen Konvergenz von (4.4) folgt daher die Existenz des Grenzwertes von (4.4) fiir T — oo, der
termweise gebildet werden kann und demnach 0 betrigt [26, S. 554|, [53, S. 156, 157]. Damit
ist die Behauptung bewiesen.

O

Als unmittelbare Folgerung dieses Satzes 4.1 erhalten wir

Korollar 4.2. |2, S. 241], [55, S. 303]

oo
n
Sei die Dirichletreihe g f(s) absolut konvergent in Q,, fir ein o1 < oo. Ihr Grenzwert sei
n
n=1

mit F'(s) bezeichnet. Dann gilt fir alle o > o4

1 |/ (
zll—{%oﬁ /_T|F(a—|—zt dt = Z n2"

Beweis. Wir definieren g(n) := f(n) fiir alle n € N. Dann haben f und g den gleichen Betrag,
weshalb deren zugehorige Dirichletreihen in den gleichen Punkten absolut konvergieren. Werden
ihre Grenzwerte mit F'(s) respektive G(s) bezeichnet, so gilt

G(o —it) :i

Mit Satz 4.1 folgt schlieflich die Behauptung.

(T]:(EZ)I‘/) = F(o +it) fiir alle 0 > 07 und alle ¢t € R.
1

n=

Beispiel 4.3. [55, S. 317], [2, S. 241]

[e.9]

1
Die zur Riemann’schen ( — Funktion gehorige Dirichletreihe Z — konvergiert in €2, absolut.
nS

n=1

Korollar 4.2 ergibt dann

I = 1
zll_r)lgoﬁ /_T 1C(o +it)]* dt = ;W = ((20) fiir jedes o > 1.
Beispiel 4.4. |2, S. 241, |55, S. 315, 317]
Die zur Mobiusfunktion p gehorige Dirichletreihe Z pn) konvergiert in {2y absolut und besitzt
ns

1
den Grenzwert ——. Aus Korollar 4.2 erhalten wir

¢(s)
N Y (-2 ) s em)]
jlggoﬁ-/_TK(o—l—ztﬂ dt_ZF_Z o= fir jedes o > 1.
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Mithilfe des Satzes 2.12 gilt fiir jedes o > 1

; |I:L<2”)| _ H <1+; |F;<2i0)‘> _ H (1+p%) = H (1 ‘1“]9(_10_)})(_120;]7_ ?)

P prim p prim p prim
_ 1—194”) _ e _ 1) C(20)
—);L(l—p-% ‘(pl;!m“ p >) (pgm(l ) )“<<4a>-

Beispiel 4.5. [2, S. 241], [55, S. 315, 317]

Wir wissen bereits aus Beispiel 2.4, dass die Dirichletreihe Z % () in €2y absolut konvergent
nS

n=1

ist. Thr Grenzwert betrigt %(s). Dann gilt nach Korollar 4.2

lim — Tyg( +'t)\4dt—§:"g(”> fiir jedes o > 1
TI—I>I<>102T . g 1 —n:1 n20 ur jedes o .

Nach dem Satz 4.1 ist Z 0 ) fiir jedes 0 > 1 absolut konvergent. Unter Verwendung des

Satzes 2.12 ergibt sich fur Jedes o>1

S (e ) - I (e S - T ()

n=1 p prim p prim k= p prim

(k+1)

Zur Auswertung der dabei vorkommenden Summe Z gehen wir von der fiir jedes

k=0

oo 1 o
z € C mit |z| < 1 giiltigen Identitét kz:;zk = 7 aus, die Z:zk“ = % impliziert.
Gliedweises Differenzieren [7, S. 105] ergibt

> d > d z 1

(k+1) — AR = ——— fi 1.
S+ dz(zz ) () =ty e
k=0 k=0

Damit erhalten wir

> d 1 1— 22
Z(k+1)2.zk:_( “ 2>: +23: 24 fir |z| < 1.
prd dz \ (1 —z2) (1—2) (1—2)

| =

Ist nun o > 1, so ist ‘p_2‘7| < p~? < = < 1 fiir jede Primzahl p. Daher folgt

7o (n) (kD7 1—p™
Z n2o o H (Z kaU >_ H ((1_p_20)4>

p prim

- ( H (1 —p_40)) : ( H (1 —p_%)_l) = Cﬁ(faa)) fiir jedes o > 1.
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Beispiel 4.6. [2, S. 241] Wenden wir Satz 3.26 und das daran anschliefende Beispiel 3.27 auf

o0

1
die zur Riemann’schen ( — Funktion gehorige Dirichletreihe Z — an, so ergibt sich: Fiir jedes
ns

n=1
1 k
k € N und jedes s € () ist Z M absolut konvergent und besitzt den Grenzwert

ns
n=2

¢®)(s). Korollar 4.2 ergibt dann hm — - (¥ (o +it)|” dt = 5 ——— = ("(20) fiir
n ag

—00
-T n=2

jedes o > 1.

4.2 Die Koeffizienten der Dirichletreihen

Falls uns die Grenzfunktion F' einer Dirichletreihe vorliegt, so stellt sich die Frage, wie sich aus
ihr die Koeffizienten der zugehérigen Dirichletreihe bestimmen lassen [39, S. 29).

Eine M&glichkeit, die Koeffizienten induktiv zu berechnen, bietet uns der folgende Satz.
Satz 4.7. [39, S. 7, 29], [2, S. 226, 227], [27, S. 120]

Sei die Dirichletreihe Z L:L) absolut konvergent in Q,, fir ein 01 < oo. Ihr Grenzwert sei

n
n=1

mit F(s) bezeichnet. Dann gilt fir jedes k € N und jedes t € R

F(k) = lim <ko+it. (F(U+it) oy ::ff)t)) .

ag—00

Beweis. Fiir jedes s € €),, und jedes k € N gilt

o (r - 100 < (S < v (3 20,

n=1 n=~k n=k+1

Um zu zeigen, dass hier der Summand k*- ( Z /(

n=k+1
ein reelles ¢ > o,. Dann ergibt sich fiir alle s € C mit ¢ > ¢ und jedes k € N die Abschitzung

TZ)) fiir o — oo gegen 0 strebt, wahlen wir

o0

R L)

Dabei ist A= (k+1)°- 3 ‘fiﬁ)‘

n=k+1

E o\’ -
Aus lim A- [ —— ) = 0 folgt nun lim &° - Z f() = 0. Daraus folgt schlieflich die
o—00 k +1 o—00 i 1 ns

Behauptung. O
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Eine andere Variante, die Koeffizienten einer Dirichletreihe aus ihrer Grenzfunktion zu be-
rechnen, gibt der néchste Satz an. Wie auch im Falle von Potenzreihen konnen sie namlich
durch ein Integral ausgedriickt werden [3, S. 1, 2|, [55, S. 313], 2, S. 242], [39, S. 33|, [7, S. 106].

f(n)

n

Satz 4.8. Sei die Dirichletreihe Z absolut konvergent in ., fir ein o1 < oco. Thr Grenz-
n=1

wert sei mit F(s) bezeichnet. Dann qilt fiir jedes x > 0 und jedes o > o

T
lim - / Plo 4 if) . art gy — { /@ fallsz €N
T 210 oy 0, sonst.

Fir x = 1 wurde diese Aussage von Hadamard (1899) bewiesen [5, S. 23].

Beweis des Satzes 4.8. Wir werden dhnlich wie im Beweis des Satzes 4.1 verfahren.
f(n)

Seien x > 0 und o > o; beliebig. Dann ist Z v
n (2

fiir jedes t € R absolut konvergent

n=1

und besitzt den Grenzwert F'(o +it). Mithilfe des Weierstraf’schen Majorantenkriteriums folgt
damit die gleichmifkige Konvergenz der Reihe

> s (£) (15)

beziiglich ¢ auf R. Thr Grenzwert ist durch F(o + it) - 277" gegeben. Da alle Glieder der Reihe
(4.5) beziiglich ¢ auf R stetig sind, ist ihr Grenzwert F'(o+it)-27 " beziiglich ¢ fiir ein beliebiges
T > 0 auf [T, T integrierbar und es gilt

%- ; F(o+it) - 27" dt = % _j (g f(n) - (%)UM) dt
-y (ﬂn).(g)”.% /j ()" dt). (146)

n=1
Ist 2 keine natiirliche Zahl, so ist l # 1 fiir alle n € N. Deshalb kénnen wir den Ausdruck (4.6)
n
mit dem im Beweis des Satzes 4.1 berechneten Integral als
° o sin (T -1 z
Z f(n) - <£> : sin (T - log () schreiben. (4.7)
n T -log (%)

Die Reihe (4.7) ist beziiglich T auf R., gleichméfig konvergent: Fiir jedes y € R\ {0} ist
in (y)

e 1. S
namlich ‘

n=1

< 1. Dariiber hinaus streben alle Glieder der Reihe (4.7) fiir T — oo gegen 0.

Damit existiert auch der Grenzwert der Reihe (4.7) fiir T — oo. Dieser kann gliedweise gebildet
werden und betragt demnach 0.

Fiir € N schreiben wir die Formel (4.6) als
r\° sin (T~log (%))
f(@ﬂLZ(f(”)‘(ﬁ) T log (2) )

Auch hier ergibt sich, dass diese Reihe fiir 77 — oo gegen 0 strebt, womit die Behauptung
schlieflich folgt.

]
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4.3 Partialsummen der Dirichletreihen und die Perron’sche
Formel

Wenn die Grenzfunktion einer Dirichletreihe bekannt ist, konnen wir neben den Koeffizienten
auch die Partialsummen der Dirichletreihe durch ein einziges Integral darstellen |2, S. 243, [39,
S. 29].

Bei dieser sogenannten Perron’schen Formel (Oskar Perron, 1880 — 1975) begegnen wir
gewissen komplexen Kurvenintegralen, die im folgenden Lemma abgeschétzt werden [51, S. 47,
48], [36, S. 344, 345], [49, S. 1 - 3], [23, S. 3 — 5|, [27, S. 134], |2, S. 243 — 245], |41, S. 57|, [42,
S. 163].

Dazu bezeichnen wir mit [z, w], z, w € C, nicht nur die Verbindungsstrecke von z und w,
sondern auch die zugehérige Parametrisierung, die in z startet und in w endet.

Lemma 4.9. Sei ¢ > 0 eine beliebige positive Zahl. Fir a, T > 0 sei das komplexe Integral

1 S
I(a,T) = — - / 2 ds definiert.
s

211
[c—iT, c+iT)

Fiir jedes T > 0 gelten dann die Abschdtzungen

fir0<a<1ist
I(a, 7)) < ———+— lim I(a,T) = 0;
10 T)| € =, Jim 10 T) = 0
und fir a > 1 gilt

aC

I1(a,T) - 1| < —— lim I(a,T)=1.
Beweis. Es sei zundchst a = 1. Wir werten I(1,7T) aus, indem wir die Definition des komplexen
Kurvenintegrals mit der Parametrisierung z — ¢+ ix, =T < & < T, der Verbindungsstrecke

[c —iT, ¢+ iT] nutzen:

T T o T LT
I, T) = 1/ ! dx:i ﬂdmzi Lalyc—i/ L

2mi J_pc+ix 2 J_p A+ a2 2w J_p 2+ x? 2 J_p 2+ a2

Da der Integrand des letzten Integrals eine ungerade Funktion ist, verschwindet das Integral

1 [T
iiber ein symmetrisches Intervall. Wir erhalten deshalb I(1,7") = —/ ¢ __dr. Da der
27 A+ a2
Integrand dieses Ausdrucks nun gerade ist, vereinfacht sich dies zu

I 1 T
[(I,T):—/ %dx:—arctan (—)
T Jg ¢c+x m c
1
Damit strebt 1(1,T) fiir T"— oo gegen 3 Des Weiteren ergibt sich als Abschitzung
1 e
1 / 1 / g
s 2+ x2 T Jo +2?
1 1 [
= —/ —/ Ry ——
T 4+ x2 T Jp a? 7T

‘I(lT ‘:
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Jetzt sei 0 < a < 1. Um das Integral I(a,T) auszuwerten, betrachten wir das komplexe
Kurvenintegral iiber den positiv orientierten Rand des Rechtecks mit Ecken ¢ — iT, d — T,
d+ 1T, ¢+ iT; dabei sei d > c eine beliebige Zahl (siche Abbildung 4.1).

|
"
c+iT d+iT
.
0O ¢ d Re
_T )
c-iT d-iT

Abbildung 4.1: Der Rand des Rechtecks mit Ecken ¢ —iT', d — T, d + T, c+iT.

S

Der Integrand s — % st auf dem konvexen Gebiet A = {s € C | Re(s) >0}, in

s
dem das Rechteck liegt, analytisch. Nach dem Cauchy’schen Integralsatz |7, S. 77|, |54, S. 83]
verschwindet daher das Kurvenintegral iiber den Rand des Rechtecks. Daher gilt

s

S S S
/ a—ds: / a—ds+ / a—ds+ / a—ds.
s s s s
[c—iT, c+iT] [c—iT, d—iT) [d—iT, d+iT] [d+iT, c+4T)
Im Betrag folgt weiter
s d _x—iT T _d+tix d _x+iT
a a a a
—ds| < d c1d d
' / s 8_/Cx—z'T x'+‘/_Td+ixzx+/c:c+iT ”"
[c—iT, c+iT]
d x T _d d x
a a a
< —d —d — dx.
=/ 7 T+ /_ L d T+ T x
Im Grenzwert fiir d — oo ergibt sich daraus
s 9 00 d 2 00
' / %ds Sf/c a”dm+2-T-(dli_>I£10%>:T-/c a®dx
[c—iT, c+iT]
2 i a — af 2-a°
=———(limd'—a ) = —=———.
T -log(a) \y—oo T - |log (a)

Dies strebt fiir 7' — oo gegen 0 und ergibt die Behauptung fiir den betrachteten Fall.
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Im Falle a > 1 verfahren wir dhnlich. Wir betrachten das komplexe Kurvenintegral iiber
den positiv orientierten Rand des Rechtecks mit Ecken ¢ — T, ¢+ ¢T, b+ T, b — ¢T'; dabei sei
b < 0 eine beliebige negative Zahl (siehe Abbildung 4.2).

b+iT T c+iT

b-iT T c-ir

Abbildung 4.2: Der Rand des Rechtecks mit Ecken ¢ — T, ¢ + 4T, b+ T, b — iT.

Der Integrand s — % ist auf C \ {0} analytisch und besitzt im Ursprung 0, der innerhalb
s

des Rechtecks liegt, einen Pol erster Ordnung mit Residuum ling (s —0)- % — 4 = 1. Nach
s— S
dem Residuensatz [37, S. 145] hat daher das Integral iiber den Rand des Rechtecks den Wert

2mi. Daher gilt
< / @ ds‘ + ' / a_ ds| + / @ ds
s

/ a—ds—2m’
S

[c—iT, c+iT] [e+iT, b+iT] [b+iT, b—iT] [b—iT, c—iT)]
c m+zT b i c a:vfiT
= ) d d
/bx+@T ‘ ‘/ b— iz x+/bx—iT *
2 / b — —oo 2a°
< = a® dx + 2T - 5 .
T, W Tiog (a)

Dieser Ausdruck strebt fiir 7" — oo gegen 0, womit nun die gesamte Behauptung bewiesen ist.
O

Diese Integrale I(a,T") und deren Abschétzungen finden im Beweis der Perron’schen Formel
Anwendung [36, S. 346 — 348], [50, S. 1 — 3], [27, S. 137, 138] [23, S. 5, 6], [2, S. 245, 246] [41,
S. 58].
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Satz 4.10 (Perron’sche Formel). Die Dirichletreihe Z J(n)
nS

n=1
ein o1 < 00. Ihr Grenzwert sei mit F(s) bezeichnet. Fir x >0, s € C seien auflerdem

1 I N
d(x) 2:{ » Jallsw € K, sowie

0, sonst,

J(f.z,s): (Z f(n ) )(%@) definiert.

1<n<x

sei absolut konvergent in Q,, fir

Ist ¢ > 0 eine beliebige positive Zahl, so gilt fir alle x > 0 und alle s € Q,,

1 z
— - lim / F(5+Z)x—dz:J(f,a:,s).
2

2wt T—oo
[c—iT, c+iT)

Beweis. Es seien x, ¢, T > 0 sowie s € (), _. beliebig. Nach der Definition des komplexen
Kurvenintegrals gilt

/ F(s+2) %Zdz = /_Z <i <n{£:l+)zy ' ij:; Z)) dy. (4.8)

[c—iT, c+iT) n=1

Bei dem auf [-T7, T zu integrierenden Ausdruck

> f(n) ety .
Z <n8+c+iy ' c+ Zy ) Z) (49)

n=1

handelt es sich um eine beziiglich y auf R gleichméakig konvergente Reihe: Fiir alle n € N,
fn) Lt |f(n)

. < —
ns+c+zy C—|— Zy =~

y € R gilt ndmlich . Wegen der absoluten Konvergenz der

c na—i—c

Reihe Z f(n hefert das WezierstrafS’sche Majorantenkriterium die gleichmékige Konvergenz

der Relhe (4.9) beziiglich y auf R. Da ihre Glieder beziiglich y auf R stetig sind, existiert das
Integral der Reihe (4.9) beziiglich y auf [T, T, das wir termweise bilden kénnen. Daher gilt

7 > T f(n) ety
F Todr = _ . cid
[ reeate-y ([ S m)

[c—iT, c+iT]

[e—iT, c+iT)
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Dividieren wir diesen Ausdruck durch 27i und subtrahieren davon J (f, z, s), so ergibt Lemma
4.9 die Abschitzung

%. / F(s+z)§dz—J(f,x,s)

(5 0 ) o) r 2] rm-
(S En)

< (1:2 2 - T(.%lz)cg(%)> *“‘“"%“ﬂ% (4.10)
(Sl ) .

Ist n > x, so gilt n > |x] +1 > z und somit |log (%)| > ‘log (ﬁ)) > 0. Mit der absoluten

Konvergenz der Reihe Z f(ﬁ) folgt jetzt aus dem Majorantenkriterium
nS &

n>x

(E)C ) ( | ) T — oo
. n < > 0.
a-T- ‘log (%)‘ VAR )log <LIJ+1>‘ ; note

Damit strebt auch die Reihe (4.11) fiir 7" — oo gegen 0. Da auch der Ausdruck
fo)| Q) f(lzD)] . e
: n 5(x) - L
( 2 r o)) O T A

1<n<x ’
aus (4.10) fiir T'— oo den Grenzwert 0 besitzt, folgt die Behauptung.

ng(f(n)

s
n>x

]

Bemerkung 4.11. [50, S. 4], [2, S. 246]
Falls wir ¢ > max{0,0,} wihlen, dann gilt die Perron’sche Formel auch fiir s = 0 und wir
erhalten eine Integraldarstellung der Partialsummen der Koeffizienten durch

= lim / F( —dz—(Zf ) (0)- 5 £lz))

[c—iT, c+iT) lsn<e



Anhang A
Unendliche Produkte

27, S. 196, 197] Sei (an),y eine Folge komplexer Zahlen. Dann verstehen wir unter dem
unendlichen Produkt

n=1
die Folge der Partialprodukte
N
[[t+a), NeN (A.2)
n=1

Falls die Folge (A.2) konvergent ist, so heiftt das unendliche Produkt (A.1) konvergent. In diesem
Fall bezeichnen wir den Grenzwert der Folge der Partialprodukte (A.2) auch mit (A.1).
Des Weiteren heift das unendliche Produkt (A.1) absolut konvergent, falls das unendliche

Produkt H (1 + |a,|) konvergiert.

n=1
Wie fiir Reihen besagt das folgende Lemma, dass absolut konvergente unendliche Produkte
auch konvergent sind.

Lemma A.1. Sei (ay),cy €ine Folge komplezer Zahlen. Wenn das unendliche Produkt

o0

H (14 ay)

n=1
absolul konvergiert, so ist es konvergent.

Beweis. Wir nutzen im Folgenden aus, dass eine komplexe Folge genau dann konvergiert, wenn
sie eine Cauchy — Folge ist [54, S. 33].
Zunichst definieren wir die Partialprodukte

N N
Py :zH(l—{-an), N e N, sowie Qn ::H(1+|an|), N e N,
n=1 n=1

44
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und schitzen die Differenz |Py — Py|, N, M € N, nach oben ab. Nehmen wir dabei ohne
Beschrankung der Allgemeinheit N > M an, so gilt

N M M N
1Py =Pyl =[]0+ a) - [] O +a)| = |]] 0 +an) |( 11 (1+an)> -1
n=1 n=1 n=1 n=M+1
M N N N
:< |1+an|)-1+<z an>—|—< Z anam>+---+(H an)—l
n=1 n=M+1 n,m=M+1 n=M+1
n<m

[Tewim) (1 (32 )« (L) 1)
<1+\an|>) ( I <1+|an|>—1)

n=M+1

=

IN
A 3/_\
[

3
I

1

N M
=TI +lauh) =TT+ laal) = Qv = Qur.
n=1 n=1

Da nach Voraussetzung die Folge (Qn) oy konvergiert, ist sie eine Cauchy — Folge. Nach der
obigen Abschitzung ist dann auch die Folge (Py) vy eine Cauchy — Folge und daher konvergent.

Somit konvergiert das unendliche Produkt H (14 ay).

n=1
]

Um die absolute Konvergenz eines unendlichen Produkts zu zeigen, kénnen wir die Konver-
genz einer Rethe statt der Konvergenz einer Folge von Partialprodukten zeigen.

Lemma A.2. Sei (ay),oy eine Folge komplever Zahlen. Dann ist das unendliche Produkt

H (1+ ay,) genau dann absolut konvergent, wenn die Reihe Z |a,| konvergiert.

n=1 n=1
N
Beweis. Sei Qn = H (1+|an|), N € N.

n=1
Um die Notwendigkeit der Bedingung zu zeigen, benutzen wir das Monotoniekriterium der
Reihenkonvergenz |53, S. 111|, [33, S. 61]. Es sei die absolute Konvergenz des unendlichen

Produkts H (1 + a,) vorausgesetzt, was gerade der Konvergenz der Folge (Qx) vy entspricht.

n=1
Aus der Konvergenz der Folge ergibt sich ihre Beschranktheit. Es gibt daher ein M > 0, sodass
Qn < M fiir alle N € N gilt. Nun zeigt die fiir jedes N € N giiltige Abschitzung

woum L0 e (S (55 i) oo (1)

n=1 n,m=1 n=1
n<m



ANHANG A. UNENDLICHE PRODUKTE 46

N oo
die Beschranktheit der Folge Z la,|, N € N. Daraus folgt die Konvergenz der Reihe Z |-

n=1 n=1

Fiir den Beweis, dass die Bedingung auch hinreichend ist, sei die Konvergenz der Reihe

Z |a,| vorausgesetzt. Hier wenden wir das Monotoniekriterium fir Folgen an [33, S. 46]. Da
n=1

jeder Faktor von @y, N € N, mindestens den Wert 1 besitzt, ist die Folge (Qn) yen monoton
wachsend.

Um zu zeigen, dass die Folge (Qx) vy nach oben beschrénkt ist, schitzen wir jeden Faktor
1+ |a,| von @y ab. Dazu verwenden wir die fiir jedes z € R giiltige Abschétzung

o — expla kiji—: f;

Damit ergibt sich fiir jedes N € N die Ungleichung

zk

N

N
Qn =] +]an) < H (lan]) = exp (Zym) < exp (Zyw) eR.
n=1

Dabei ist die letzte Schranke exp Z |an|> € R unabhéngig von N. Deshalb ist die Folge
n=1
(QN) yey Dach oben beschrankt, womit sich ihre Konvergenz ergibt. Dies entspricht der abso-

luten Konvergenz des unendlichen Produkts H (1+ay).

n=1
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