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Zusammenfassung

Ich zeige, dass der 1. Eigenwert fiir den p-Laplace Operator fiir p gegen
1 gegen die sogenannte Cheegersche Konstante h(S) konvergiert. Die zuge-
horige Eigenfunktion u(p) konvergiert dabei gegen die charakteristische Funk-
tion eines Cheegerschen Gebietes, d.h. eines Teilgebietes von S, welches unter
allen einfach zusammenhéngenden, kompakt in S enthaltenden Gebieten D
den Quotienten Perimeter(D)/Volumen(D) minimiert. Es wird das Cheeger-
sche Gebiet fiir die Spezialfiille: Kugel, Quadrat, ebenes Hantelgebiet ermit-
telt. Ich zeige, dass fiir konvexe S das Cheegersche Gebiet ebenfalls konvex
ist. Anschliessend wird die erste Eigenfunktion des p-Laplace Operators auf
einem Quadrat numerisch berechnet.

Abstract

I show that the first eigenvalue of the p-Laplace operator converges to
the so-called Cheeger constant h(S) as p tends to 1. The associated eigen-
function u(p) converges to the characteristic function of the Cheeger set, i.e.
a subset of S which minimizes the ratio Perimeter(D)/Volume(D) among all
simply connected domains D, which are compact subsets of the domain S.
The Cheeger domain for a ball, square, plane barbell domain is determined.
I show that for convex S the Cheeger domain is also convex. Finally there is
a numerical study of the first eigenfunction of the p-Laplace operator on a
square domain.



1 Einleitung

Es sei der Operator A, definiert durch A,u(z) = div (|[Vu (z) [P"2Vu (x)).
Dieser Operator ist positiv homogen vom Grade (p — 1), d.h. fiir alle positive
Zahlen k gilt:

A, [ku (z)] = kP Apu (z) .

Das zum Operator -A, zugehorige Eigenwertproblem ist deshalb ebenso ho-
mogen. Die Differentialgleichung lautet

—Apu(z) =My lu (@) P u(z) (1)

und als Randbedingung sei
u(x)=0 (1a)

gewdhlt. Der Operator A, wird p-Laplace-Operator genannt.

Definition 1 Eine Funktion u, € W, (Q), u, # 0, heifit EIGENFUNKTION
von (1), (1a), falls

/ IVu,|"~* Vu, - Vodr = )\p/ up|P 2 uppda
0 Q

fir alle p € C§° () gilt. Die dazugehdrige reelle Zahl A, heifft EIGENWERT.

Der Sobolevraum W, (Q) ist dabei der Abschlufl von CS° (Q) beziiglich
der Norm

P

loll = / (lol” + Vel de |
Q

und Cg° (€2) ist die Klasse aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen
mit kompaktem Tréger in 2. Der erste Eigenwert A\, = A, (€2) wird als die
kleinste positive reelle Zahl definiert, fiir welche die Gleichung (1) eine nicht-
triviale Losung u, besitzt. Fiir alle ¢ € R ist cu, ebenso eine Eigenfunktion,
da der p-Laplace-Operator homogen ist.

Im Kapitel 2 wird gezeigt, dass eine erste Eigenfunktion wu, von (1), (1a),
die dem ersten Eigenwert ), entspricht, existiert und ihr Vorzeichen nicht
wechselt. Da —u,, auch eine erste Eigenfunktion ist, betrachte ich nur positive
Eigenfunktionen. Ich untersuche also das Eigenwertproblem

—Apuy = N\ |upP % u, in Q
u, > 0 in (2)
u, =0 auf 0€),



wobei € ein beschriinktes Gebiet im RY (N >1) und 1 < p < oo ist. Die
Ungleichung
u, =0 auf 09,

in (2) verstehen wir in dem Sinne, dass der Spuroperator von u, auf Jf
gleich Null ist. Mit Hilfe der Regularitétstheorie fiir elliptische Differential-
gleichungen (siehe [LU]) kann man auch zeigen, dass die Eigenfunktionen wu,
fiir (2) nach einer Umdefinition auf einer Menge vom Mafl Null stetig gemacht
werden konnen. In diesem Sinne versteht man auch die Ungleichung

u, >0 in Q

in (2).

Uber das Problem (2) wurden zahlreiche Arbeiten geschrieben. Es wur-
den auch mehrere Eigenschaften des Laplace-Operators (fiir p = 2) auf den
allgemeinen Fall p > 1 iibertragen. Fiir das Problem (2) wird in dieser Ar-
beit das Verhalten der Eigenwerte A, sowie Eigenfunktionen w, fiir p — 1
untersucht. Wegen der Nichteindeutigkeit der Eigenfunktionen werden sie

normiert durch
/ up (x)de =1

Q

Der Fall p — oo wurde in [L] untersucht. Bei p < 2, wie man aus der
Definition von A,u sehen kann, wird der Operator dort singulér oder entartet,
wo |Vu (z) | verschwindet oder unendlich gross wird.

Wenn wir formal den Limes ]1)13% (—Apu) in Punkten berechnen, in de-

nen |Vu| > 0 ist, erhalten wir den Operator der mittlerer Kriimmung einer

Niveauflache von u:
%7
H=-Au=—div|—
e <|w)

Das Hauptresultat dieser Arbeit ist die Aussage von Theorem 34, dass
lir{1+ Ay () = A () und 111{1+ u, () = x,, (), wobei h (€2) und w durch die
p— p—

Geometrie von €2 bestimmt sind.

Der p-Laplace-Operator findet in verschiedenen Gebieten der Physik An-
wendung, z.B. bei der Untersuchung nicht-Newtonischer Fliissigkeiten: dila-
tanter Fliissigkeiten (fiir p > 2), pseudoplastischer Fliissigkeiten (fiir p < 2),
in nicht linearen Diffussionsproblemen, Fliissen durch porése Medien, sowie
in der Plasmaphysik (siehe [Di]).

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert.



In Sektion 2 zitiere ich bekannte Eigenschaften iiber Losungen von (2)
im n-dimensionalen und in Sektion 3 im eindimensionalen Fall. Numerische

Resultate zum eindimensionalen Fall belegen, dass lim+ u, unstetig ist. Da-
p—1

her fithren wir in Sektion 4 Funktionen beschréinkter Variation als geeignete
Losungsklasse fiir das Limesproblem ein.

In Sektion 5 werden die Konvergenz von ), gegen die Cheegersche Kon-
stante h (£2) gezeigt und das Cheegersche Gebiet w fiir die Spezialfille Q=Kugel,
) =Quadrat und €2 =ebenes Hantelgebiet ermittelt.

Um die Konvergenz der Eigenfunktionen gegen x, nachzuweisen, benéti-
gen wir die Definition und Eigenschaften von Viskositétslosungen, die in Sek-
tion 6 bereitgestellt werden. Sektion 7 behandelt dann den Fall n-dimensionaler
Kugelgebiete (als Spezialfall von Theorem 34). Fiir die Untersuchung der
Eigenfunktionen in konvexen Gebieten wird in Sektion 8 der Begrift ”konvexes
Rearrangement” eingefiihrt. In Sektion 9 wird die Konvexitét der Cheeger-
schen Gebiete und die Konvergenz der Eigenfunktionen gegen x,, gezeigt.

Anschliessend werden in Sektion 10 Eigenfunktionen des p-Laplace Opera-
tors auf einem Quadrat numerisch berechnet.

Zunichst liste ich einige bekannte Eigenschaften der ersten Eigenfunktion
auf, die bei der weiteren Untersuchung von Bedeutung sind.



2 Eigenschaften der 1.Eigenfunktion

Die erste Eigenfunktion u, () und der erste Eigenwert von (1), (la) fiir
p € (1,00) sind die Losungen des Minimierungsproblems

[ Vol dx

Ap () = min 2 __ 3
P ( ) UEWOLP(Q), v#£0 f "U‘p dx ( )
Q

wobel u,, (x) der Minimierer von (3) ist (siche [L]). Das Funktional auf der
rechten Seite von (3) nennt man Rayleigh-Quotient.

Lemma 2 In jedem beschrinkten Gebiet ist der erste FEigenwert von (2)
positiv, einfach und isoliert.

Beweis. Siche den Artikel [L]. m
Lemma 3 Die erste Eigenfunktion u (x) von (2) ist in Q strikt positiv.

Beweis. In [L] wurde gezeigt, dass die erste Eigenfunktion u (z) von (2)
ihr Vorzeichen nicht wechselt. Fiir die Funktion u (x) gilt die Harnacksche
Ungleichung [Tr], d.h. es existiert eine positive Konstante C, so dass

maxu < C'minu
B By
wenn By, C Q ist. Hier sind B, und B,, konzentrische Kugeln mit den
Radien r und 2r. Die Konstante C' hingt nur von N und p ab. Aus der
Harnackschen Ungleichung folgt, dass u (x) in §2 positiv sein mufl (der Fall
u = 0 ist laut Definition der Eigenfunktion nicht méglich). m

Bemerkung 4 Man kann sogar eine stirkere Aussage zeigen: jede positive
Figenfunktion ist immer die erste Eigenfunktion [L].

Uber die Regularitiit von u, (x) weif man, dass u € C;* (Q) und dass der

Holdersche Exponent a nur von n und p abhéingt [L].

Lemma 5 Fiir jede Eigenfunktion u(x) von (2) in Q C RY gilt folgende
Abschdtzung

N
ull ooy < 4YA [[ull 1y - (4)

Beweis. Den Beweis dieses Lemmas findet man in [L]. =
In [H] wurde folgende Abschitzung fiir die Eigenwerte von (2) gezeigt:
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Theorem 6 Seip > 1 und B; (xg) eine Kugel in 2 mit dem Radius 7. Dann

st (N+p)-...-(p+1)

A < NP

Eine wichtige Eigenschaft der Eigenfunktion, die mehrmals in dieser Ar-
beit verwendet wird, ist die folgende:

Theorem 7 Sei u, (x) eine positive Eigenfunktion von (2) und € ein be-
schrinktes konvexes Gebiet. Dann ist die Funktion logu, konkav.

Beweis. Die Aussage wurde von S.Sakaguchi in [S] bewiesen. m

Fiir eine Kugel kann man auch eine stérkere Konkavititseigenschaft be-
weisen. Das wird im Kapitel 7 gemacht.

Hier mu8 man darauf hinweisen, dass die Funktion wu, selber niemals
konkav ist, auBer im eindimensionalen Fall [L].

Zunéchst werden wir das Problem (2) im eindimensionalen Fall unter-
suchen.



3 Das Problem (2) im eindimensionalen Fall

Falls Q C R ist, d.h. Q = (a,b), sieht die Gleichung (1) so aus:
=2 1\ p—2
<|up| up) + Ap [up|” " up =0 (5)

und die Dirichlet-Randbedingung lautet u, (a) = u, (b) = 0.
Dort, wo u, zweimal differenzierbar ist, kénnen wir (5) auch schreiben als

(p—1) |u;,‘p_2 uy + Ap Jup [P u, =0 .

Da die Funktion w, positiv ist, muss u; negativ sein. Das heisst, falls u,
zweimal differenzierbar ist, ist u, konkav.
In [O] wurde der erste Eigenwert )\, fiir allgemeines p berechnet:

> [t p_ @) (p—1)
i

b—aO 1_tp)% _(b—a)pppsinp%

Ap:(P_l)

Die Werte von )\, fiir @ = 0 und b = 1 sind in der Abbildung 1 mit Maple
geplottet.

707
60 1
al
407
307
201

10+

B 15 2 25 3 35 4
P
Abbildung 1: A, (0,1), N = 1.
Das gleiche monotone Verhalten von A, erhélt man auch fiir 2-dimensionale

Gebiete: B; (0) C R? und [0, 1] x [0,1] (siche den Artikel [LW]). Ausserdem

10



gibt es folgenden Zusammenhang fiir A, fiir konjugierte p, ¢ <d.h. % + % = 1)

=k

Mit Hilfe von Matlab, seiner Bibliothek "Optimization Toolbox" und
der Methode der finiten Differenzen kann man die Losungen von (5) approxi-
mieren und plotten. Fiir @ = 0 und b = 1 betrachte ich dazu folgendes
Minimierungsproblem

1

1
min / |Vul’dz unter der Nebenbedingung / lulPde =1 .
ueWy P((0,1)) J J

Ein Minimierer dieses Problems ist auch ein Minimierer von (3) fiir Q2 = (0, 1).
%
% plap.m
%o
% Minimierungsaufgabe
%
% durch Matlab-constr Funktion aus dem Optimization toolbox
% MATLAB Version 5.3.0.10183 (R11) auf SUN Solaris
% Eingabe:
w0 =[123454321);
options(1) = 1;
options(13) = 1;
p = 3/2;
u = constr(’plap’,u0,options,[ |,[ |,[ ],p)

% Der folgender Teil wird im File plap.m gespeichert:
1

% die Variablen val, con speichern dabei den Annétherungswert von [ [Vul” dx
0

1

% bzw. [ |ul’dz .

0
function [val,con] = plap(u,p)

n = length(u);

h =1/(n+1);

du = diff(u);

val = h™(1-p)*(abs(u(1))"p + sum(abs(du)."p) + abs(u(n)) " p);
con = h*abs(u(1))"p/(p+1) - 1;

x = 0:h/100:h-h/100;

for j=1:n-1,

11



y = (u(j)-u(+1))*x/h + u(j+1);

y = abs(y)."p;
con = con + sum(y)*h,/100;
end

con = con + h*abs(u(n))"p/(p+1);
Die Eingabe von verschiedenen Werten von p ergibt dann folgendes Bild:

Abbildung 2: u, auf (0,1)

Die numerische Berechnungen suggerieren, dass lim+ u, (z) =1 fiir alle
p—1

x € (0,1) ist. Dies werden wir im Kapitel 7 beweisen. Gleichzeitig wird deut-

lich, dass lim u, () wegen Dirichlet-Randwerten von u, (x) eine unstetige
p—1
Funktion sein kann. Dies motiviert die Einfiihrung des Raumes BV () im

néichsten Kapitel.

12



4 Funktionen von beschriankter Variation

Definition 8 Sei Q C RY eine offene Menge und f € L' (). Definiere
J1pr=sw 3 [ 5 aiug de g e CHOR) wnd g ()] <1 fire <
Q Q

Definition 9 Die Menge der Funktionen ¢ € L'(Q2) mit der Eigenschaft

[ |D¢| < oo nennt man Funktionen der beschrinkten Variation und bezei-

Q

chnet sie mit BV (Q). |l¢llgyqy = [lelde + [|Dy| ist eine Norm in
Q Q

BV (Q).

Lemma 10 Sei f € WH (Q). Dann ist f € BV (Q) und
[1ps1= [19n1as .
Q Q

wobei Vf = (f1, ..., fv) und fi, ..., fx verallgemeinerte Ableitungen von f
sind.

Beweis. Dieses Lemma ist in [G] bewiesen. m
Falls f die charakteristische Funktion eines beschrinkten Gebietes ist,
gilt folgendes Theorem:

Theorem 11 Es sei E C Q ein beschrinktes Teilgebiet von Q C RN mit
dem C?*-Rand. Fiir die charakteristische Funktion ¢ von E :

(z) = 1, fallsxe E
PENY T 00, fallsx € RN\E

gilt dann
[ 1Dos] = Hy-a 08) |
Q

wobei Hy_1 (OF) das (N — 1)-dimensionale Hausdorffmafl von OF ist.

Beweis. Dieses Lemma ist in [G] bewiesen worden. m

Beim Beweis des Haupttheorems im Kapitel 9 werde ich aber das Theo-
rem 11 mit schwiicheren Voraussetzungen fiir die Regularitéit von E benoti-
gen. Dazu benutze ich folgendes Theorem iiber die Fortsetzung der BV-
Funktionen auf den ganzen RY :

13



Theorem 12 Es sei Q) C RY eine offene beschrinkte Menge mit dem Lipschitz-
Rand, f1 € BV (Q) und f, € BV (RN\Q). Definiere

. fl(ZL’), ZL’GQ
f(x)—{ F(z), xeRMQ

Dann gilt: f € BV (]RN ) und

[1oa1= [1p1+ [ 1081+ [15 - fldHe
RN Q o0

RN\Q

Beweis. Dieses Theorem ist in [E] bewiesen. =
Fiir die charakteristische Funktion von E kann man jetzt folgendes Theo-
rem zeigen:

Theorem 13 Es sei £ C RY eine offene beschrinkte Menge mit lipschitzsteti-
gem Rand. Dann ist

/ Doyl = Hy 1 (9F) . (6)

RN

Beweis. Ichbenutzedas Fortsetzungstheorem 12. Definiere die Funktionen
fi=1auf F und f, = 0 auf RY\ E. Dann ist

| fi(®), ze€FE
f(x)—{ h(x)., zcRN\E

die charakteristische Funktion von £ und

/|DXE| = /dHNl = Hy 1 (OF)
RN

oF

[
Fiir Funktionen der beschréinkten Variation kann man folgende Coarea-
Formel zeigen:

Theorem 14 Sei f € BV (Q) und Q; = {x € Q| f (z) > t}. Dann ist fir
fast allet eR: [ }DXQJ < oo und
0

e}

Q/|Df| :_4 Q/\DXQJ dt .

14



Beweis. Dieses Theorem ist in [E] bewiesen.
u

Das folgende Theorem zeigt, dass die BV-Halbnorm [ |D f| unterhalb-
)
stetig ist.

Theorem 15 Sei Q2 C RY eine offene Menge und {f;} eine Folge von Funk-

tionen aus BV (Q), die in L}, () gegen eine Funktion f konvergieren. Dann

gilt folgende Ungleichung:
[ 1051 < i it [ 10 @
j—oo
Q Q

Beweis. Den Beweis findet man in [G, Satz 1.9]. =

15



5 Cheegersche Konstante

Fiir ein beschriinktes Gebiet ) betrachten wir folgendes Minimierungsprob-
lem
20
h () := inf —, (8)
* |9

wobei € ein einfach zusammenhéingedes, glatt berandetes Teilgebiet von
ist, welches den Rand 0 nicht beriihrt. )8@‘ und ‘Q‘ ist das (N — 1)- bzw.

N-dimensionale MaB von dQ und . Die Zahl h (€2) nennt man CHEEGERSCHE
KONSTANTE fiir das Gebiet  (siche [C]) und eine Menge w C € mit der
Figenschaft o
= _h@
o] ()
ein CHEEGERSCHES GEBIET fiir ). Der Begriff wurde von J.Cheeger in
seinem Artikel [Ch] fiir Mannigfaltigkeiten mit oder ohne Rand eingefiihrt. In
dieser Arbeit betrachte ich nur den Fall mit Rand. Nachfolgend werden Exis-
tenz, Eindeutigkeit und Regularitidt der Cheegerschen Gebiete untersucht.
Sei  C RY (N > 3) ein beschriinktes Gebiet mit folgender Eigenschaft.

Definition 16 Wir sagen, dass Q2 die Grofkreisbedingung (abgekiirzt GK-
BEDINGUNG ) erfiillt, wenn es fiir eine grifite Kugel Bo C Q einen Grofkreis
gibt, der eine Teilmenge von OS) ist. Dabei ist ein Grofikreis von Bq ein
Schnitt von 0Bq mit einer Hyperebene T, die durch das Zentrum von Bg
geht.

Definition 17 Eine Borel-Menge E C RN hat endlichen Perimeter in {2,
falls die charakteristische Funktion xp eine Funktion ist, die zum Raum
BV () gehort. Der Perimeter von E in Q2 wird definiert durch P (E,Q) :=

f|DXE|'
Q

Zwischen dem ersten Eigenwert fiir (2) und der Cheegerschen Konstante
fiir 2 besteht folgender Zusammenhang:

Theorem 18 Fiir jedes p € (1,00) gilt die Abschditzung (9) fiir den ersten

Figenwert von (2): RN
y(@) = (52) )

p

16



Beweis. Fiir p = 2 wurde die Abschétzung (9) von J.Cheeger gezeigt, daher
kommt der Name fiir die Zahl A (2).

Das Theorem ist im Anhang von [LW] bewiesen und der Beweis wird hier
wiedergegeben:

Nehmen wir eine positive Funktion w € C§° (€2) und setzen A (t) :=
{r € Q|w(x) >t} Aus der Coarea-Formel und dem Cavalierischen Prinzip
folgt dann

/|Vw]dx _ /]8A(t)|dt ‘fj(<))’||A(t)|dt

/|A ) dt — )/|w|dm. (10)

Da die Menge Cg° (92) dicht in W, "' (Q) liegt, gilt die Ungleichung (10) fiir
jede Funktion w € VVO1 1(Q). Fiir jedes p > 1 nehmen wir eine beliebige
Funktion v € Wy” (Q) und definieren ® (v) := [v[" "v. Die Holdersche
Ungleichung ergibt dann

/IV<I>|dﬂc:p/|v|p_1|vldﬂc§p||v||§_1 Vol - (11)

Q Q

_QQ

Deshalb ist w = ® (v) € W' (Q). Aus der Ungleichung (10) folgt

/\V@ ) dx > h (92 /|v\pdx

Insgesamt erhalten wir

VCI) dx _
SVl et ey, v,

= =p
J vl dx J fvf” dx o],
Q Q

h(Q) <2

Da die Funktion v € W,” (Q) beliebig war, ist die Aussage des Theorems
bewiesen. m »
Man sieht, dass die untere Schranke (@) fiir den ersten Eigenwert fiir

p — 11 gegen die Cheegersche Konstante fiir 2 konvergiert. Wir zeigen jetzt
mehr:

Theorem 19 Firp — 17 konvergiert der erste Eigenwert gegen die Cheeger-
sche Konstante h ().

17



Beweis. Wir werden jetzt eine obere Schranke fiir A\, (2) konstruieren, die
auch gegen h () konvergiert und dann das Theorem 18 benutzen. Wir fol-
gen einer Anregung von Kawohl und nehmen ein glatt berandetes Teilgebiet
Dy, cC Q mit der Eigenschaft |i§; ’““ — h(Q) < 7 und approximieren die
charakteristische Funktion von D), durch eine Funktion v (z), fiir die gilt:
v = 1 auf Dy, v = 0 ausserhalb einer e-Umgebung von Dy, und [Vo| = 1 in
der e-Schicht D;, ausserhalb von Dy,. Fiir gentigend kleines € ist v € Wy (Q).
Einsetzen der Funktion in (3) ergibt:

1 |Ds|
A < =k 12
p( ) = gp |Dk| ( )
Da 0Dy, stetige Hauptkriimmungen hat, gilt (s. [Ha])
|Dg| = e|0Dy| +€*P,s (€) (13)

wobei P,_5 (¢) ein Polynom der Ordnung (n — 2) beziiglich ¢ ist, dessen Ko-
effizienten nur von 0D), abhéingen. (12) und (13) ergeben dann

lim A, () < lim 1e(|0Dk| +ePi2(€)) _ |0Dk| + b2 ()

14
p—1+ p—1+ P |Dk| |Dk| ( )

fiir jedes € > 0 und jedes k € N. Wenn wir in (14) zum Limes fiir ¢ — 0 und
danach fiir £ — oo iibergehen, erhalten wir

lim A, (Q) < 7 (Q) . (15)

p—1T

Theorem 18 und Ungleichung (15) ergeben dann lir{1+ A () =h(2). m
p—)

Im folgenden berechnen wir die Cheegersche Konstante fiir einige Gebiete.

Beispiel 20 Fulls Q eine Kugel B, (0) C RY ist, so erhalten wir h () = &
Denn bei einem gegebenen Perimeter bildet die Kugel mit demselben Perime-

ter das grosste Volumen. Deshalb ist die Cheegersche Konstante gleich

. Nr{\[’1 lwn] N
1nf N— = — .
B, (0)c 71" |wp| T

Beispiel 21 Fualls Q ein Quadrat (—a, a)x(—a, a) ist, kann man das Cheeger-
sche Gebiet w als Vereinigung von Kugeln in R? darstellen (siche den Artikel
[SZ]). Wie im Kapitel 9 gezeigt wird, ist das Cheegersche Gebiet fiir Q0 kon-

ver und eindeutig bestimmt. FEs gibt deshalb folgende Maglichkeiten fir das
Gebiet w:

18



(i) w ist eine Kugel in Q. Da der Cheegersche Quotient dann gleich % ist,
muf8 w die grosste Kugel in Q sein. Dabei ist h () = 2. Wie im Fall (i)

gezeigt wird, ist dieses Gebiet fiir das Problem (8) nicht optimal;

/i A

(ii) w hat die Form:

N /

Abbildung 3: w auf (—a,a)?
Der Cheegersche Quotient fiir das Gebiet wie in der Abbildung 3 ist gleich:

420 —2r)+2mr  8(a—r)+2mr .
(2&)2 _4(7’2 - iTWQ) n 4a2 — (4—71') 7’2 o fa( ) (16)

Jetzt muss die Funktion f, (r) minimiert werden. Berechne die Extrempunkte
von fo (r):
, -8+ 27 2(8a—8r+2mr)(4—m)r
fa (T) - 2 2 2
da® — (4 —=m)r (402 — (4 — m) 12)
2(—4+m) (4a® + 4r? — 7r? — 8ra)
(402 — (4 — m) 72)?

Also hat die Funktion f! (r) ihre Extrempunkte an der Stellen 4 = 74%_2@{;@
und ry = fﬁrf(z. Aus geometrischen Griinden kommt nur r aus dem In-
tervall (0,a) in Betracht. Da ry > a, r1 € (0,a) und

" _ 71—(4_71—)3 (_2+ﬁ)
fa(r)_ 8a3<7T—2\/E)3 >07
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wird der Cheegersche Quotient (16) fiir r = _iifa ~ 0,53008a minimiert.
Dabei ist

d—7 188622
(4—2ym)a  a

Im Artikel [Ch] betrachtete J.Cheeger Hantelgebiete wie in der Abbildung
4:

h(Q) =

Abbildung 4: Hantelgebiet

Die zugehorige Cheegersche Konstante sowie ein entsprechendes Cheegersches
Gebiet wurden aber nicht angegeben. Dies werde ich im folgenden Kapitel
machen.
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5.1 Berechnung der Cheegerschen Konstante fiir Hantel-
gebiete

Zunichst betrachte ich das Hantelgebiet, das nur aus zwei Kreisbogen be-
steht:

Abbildung 5

Im Artikel [SZ] wurde gezeigt, dass der Schnitt des Randes eines Cheeger-
schen Gebietes mit 2 nur aus Kreisbégen besteht. Jetzt werde ich alle
moglichen Teilgebiete von 2 mit dieser Eigenschaft untersuchen und das
Gebiet bestimmen, welches den minimalen Cheegerschen Quotienten hat. Es
sind folgende Fille moglich:

(1)

Betrachte das Gebiet, dessen Rand aus zwei Kreisbogen gleicher Lénge [;
besteht, so dass der Kreismittelpunkt fiir den linken Kreisbogen der Linge /4
links von der Verbindungsstrecke b liegt und der Radius 7; hat. Der Cheeger-
sche Quotient fiir dieses Gebiet ist gleich

214 _ (2m —ay) _ 221 —ay) an
251 (27—&1)§+%b7“1 cos & (2m —ay)ry +bcos %
_ 2(21 — ) 4 @r—a)sing
(277'—(11) —QSiIIZﬂ ‘l’bCOS% b(?ﬁ—a1+sina1) ’
2

Jetzt will ich den Quotienten

(2m — ap) sin &

flar) ==

(2m —ay +sinay)
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aus (17) minimieren. Die Ableitung der Funktion f ist gleich

1 a a a a
- 5 *(—2sin L sin a1 4472 cos —1—47ra1 cos —1+27r oS — sin ai
2(2m — ay +sinay) 2 2 2

9 a1 ay . . . ap
+ aj cos E — a1 COS 3 sin a; — 47 sin 7 cosaj; + 2aq sin 3 cos al) .

Aus geometrischen Griinden sind fiir die Variable a; nur die Werte aus dem
Intervall (0,7) zuléissig. Wie die folgenden numerischen Berechnungen mit
Hilfe von Maple zeigen, ist die Funktion f’(a;) auf dem Intervall (0, 7) po-
sitiv:

_ Cfal al ]l 4 al
bedingungen = {0 <—2 an ? st al )+ 4 cos ? T —4 cos ? Tt
al _ al 2 af _
+ 2 cos ? T st el )+ cos ? al®—rcos ? al smial)

| ed | ad
— 4 ain ? Toos{al)+ 2 s ? @l cos{al), 0 <al al <}

> l:=solve(bedingungen);

[:={al<m 0<al} .

Deswegen wird der Cheegersche Quotient fiir kleineres a; bzw. grosseres r;
verringert. Deshalb ist das ganze Gebiet in diesem Fall optimal. Aus dem
Beweis wird ersichtlich, dass das Gebiet, welches dem Wert a; = 7 entspricht,
auch nicht optimal sein kann. Denn die Gleichung (17) gilt auch fiir a; = 7
und der Cheegersche Quotient als eine Funktion von a; ist in diesem Punkt
stetig.

(ii)

Hier haben wir die Situation wie in (i), nur der rechte Kreisbogen Iy
wird durch den kiirzeren I, ersetzt. Es sei s; (bzw. sq) die Fliche des
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(iii)

(iv)

Gebietes, das durch [; (bzw. l3) und die Verbindungsstrecke b abge-
grenzt wird. Den Cheegerschen Quotienten kann man dann verringern,
indem [ durch [; ersetzt wird:

Iy +1 21 l [
1+2>—1<f,>l181+l281>l181+l182<f,>—2>—1.
s1+s2 25 Sy 5

Die letzte Aussage ist wahr, denn laut (i) wird der Quotient 2—22 fiir
kleineres as verringert und a; < as. Es ist also giinstiger, das Gebiet w
zu symmetrisieren und dann auf das ganze Gebiet zu vergrossern [Fall
(i) |. Der Beweis gilt auch fiir den Fall ay = 7.

Betrachte das Gebiet, welches aus zwei Kreisbogen der Léngen [; bzw.
l> besteht, so dass der Kreismittelpunkt fiir den linken (bzw. rechten)
Kreisbogen rechts (bzw. links) von der Verbindungsstrecke b liegt. Das
Gebiet ist aber in einer Kugel mit dem Radius %b enthalten. Fiir den
Cheegerschen Quotienten kann es deshalb nicht optimal sein. Falls
a; = ag = 7 ist, bilden [; und Iy eine Kugel. Das Gebiet kann aber
nicht optimal sein, denn €2 enthilt eine Kugel mit einem grisseren

Radius.

Betrachte das Gebiet, welches aus zwei Kreisbogen der Léngen [; bzw.
[5 besteht, so dass die Kreismittelpunkte der Kreisbogen links von der
Verbindungsstrecke b liegen. Der Cheegersche Quotient wird verringert,
falls {5 durch [ ersetzt wird:

1 +1 2l l l
1+2>—1¢>l181+l281>l1$1+l1$2¢>—2>—1.
S1+ Sy 251 Sy 81
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Die letzte Aussage ist wahr, denn

la 7909 B 2a9 4 a sin (18)
So r3 1 as b ___ a2 — si '
2 ayg — 3brpcos R Gaggmm bcos%  bas —sinay
. . . a2 sin ‘%2 . .
Die Ableitung der Funktion —2— ist gleich
az2—sin as
in 22 a2 in% (1— az
sin % 1 a2 COSF  Apsin g (1 cos(Q))
. . . 2
as —sinas  2ag —sinay (ag — sinasg)

Wie die folgenden Berechnungen mit Hilfe von Maple zeigen, ist die

in 92
Ableitung der Funktion —2 2 negativ:

a2 —sin a

> R1 := diff(a2*sin(1/2*a2)/(a2-sin(a2)),a2);
> bedingungen:={R1<0,a2>0,a2<Pi}; l:=solve(bedingungen);

f={0ea, a2 n}

Deshalb wird der Quotient 2—22 fiir grosseres as verringert. D.h. es ist
giinstiger, der Kreismittelpunkt von [y auf die Verbindungsstrecke b zu ver-
schieben, denn der Cheegersche Quotient (18) als eine Funktion von as ist im
Punkt ay = 7 stetig. Die Anwendung vom Fall (ii) ergibt dann die Aussage

L L
S2 s1

Insgesamt erhalten wir folgende Aussage: Fiir das Hantelgebiet, das nur
aus zwei Kreisbogen besteht, ist

4 (2m —a)sing
Q) == 2
h () b(2m —a+sina) ’

wobei a der Mittelpunktswinkel der Verbindungsstrecke b und das Cheegersche
Gebiet fiir 2 das ganze Gebiet ist.

Jetzt betrachte ich allgemeine Hantelgebiete:

(a)

/
<a1: L,

\
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(b)

Es sei [y, [y Kreisbogen mit den Kreismittelpunkten wie im Fall (iv).
Genauso wie im Fall (iv) kann man zeigen, dass der Cheegersche Quo-
tient fiir das Gebiet, welches durch [, [, abgegrenzt ist, verringert wird,
wenn der Kreismittelpunkt von [, auf die Verbindungsstrecke b ver-
schoben wird. Es ist auch giinstiger, den Kreisbogen [; zu vergrossern.
Fiir den grossten Kreisbogen [, der links von der Verbindungsstrecke b
liegt, gilt

L+ 1y - [+
51+ S2 S+ S

<=>12(S—81>+82(l1—l)+l18—l81>O (19)

Die Ungleichung (19) ist immer erfiillt, denn wegen & > L (sieche Beweis
vom Fall (i) ) ist der Term (I3 — ls1) positiv und der Term la (s —s1)+
o (I; — 1) muss auch positiv sein. Sonst erhalten wir

l_2<l—l1 [

S92 S — 851 S

einen Widerspruch zum Beweis von (i).

(- o)

Der Fall ist nicht moglich, denn es ist giinstiger, den Kreisbogen [
nach links (oder nach rechts) zu verschieben, je nachdem, welche der
folgenden Ungleichungen erfiillt ist:

Ow|+2e  |[Ow| 2 [Ouw]

20
\w| + be |w| b fw| (20)
Ow|+2e _ |Ow| 2 - |Ow| , (1)

jw|+be ~ Jw| b ful

wobei ¢ die Lénge der Strecke, um welche der Kreisbogen [ verschoben
wird. Wenn eine der Ungleichungen (20), (21) erfiillt ist, ist das Ge-
biet w nicht optimal. Wenn 2 = % ist, kann man den Kreisbogen
[ nach rechts verschieben, ohne den Cheegerschen Quotienten zu #n-
dern. So kann ich ein Gebiet erhalten, dessen Schnitt mit 2 nicht nur
aus Kreisbogen besteht. Das Gebiet kann deshalb nicht optimal sein
(siehe [SZ]).
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(c) jetzt zeige ich Symmetrie eines Cheegerschen Gebietes, d.h der Fall wie
in der Abbildung 6:

d
Abbildung 6

ist nicht moglich. In dieser Situation ist es giinstiger, das Gebiet zu
symmetrisieren, d.h. den Kreisbogen [y (bzw. l3) durch den Kreisbogen
Iy (bzw. 1) zu ersetzen. So, wenn die folgende Ungleichung

Li+1+2d 2l +2d

81+82+bd - 281+bd
S bd (lg — l1> + 2d (81 — 52) + 2 (l281 — 1182) >0

(22)

erfiillt ist, ersetzen wir I durch 5. Der Term (lps1 — [1s2) in (22) ist
wegen 2—22 > i—ll (siche Beweis vom Fall (i) ) positiv. Falls die Ungleichung
(22) nicht erfiillt ist, muss 2d (s; — s2) + 2l281 — l152 negativ sein und

’2d (81 — 82) + 2[281 — l182‘ > bd (ZQ — ll) .

In diesem Fall ist es giinstiger, [; durch ls zu ersetzen. Falls in (22)
Gleichheit vorliegt, so wird der Cheegersche Quotient durch Symmetri-
sierung nicht veréndert.

(d) Ich betrachte jetzt Teilgebiete von €2, die folgende Gestalt haben:

o)

d

In dieser Situation ist es giinstiger, [; durch einen grosseren Kreisbogen
l5 zu ersetzen:

20y +2d - 2l +2d
251 + bd 282 + bd

=4 (1152 — l231)—|—2ab (ll — lg)+4CL (82 — 51) >0.
(23)
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Die Ungleichung (23) ist immer erfiillt, denn der Term l;so — l3s; ist

wegen 2—22 > i—ll (siche Beweis vom Fall (i) ) positiv und der Term

[bd (Iy — [1) 4+ 2d (s1 — s2)] muss auch positiv sein. Denn sonst erhal-
ten wir o ]
2 — U1

- < . 24

b So — 51 ( )

Den Term auf der rechten Seite in (24) kann man nach oben mit Hilfe
des Mittelwertsatzes abschéitzen. Dazu berechne ich die Ableitungen
von [ und s.

(a) = 9(27r—a)’ ' (a) _ b2sing 4 2mwcos § —acos 3 |

- a i 2a
2 sin 5 4 sin” 5

2 sin? % sin &

_r (12#—@ cos%) ¢ () _ bD*2sing+2mcos§ —acos g
2

s (a) 1 Ta

8 sin” 5

Die Ungleichung (24) ergibt dann

I(&) 20 (&) & (25)

' (&) X (€2) 2

wobei £,,&, € (ay,az). Falls aj,as € (0,7) geniigend nah aneinander
liegen, erhalten wir in (25) einen Widerspruch zur Annahme, dass w ein
Cheegersches Gebiet ist. Das Gebiet, das dem Wert a; = 7 entspricht,
kann auch nicht optimal sein (siehe den Beweis vom Fall (b) ).

2 <
b

(e) der folgende Fall:

ist nicht moglich. Denn das Gebiet w ist in einem grosseren Stadionge-
biet 2 C € enthalten. Fiir €2 ist w nicht optimal (siehe Theorem 33,
Kapitel 9). Deshalb ist w auch fiir € nicht optimal.
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(f) der Fall wie in der folgender Abbildung;:

30

ist nicht moglich, denn es ist giinstiger, den Kreisbogen [, zu ver-
schieben (siehe Fall (b) ).

Insgesamt haben wir qualitativ nur 2 Kandidaten fiir ein Cheegersches
Gebiet: das ganze Gebiet und die Gebiete wy, wy, wy Uws folgender Gestalt:

b

wobei die Gebiete aus den Kreisbogen [y, 5 mit den Radien r bzw. %b und
Mittelpunktswinkeln ay, as bestehen. Es ist klar, dass die Cheegerschen
Quotienten von wy, wo, wy Uws gleich sind. Jetzt werde ich die Werte von b,
r und d bestimmen, fiir welche die Ungleichung

Iy + 1o 2l +2d

> . 26
S1 1+ S2 281 + bd ( )
erfiillt ist. Die Ungleichung (26) ist dquivalent zu
g + 4o fig 4.
2 2
(27 — ay) 1= + 1b2cot & + Lmi2 ~ (21 — ay) 1= + 1b2cot & + Lbd
1852 T 4 2 "8 1) 8sin? L T 4 2 T2
R g+ d
2 > 2 .
(27‘(’—&1)@4—%C0t%+%ﬂ' (2#—@1)%—Sin§% + 2bcot L + 1d
(27)
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Es sei 77 = 22~ und T = (27 — 1) s—5=r + 3 cot % . Dann hat (27) die

2sina?1 8sin 71 2
Form
Ti+ir  Ti+d 1 1
> < —d 4T — 8T5) > —xwb (T — 4T5) . 28
To+ir  Th+1id 8 (m+ 41, = 8T3) > gmb (T3 — 4T2) (28)

Numerische Berechnungen mit Hilfe von Maple ergeben, dass der Term auf
der rechten Seite in (28) negativ ist:

> R:=(2*Pi-a)/2/sin(a/2)-4*((2*Pi-a)/8/(sin(a/2) ~2)+
1/4*cos(a/2)/sin(a/2)+Pi/8);

> plot(1/2*(2*Pi-a)/sin(1/2*a)-1/2*(2*Pi-a) /sin(1/2*a) ~2-
cos(1/2*a)/sin(1/2*a)-1/2*Pi,a=0..P1i, -100..1);

0s 1 16 2. 25 13

-207
-404
-50 1

-804

-100-

Jetzt untersuche ich mit Hilfe von Maple den Term 7 + 4717 — 875 :
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>T1:=(2*Pi-a)/2/sin(a/2);

> Pi+4*T1-8*T2;

¥
2(27-a) 27M-a 2““[5]
|« 2 fa
w2 ) =)

> RO:=simplify(2*(2*Pi-a) /sin(1/2%a)-(2*pi-a) /sin(1/2*a) ~2-
2*cos(1/2*a) /sin(1/2*a));

— — | T - m— - -
sm2 smza a |::-::u5251n2
2
a
—1+cos[—]
2

> RO1:=4%*sin(1/2*a)*Pi-2*sin(1/2%a)*a-2*Pi+a-2%*cos(1/2*a)*sin(1/2*a);

o o @ @
ROi =4 sin(—}n:— 2 sin(—] a—-2m+a—-2 cos[—] sjn(—]
2 2 2 2

> R1 := fsolve({R01},a=0..Pi);

Rl = {a=1275883378
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> plot(R01,a=0..Pi);

05 1

> 2%sin(1.275883378/2);
1.191086430

Der Term m+4T;—8T5 ist also fiir a > 1,275883378 (d.h. fiir b > 1.19108643r)
positiv. Deshalb ist die Ungleichung (26) immer erfiillt und folglich ist das
Cheegersche Gebiet fiir €2 das Gebiet selbst. Fiir a < 1,275883378 (d.h. fiir
b < 1.19108643r) ist das ganze Gebiet nur dann optimal, wenn die Bedingung

Ty — 415

d< bl 272
AT, — 8T,

erfiillt ist.

Wie in [K2] gezeigt wurde, hat die Gleichung —A;u () = A keine schwachen
Losungen. Dies motiviert deshalb die Einfithrung des Begriffes ,,Viskositéts-
16sung” im néchsten Kapitel.
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6 Viskosititslosungen von (2).

In diesem Kapitel wird die verallgemeinerte Definition einer Viskositétslosung
gegeben (laut [CGG]).

Definition 22 Sei h, : L — R (L C ]Rd) , (k=1,2,...). Die Funktion

Jim Ly L—-R=RU{+x} ,
die durch
lim ,hy () = lim inf inf 5y (y)

k—oo k—oo I>k |z—y|<e
e—o™ yeL

fiir x € L definiert ist, nennt man I'"-limes der Folge hy,.
Falls hy = h fiir alle k£ ist, dann wird I'"-limes von hj eine unterhalb

stetige Relaxation von h genannt und mit h, bezeichnet. Aus der Definition
von klim «hy. folgt dann, dass

he(z) = lim inf h(y) .
e—ot |z—yl<e
yeL

Die oberhalb stetige Relaxation von h wird durch A* = — (—h), definiert.

Definition 23 FEine Funktionu = u (z) : A — R nennt man eine Viskositdts-
unterlésung (bzw. Viskosititsoberlosung) der Gleichung

E (x,u, Du, D2u) =0 in A, (29)

falls u* < oo (bzw. u, > —00) ist, und fiir jedes Paar ¢ € C* (A) und z € A
mit der Figenschaft maxa (u* — @) = (u* — ) (Z) (bzw. ming (u* — p) =
(u* =) (7)) gilt

E, (z,u"(z),D¢(z), D’ (7)) < 0 inA
(bzw. E* (z,u(Z), D¢ (z),D*p(z)) > 0 inA).
Hier ist Du = (5—;, - a‘?c—qjv) und D*u bezeichnet die Hessische Matrix von

u. FEine Funktion v =u(z): A — R nennt man eine Viskosititslosung von
(29), wenn sie gleichzeitig eine Viskositdtsunterlosung und eine Viskositits-
oberlosung von (29) ist.

Aus der Definition 23 folgt, das nur ein lokales Verhalten der Funktio-
nen ¢ € C?(A) in den Punkten Z € A von Bedeutung ist. Im folgenden
werden Viskositdtsunterlosungen und Viskositéitsoberlosungen einfach Unter-
und Oberlosungen genannt.
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Theorem 24 (Gber Stabilitdt der Unterlosungen). Seien E,Ep : W — R
und uy, eine Unterlésung von

E; (ac, ug, Duy, D2uk) =0 in A,

k= 1,2,... .Angenommen hm B > FE, und u, konvergiert gleichmdfig

gegen die Funktion u : A — ]R in jeder kompakten Teilmenge von A. Dann
ist u () eine Unterlésung von

E (:U,u,Du, D2u) =0 mA.

Beweis. Das Theorem ist in [CGG] bewiesen worden. m
Aus dem Beweis des Theorems folgt, dass es ausreichend ist, die Bedin-
gung hm «Fr > E, nur fiir die Testfunktionen ¢ aus Definition 23 zu iiber-

prufen Ausserdem gilt das Stabilitéitstheorem auch fiir die Oberlosungen,
wenn die Bedingung khm B, > E, durch khm *E < E* ersetzt wird.
—0Q —00

Angenommen, die Losung der Gleichung (1) u gehort zu C? (€2). Dann
kann man (1) formal umschreiben in

E, (u, Du, D) = 0. (30)
wobei
ou Ou 0O%u
p—2 p - "
E,=—||Vu|" " Au+ (p —2)|Vu| Z O ax] axﬁxj .

ist. Die Gleichung E, (u, Du, D*u) = 0 ist nicht linear. Ich zeige jetzt fol-
gendes Theorem fiir Viskositéitslosungen von (2).

Theorem 25 Seip > 1, u, € Wy (Q) eine schwache Lésung von (2) und
|\Vu, (z)] # 0 in einer e-Umgebung von xo € 2. Dann ist u,(z) eine
Viskositdtslosung von (30) in U, (x) .

Beweis. Fiir geniigend grofie p wurde das Theorem in [JLM] bewiesen. Ich
benutze aber dieselbe Idee.

Fiir den Beweis, dass u, eine Viskositéitsoberlosung von (30) ist, wihle
eine Testfunktion ¢ € C? (), ¢ > 0, so dass u, (z9) = ¢ (z0) und wu, (z) >
¢ (x) fiir x # xo ist. Wir wollen zeigen, dass

— [IVe (20)[" ™ Ap (o) + (p — 2) [Vip (o) "

> 5 ) 8*” (o) ajig; (20)| = A" (20) 20 (31)
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Angenommen, das ist nicht der Fall. Da |Vu, (x¢)| # 0 ist, gilt [V (zo)| # 0
und folglich |V (x)| # 0 in U, (x). Das heift, dass die Funktion auf der
linken Seite von (31) in U, (x¢) stetig ist. Folglich gilt in dieser Umgebung
die Ungleichung

N

dp Op O
B p—2 _ p—4 4’0 _SO (p
IVol" " Ap + (p = 2) [V ”Z_:l Oz; Oxj Ox;0x;

<Nl (32)

Definiere m = inf {u, (z) — ¢ (z) : |z — x| =€}, ® = ¢ + 3m. Die Funktion
® geniigt der Ungleichung ® < w, auf 0B (zo,€1), P (x0) > u, (20) und aus
(32) erhalten wir

—A,® < \P . (33)

Die Funktion (® — u,)" setze ich auf U, (o) mit Null fort und nehme diese
als Testfunktion fiir die Gleichung (1). Da nach unserer Annahme u,, () eine
schwache Losung von (2) ist, gilt

V"2 Vu, - V (® — u,) do = \, / |y [Py (B — uy) dz (34)
{®>up} {®>up}
Multipliziert man (33) mit (® — u,)" und integriert partiell, so erhélt man
VD[P 2V -V (P —uy)de <\, / ol 2o (® —uy)dz  (35)
{®>up} {2>up}
Subtraktion der Ungleichungen (35) und (34) ergibt

(VO 2V — [Vu, [P Vu,) - V(® — u,) dr <

{®>up}

b [ e e ) (@ - ) e (39

{®>up}

Der rechte Teil der Ungleichung (36) ist negativ, weil auf der Integrations-
menge ® > u, und ¢ < u, gelten. Ich zeige jetzt, dass fiir jedes p > 1
die linke Seite der Ungleichung nicht negativ ist: Fiir beliebige Vektoren
a,b e RN gilt

(lal"a—=[p""*b) - (a = b) = |al” + b’ = (laf"* + ") a-b .
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Wenn wir annehmen, dass der Ausdruck negativ ist, dann muf} gelten

lal” + 10" — (]a|p*2 + |b|p72) a-b<0&
jaf” + (b < (laf"* + [0 %) a-b < (|l + [p]*) |al - || <
" 6] + 6" |al & la”™" (la] — [b]) — (0"~ (la] = [b]) < 0 &
(Ja] = o) (lal”™" = [p"~") <0 .
Da p > 1 ist, kann die Ungleichung nicht erfiillt sein. So erhalten wir einen
Widerspruch zur Ungleichung (36) und folglich auch zur Annahme. Genauso

wird gezeigt, dass u, eine Viskositétsunterlosung von E, (u, Du, D*u) = 0
ist. Das Theorem ist somit bewiesen. m

Mit Hilfe der eingefiihrten Begriffes von einer Viskositéitslosung kann man
das Problem (2) im RY fiir N > 2 untersuchen.
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7 Das Problem (2) fiir Kugelgebiete
QCRY, N >1.

Sei Q = B, (0) C RY eine Kugel mit dem Radius a und Zentrum im Koordi-
natenursprung. Es ist bekannt, dass die Eigenfunktionen von (2) in diesem
Fall ein eindeutiges Maximum in {2 haben, und zwar im Mittelpunkt der
Kugel B, (0). Die Losungen von (2) sind radialsymmetrische Funktionen.
Ausserdem sind die Funktionen u, (x) in radialer Richtung strikt monoton
fallend [L1]. Also haben die Funktionen u,(x) in Polarkoordinaten, fiir
die wir auch die Bezeichnung w, (r), > 0 verwenden, qualitativ folgende
Gestalt:

up(r)

0 a v

Abbildung 7: u, = u, (r), N > 1

Die Ableitung der Funktion w, (r) an der Stelle r = 0 ist gleich Null, da
die Funktion u, (z) dort ihr Maximum hat und wegen der Holderstetigkeit
der Ableitung |Vu, (0)| = 0 gilt.

Fiir eine Kugel im RY (N > 1) gilt auBer der Aussage: logu, ist konkav,
auch folgende Aussage:

Lemma 26 Fir jedes p > 1 und N > 1 ist die Funktion {/u, konkav.
Beweis. Die Aussage ist in [L1, Satz 5.8] bewiesen. m

Theorem 27 Sei u, eine positive Figenfunktion von (2), wobei ) eine Kugel
in RY ist, (N > 1). Dann existiert ein Exponent o = o (N,p) im Intervall

36



(%, 1), so dass uy konkav ist. Den Ezponenten kann man z.B. so wdhlen:
e—p+1 1 1
oo PeE—p+1 (_ L1 1) ,
pge —p+ N P oq

wobei € die grofite positive Nullstelle der folgender Gleichung ist:

Np  N(p-1°"

p_ ~0
NI T v o

Beweis. Das Theorem ist in [L1, Satz 5.9] bewiesen. m
Wir kénnen jetzt das Verhalten von « fiir p — 17 untersuchen.
Fiir den fiir uns relevanten Fall N > 1 beweisen wir folgendes Theorem

Theorem 28 Fiir p — 17 konvergiert « = a. (N, p) gegen 1.

Beweis. Zuniichst kénnen wir aus der Gleichung % + % = 1 folgern, dass
q= z%' Also ist

lim ¢ = 400
p—17t

Wenn wir jetzt den Ausdruck

o pge —p+1
pge —p+ N

in die Form

1—
Lo PE—p+l T
pee—p+N e+ 2
umschreiben, dann ist es fiir den Beweis des Theorems ausreichend zu zeigen,

dass e(p) 4 0 fir p — 1.
Wir wissen, dass € die grosste positive Nullstelle der Gleichung

Np  N(p-1°

P — =0 37
NI T v o (37)
ist. Wir konnen (37) umschreiben in
Np p—1) _ N(p— 1)2
€<N—1 ) )_p(N—l) (%)

und die Funktion f (¢) = ¢ (% — ¢P7!) auf der linken Seite der Gleichung
untersuchen.
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1
Die Nullstellen der Funktion f (¢) sind 1 = 0 und e, = (£%)7", auf

N—1
da die rechte Seite von (38) positiv ist). Da

1
dem Intervall (O, ( Np )p‘1> ist sie positiv (uns interessiert nur dieser Fall,

Np
/ o p—1
£) = —— —pe
fle)=x—g-7
1
wird in & = ( NJX 1)1’*1 ein Maximum angenommen. Wir konnen jetzt die

Funktion f (g) skizzieren

f€)

1
()
N-1
Der Wert der Funktion f (¢) im Extrempunkt hat die Eigenschaft

W ( NN/ Np .\ ( N \7i/ Np N\
f(g)_(N—1> <N—1_€ >_<N—1> (N—l_N—1>_

1
N \TTN(p—1)
SEAE R ) fi 1"
(N—l) N_1 eeirre L

Abbildung 8

& — 400 (p — 17) und die rechte Seite von (38) 1;((]%:11))2 — 0 (firp—17).
Also geht die grosste positive Nullstelle der Gleichung (37) gegen +oo. Da-

raus konnen wir folgern, dass

1-p
— 1 €+ —=
lim o = lim PPt li Pd

=1
p—1t p—1t pge — p + N p—1t ¢ 4 ]\;;p

Die Aussage des Theorems ist somit bewiesen. =
Jetzt konnen wir die folgende Aussage iiber das Verhalten von u, (r) (und
folglich auch u, (z) ) fiir p — 17 in einer Kugel beweisen:
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Theorem 29 Unter der Normierung [w,(r)dr = 1 (a > 0) konvergieren
0

die Funktionen u, (r) : [0,a) — R fiirp — 17 punktweise gegen die Konstante
1

Beweis. Nehmen wir ein ry aus dem Intervall (0, a) und betrachten eine e-
Umgebung von rg, so dass U, (19) CC (0,a) ist. Aus dem Theorem 27 folgt,
dass es ein o € (%, 1) gibt, fir das gilt: ug ist konkav. Da u, (r) als Losung
von (2) stetig differenzierbar in € ist, erhalten wir

uy (r2) — ug (1) < aug_l (1) u;) (r1) (rg — 1)

fiir alle 1,75 € (0,a). Die Ableitung der Funktion u, (r) ist in (0, a) negativ.
Fiir alle r1, 79 € (0,a), ro > r; gilt also die Abschéitzung

|uz‘ (rg) — ug (7‘1)‘

aug=t (r1) (rz —r1) (39)

[, (r1)] <

Wenn wir in (39) zum Limes fiir 7 — a iibergehen,erhalten wir fiir jedes
r € Ue (1)

o, ()] <

Aus dieser Ungleichung kann man folgern, dass die Ableitung von u,, () in der

Umgebung U (r) gleichméBig beschréinkt ist. Die obere Schranke fiir |u/, (r)|
erhalten wir aus (40) mit Hilfe der gleichméfigen Abschétzung fiir u, (r)

1
ala=n" (r) . (40)

unter der Normierung [ u, (r)dr = 1 aus dem Lemma (5). Also sind u, (),
0

uy, (1) in U (o) gleichméBig beschrénkt. Deshalb existiert eine Teilfolge von
u, (1) (ohne Einschréinkung die ganze Folge), die in C'(U; (10)) gegen eine
Funktion u (r) konvergiert (Satz von Arzela-Ascoli). Da die Funktionen w, (r)
in (0, a) monoton fallend sind, mufl auch u (r) diese Eigenschaft haben.
Nehmen wir ein a aus dem Theorem 27, so dass uj (r) konkav ist. Aus

der Abschitzung

Jug (r) —w (r)| < |ug (r) = wy ()| + |up (r) = (r)] <
up (r) Jud ™ (1) = 1] + |up (r) — u (7))

folgt, dass |ug (r) —u (r)| — 0 (p — 17) fiir jedes r € U. (o), denn
a—1 (p—17) und u, (r) sind gleichméBig beschrinkt. Die Funktion w (r)
ist damit konkav.

Angenommen, u (r) ist nicht konstant in U, (ry). Jetzt wollen wir das
Stabilitéitstheorem 24 anwenden. Das Theorem ist in unserer Situation an-
wendbar, wenn die Bedingung plgglo «E, > B, fiir alle Testfunktionen ¢ aus
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Definition 23 erfiillt ist. Dies ist der Fall, wenn die Gradienten aller Testfunk-
tionen auf U, () ungleich Null sind, weil dann gilt

lim ,E, (z,u, Dp, D*p) =
p—00
dp dp O
. p—2 p—4 p op ¥ o p—1 |
;&( [lWl At =2)vel Zaxlaxjaxza%] o )

1 Do Dp P 2
B —M=F Dy, D%p) =
Vel ( . ’VSO‘ Z « Ow; O 8@8@) M 1 (z,u, Dp, D*p)

Ey, (:13, u, D, ngp) .

Angenommen, es existiert ein Punkt 7 € U, (r¢), so dass V¢ (7)] = 0. Da
aber die Funktion u (r) konkav und monoton fallend ist, mufl die Funktion
auf dem Intervall [0, 7] konstant sein. Diese Prozedur kann man auch auf dem
Intervall [F, rg + ] anwenden. Wir zeigen damit die Existenz einer Umgebung
U, (r1) CC (0,a), in der das Stabilitétstheorem 24 anwendbar ist. Genauso
kann man zeigen, dass der Stabilitéitstheorem fiir die Oberlosungen auch
anwendbar ist (s. Bemerkung zum Theorem 24).

Da w, (r) als schwache Losungen von (2) auch Viskositétslosungen von
(2) sind (Theorem 25) und plirg E, = E, fiir alle Testfunktionen ¢ (r) auf

Ue, (r1), ist u (r) eine Viskositéitslosung der Limesgleichung (Theorem 24),
hierbei identifizieren wir wieder u (r) mit u (x), z € . Die Limesfunktion
u : 2 — R ist konkav. Folglich ist sie fast iiberall zweimal differenzierbar
(Satz von Alexandrov), d.h. fiir fast alle x € Q) gilt

1

—(y—=)" - Du(z) - (y—z)| =o(ly—2z/?)

u(y) —u(@) = Du(z)-(y—2) -3

fir y — z, y € Q. Die Gleichung kann man auch in der Form

w(y) = u (@) + Du(x) (g — 2)+ = (y — )7 - D2u () - (y — 2) + 0 (jy — 2[?)

5 (
fir y — x, y € Q schreiben. Da die Funktion u eine Viskositidtsunterlosung

der Limesgleichung E) (u, Du, D*u) = 0 auf U, (ry) ist, gilt fiir jedes T €
Ue, (r1) und jede Testfunktion ¢ aus der Definition 23 die Ungleichung

B (u(z),De(z), D% (2)) <0.

Sei ¢, (z) = ¢ (x)—¢ (Z)+u (z). Offensichtlich ist ¢, auch eine Testfunktion,
die folgende Eigenschaften besitzt: ¢, (Z) = w(Z) und ¢, liegt oberhalb
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von u. Ich nehme ein Punkt z € U, (r1), in dem die Funktion u zweimal
differenzierbar ist, und konstruiere eine spezielle Testfunktion v, welche in
z die Eigenschaften von ¢, besitzt. Sei ¢ (z) = u(Z) + Du (Z) - (x — %) +
%(x—E)T-D2u(5c)-(x—:i)—l—%(x—i)T-M-(x—f), wobei M eine N x N-
Matrix und M = ~I, v eine beliebige aber feste positive Zahl und I eine
Finheitsmatrix ist. Die Funktion 1) ist zweimal stetig differenzierbar in (2,
¥ (Z) = u(Z) und 1 liegt in einer geniigend kleinen Umgebung von Z oberhalb
von u, denn sonst existiert ein y aus dieser Umgebung mit der Eigenschaft

1 _ _
vy) < ul) e 54— M (y—5) <o(ly—a2f)
1
& =y <o(l)

2
fir y — z, y € Q. Wir erhalten deshalb einen Widerspruch zur Vorausset-
zung ¢ (y) < u(y). Deshalb ist ¢ eine Testfunktion fiir die Viskositétsunter-
losung v und Fy, (T,u (), Dy (Z), D*) (z)) < 0. Wenn wir in dieser
Gleichung zum Limes fiir v — 0 iibergehen, erhalten wir

By (u(z), Du(z), D*u(z)) <0 .

Da die Funktion u auch eine Viskositédtsoberlosung ist, erhalten wir analog
die Ungleichung
By (u(#), Du(z), Du () > 0.

Insgesamt gilt
By (u(), Du(®), Du (@) = 0.

Wir wissen, dass die Funktion u radial symmetrisch ist, d.h. in Polarkoordi-
naten ist u = u (r), r € (0,a). Die Funktion F; hat dann die Form

B I __L 1 ou du Pu |
Ey (u (), Du(z), D*u(7)) = Vul [ o IVul2 Z  Ox; Oxj Or;dxy |

1 1 N-—-1 , 2137;1’]‘ (92u
ey [u (r) + ——u % Bndn] Ar

Zjl

Die zweiten Ableitungen von u haben die Form

"
O0z;0x; T, (T):S v (r) , sonst.

Pu_ . :{u”() ()5S falls i =
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Dann ist

1 " —N_lu'r—u"r -\ =
—mu(r)+ " (r) (r)| =M

N -1 N-—-1
~h=——
T

Ey (u(z), Du(z), D*u(z)) =

— sgn (v’ (r))

,

denn die Funktion u ist in U, (1) monoton fallend und hat folglich eine ne-

gative Ableitung. Da die Limesfunktion u fast iiberall zweimal differenzierbar

ist, existieren zwei Punkte s1, sy in U, (r1), s1 < S , in denen u zweimal
differenzierbar ist. Wie ich gezeigt habe, gilt dann

N -1
51
N -1
S2

Aus diesen Gleichungen folgt, dass s; = s, im Widerspruch zur Auswahl von
s1, So. Folglich ist u (r) auf (0, a) konstant. Aus der Normierung der Funktion

u: [u(r)dr =1, folgt, dass u(r) = 1 auf dem Intervall [0,a). In diesem
0

Beweis betrachteten wir eine Teilfolge von {u,}. Da aber die Limesfunktion
u eindeutig ist, konvergiert die ganze Folge {u,} gegen u.
Der Theorem ist bewiesen.

Um die Eigenschaften vom lim+ u, (x) zu untersuchen, wobei u, die Lo-
p—1

sung von (2) in einem beliebigen konvexen Gebiet in RY ist, werde ich im
folgenden Kapitel den Begriff ,, Konvexes Rearrangement” einfiihren.
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8 Konvexes Rearrangement

In diesem Kapitel verallgemeinern wir das Problem (8) und betrachten das
folgende Problem:

Es sei  C RY ein beschriinktes konvexes Gebiet. Fiir eine

(P,) gegebene Zahl v € (0,|€2|) finde ein Gebiet E C Q mit den Eigen-
schaften |E| = v und P (E) < P (F) fiir alle Gebiete
F CQ, |F|=wv, wobei P(E) den Perimeter von E bezeichnet.

Es wird sich zeigen, dass Ergebnisse iiber (P,) fiir Aussagen iiber das
Problem (8) in RY verwendet werden kénnen. Sei Bg eine grosste Kugel
in 2 und Hq die Vereinigung von allen solchen Kugeln. In Abhéngigkeit
von der Raumdimension hat dann der Minimierer £ folgende Eigenschaften
(siehe [SZ]):

Theorem 30 Es set N > 3 und €) ein beschrinktes konveres Gebiet, das
die Grosskreisbedingung erfillt. Fiir ein gegebenes v € (|Hgl,|Q?|) existiert
ein eindeutiger Minimierer E, |E| = v, E ist konvex mit CY'-Rand. Falls

|Ba| < |E| < |Hg|, dann ist E die konvere Hiille von zwei grossten Kugeln
in €.

Im 2-dimensionalen Fall gilt folgendes Theorem:

Theorem 31 Sei N = 2 und Q C R? ein beschrinktes konvexes Gebiet. Fiir
den Minimierer E von (P,) gelten dann die Aussagen des Theorems 29 und
zusdtzlich:

(i) falls v € [|Hql,|Q2]), dann ist E eine Vereinigung von allen Kugeln in §2,
welche dieselbe Kriimmung wie OF N $) haben,

(i1) falls v € (|Bal,|Hal), dann ist E die konvexe Hiille von zwei grossten
Kugeln in €2,

(111) falls v € (0,|Bql], dann ist E eine Kugel.

Um Eigenschaften der Losungen eines Variationsproblems zu untersuchen,
ist es hiufig niitzlich, bestimmte Symmetrisierungsverfahren auf die Losun-
gen anzuwenden. In diesem Kapitel wird ein solches Verfahren eingefiihrt

(siehe [SZ]), dabei bleibt in der BV-Norm ||ul| gy () = [ [ul dz + [ |Du] der
) Q
Term [ |u|dx unveréndert und [ |Du| nimmt im allgemeinen ab.
Q Q

Angenommen, () ist ein beschriinktes konvexes Gebiet in RY und entweder
N = 2 oder ) geniigt einer Grofikreisbedingung. In Abhéngigkeit von v
definieren wir E (v) wie folgt:
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(i) fiir 0 < v < |Bg| ist F (v) eine Kugel vom Maf v, die in Hg zentriert ist,

(ii) fiir |Bo| < v < |Hg| ist £ (v) die konvexe Hiille von zwei grossten, in
Hg symmetrisch liegenden Kugeln vom Maf v,

(iii) fiir |[Hg| < v < || ist £ (v) der eindeutige Perimeter-Minimierer vom
Maf v.

Sei
BVt (Q)={ue BV (RY):u>0, u=0in R"\Q}.

Dann definiere das konvexe Rearrangement der Funktion u € BV, () durch
u(x)=inf{s>0:2 ¢ E(|[{u > s}|)}.
Fiir eine Menge E definiere ich
O0"F :={x € FE | E hat einen Normalenvektor in x}

Fiir die hier eingefiihrten Begriffe kann man folgendes Theorem beweisen:

Theorem 32 FEs sei ) ein beschrinktes konveres Gebiet in RY, das, falls
N > 2 ist, die Grofkreisbedingung erfiillt, und u € BV," (Q). Dann ist @ in
RN eine oberhalb stetige Funktion. Sie ist stetig in Q, sofern |[{u > t}| eine
strikt monoton steigende Funktion ist. Ferner ist i € BV, (Q),

{a >t} = {u > t}]

fiir alle t, und

HaHBV(RN) < ||U||BV(RN) . (41)

Wenn in (41) das Gleichheitszeichen gilt, dann ist i = u in RN\ Hg im BV -
Sinne und in Hq sind die Mengen 0*{u >t} Translationen von 0 {u > t}.

Beweis. Den Beweis des Theorems findet man in [SZ]. m
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9 Der Fall konvexer Gebiete () ¢ RY

Um das Verhalten der Losungen u, von (2) fiir p — 17 zu untersuchen, werde
ich verschiedene FEigenschaften der Cheegerschen Gebiete fiir 2 benotigen.
Zuniichst werde ich zeigen, dass ein Cheegersches Gebiet fiir €2 eindeutig
bestimmt ist.

Theorem 33 Es sei N > 2 und Q C RY ein beschrinktes konvexes Ge-
biet, das, falls N > 2 ist, die Grosskreisbedingung erfillt. Dann ist das
Cheegersche Gebiet fiir Q) eindeutig bestimmit.

Beweis. Beim Beweis verwende ich die Sétze 30 und 31. Sei €2 ein Cheeger-
sches Gebiet fiir 2. In Abhingigkeit vom Volumen von €2 gibt es eine von 3
Moglichkeiten:

(i) falls 0<|| < |Bql, so besagt Beispiel 20 aus dem Kapitel 5, dass €
eine Kugel sein muf}. Da der Cheegersche Quotient fiir eine Kugel in
RY mit dem Radius r gleich % ist, wird die Kugel mit dem grosseren
Radius den kleineren Cheegerschen Quotient haben. Also muf3 2; den
Radius und folglich das Volumen von Bg haben. Vergleichen wir jetzt
das Volumen von Hg und Bg: Der Fall |Hg| # |Bg| (d.h. |Hg| > |Bql)
ist nicht moglich, denn (sieche Abbildung 9)

i

Hg

Abbildung 9: Stadiongebiet
Vergleich der Cheegerschen Quotiente fiir Hgp und B, ergibt:

]839[ B N
Bal v (42)
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und

|0Hq|  Nr¥lwy + (N —1)r" 2wy a0

|Ha| a rNoy +r¥-luy_1a
N N -1 _
rwjg—I—( Jwy_1a (43)
reWN + TrWwN_1a
Die Differenz von (43) und (42) ergibt dann
|0Ho| [0Ba| ~ Nrwy + (N —1Dwyga N
|HQ| |BQ’ N 7“2wN+7“wN_1a r N
Nriwy + (N —1)rwy_1a — Nr*wy — Nrwy_ia
r2 (rwy + wy_1a) N
wN_la(N—l—N) _ WN-1Q <0
r(rwy +wy_1a) 7wy +wy_1a) ’
N
wobei wy = J\?TZ) das Volumen der N-dimensionalen Einheitskugel
2

ist. Also ist der Cheegersche Quotient fiir H, im Vegleich zu B, kleiner.
Wir erhalten deshalb Widerspruch zur Voraussetzung (i): || < |Bq|.
Es bleibt deshalb die einzige Moglichkeit |Hg| = |Bgq|. Wir kénnen
dann folgern (siehe [SZ]), dass das Cheegersche Gebiet fiir {2 eindeutig
ist.

(ii) falls |Bq| # |Hq| und |Bq| < || < |Hgl, dann ist Q; die konvexe
Hiille von zwei grossten Kugeln in © (Sétze 30, 31). Ich werde jetzt
zeigen, dass der Cheegersche Quotient fiir Hg kleiner ist, als der fiir €24
und deshalb die Voraussetzungen von (ii) niemals erfiillt sind. Bei den
Bezeichnungen wie in Abbildung 10

a b

Abbildung 10
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erhalten wir (Hq := Q3 U ()y)

|0Ho|  [084]  Nrwy+ (N —-Dwy-a(a+b)

|Hq| [ r2wy + rwn-1 (a+b)
Nrwy + (N —1Dwy_ia  r*wy_qwyb (N — 1) — r?wy_jwybN
r2wy +Trwy_10 ~ (r2wy +rwn_g (a+ b)) (FPwy + rwy_1a)
r2wy_1wnb

— <0.
(rPwy +rwn_1(a+0)) (rPwy + rwy_1a)

Deshalb ist |“9}If 9 < %] yng der Fall (i) kann nicht auftreten.
al €]

(iii) falls |Bq| > |Hgq| ist, so gibt es ein eindeutiges Cheegersches Gebiet fiir
2 (siehe [SZ]).
Das Theorem ist damit bewiesen.

[
Jetzt werde ich das Haupttheorem dieses Kapitels beweisen:

Theorem 34 Es sei N > 2 und Q C RY ein beschrinktes konvexes Gebiet,
das, falls N > 2 ist, die Grosskreisbedingung erfillt. Dann konvergieren die
durch [, (x)dx = 1 normierten Eigenfunktionen w, (x) fir p — 17 gegen

u(z) = { |Q—11‘ auf
0 auf Q\Qy

wobei €2y das Cheegersche Gebiet fiir ) ist.

Q
die Funktion

Beweis. Da das Cheegersche Gebiet fiir {2 eindeutig bestimmt ist (Theorem
33), ist die Limesfunktion u (z) wohldefiniert.

Wie oben schon gezeigt wurde, sind die Funktionen w, (x) mit der Normie-
rung [ u, (z)dz = 1 auf Q gleichméBig beschréinkt und es gibt eine obere

Q
Schranke fiir A\, = [ |Vu, (2)" dz, p — 1*. Das bedeutet, dass [ |Vu, (z)|dz
Q Q

fiir p — 17 auch gleichméBig beschrénkt sind. Also ist {u,} eine beschréinkte
Folge in W, (Q). Da die Einbettung W, (Q) € L' (Q) kompakt ist, exi-
stiert eine Teilfolge von {u,} (ohne Einschrinkung die ganze Folge), die in
LY (Q) fiir p — 17 stark gegen eine Funktion u (z) konvergiert. Das bedeutet
insbesondere, dass u, punktweise fast tiberall auf €2 gegen u konvergiert.
Laut dem Lemma 10 gilt fiir u, € CY* () :

[ 10wl = [ 1Vu, @)1z (44)

Q Q
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Mit Hilfe der Holderchen Ungleichung erhalten wir folgende Abschitzung:

fqup Nde (190G |”d:c)P
<

Jup (@ B Jup (@

Q Q

Da fiir p — 17 die rechte Seite von (45) gegen \; konvergiert:

Q7. (45)

_ N -
(f|vup ) da:)
p—1
Ij QT | =
pil}l-!— fup ’ |
f |V, (2)| d > 5t
I P Q7| =
polk [ ub (x)da /up (w) da i A
Q Q
ergibt (44), (45):
f|Dup|
lim inf ———— < A1 . (46)

p—17t f up (x B

Aus dem Theorem iiber die Kompaktheit der Einbettung BV (Q) C L (Q2)
(siehe [G]) folgt, dass

/]Du\ §plir{£rinf/\Dup] . (47)
Q Q

Aus (46) und der Normierung [|u,| ;1) = 1 folgt, dass die rechte Seite in
(47) nach oben beschrénkt ist. Deshalb ist [ |Du| < oo und u € BV ().

Q
Sei @ das konvexe Rearrangement der Funktion u. Dann gilt (siche Kapitel
8, Theorem 32)
/|Du| < /|Duy (48)

Insgesamt ergeben (44)-(48):

/I3 [ Dl I Dl / Dy

Q : Q NP
[u(x) dr  po1+ fup z)dr ~ po1t [up (z)de T p-1t [up(x)de T
0 Q 0



Jetzt will ich das Integral [ |Da| in (49) mit Hilfe der Coarea-Formel fiir
Q

Funktionen der beschriinkten Variation (s. Theorem 14) nach unten ab-
schétzen:

hfIDzzl ({IDﬂl ZO (g{}pxﬂt\) dt
f{‘u($) dx - g{fb(l’) de — —&:/_oo’Qt’dt ) (50)

0

wobei ; = {x € Q| @ (x) >t} ist. Fiir jedes ¢t > 0 hat € lipschitzstetigen
Rand, denn im Inneren von (2 ist der Rand von Q; glatt (s. Sitze 30, 31)
und da §2 konvex ist, ist der Schnitt von 0€2; mit 0€) lipschitzstetig. Deshalb
ist fiir die Niveaumengen von 4 das Theorem 13 anwendbar und

+oo +o0o +o0o

[ (I\DXQJ) [ <f\DXQt|> dt [ Hy_y(0S)dt

—00 foo _ 0 foo 2 0+OO _ (51)
[ 1S dt [ 10| dt [ Hy () dt
0 0 0

+oo
Hy_1(0%)
[ iy ()

> inf —HN*I (082)

=h(Q)=\ .
T te(0,400)  Hy () (&) !

+o0
f HN (Qt) dt
0

(49), (50) und (51) ergeben eine Ungleichungskette, die an beiden Seiten die

Konstante A; hat. Aus (51) folgt dann, dass fast alle Niveaumengen von

t Cheegersche Gebiete fiir €2 sind. Wir wissen aber, das () ein eindeutiges

Cheegersches Gebiet besitzt. Sei S = supp(u). Die Menge S ist nicht leer,

weil [ u, (z)dz gleich 1 ist. Wenn wir jetzt zeigen, dass die Funktion u €
9)

L' (©) im Inneren von S einen stetigen Repriisentanten hat, gegen den die
Funktionen u, punktweise auf S' konvergieren, dann ist u = @, auf der Menge
{r € Q|u(x) >0} ist u konstant und die Behauptung des Theorems ist
bewiesen.

Angenommen, dies ist nicht der Fall. Dann existiert ein Punkt xq € S, in
dem die Funktionen |Vu,| in jeder, beliebig kleinen Umgebung von z, fiir
p — 11 unbeschrinkt sind. Wir wissen, dass u, (z) log-konkav sind, d.h.

ijp &)) < Vu, (20) - (z — o) (52)

u, (x0) log
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fiir alle z € Q. Ich mache jetzt folgende Konstruktion:

Abbildung 11

Wiihle einen Sektor €2 aus U, (x) und eine Teilfolge u, (zo) von u, (z), so
dass Vi, (z) in € unbeschrénkt ist und parallel zu den Vektoren
{v]|v=w —xp,w; €} verlduft. Nehme auch einen Sektor (s, wie in
der Abbildung 13, mit der Eigenschaft £ (w; — xq, wy — x9) > 90°, fiir jedes
wp € Qp und wy € Qy. Fiir p — 17 und fiir alle z € Qy folgt dann, dass
die rechte Seite von (52) gegen —oo geht. D.h. wu,(z) — 0 (fiirp — 17)
punktweise fiir alle x € 25. Die Menge €2, wird zu einer Halbebene, wenn
das Maf3 von Q; gegen Null geht. Fiir ¢ — 0 erhalten wir dann, dass der
Punkt ¢ im Widerspruch zu unserer Voraussetzung nicht im Inneren von S
liegt.
Damit ist das Theorem bewiesen. m

Im niichsten Kapitel werde ich die Niveaulinien der Losungen des Prob-
lems (2) auf dem Quadrat 2 = [—1, 1] x [—1, 1] berechnen.
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10 Numerische Berechnungen der Lésungen
von (2) fiir Q= [—1,1] x [-1,1]

Die Losungen von (2) werde ich mit Hilfe von Matlab, seiner Bibliothek " Op-
timization Toolbox" und der Methode der finiten Differenzen approximieren
und plotten. Dazu betrachte ich folgendes Minimierungsproblem

uEWOI’p

I(u)= min /]Vu]p dr  unter der Nebenbedingung /|u|p de=1.
()
Q Q

(53)
Um die Berechnungszeit zu verkiirzen, benutze ich die Symmetrieeigenschaft
des Gebietes (2 beziiglich der Geraden

{(z.y) eR* |y =0} (54)
{(z,y) eR* |z =0}
{(z.y) eR? |y =z}

Mit Hilfe der Steinerscher Symmetrisierungsverfahren und Polya-Szegt Un-

gleichung, die unten angegeben werden, kann man zeigen (siehe [K1]), dass
die Losungen des Problems (2) symmetrisch beziiglich der Geraden (54) sind.

Definition 35 Seiu € Wol’p (Q,RN), QCRY und z = (x',y), wobet
z € RN=L. Fiir jedes ¢ € R betrachte die eindimensionale Niveaumenge von

Q. (u (x',‘>> = {y ER|u (xl,y> > c}
und definiere

0 (u(i.)) = { (=3[9 (u @) 5[ (u (@) falls Q (u (@', -)) #0,

0 sonst,
O (u) := U {xl} x QF (u (:cl, )) .
z' eRN -1

Dann wird die Funktion u* (z) := sup{c € R |z € Q:} Steinersche Sym-
metrisierung der Funktion u in Richtung y genannt.

!

Da das (N — 1) -dimensionale HausdorffmaB der Niveaumengen Q. (u (', -))
und Q (u (x/, 1)) gleich ist, gilt fiir Q* := Q7 (u) :

/|u(m)\pdx:/\u* ()" dz . (55)
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Theorem 36 (Polya-Szegtd Ungleichung) Fir die Funktionen u,u* aus
der Definition 35 und jedes p € (0,00) gilt

\Vu(x)[Pde > [ |[Vu* (x)] do . (56)
ez

Aus (55) und (56) folgt dann, dass die Funktion u, als Losung des Mini-
mierungsproblems (53) symmetrisch beziiglich der Geraden (54) sein muf,
denn die Mengen 2 und Q* sind in diesem Fall gleich. Deshalb ist es aus-
reichend, die Methode der finiten Differenzen auf dem Dreieck
{(z,y) € 2] 0<x<yundy >0} anzuwenden. Das Dreieck werde ich tri-
angulieren, d.h. in mehrere kleinere Dreiecke unterteilen. Danach diskretisiere
ich das Problem (53), indem ich die Funktionswerte von u, in der Ecken der
Triangulierung betrachte. Anschliessend berechne ich das Integral [ |u (z)|” dz

Q

und bestimme die Losung des diskretisierten Problems mit Hilfe der constr-
Funktion aus dem " Optimization-Toolbox" von Matlab.
Die Integrale [|Vu(z)["dz, [ |u(z)’dz fir das diskretisierte Problem
Q Q

berechne ich wie folgt:
% Der unten stehende Code wird im File plap(u,p).m gespeichert.
function [val,con] = plap(u,p)
n=(1/2)*(sqrt(148*length(u))-1);
A=zeros(n+1,n+1);
zaehler=1;
for j=1:1:n
for i=n+1:-1:n+2-j
A(i,j)=u(zaehler);
zaehler=zaehler+1;
end
end
grsumme=0;
flsumme=0;
for j=1:1:n
for i=n+1:-1:n+2-j
vektorl=[1/n 1/n A(i-1,j4+1)-A(i,j)];
vektor2=[1/n 0 A(i,j+1)-A(i,j)];
t=cross(vektorl,vektor2);
t1=t(1);
t2=t(2);
t3=t(3);
grad3=(sqrt(t1*t14+t2*t2))/t3;
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t4=t*[(-1)/n (n+1-i) /0 A(L)];

grsumme=grsumme-(1/2)*(1/(n*n))*(abs(grad3) "p);

integrnd1=inline(’(abs((1/t3)*(t4-t1*x-t2*y))). " p.*(y-x<=0)",x",y’, //

17,627,637, 647, p):;

flsumme=flsumme+dblquad(integrndl, (j-1)/n, ((j-1)/n)+(1/n), (n+1-
i)/n7

((n+1-1)/n)+(1/n),[],[],t1,62,t3,t4,p);

end

end

for i=n:-1:2

for j=n-i+2:1:n

vektorl=[0 1/n A(i+1,j)-A(i,j)];

vektor2=[1/n 0 A(i,j+1)-A(i,j)];

t=cross(vektorl,vektor2);

t1=t(1);

t2=t(2);

t3=t(3);

grad3=(sqrt(t1*t14+t2*t2))/t3;

t4=t*[(-1)/n (n+1-i) /0 AL)];

grsumme=grsumme-(1/2)*(1/(n*n))*(abs(grad3) "p);

integrnd2=inline(’(abs((1/t3)*(t4-t1*x-t2*y))). " p.*(x-y<=0)",x".’y’, //

1,762,437, t4°,p));

flsumme=flsumme-+dblquad(integrnd2, ((j-1)/n), ((j-1)/n)+(1/n), //

(n-i)/m, ((0-1) /m)+(1/0),[],[],61,62,63,t4,p);

end

end

val=grsumme;

con=flsumme-(1/8);

% Die Losung des diskretieserten Problems wird wie folgt berechnet:
p=1.5;

u0=[4332221111];

options(1)=1,;

% Die Nebenbedingung des Problems besteht aus einer Gleichung.
options(13)=1;
u=constr(’plap’,u0,options,[0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,[,[],p);

% Danach wird die Losung auf das ganze Gebiet {2 symmetrisch

% fortgesetzt:
function out=matr(v)
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n=(1/2)*(sqrt(14+8*length(v))-1);
A=zeros(n+1,n+1);
zaehler=1;

for j=1:1:n

for i=n+1:-1:n+2-j
A(i,j)=v(zaehler);
zaehler=zaehler+1;
end

end

for i=2:1:4

for j=1:1:5
A(laJ):A(G'Jﬁ'l)
end

end

B=A(1:5,2:5);
B1=fliplr(B);
D=[B1 A]J;
B=D(1:4,:);
B1=flipud(B);
out=[D;B1];

%Die Losung wird gegléttet:
H=matr(u);
[xi,yi]=meshgrid(-1:0.05:1);
zi3=interp2(X,Y,H,xi,yi, bicubic’);

%Die Niveaulinien der Losung werden mit Hilfe der Funktion contour
geplottet:
contour (xi,yi,zi3);

%Der Funktionsgraph wird mit Hilfe der Funktion surf geplottet:
surf(xi,yi,zi3);
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Die Eingabe von verschiedenen Werten von p ergibt dann folgende Bilder:
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Abbildung 12: Niveaulinien von u,, p = 1.5
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Abbildung 13: Niveaulinien von u,, p = 1.2

o6



Abbildung 14: Niveaulinien von u,, p = 1.07
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Abbildung 15: Graph von u,, p=1.5
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Abbildung 16: Graph von u,, p = 1.2
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Abbildung 17: Graph von u,, p = 1.07

Qualitativ zeigen die oben durchgefiihrten numerische Berechnungen, dass
die Losungen des Problems (2) auf einem konvexen Teilgebiet des Quadrates
Q fiir p — 17 gegen eine Konstante konvergieren. Aus dem Theorem (34)
wissen wir, dass diese Menge ein Cheegersches Gebiet fiir €2 ist. Die genaue
Gestalt des Cheegerschen Gebietes wurde im Beispiel (21) ausgerechnet.
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