





Modellierung, Analyse und Berechnung der
zerebrovaskularen Regulationsmechanismen

INAUGURAL-DISSERTATION

Zur
Erlangung des Doktorgrades
der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultat

der Universitat zu Koln

vorgelegt von
SILVIA DAUN

aus Daun

Hundt Druck GmbH, Kéln
2006



Berichterstatter: Prof. Dr. R. Seydel
Prof. Dr. T. Kiipper

Tag der miindlichen Priifung: 29. Mai 2006



Kurzzusammenfassung

In dieser Arbeit wird sowohl ein mathematisches Modell der zerebralen Himodynamik des Men-
schen als auch der Ratte entwickelt, um ein besseres Verstindnis der zerebralen Perfusion nach
einem Schidel-Hirn—Trauma zu erlangen. Die Modelle sind in der Lage, die Regulationsmecha-
nismen, die auf die kleinen zerebralen Arterien und Arteriolen wirken, die Autoregulation, die
CO5 und NO Reaktivitédt zu simulieren und somit den Blutflufl im Gehirn dynamisch anzupas-
sen. Weiterhin wurde spezielles Interesse auf die Ausschiittung von Katecholaminen wahrend
sympathischer Stimulation und deren Effekt auf die Herzrate, das Herzzeitvolumen und den
Blutdruck gelegt. Es kénnen also sowohl schwere Schidel-Hirn—Verletzungen des Menschen als
auch der Ratte in einer sehr realistischen Art und Weise beschrieben werden.

Beide Modelle sind auf Bifurkationen untersucht worden und einige interessante Resultate und
Unterschiede wurden entdeckt. Im Fall des Modells Mensch existieren Hopfpunkte. Die an die-
sen Punkten entstehenden periodischen Losungen sind klinisch als Lundbergsche A—Wellen oder
Plateauwellen bekannt. Die Analyse des Modells Mensch hat gezeigt, dafl ein vasodilatorischer
Stimulus notwendig ist, um das Entstehen von Plateauwellen, deren Ursache bisher noch nicht
geklart war, hervorzurufen. Diese Tatsache stimmt mit experimentellen Daten von Rosner et al.
[1] tiberein. Im Gegensatz dazu existieren keine Hopfpunkte innerhalb des Rattenmodells, d.h.
es existieren dort keine Plateauwellen mit kritisch hohen Druckspitzen. Vom physiologischen
Standpunkt aus fithrt uns dieses Resultat zu der Annahme, dafl das hier aufgestellte System
Ratte stabiler ist als das System Mensch. Weiterhin stellt sich aufgrund der Ergebnisse der
Analysen beider Systeme die Frage, inwieweit ein Rattenmodell im Allgemeinen dazu geeignet
ist, Vorhersagen iiber das Verhalten des Menschen in einer gegebenen klinischen Situation zu
treffen.

Abstract

In this thesis a mathematical models for the description of cerebral hemodynamics of patients
as well as of rats are developed and analyzed to give a better understanding of the cerebral
perfusion after a severe head injury. These models are able to simulate the regulation mecha-
nisms working on the small cerebral arteries and arterioles, the autoregulation, the COs and
NO reactivity, and thus to adapt dynamically the blood flow in the brain. Special interest is
laid on the release of catecholamines and their effect on the heart frequency, the cardiac output
and the blood pressure. Therefore these models are able to describe situations of severe head
injuries in a very realistic way.

These two models are tested for bifurcations and some interesting results and differences between
them have been found. In the case of the patient model one detects Hopf bifurcation points. The
periodic solutions, which originate at these bifurcation points, are clinically known as Lundberg’s
A-waves or plateau waves. The reasons for the occurrence of plateau waves in the intracranial
pressure have not yet been discovered.



The analysis of the model has shown that a vasodilatory stimulus is always necessary to evoke
the start of plateau waves which agrees with experimental given data (see [1]). There are no
Hopf bifurcation points in the rat model, i.e. there is no occurrence of plateau waves with critical
high pressure peaks. In the physiological point of view this result leads to the assumption that
the rat system is much more robust than the patient system.

The question is now, after analyzing both systems, whether a rat model is suitable for predicting
the human behavior in a given clinical situation.









Einleitung

Der klinische Verlauf nach einem Schiadel-Hirn—Trauma wird durch die komplexe Interaktion ver-
schiedener physiologischer Systeme bestimmt. Der Durchblutung des Gehirns kommt hierbei eine
Schliisselrolle zu. Wihrend das Verhalten des Gefafisystems unter physiologischen Bedingungen
experimentell und theoretisch umfangreich beschrieben ist, existieren keine relevanten Beschrei-
bungen des Gefifisystems im Rahmen eines Schidel-Hirn—Traumas, welche die verschiedenen
zusétzlichen Parameter (wie die NO Produktion und die Katecholaminausschiittung) bertick-
sichtigen.

Die Verédnderungen der bei einem Schidel-Hirn—Trauma klinisch relevanten Parameter, wie der
intrakranielle Druck (IC'P bzw. P;.), der zerebrale Blutflufl (CBF bzw. ¢) und der zerebrale
Perfusionsdruck (CPP) werden durch lokale Mechanismen vor allem im Bereich der Arteriolen
gesteuert (intrakraniell = innerhalb des Schédels, zerebral = zum Gehirn gehorend). Weiter-
hin wird die Kontrolle der zerebralen Perfusion ebenso durch Parameter des kardiopulmonaren
Systems beeinflusst. Anderson et al. [2] zeigten im Tierexperiment, dafl insbesondere in der
Frithphase nach einem Schéddel-Hirn—Trauma der intrakranielle Druck eng mit der Katechola-
minantwort des Organismus, d.h. der Antwort des Organismus auf die Ausschiittung von Nore-
pinephrine wihrend sympathischer Stimulation, korreliert.

Die vorhandenen experimentellen Methoden erlauben keine hinreichend hohe riaumliche Auflo-
sung, so daf} eine Untersuchung der komplexen dynamischen zerebrovaskularen Regulationsme-
chanismen nicht moglich ist (vaskular = das BlutgeféBsystem betreffend, zerebrovaskular = das
Blutgefafisystem des Gehirns betreffend).

Ziel ist es daher, ein in—silico Modell der zerebralen Perfusion zu entwickeln und zu analysieren,
um so die grundlegenden Verhaltensweisen dieses autoregulativen Systems und deren Auswir-
kung auf die Parameter IC'P, CBF und C'PP beschreiben zu kénnen.

In dieser Arbeit werde ich zwei Modelle aufstellen und betrachten: Das Modell Ratte und das
Modell Mensch. Die Modellgleichungen sind in beiden Systemen im wesentlichen dieselben. Sie
unterscheiden sich jeweils in den Parametern.

Die durchgefithrten numerischen Simulationen des Rattenmodells stimmen mit experimentell
gemessenen Daten von Sprague-Dawley Ratten iiberein.

Das Modell Mensch wurde mit Hilfe von basalen Daten aus der Literatur aufgestellt. Es be-
schreibt die zerebrale Hamodynamik des Menschen unter physiologischen Bedingungen sehr
gut.

Beide Modelle wurden analysiert und miteinander verglichen. Dabei wurden einige interessante
Phénomene und Unterschiede entdeckt. Im Falle des Modells Mensch existieren Hopfpunkte. Die
an diesen Punkten entstehenden periodischen Lésungen sind klinisch als Lundbergsche A—Wellen
oder Plateauwellen bekannt. Die Ursache fiir das Entstehen solcher Wellen im intrakraniellen
Druck ist bisher noch nicht verstanden. Sie wird in dieser Arbeit durch die Analyse des von mir
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aufgestellten Modells geklért: Es ist ein vasodilatorischer Stimulus notwendig, um das Entstehen
von Plateauwellen hervorzurufen. Ein solcher vasodilatorischer Stimulus ist durch Anderung der
C'O5 Konzentration im Blut und der NO Produktion an den Endothelzellen der Geféfle gegeben.
Diese Tatsache stimmt mit experimentellen Daten von [1] {iberein.

Innerhalb des Rattenmodells gibt es allerdings keine Hopfpunkte, d.h. es entstehen dort bei
Verdnderung der entsprechenden Parameter keine Plateauwellen mit kritisch hohen Druckspit-
zen. Vom physiologischen Standpunkt aus fiihrt uns dieses Resultat zu der Annahme, dafl das
System Ratte stabiler ist als das System Patient. Desweiteren stellt sich aufgrund dieser Analysen
die Frage, ob im Allgemeinen in einer physiologisch vorgegebenen Situation Schluifolgerungen
von einem Rattenmodell auf den Menschen gezogen werden konnen. In der hier betrachteten
Situation eines Schidel-Hirn—Traumas beobachtet man zumindest vo6llig unterschiedliches Ver-
halten in dem mit Daten von Sprague-Dawley Ratten validierten System und im System Mensch.

Die Modellierungsidee besteht darin, die Blutzirkulation durch das Gehirn als einen hydrauli-
schen Schaltkreis aufzufassen und die entsprechenden physikalischen Analogien zwischen elek-
trischen und hydraulischen Schaltkreisen auszunutzen. Es gilt das Ohm’sche Gesetz, welches die
Beziehung zwischen Strom und Spannung, in diesem Fall zwischen Blutflufl und Druckdifferenz
zwischen Anfang und Ende der Gefifle, wiedergibt und die Gesetze von Kirchhoff. Die Geféfle des
Kreislaufsystems bestehen aus in Serie und parallel geschalteten Geféaflen, wobei in dem Modell
jeweils die parallelen Geféafle zu einem Compartment zusammengefafit wurden. Die Dehnbarkeit
der Blutgefifie, und damit deren Fihigkeit Volumen zu speichern, wird durch die sogenannte
Compliance wiedergegeben. Sie entspricht der Kapazitéit eines Kondensators.

Die zerebrovaskularen Regulationsmechanismen, wie die Autoregulation, die COs und NO Re-
aktivitdt wurden mit einem Tiefpass Filter erster Ordnung mit Zeitkonstante 7 und Regula-
tionsgewinn G (siehe Anhang) modelliert, da sie laut Mitsis et al. [3] effektiver sind, je mehr
niederfrequente Anteile im Frequenzspektrum des Blutdruckes P, vorhanden sind. Der Regula-
tionsgewinn G ist ein Ma8 fiir die Intaktheit der Regulation.

Erste Arbeiten zur Modellierung der zerebralen Himodynamik sind bereits von Ursino et al. [4]
gemacht worden. (Als Himodynamik wird die Beschreibung der fiir den Blutflul in den Blut-
gefiflen verantwortlichen Krifte bezeichnet.) Sie haben als erstes die Autoregulation und die
CO4 Reaktivitit in ihrem Modell berticksichtigt.

In der vorliegenden Arbeit wurde das zugrunde liegende Modell von [4] durch folgende zusitz-
liche Punkte erweitert, um ein der Realitdt ndheres und physiologisch anwendbares Modell zu
erhalten:

e die extrakraniellen Geféafle, welche vom Herzen zum Gehirn und zuriick fithren und somit
die Blutzirkulation schlielen;

e die Pulsatilitat des Blutflusses, welche durch Definition einer periodischen Funktion fiir
das Herzzeitvolumen @) als Input fiir die systemische Zirkulation gegeben ist;
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e cin Regulationsmechanismus, der die Abhéngigkeit des zerebralen Blutflusses von der
Stickstoffmonoxidproduktion an den Endothelzellen der kleinen Arterien und Arteriolen
beschreibt (NO Reaktivitét);

e der Interaktion zwischen C'Os und NO Reaktivitét;

e die sympathische Stimulation, d.h. die Beschreibung der Ausschiittung von Norepinephrine
ins Blut und dessen Einflufl auf die Herzfrequenz, das Herzzeitvolumen und somit auf den
Blutdruck.

Zur Analyse der Modelle wurden gegebene Programmpakete, wie AUTO und CONTENT [5, 6]
benutzt und weiter eigene Programme zur Uberpriifung dieser Ergebnisse in MATLAB geschrie-
ben.

Die Arbeit gliedert sich in folgende Kapitel: Im ersten Kapitel werden zunéchst die Gleichungen
des allgemeinen Modells der zerebralen Perfusion entwickelt. Kapitel 2 beschéftigt sich mit der
Parameterbestimmung fiir das System Ratte und zeigt numerische Simulationen des Modells.
Um das Modell Ratte und das Modell Mensch miteinander vergleichen zu kénnen, werden in
Kapitel 3 die Parameter fiir das System Mensch angegeben und einige Simulationen gezeigt.
In Kapitel 4 werden beide Systeme auf Bifurkationen untersucht. Die physiologischen Schliisse
aus den beobachteten Phdnomenen werden in Kapitel 5 gezogen. Weiterhin werden dort beide
Systeme miteinander verglichen. Zum Abschlufl der Arbeit wird in Kapitel 6 das Modell, seine
Bildung und die Analysen diskutiert und Ausblicke fiir zukiinftige Arbeiten gegeben.

An dieser Stelle mochte ich mich ganz herzlich bei all denjenigen bedanken, die mich bei der
Entstehung dieser Arbeit unterstiitzt haben. Besonders danke ich Prof. Dr. Seydel, Prof. Dr.
Neugebauer, sowie Dr. Thorsten Tjardes fiir das interessante Thema und die gute mathema-
tische bzw. medizinische Betreuung. Weiterhin danke ich Prof. Dr. Kiipper fiir die finanzielle
Unterstiitzung in Form einer wissenschaftlichen Mitarbeiterstelle.

Koln, im Marz 2006 Silvia Daun
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1 QUALITATIVE MODELLBESCHREIBUNG 1

1 Qualitative Modellbeschreibung

Das Kreislaufsystem mit seinen verschiedenen Blutgefiafien teilt sich in zwei grofle Bereiche auf,
den Korperkreislauf (systemisch) und den Lungenkreislauf (pulmonar). Der Korperkreislauf be-
ginnt mit der Austreibung des sauerstoffreichen Blutes aus der linken Herzkammer in die grofie
Korperschlagader, die Aorta. Von der Aorta zweigen alle anderen grofien Arterien (Schlagadern)
ab. Sie teilt sich auf in kleinere Arterien, die das Blut in die verschiedenen Koérperbereiche trans-
portieren. Die Aste verzweigen sich immer mehr. Die kleinen Arterieniiste werden Arteriolen ge-
nannt. Die Arteriolen gehen schliefflich in die Kapillaren iiber. In ihnen findet der Austausch von
Sauerstoff, Nahrstoffen und Stoffwechselendprodukten statt. Sie sind das Bindeglied zwischen
Arterien und Venen. Die Kapillaren gehen in die Venolen iiber. Venolen sind feine Blutgeféfle,
die das nach dem Stoffaustausch sauerstoffarme Blut sammeln. Sie verbinden sich zu immer
groferen Venen, die schliefflich in die obere und untere Hohlvene miinden. Diese beiden grofien
Venen fiithren das Blut zuriick zum Herzen und miinden im rechten Vorhof des Herzens (siehe
Abbildung 1).

Piale Arterien sind intrakranielle Arterien, die in der und unter der Pia Mater verlaufen. Die Pia
Mater stellt die innerste der drei Membranschichten dar, die sowohl Gehirn als auch Riickenmark
umgeben (Pia Mater, Arachnoidea und Dura Mater). Es handelt sich um Geféfe, die von der
Hirnrinde hinab in das Nervengewebe eindringen.

| Lungen-
Lungen- 4 e
arterie Lorta

4
Ptortader

restliche Org_ane

und E aten

Abbildung 1: Pulmonarer und systemischer Blutkreislauf (aus [7]).
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In dieser Arbeit wird der Blutflu ausgehend vom Herzen durch das Gehirn und zuriick mit
Hilfe eines hydraulischen Systems von in Serie geschalteter Gefédfle modelliert. Die nach jeder
Veristelung vorhandenen parallelen Blutgefiafie werden dabei jeweils zu einem Gesamtgefafl zu-
sammengefaft.

In Abbildung 2 ist das biomechanische Analogon des mathematischen Modells gezeigt. Ausge-
hend von der linken Herzkammer wird pro Zeiteinheit eine gewisse Menge an Blut, das Herz-
zeitvolumen @, in die Aorta gepumpt. Ein Teil des Kreislaufsystems, der sich auflerhalb des
Schédels, also extrakraniell befindet, ist die Aorta. Sie bildet ein Segment des Modells und wird
durch einen hydraulischen Widerstand R, und eine hydraulische Compliance C, dargestellt. Die
Dehnbarkeit der Blutgefifie, und damit deren Fihigkeit Volumen zu speichern, wird durch die
Compliance der Gefifle angeben. Sie entspricht in einem hydraulischen Schaltkreis der Kapa-
zitéit eines Kondensators in einem elektrischen Schaltkreis. Die Aorta verzweigt sich innerhalb
des Schidels, also intrakraniell, in die groflen und danach in die mittleren zerebralen Arteri-
en. Das erste intrakranielle Segment des Modells umfafit gerade diese grofien und mittleren
zerebralen Arterien. Es wird durch einen hydraulischen Widerstand R;, und eine hydraulische
Compliance (), modelliert, wobei sich R;, und Cj, aus den Widerstéinden und Compliances der
einzelnen Gefifle gemifl der gegebenen physikalischen Gesetze fiir serielle bzw. parallele Schal-
tungen berechnen.

Die mittleren zerebralen Arterien verzweigen sich wiederum in die kleinen pialen zerebralen Ar-
terien und spéter in die Arteriolen. Diese Blutgefifie bilden das zweite intrakranielle Segment des
Modells, welches durch den hydraulischen Widerstand R, und die hydraulische Compliance C,
beschrieben wird. R, und Cp, werden aktiv durch die zerebrovaskularen Kontrollmechanismen
(Autoregulation, COy und NO Reaktivitit) reguliert. Durch Einfithrung dieser Regulationsme-
chanismen wird das modellierte System nichtlinear. Der Widerstand R, besteht aus der Summe
der Widersténde der kleinen zerebralen Arterien, der Arteriolen und der Kapillaren. Zur Model-
lierung dieses intrakraniellen Segmentes wird R,,, halbiert und sowohl vor die kleinen zerebralen
Arterien und Arteriolen als auch vor die Kapillaren geschaltet. Dadurch wird sowohl der Blutflufl
in diese pialen Arterien als auch der Blutflul aus diesen Arterien in die Kapillaren durch den
Widerstand R, abhingig von den Regulationsmechanismen.

Am Ende der Verdstelungen der pialen zerebralen Arterien stehen die Kapillaren. Dies sind
sehr diinne, kaum dehnbare Gefiafle. Aus diesem Grund werden die Kapillaren nicht mit einer
Compliance, sondern nur mit einem Widerstand, der in R, eingeht, modelliert. Die Kapillaren
gehen in die Venolen iiber und verbinden sich zu immer grofleren Venen. Das dritte intrakrani-
elle Segment besteht aus den Venolen und den kleinen und groflen zerebralen Venen. Es wird
durch den hydraulischen Widerstand R, und die hydraulische Compliance C,; dargestellt. Das
letzte intrakranielle Segment beinhaltet die terminalen Venen, ausgehend von den grofien zere-
bralen Venen bis zum duralen Sinus am Schédelausgang. Wahrend intrakranieller Hypertension
brechen diese Geféfle an ihrem Fingang in den duralen Sinus zusammen bzw. verengen sich.
Der hydraulische Widerstand Ry, der diese terminalen Venen beschreibt, wird mit Hilfe eines
Starling Resistors modelliert, da mit diesem im Allgemeinen die Druck—Flufl Beziehung in kol-
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left right

Ra Pey (¢ ) Cuve

Py

Cq ( Rye

Abbildung 2: Biomechanisches Analogon des mathematischen Modells, in dem die Gefiwiderstéinde
(R) durch Restriktionen und die Kapazititen (Compliances C') durch Aufwélbungen dargestellt sind. Der
Blutkreislauf beginnt am Herzen mit dem Herzzeitvolumen ), von dem nur ein Teil ins Gehirn fliet. Die
extrakraniellen Blutgefidfle werden durch einen systemisch arteriellen Widerstand R, und eine Compliance
C, modelliert. Der zugehdrige arterielle Druck ist P,. Im Gehirn verésteln sich die Blutgefifie zunéchst
in die grofien und mittleren zerebralen Arterien (Ry,, Ci,, und Py, ) und anschlieflend in die kleinen pialen
Arterien und Arteriolen (R, Cp, und P,,). Nach dem Kapillarbett beginnt der Riickfluff zum Herzen
zunéchst durch die Venolen und dann durch die mittleren und grofien zerebralen Venen (R,,, Cy; und P,).
Die terminalen intrakraniellen Venen werden durch den Widerstand R, repréasentiert und am duralen
Sinus verlat das Blut das Gehirn. Der Venendruck hier ist P,s. Die extrakraniellen Venen werden durch
einen systemisch venésen Widerstand R,. und eine Compliance C,. modelliert. Der Druck ist P,,. Eine
Odembildung im Gehirn kann durch Wasserausflufi qs an den Kapillaren bzw. Riickflul q, am duralen
Sinus mit den Widerstéinden Ry und R, beschrieben werden. Der Gesamtdruck im Gehirn ist P;. und
die Compliance C;.. Der Kapillardruck ist P, und der Fluf3 hier ist q.
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labierenden Réhren beschrieben wird (siehe [8, 9]).

Die Modellierung der Compliance der kleinen und groflen zerebralen Venen C,; beriicksichtigt
ebenfalls diesen Kollaps der terminalen Venen. Da die Vorgénge, welche die Compliance der ter-
minalen Venen verdndern, fiir die Modellierung nicht interessant sind, wird diese vernachléssigt
und das letzte intrakranielle Segment nur durch den hydraulischen Widerstand R,s beschrieben.
Die gesamte Compliance des intrakraniellen Raumes ist durch Cj. gegeben.

Die grofie extrakranielle Vene ist die Vena Cava. Sie transportiert das Blut vom Gehirn zuriick
zur rechten Herzkammer und wird durch den hydraulischen Widerstand R,. und die hydrauli-
sche Compliance C, dargestellt.

Innerhalb dieses hydraulischen Schaltkreises ist die linke Herzkammer also die Quelle und die
rechte Herzkammer die Senke.

Eine Odembildung im Gehirn wird durch Wasserausfluf gy an den Kapillaren in den intrakrani-
ellen Raum, auch kraniospinaler Raum genannt, bzw. Riickflufl ¢, aus dem intrakraniellen Raum
in die Venen am duralen Sinus modelliert. Die Stiirke des Odems wird dabei durch Verénderung
des Austrittswiderstandes Ry bzw. des RiickfluBwiderstandes R, reguliert.

In den nachfolgenden Abschnitten werde ich die Modellgleichungen des Systems fiir die ein-
zelnen beschriebenen Compartments mit Hilfe des biomechanischen Analogons herleiten und
anschliefend die zerebrovaskularen Regulationsmechanismen, den Mechanismus der sympathi-
schen Stimulation und deren Wirkung auf den intrakraniellen Druck, den zerebralen Blutflufl
und den zerebralen Perfusionsdruck beschreiben.

1.1 Extrakranielle Arterien

Als Basismodell fiir die neuen Untersuchungen wurde eine Arbeit von Ursino et al. [4] verwen-
det. Darin wird lediglich die Himodynamik innerhalb des intrakraniellen Raumes betrachtet
und der Blutdruck P, als konstanter Inputparameter fiir die zerebrale Blutzirkulation verwen-
det. In dieser Arbeit werden nun ebenfalls die extrakraniellen Arterien und das Herzzeitvolumen
modelliert. Da der Blutdruck P, vom Herzzeitvolumen ) abhéngt, ist er hier nicht konstant.

Das Segment der extrakraniellen Arterien, ausgehend von der linken Herzkammer bis hin zu
den grofien zerebralen Arterien, wird durch einen hydraulischen Widerstand R, und eine hy-
draulische Compliance C, modelliert. Das Herzzeitvolumen beschreibt die Menge an Blut, die
innerhalb einer gewissen Zeit vom Herzen in die Aorta gepumpt wird. Es ist durch eine Funktion
@ modelliert, die spéter beschrieben wird. Die Blutvolumenverinderungen in den extra— und
intrakraniellen Arterien und Venen sind durch die Differenz des Blutflusses in diese Gefifie und
aus diesen Gefidflen gegeben. Synonym zu den Kapazitédten der Arterien und Venen werden die
Compliances C benutzt. Die Blutvolumenveranderung dV, /d¢ innerhalb der Aorta ist also gege-
ben durch die Differenz von Blutflu in die Aorta (@) und dem gesamten systemischen Blutflufl
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aus der Aorta durch alle Organe des Korpers in die Vena Cava ((P, — Pey)/Rs):

av, . dP P, — P,

—C,—%—Q— 1.1
dt Cdt @ R, (1.1)

wobei C, und P, die Compliance und den Druck der Aorta bezeichnen und ) das Herzzeitvolu-
men, P,., der zentrale Venendruck und R der gesamte systemische Widerstand ist. Der Blutflufl
durch die Gefifle wird jeweils mit dem Ohm’schen Gesetz berechnet. Da der Druck innerhalb
der Vena Cava P,, sehr klein gegeniiber dem Blutdruck P, ist, kann dieser vernachléssigt werden
und die Gleichung reduziert sich zu

AP, 1 P,
i~ C, (Q - RT) ' -

Der Teil des Herzzeitvolumens @, welcher von der Aorta ins Gehirn gelangt, ist dann gegeben
durch (P, — P)/Riq-

1.2 Herzzeitvolumen

Empirische Beobachtungen von Stevens et al. [10] liefern den von ihnen beschriebenen Modell-
ansatz fiir das Herzzeitvolumen (), der in diesem Abschnitt erklart wird.

Die Modellfunktion ist durch eine innere, mit der Herzfrequenz oszillierende Funktion, sowie
durch eine Hiilllfunktion fiir diese inneren Oszillationen gegeben. Die durch das Produkt dieser
beiden Funktionen definierte vorldufige FluBfunktion Qs(t, n, ®), die im Folgenden noch normiert
wird, lautet

Qs(t,n, ®) = Qi(t,n) - Qa2(t, D). (1.3)

Die Hiillfunktion Q;(¢,n) ist dabei definiert durch
Q1(t,n) =sin"(wt) mit n ungerade (1.4)

und die innere Funktion Qs(t, ®) besitzt die Form
Q2(t, ®) = cos(wt — ). (1.5)

Dabei bezeichnet w die Halfte der Basisfrequenz des Herzens und ® den Phasenwinkel. Norma-
lerweise liegt ® im Bereich 0 < ® < 7/2. Im Fall ® = 0 entspricht das Blutvolumen, welches
vom Herzen ausgeworfen wird der Menge an Blut, die zuriick ins Herz fliefft. Die Menge an Blut,
die im Fall ® > 7/6 zuriick ins Herz fliet ist sehr gering. Die Funktionen @1 und Q2 sind fiir die
Parameterwerte n = 13 und ® = 0 in Abbildung 3 links zu sehen. Die vorldufige Flufifunktion
Qs ist fiir n = 13 und ® = 7/10 in Abbildung 3 rechts gezeigt.



1 QUALITATIVE MODELLBESCHREIBUNG 6

L
P 2p P 2p

Abbildung 3: Links: Hiillfunktion @y (durchgezogene Kurve) und innere Funktion Qo (gestrichelte Kur-
ve) fiir n = 13 und ® = 0. Rechts: Vorldufige FluSSfunktion Q3(¢,13,7/10).

Die Parameter der Modellfunktion des Herzzeitvolumens sind die Herzrate b, das Schlagvolumen
v, der Phasenwinkel ® und n. Mit dem Parameter b berechnet sich die Periode p = % des
kardialen Zykels und somit die Frequenz w = %.

Mit dieser Definition der Frequenz w hat die vorlaufige FlufSifunktion Q3 die gewiinschte Periode
p. Damit der gesamte Blutausstof iiber eine Periode dem Schlagvolumen v entspricht, muf} die
vorlaufige Funktion Q)3 wie folgt normiert werden:

14

Q(t,n,®) = WQg(t,n, D) = A(ny 3 sin" (wt) cos(wt — @) (1.6)
mit
P
A(n, ) = / Qs(t, n, ®)dt. (1.7)
0
Wegen w = % und der Beziehung
7 o VAT(1 + 2) sin(®)
A(n, @) = n —®)dt = 1.8
(n, ®) /0 sin"(t) cos(t )dt I‘(?’J“T”) (1.8)

mit der Eulerschen Gammafunktion I' erhélt man fiir A(n, ®) den folgenden Ausdruck

An, @) = /0 * Os(t,n, ®)dt = /0 < sin™ (wh) cos(wt — ®)dt A(Z"I’). (1.9)

Abbildung 4 zeigt das modellierte Herzzeitvolumen Q(t,n, ®) fiir b = 378/60 Schlige pro Se-
kunde, v = 0.1852 ml pro Schlag, n = 13 und ® = {j, welches dem Herzzeitvolumen einer Ratte
entspricht. Der Parameter n hat die folgende Bedeutung: Ein grofies n repréasentiert eine kleine
systolische Periode. Benutzt man den Wert n = 13, so betrédgt die systolische Periode etwa ein
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Q (ml/s)

. . . . . . . . .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t(s)

Abbildung 4: Mit der Modellfunktion Q simuliertes Herzzeitvolumen einer Ratte mit Herzrate b = 378 /60
Schléige pro Sekunde, Schlagvolumen v = 0.1852 ml pro Schlag, n = 13 und ® = 7/10.

Drittel des Herzzyklus, was mit physiologischen Standardtexten iibereinstimmt.

Durch die Wahl dieser periodischen Herzzeitvolumenfunktion ) als Input fiir die systemische
Blutzirkulation, wird der Blutdruck P, und damit alle anderen Driicke und Fliisse des Sy-
stems pulsatil. Die Einfiithrung eines pulsatilen Blutflusses erlaubt es, die Effekte von Herz-
rhythmusstorungen auf die zerebrale Perfusion zu untersuchen.

1.3 Intrakranielle Himodynamik

Ein wichtiges biomechanisches Gesetz intrakranieller Himodynamik beschreibt die Konstanz des
gesamten Volumens innerhalb des kraniospinalen Raumes. Dieses Prinzip, bekannt als Monroe—
Kellie Doktrin, impliziert, dafl jede Volumeninderung in einem intrakraniellen Compartment
eine Kompression oder Dislokation der {ibrigen Volumina, verbunden mit einer Veréinderung des
intrakraniellen Druckes herbeifiithrt. Dieses Phénomen wird mathematisch durch die intrakrani-
elle Compliance C;. beschrieben.

Laut Marmarou et al. [11] und Avezaat et al. [12] erhélt man einen Ausdruck fiir die kraniospinale
Compliance unter der Annahme, daf} die intrakranielle Druck—Volumen Beziehung exponentiell
ist. Man hat dann

1

Cie = ——,
kE'Pic

(1.10)
wobel kg der intrakranielle Elastizitdtskoeffizient ist. Er ist ein Maf fiir die Steifheit des intra-
kraniellen Compartments.

Wendet man die Massenerhaltungsbeziehung unter Beriicksichtigung aller hier vorhandenen
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Compartments (grofie und mittlere zerebrale Arterien, piale zerebrale Arterien, zerebrale Ve-
nen und das HoO Compartment, das die Odembildung beschreibt) auf die Verdinderung des
intrakraniellen Volumens an, so erhélt man die Differentialgleichung
dVj. _ O dp; _ dVie  dVpe  dV,  dVm,o
dt Codt dt dt dt dt ’
wobei t die Zeit bezeichnet. Das biomechanische Analogon des Modells in Abbildung 2 gibt die

vier intrakraniellen Compartments zusammen mit den extrakraniellen arteriellen und vendsen

(1.11)

Blutbahnen an.

1.4 Grof3e und mittlere zerebrale Arterien

Das erste intrakranielle Segment des Modells représentiert die Blutzirkulation in den grofien und
mittleren zerebralen Arterien. Die Himodynamik dieses Segments wird durch einen hydrauli-
schen Widerstand R, und eine hydraulische Compliance Cj, beschrieben. Im Gegensatz zum
Modell von Ursino et al. ([13]) werden hier ebenfalls Verdnderungen in der Kapazitét Cj, und
deshalb im Blutvolumen V;, und im Blutdruck P, modelliert. Die Blutvolumenverdnderungen

dVj,/dt in diesem Segment sind gegeben durch
d‘/la:Pa_-Pla_Ba_Ppa (112)
dt Ry Rya/2 )

wobei P,, und R,, Druck und Widerstand der pialen Arterien und Arteriolen sind.

Da der Einfluf der zerebrovaskularen Regulationsmechanismen auf diese intrakraniellen Arterien
sehr gering ist (siehe [14]), wird der Widerstand Ry, als konstant angenommen. Weiterhin héngen
Volumenverénderungen in diesem Compartment nur von Verédnderungen im transmuralen Druck
(Piq — Pjc) und nicht von Verdnderungen in der Compliance Cj, ab. Es handelt sich also bei
diesen Gefdaflen um sogenannte Passivgefifie. Aus diesem Grund gilt die folgende Gleichung
Via _ . (ﬂ B dP>

a e \ar o ar )

Aus den Gleichungen (1.12) und (1.13) erhélt man somit eine Differentialgleichung, die die

(1.13)

Verdnderungen des Druckes dP,/dt innerhalb der grofien und mittleren zerebralen Arterien
wiedergibt

(1.14)

d]Dla _ L <Pa_P)la o Pla_Ppa> +szc
dt  C Ry, Ry /2 dt -
Weiterhin wird aufgrund empirischer Daten angenommen, daf3 die Compliance dieser Gefife
antiproportional zum transmuralen Druck ist, was dquivalent zur Annahme einer exponentiellen
Druck—Volumen Beziehung innerhalb der grofien und mittleren zerebralen Arterien ist:

kcla,

Cla = 55~
¢ Pla_j:)ic

(1.15)

mit Proportionalitdtskonstante k¢, .
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1.5 Das piale arterielle-arteriolare zerebrovaskulare Bett

Das zweite Segment simuliert die piale arterielle Zirkulation, ausgehend von den groflen pia-
len bis einschliellich der kleinen pialen Arterien und der intraparenchymalen Arteriolen. Der
FEinfachheit halber wird hier nicht zwischen der Himodynamik dieser verschieden grofien Gefifie
unterschieden, sondern es wird nur ein Segment, bestehend aus einem hydraulischen Widerstand
Ry, und einer hydraulischen Compliance Cp,, betrachtet. Beide Parameter werden aktiv durch
zerebrovaskulare Kontrollmechanismen reguliert.

Die Volumenverinderung dV),/dt in den pialen Geféfien ist durch folgende Gleichung gegeben:

dvpa -Pla_Ppa Ppa_Pc

= — . 1.16
dt Rp./2 Ry, /2 ( )
Dabei bezeichnet P, den Druck in den Kapillaren, welcher durch die Beziehung
P, a — Lc¢ c Lo
A Fe — P (1.17)

Rui2 YT TR,

berechnet wird (Kirchhoffs Gesetz). Da der Wasserausflufl an den Kapillaren in den kraniospi-
nalen Raum im Vergleich zum Blutflufl in die zerebralen Venen vernachléssigbar ist, wird ¢y zur
Berechnung von P, gleich 0 gesetzt.

Volumenverinderungen in den pialen Arterien und Arteriolen hingen sowohl von Anderungen
im transmuralen Druck (P, — Pj.), als auch von der Wirkung der zerebrovaskularen Kontroll-
mechanismen, welche die Compliance C),, &ndern, ab. Deshalb gilt:

dVpa —Cp <dea dPiC> i dCpq

(Ppa — Pic). (1.18)

dt At dt dt

Der erste Term auf der rechten Seite der Gleichung (1.18) beschreibt die passiven Blutvolumen-
verdnderungen, die durch transmurale Druckunterschiede ausgelést werden. Der zweite Term
gibt die aktiven Volumenverinderungen aufgrund der Wirkung der Regulationsmechanismen
wieder.

Aus den drei Gleichungen (1.16),(1.17) und (1.18) erhdlt man folgende Differentialgleichung,
welche die Druckveranderung dP,,/dt in diesem pialen arteriellen Compartment wiedergibt:

dPe
dt -

dPa 1 [Pa—Po DPpa—P. dC

At Cpa | Rpa/2 Rpq/2 dt

(Ppa — Pic) (1.19)

1.6 Intrakranielle und extrakranielle venose Zirkulation

Das intrakranielle vaskulare Bett der Venen wird durch eine Serienanordnung von zwei Segmen-
ten beschrieben. Das erste Segment erstreckt sich von den postkapillaren Venolen bis hin zu
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den groflen zerebralen Venen und wird durch den venésen Widerstand R, und die intrakraniel-
le venose Kapazitiat C,; modelliert. Die Blutvolumenverinderungen dV,,/dt in diesem Segment
sind gegeben durch

dV;, Pc_Pv_Pv_va

At~ Ry Rys

(1.20)

wobei R,s der Widerstand der terminalen intrakraniellen Venen und P,; der Druck am duralen
Sinus, d.h. am Schidelausgang, ist.

Die zerebralen Venen verhalten sich passiv, d.h. sie &ndern ihr Volumen nur aufgrund von
Verdnderungen im transmuralen Druck (P, — P;.) und nicht aufgrund von Verdnderungen in
der Compliance Cy;. Daher gilt:

(1.21)

Wy (P dPe
de T\ dt dt )

Da der Einflul der zerebrovaskularen Regulationsmechanismen auf die vendse Vaskulatur ver-
nachléssigbar ist und die groflen zerebralen Venen auch bei erh6htem intrakraniellen Druck nicht
zusammenbrechen (vgl. [15]), wird der Widerstand R, konstant gesetzt. Im Gegensatz dazu wird
die venose Compliance C; nicht als konstant angenommen, sondern wie folgt berechnet

kven

Cm_ (Pv_Pic) _Pvl7 (1'22)
mit kye, konstant. Der Parameter P,; gibt den transmuralen Druck an, an dem die termina-
len zerebralen Venen zusammenbrechen. Durch Einfiihrung dieses Parameters wird die vendse
Compliance im Falle des Zusammenbruchs der terminalen Venen unendlich, da kein Blut aus
den grofien zerebralen Venen in den duralen Sinus fliefen kann. Gleichung (1.22) impliziert eine
exponentielle Druck—Volumen Beziehung innerhalb der Venen, welche mit empirischen Daten
iibereinstimmt. Mittels Gleichungen (1.20), (1.21) und (1.22) ist die Druckverédnderung dP,/dt
in diesem Compartment gegeben durch

de: 1 Pc_Pv_Pv_va>+d-Pic (123)

dt C’( Ry Rys dt

Das zweite Segment reprisentiert die terminalen intrakraniellen Venen bis hin zum duralen
Sinus am Schédelausgang (lateral lakes und bridge veins). Wihrend intrakranieller Hypertension
brechen diese Geféfie an ihrem Eingang in den duralen Sinus zusammen oder verengen sich. Die
Druck—Flufl Beziehung in kollabierenden Réhren kann mit Hilfe eines Starling Resistors ([8, 9])
beschrieben werden:

Im Fall P, > P, > P, ist der Fluf} ¢,s durch die terminalen Venen in den duralen Sinus gegeben
durch g5 = (P, — Pys)/Rys. Im Fall P, > P;. > P, erhilt man einen Fluf} ¢;. aus den groflen
zerebralen Venen in den intrakraniellen Raum, der sich gemif ¢;c = (P, — Pi.)/Rys1 berechnet.

Gilt P, > P, > P,, so erhilt man ¢ = 0. Im Falle des Zusammenbruchs der terminalen Venen
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gilt laut Gleichung (1.22) 1/C,; = 0. Mittels Gleichung (1.23) gilt dann dP,/dt = dP,./dt. Der
dritte Fall, in dem weder Blut in den duralen Sinus noch in den intrakraniellen Raum fliefit,
entspricht nicht der Realitdt. Wegen dP,/dt = dP,./dt kann er durch eine geeignete Wahl der
Anfangswerte bei der Integration ausgeschlossen werden. Man wahlt hierbei P, stets grofier als
P;..

Der Widerstand R, hingt dann von den Driicken des Systems wie folgt ab

Pv - va
Rys=—— R 1.24
Vs Py — Pz'c vsls ( )
wobei R,s1 der terminale ventse Widerstand im Falle P;. = P, ist.

Im Gegensatz zum Modell von [13] wird hier der Sinus—Venendruck P,s nicht konstant gesetzt,
sondern mit Hilfe von Kirchhoffs Gesetz abhéingig von den anderen Driicken des Systems be-
rechnet:
PU_P’US _PUS_PC’U
— t = —5
R'US Rve

Da der Wasserriickflul am duralen Sinus ¢, im Vergleich zu den gegebenen Blutfliissen ver-

(1.25)

nachléssigbar ist, wird g, zur Berechnung von P, gleich 0 gesetzt.

Die extrakranielle venose Zirkulation, ausgehend vom duralen Sinus durch die Vena Cava zuriick
zum Herzen, wird durch einen hydraulischen Widerstand R, und eine hydraulische Compliance
Che modelliert. Diese Parameter werden als konstant angenommen, da bei der Modellierung
keine Mechanismen, die auf diese Blutgefiafie wirken, in Betracht gezogen wurden.

1.7 H;0 Compartment

Mit dem Modell kann die Bildung eines zerebralen Odems beschrieben werden. Diese ist unter
klinischen Aspekten im Verlauf einer Schidel-Hirn—Verletzung von besonderem Interesse. Der
Mechanismus der Odembildung wird durch Wasseraustritt qr an den Kapillaren in den kranio-
spinalen Raum und Wasserriicktritt ¢, am duralen Sinus modelliert. Es wird angenommen, daf
die beiden Prozesse passiv und unidirektional sind. Deshalb gelten die folgenden Gleichungen

P.—P;
efie fylls P> P
= Ry ‘ ' 1.26
1 { 0 sonst ( )
P,.—P,
—tetvs falls P, > P,
— RO c vSs 1'27
o { 0 sonst, ( )

wobei Ry bzw. R, der Austritts— bzw. Riicktrittswiderstand des Wassers ist.

Der Fall eines schweren zerebralen Odems wird durch Verringerung des Austrittswiderstandes
Ry und damit VergroBerung des Wasseraustrittes ¢y simuliert. Dabei wird angenommen, dafl der
RiickfluB g, iiber diesen gesamten Zeitraum konstant und klein ist. Unter physiologischen Bedin-
gungen sind ¢y und ¢, ungeféhr 0. Volumenveridnderungen innerhalb dieses HoO Compartments
sind gegeben durch dVy,o/dt = g5 — go.



1 QUALITATIVE MODELLBESCHREIBUNG 12

L Taut
ACBF G ot ow pass
-
Cpa
hood] L %
Gco Aco oW pass
APaOOZ / 2 filter \j
+
+
TNO R.
Low pass pa
A G
ano NO filter

Abbildung 5: Dieses Blockdiagramm beschreibt die Wirkung der zerebrovaskularen Regulationsmecha-
nismen des Modells. Der obere Ast beschreibt die Autoregulation, der mittlere die C'Os Reaktivitidt und
der untere die NO Reaktivitédt. Als Inputquantitidt der Autoregulation gilt die Verdnderung des zere-
bralen Blutflusses (ACBF = ©4). Die Inputquantititen der COy und NO Mechanismen sind der
Logarithmus des arteriellen C'Oq Parmaldruckes AP,co, =10g,0(Paco,/Pacosn), und der Logarithmus
der NO Produktionsrate, Aqno = logyo(¢no/qnon), respektive. Die Dynamik dieser Mechanismen wird
durch einen Tiefpass Filter erster Ordnung mit Zeitkonstanten T und einem Gewinnfaktor G simuliert.
Die Variablen x4+, xco, und xno sind drei Zustandsvariablen des Modells, die ein MaB fiir die Aktivitét
der Autoregulation, der COs und NO Reaktivitét respektive darstellen, sie sind in ml/mmHg angege-
ben. Der Gewinnfaktor der COy Reaktivitidt wird mit einem Korrekturfaktor Aco, multipliziert, da als
Konsequenz einer Gewebsischidmie die COy Reaktivitét fiir geringe C BF' Werte gesenkt ist. Diese drei
Mechanismen wirken nichtlinear durch eine sigmoidale Beziehung auf die pial arterielle Compliance und
den Widerstand.

1.8 Zerebrovaskulare Regulationsmechanismen

Zerebrovaskulare Regulationsmechanismen wirken auf die glatten Muskelzellen der pialen Ar-
terien und Arteriolen. Dadurch verdndern sie die Muskelspannung dieser Gefiafie und es resul-
tiert, bei einer Verringerung dieser Spannung, eine Gefiflerweiterung (Vasodilatation) und bei
Erhohung eine Gefiafiverengung (Vasokonstriktion). Dadurch, dafi diese Kontrollmechanismen
den Gefiafiradius beeinflussen, &ndern sie auch den Widerstand R, und die Compliance Cp, und
damit das Blutvolumen innerhalb der pial arteriell-arteriolaren Vaskulatur.

Die zerebrovaskularen Regulationsmechanismen werden mit einem Tiefpass Filter erster Ord-
nung mit Zeitkonstante 7 und Regulationsgewinn G modelliert, da sie laut Mitsis et al. [3]
effektiver sind, je mehr niederfrequente Anteile im Frequenzspektrum des Blutdruckes P, vor-
handen sind. Der Regulationsgewinn G ist ein Maf fiir die Intaktheit der Regulation.

In diesem Abschnitt werden drei Mechanismen betrachtet, welche den zerebralen Blutfluf} re-
gulieren. Zwei davon, die Autoregulation und die C'Oy Reaktivitéit, wurden bereits von [13]
beschrieben. Dieses Modell wird durch einen neuen zerebrovaskularen Regulationsmechanismus,
die NO Reaktivitét, erweitert und seine Wirkung auf die pial arterielle Compliance unter Benut-
zung der von [13] gegebenen Idee einer sigmoidalen Beziehung des gesamten Regulationsprozesses
modelliert.
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1.8.1 Autoregulation

Die zerebrale Autoregulation ist der Mechanismus, der eine konstante Hirndurchblutung trotz
Variabilitit des Perfusionsdruckes garantiert.

Weiterhin versteht man darunter die Eigenschaft bestimmter Blutgefifie, auf einen Anstieg des
intravasalen Druckes mit einer Vasokonstriktion bzw. bei einem Druckabfall mit einer Vasodila-
tation zu reagieren.

Verdnderungen innerhalb des intravasalen Druckes sind im allgemeinen schwer mef3bar, sie be-
wirken aber direkte Anderungen im zerebralen BlutfluB, der mit einer Laser-Doppler-Flow—
Technik leicht mefibar ist. Daher wird in diesem Modell die Aktivitdt der Autoregulation durch
Verdnderungen im C'BF modelliert (siehe oberer Zweig aus Abbildung 5). Ihre Wirkung auf die
arteriellen—arteriolaren pialen Gefiafle wird durch eine Tiefpass Filter Dynamik erster Ordnung
mit Zeitkonstante 7,,; und Regulationsgewinn G, beschrieben:

dqus

Taut? = —Tqut + Gaut <q ;;]n) . (128)

Dabei ist die Variable x4, ein Maf fiir die Aktivitiat der Autoregulation und ¢ und ¢, bezeichnen
den gemessenen bzw. den basalen zerebralen Blutfluf3.
Der zerebrale BlutfluBl ¢ wird mit dem Ohm’schen Gesetz berechnet:

Ppa_Pc

Rz (1.29)

q:

1.8.2 (COy Reaktivitit

Die COq Reaktivitdt beschreibt die Abhdngigkeit des zerebralen Blutflusses vom arteriellen Koh-
lendiozidpartialdruck (P,co,).

Fine Erhohung des arteriellen Kohlendioxidpartialdruckes liefert eine Vergréflerung der Koh-
lendioxidkonzentration im Blut. Man nimmt an, dafl dieses CO2 an den Kapillaren ins Gewebe
diffundiert (d.h. die geringe Menge an C'O2, die schon an den Arteriolen zu diffundieren beginnt,
wird vernachlissigt). Aufgrund einer hohen C'Os—Konzentration im Gewebe kommt es dann zur
Akkumulation von verschiedenen sogenannten Metaboliten, wie z.B. dem Wasserstoffion H ', im
zerebralen Parenchym. Diese Metabolite diffundieren anschlieend zum perivaskularen Raum,
wo sie auf die glatten Muskelzellen der pialen Gefiafle wirken, somit eine Vasodilatation hervor-
rufen und zur Erhéhung des zerebralen Blutflusses (CBF = q) beitragen (siehe Abbildung 6).
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Abbildung 6: Verschiedene Metabolite akkumulieren im zerebralen Parenchym als Konsequenz einer
Gewebshypoxie. Diese Metabolite diffundieren dann zum pial arteriellen perivaskularen Raum, wo sie auf
die glatten Muskelzellen dieser Geféifle wirken und eine Vasodilatation hervorrufen.

Der mittlere Zweig in Abbildung 5 représentiert die C'Oy Reaktivitit, welche durch Verédnde-
rungen im P,co, aktiviert wird. Sie wird ebenfalls durch eine Tiefpass Filter Dynamik erster
Ordnung mit Zeitkonstante 7co, und Regulationsgewinn Gco, modelliert:

dzco P.co
T00: g, = = —zco, + Geo,Aco, logyg <Paco = . (1.30)
aCOon

Dabei ist die Variable zco, ein Maf8 fiir die Aktivitdt der C'Oy Reaktivitdt und P,co,, der
arterielle Kohlendioxidpartialdruck unter basalen Bedingungen. Der Korrekturfaktor Aco, wird
in Unterabschnitt 1.8.4 beschrieben.

Die Antwort der pialen GefiiBe auf arterielle COo-Konzentrationséinderungen, und damit Ande-
rungen im F,co,, ist linear mit Verdnderungen des pH-Wertes, d.h. Anderungen der HT—
Konzentration im perivaskularen Raum, verbunden. Weiterhin beschreibt die Henderson—Hassel-
balch Gleichung die Abhéngigkeit des pH-Wertes vom Logarithmus der C'Os—Konzentration.
Aus diesen Griinden ist die Wahl des negativen dekadischen Logarithmus von P,co, als Input
fiir diese Regulation gerechtfertigt.

1.8.3 NO Reaktivitit

Die NO Reaktivitit beschreibt die Abhdngigkeit des zerebralen Blutflusses von der Stickstoffmon-
ozidproduktion (qno) an den Endothelzellen der pialen Gefifse.
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Abbildung 7: Arteriole: Wandautbau aus Endothel (E), Gitterfaserhéiutchen und glatten Muskelzellen
(M). Es kann vorkommen, dafl Endothelzellen und glatte Muskelzellen sich beriihren (aus [16]).

Zur Modellierung dieser Regulation werden folgende Annahmen gemacht:

1. Nur der EinfluB von NO auf die glatten Muskelzellen der pialen Geféafle wird betrachtet,
wohingegen die Antwort der groflen Arterien und Venen auf NO vernachldssigt wird.

2. Obwohl es verschiedene Quellen von NO im Gehirn (z.B. neuronales oder endotheliales
NO) gibt, wird hier nur das an den Endothelzellen produzierte NO betrachtet. Weiterhin
werden keine Wechselwirkungen von NO mit anderen Substanzen beriicksichtigt.

Im Fall eines Schidel-Hirn—Traumas wird Stickstoffmonoxid an den Endothelzellen der pialen
Blutgefifie produziert (sieche Abbildung 7). Diese NO Molekiile wandern durch die Gefifiwand zu
den glatten Muskelzellen und aktivieren dort einen Stoff namens Guanylcyclase, welcher zu einer
erhohten Produktion von guanosine 3',5'—cyclic monophosphate (¢cGMP) mit anschlieflender
Relaxation fithrt. Im Gegensatz dazu fithrt eine Minderproduktion von NO zu einer Kontraktion
der pialen Gefafe.

Der untere Zweig in Abbildung 5 reprasentiert die VO Reaktivitét, welche durch Verdnderungen
in der NO Produktionsrate qyo aktiviert wird. Sie wird durch eine Tiefpass Filter Dynamik
erster Ordnung mit Zeitkonstante 7y und Regulationsgewinn G yo modelliert:

dx N
dt

O O
TNO = —xzn0 + Gno logyg ( an ) . (1.31)

dNOn
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Abbildung 8: Abhéngigkeit des Korrekturfaktors Aco, vom zerebralen Blutfluff q. Der basale Wert des
zerebralen Blutflusses betrédgt im Falle der Ratte q, = 0.1696. Der Korrekturfaktor ist gleich 1, solange
der zerebrale Blutflufi mehr als 50% des basalen Wertes betrégt, danach féllt er exponentiell.

Dabei ist die Variable o ein Maf fiir die Aktivitdat der NO Reaktivitdt und gno, die NO
Produktionsrate unter basalen Bedingungen.

Es wird angenommen, dafl die Produktionsrate gyo in einem linearen Zusammenhang mit der
Konzentration des Stickstoffmonoxids c¢yp in der Gefalwand steht und dafl die Abhéngigkeit
des Gefiafiradius vom Logarithmus der NO Konzentration unter physiologischen Bedingungen
ebenfalls fast linear ist (siehe [17, 18]). Aus diesen Griinden wihlt man den Logarithmus von
gyo als Input fiir diesen Kontrollmechanismus.

Das Minus—Zeichen im oberen Zweig von Abbildung 5 bedeutet, dafl ein Anstieg im CBF' zu
einer Vasokonstriktion mit einer Verringerung der pialen Gefiflkapazitdt und einem Anstieg
des Widerstandes als Konsequenz fiihrt. Die Plus—Zeichen im mittleren und unteren Zweig von
Abbildung 5 geben an, dafl eine Erhohung im arteriellen C'Os Partialdruck oder in der endo-
thelialen NO Produktion zu einer Vasodilatation mit einem Anstieg der pialen Compliance und
einer Verringerung des pialen Widerstandes als fiihrt.

1.8.4 Wirkungen der Kontrollmechanismen auf C,, und R,

Die drei Regulationsmechanismen wirken nichtlinear auf die pialen Geféafle. Die erste Nichtlinea-
ritdt besteht in der Abhéangigkeit der COy Reaktivitét vom Niveau des zerebralen Blutflusses.
D.h. wihrend einer schweren Ischimie sinkt die Stirke der COs Reaktivitéit deutlich, denn eine
schwere Ischdmie ist mit einer Gewebsacidosis, die den Effekt der COs Verdnderungen auf den
perivaskularen pH-Wert dampft, verbunden. Diese Tatsache wird durch den Korrekturfaktor
Aco, ausgedriickt, der wie folgt definiert ist:

1

" T+ exp((—kcoy (4 — n)/an) — bcoy)’ (1.52)

Aco,
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Die Parameter kco, und bco, sind so gewéhlt, dal Aco, ungeféhr 1 ist, solange der C'BF mehr
als 50% des basalen Wertes betriigt und dann exponentiell fillt (siche Abbildung 8).

Fine weitere Nichtlinearitéit ist gegeben durch die Tatsache, daf3 der gesamte Regulationsproze$3
nicht durch die Summe der drei Mechanismen, sondern durch eine sigmoidale Beziehung mit
oberem und unterem S&ttigungsgrad beschrieben wird:

(Cpan - ACpa/Q) + (Cpan + ACm/2) : eXP((xCOg +ITNOo — x(lUt)/kaa)

C. =
pe 1 +exp((zco, +TNO — Taut)/Fc,,)

(1.33)

Dabei ist kco, ein konstanter Parameter, der antiproportional zur Steigung der sigmoidalen
Kurve an Cpq = Cpap ist. Cpap ist die piale arterielle Compliance unter basalen Bedingungen
und AC), gibt die Verdnderungen innerhalb der Compliance an. Die Wahl einer solchen Kurve
fiir die pial arterielle Compliance Cp, ist aufgrund von empirischen Daten gerechtfertigt.

Ein Absinken des CBF' unter den basalen Wert liefert x,,; < 0. Die Vergréflerungen des C'Oq
Partialdruckes und der NO Produktionsrate iiber die basalen Werte liefern zco, > 0 und
xno > 0. Insgesamt gilt also zco, + N0 — Taur > 0 und mittels Gleichung (1.33) erhilt man
eine Erhohung der Compliance aufgrund von Vasodilatation.

Umgekehrt liefert ein Anstieg im C'BF, eine Verringerung des COs Partialdruckes und eine Ver-
ringerung der NO Produktionsrate eine Vasokonstriktion verbunden mit einer Reduktion der
Compliance.

Der Wert des Parameters k¢,, wird so gewihlt, dafl die Steigung der sigmoidalen Kurve an
Cpa = Cpan den Wert +1 besitzt. Diese Bedingung ist erfiillt durch die Annahme k¢, = AC), /4.
Zu beachten ist hierbei, daff die sigmoidale Kurve nicht symmetrisch ist (siche [19, 20]). Der
verursachte Anstieg des Blutvolumens durch Vasodilatation ist grofler als die Verringerung des
Blutvolumens aufgrund von Vasokonstriktion. Deshalb miissen in Gleichung (1.33) zwei verschie-
dene Werte fiir den Parameter AC),, abhéngig davon, ob Vasodilatation oder Vasokonstriktion
betrachtet wird, gewéhlt werden. Man erhélt:

{ TCOoy + TNO — Taut > 0: ACPG - ACpal; kC'pa - ACpa1/4 (1'34)

200y + N0 — Taut <01 ACpa = ACpaz; ke, = ACpa/4-

Betrachten wir noch einmal Gleichung (1.33): Fir (zco,+2N0—2Zqut) — o0 erhilt man Cpq —
(Cpan + ACpq1/2) und (zco, + N0 — Zaut) — —oo liefert Cpy — (Cpan — ACpa2/2). D.h.
Cpan + ACpa1/2 bzw. Cpap — AC)pq2/2 ist der obere bzw. untere Sattigungsgrad der sigmoidalen
Kurve.

Einen Ausdruck fiir dCp,/dt erhdlt man durch Differentiation der Gleichung (1.33)

dCpq _ ACy, . expl(xco, + TNO — Taut)/ kcpa]
dt kc,, {1+ exp[(zco, + N0 — waut)/kcpa]}Q
% d(iL'COg + zé\fo — xaut) ‘ (135)

Die zerebrovaskularen Kontrollmechanismen wirken ebenfalls auf den pial arteriellen Widerstand
R,,. Da das Blutvolumen proportional zum Quadrat des inneren Gefiafiradius und der Wider-
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stand antiproportional zum inneren Gefiafiradius in der 4. Potenz ist, gilt die folgende Beziehung
zwischen pialem arteriellem Volumen und Widerstand
krC?

pan
o = (1.36)
Via

mit kr konstant. Durch Einfiigen des Parameters Cgan in die Gleichung (1.36) erhélt man unter

basalen Bedingungen eine Unabhingigkeit des Widerstandes vom Blutvolumen.

1.9 Katecholamine

Katecholamine ist eine Gruppenbezeichnung fiir die aromatischen Amine Epinephrine (Adrena-
lin) und Norepinephrine (Noradrenalin) und deren Vorstufe Dopamin, die im Nebennierenmark
gebildet werden. Norepinephrine ist zusétzlich ein Neurotransmitter im sympathischen Nerven-
system.

In diesem Abschnitt geht es um die Ausschiittung von Katecholaminen in die Blutbahn und
deren anschliefende Zirkulation durch den Korper. In Strefisituationen und damit insbesondere
bei einem Schidel-Hirn-Trauma wird das sympathische Nervensystem aktiviert. Zur Bewdlti-
gung dieses Stresses werden iiber die Nervenbahnen die Nebennierenhormone Epinephrine und
Norepinephrine ins Blut ausgeschiittet. Da Norepinephrine (NE) der wichtigste Mediator des
sympathischen Nervensystems ist, wird in dem Modell nur dieser Stoff und dessen Wirkung auf
die Herzaktivitat und den Blutfluf§ betrachtet.

Normalerweise wird der grofite Teil von N E iiber die sympathischen Nervenbahnen wieder aufge-
nommen und dort metabolisiert. Ein geringer Anteil bleibt jedoch im Blut zuriick und zirkuliert
durch den Korper. Bei hoher sympathischer Nervenaktivierung (—stimulation) erhht sich der
Anteil an N FE, welcher ins Blut gelangt und nicht reabsorbiert wird, dramatisch.

Fin erhohter Anteil an N FE im Blut fithrt zu einer erhchten Herzrate b, einem erhéhten Schlag-
volumen v und, da @ eine Funktion von b und v ist, zu einer Vergréflerung des Herzzeitvolumens

Q.

1.9.1 Variabilitidt der Herzrate

Die Verénderung der Norepinephrine Konzentration im Blut d[NE]/dt¢ wird durch folgende
Gleichung beschrieben

d[NE]
dt

:r—aNE[NE], (137)

wobei r die konstante NE Ausschiittung wihrend sympathischer Nervenstimulation und ayg
die NE Eliminationsrate ist. Da absolute Werte von [N E] nicht bekannt sind, kann r ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit im Falle sympathischer Nervenaktivierung gleich 1 und ansonsten
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Abbildung 9: Abhéngigkeit der Herzratenvariabilitéit hr von der Menge an Norepinephrine im Blut.
Modellresultate (durchgezogene Kurve) und gemessene Daten (Sterne) von Muchitsch et al. [21].

gleich 0 gesetzt werden. Der Mechanismus der N E Ausschiittung wird also durch den Parameter
r an— bzw. ausgeschaltet. Der Parameter oy g spezifiziert hingegen die Stérke der sympathischen
Nervenstimulation und kann im Laufe der Simulationen verdndert werden.
Die Verdnderung der Herzrate aufgrund eines plotzlichen Anstiegs der Norepinephrine Konzen-
tration [IVE] im Blut wird durch folgende Differentialgleichung beschrieben

dh

Thrd—f = —hr + G(INE)), (1.38)

wobei hr die Herzratenvariabilitét ist und die Funktion G([N E]) gem&8 [22] definiert wird durch

AT maz | N E?
O = 2%

Hierbei bezeichnet hry,,, den maximalen Wert der Herzratenvariabilitdt und kyg gibt die NE
Konzentration an, welche die Hélfte der maximalen Herzratenverinderung liefert.
Die Abhéngigkeit der Herzratenvariabilitit von der Menge an Norepinephrine im Blut ist in

Abbildung 9 gezeigt.
Die neue Herzrate b ist somit gegeben durch

b="b+hr. (1.39)

Das in diesem Kapitel hergeleitete 10 dimensionale Differentialgleichungssystem ist als Ge-
samtiiberblick im Anhang A3 aufgefiihrt.
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2 Modell Ratte

2.1 Parameterbestimmung

In Kapitel 1 wurden allgemeine Modellgleichungen hergeleitet, die den Blutflul durch das Gehirn
und dessen Regulation beschreiben. Um ein Modell zu erhalten, welches speziell die zerebrale
Hamodynamik einer Ratte realistisch beschreibt, ist die richtige Wahl der Modellparameter es-
sentiell.

Zur Bestimmung der Parameterwerte unter basalen Bedingungen wurden gemessene Daten von
Sprague-Dawley Ratten verwendet. Bei den in den nachfolgenden Abschnitten aus der Literatur
zitierten Werte der Parameter und Variablen handelt es sich stets um deren Werte unter basalen
Bedingungen, auch wenn dies nicht immer explizit erwéhnt ist.

Die Werte der Compliances im kraniospinalen Raum, Cj,, Cpq und Cy; und die intrakranielle
Compliance C;. wurden mit Hilfe der Druckkurven dieser Compartments in der Art angepafit,
dal die Modellamplituden der Druckkurven in jedem Compartment mit den gegebenen physio-
logischen Druckamplituden {ibereinstimmten (siche [23, 24, 25, 26]).

Der basale Wert des Widerstandes der grofien und mittleren zerebralen Arterien Rj, wurde mit
dem Hagen-Poiseuille’schen Gesetz berechnet. Alle anderen Modellwidersténde R, Rpq, Ry,
R,s und R, wurden durch Losen der Differentialgleichungen aus Kapitel 1 mit dem Durch-
schnittsdruckwert in jedem Compartment (siehe [23, 24, 25]) bestimmt. Alle Parameter unter
basalen Bedingungen sind in Tabelle 1 gegeben.

Im Einzelnen sieht die Modellkalibrierung wie folgt aus:

2.1.1 Herzzeitvolumen

Zur Bestimmung des Blutvolumens @), welches pro Zeiteinheit vom Herzen in die Aorta gepumpt
wird, wird die Gleichung (1.6) aus Abschnitt 1.2 benutzt:

Q(t,n,d) = sin"(wt) cos(wt — ®)

A(n, @)

Zur Berechnung von () werden folgende Hilfsfunktionen und Parameter benotigt:

e Die Periode p des Herzens ist reziprok zur Herzrate b:

PZE-

e Die Herzfrequenz w berechnet sich wie folgt aus der Periode p bzw. der Herzrate b:

w=— =mb.

T
p
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Abbildung 10: Simulierte Blutdruckkurve der Aorta. Man erhiilt sie durch Losen der Gleichung (1.2).

e Die Parameter n und ® wurden geméif [10] wie folgt gew#hlt:

™
—13, &= .
e 10

e Die Herzrate b hat unter basalen Bedingungen laut [27] den Wert

378
b= 0 Schlége pro Sekunde.

e Da der Durchschnittswert des Herzzeitvolumens laut [27] den Wert Q = bv = 70/60 ml/s
besitzt, erhilt man fiir das Schlagvolumen v:

v = 0.1852ml pro Schlag.

Dieser Parameter gibt an, wieviel Blutvolumen pro Herzschlag aus dem Herzen gepumpt

wird.

2.1.2 Aorta

Der Druck in der Aorta berechnet sich abhéingig vom Herzzeitvolumen () nach der Gleichung

(1.2):
dP, 1 P,
dt — C, (Q - RT) '

e Die Compliance der Aorta C, hat laut [27] den Wert

Cq = 0.0042ml/mmHg.
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Abbildung 11: Simulierte Druckkurve der groBen und mittleren zerebralen Arterien. Man erhilt sie
durch Lésen der Gleichung (1.14).

e Zur Berechnung des systemischen Widerstandes R benutzt man die Tatsache, daf sich
das Blutvolumen in der Aorta unter basalen Bedingungen nicht éndert. Aus der Beziehung

% = 0 erhélt man dann

P,
Q=% (2.1)

Laut [24] hat der systolische Blutdruck den Wert 134 + 7 mmHg und der diastolische
Blutdruck den Wert 9846 mmHg. Es ergibt sich also ein Durchschnittswert des Blutdruckes
von P, = 116 mmHg. Setzt man diesen in die Gleichung (2.1) ein, so erhiilt man fiir den
systemischen Widerstand Rs den Wert

Ry =99.4286 mmHg s/ml.

Der simulierte Druck in der Aorta ist in Abbildung 10 zu sehen.

2.1.3 Grofie und mittlere zerebrale Arterien

Volumenveréinderungen in diesem Compartment sind gegeben durch die Gleichung (1.12):

d‘/la_Pa_-Pla Pla_Ppa

dt R Rpa/2

e Der Widerstand dieser grofien und mittleren zerebralen Arterien R;, berechnet sich aus
dem Hagen—Poiseuille’schen Gesetz R = %, wobei 1 die Viskositét des Blutes innerhalb
dieser Arterien des Gehirns bezeichnet. Laut [28] gilt n = 3.4185-1072 Pa s. Der Durchmes-

ser dieser zerebralen Arterien betrégt laut [29] 0.135 mm. Die Linge wurde eigensténdig
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gemessen und betrigt 15 mm. Aus diesen Werten ergibt sich ein Widerstand der grofien
und mittleren zerebralen Arterien von

Ry, = 47.1609 mmHg s/ml.

e Die arterielle Compliance (), ist abhingig vom transmuralen Druck (P, — P;.) geméaf

Clo = lec_lapic . Als Richtlinie zur Anpassung der Proportionalitétskonstante k¢, wurde eine
Druckkurve der Carotidarterien benutzt (siehe [23]). Der Druck und die Druckamplitude
dieser Gefifle, die extrakraniell den grofien und mittleren zerebralen Arterien vorgeschaltet
sind, sind etwas hoher als Druck und Druckamplitude der groflen und mittleren zerebralen
Arterien. Die Compliance C), wurde so eingestellt, dafl die Druckamplitude dieser Geféafie
23 mmHg betriagt, was geringfiigig niedriger ist, als die Druckamplitude der Carotidgefdfe
(28 mmHg). Man erhélt

ke, = 0.0305ml.

Aus den Daten von [23] berechnet sich ein Durchschnittsdruckwert der Carotidarterien
von P, = 110 mmHg. Weiterhin ist laut [25] der BlutfluB aus den Carotidarterien in die
groflen zerebralen Arterien gegeben durch

P.,— P,
featla 964 + 3ml/min.
Rla

Mit dem oben berechneten Wert des Widerstandes R;, ergibt sich daraus ein Durch-

Gea =

schnittsdruckwert der grofien zerebralen Arterien von Pj, = 108 mmHg.

Eine Simulation des Druckes in den grofien und mittleren zerebralen Arterien ist in Abbildung
11 zu sehen.

2.1.4 Piale Arterien

Die Volumenverénderungen im pialen Compartment sind gegeben durch die Gleichung (1.16):

d‘/pa_Pla_Ppa Ppa_Pc

dt  Rp/2 Rpa/2

Innerhalb dieser Gefafle wirken die Regulationsmechanismen sowohl auf den Widerstand als auch
auf die Compliance. R, und (), sind aus diesem Grund nicht konstant.

e Zur Berechnung des Widerstandes der pialen Arterien unter basalen Bedingungen wurde
ausgenutzt, dafl sich das Volumen innerhalb der grofien und mittleren zerebralen Arterien
nicht dndert, also % = 0 gilt, was wiederum &quivalent ist zu

Pa_-Pla_Pla_Ppa
R Rpa/2

(2.2)



2 MODELL RATTE 25

68

66

641

62

., (MmHg)

60

P

P

58

56

541

52
0

. . . . . . . . .
02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
t(s)

Abbildung 12: Simulierte Druckkurve der pialen Arterien. Man erhélt sie durch Lésen der Gleichung
(1.19).

Fiir den durchschnittlichen Druck in der Aorta gilt wie bereits erwihnt P, = 116 mmHg.
Der systolische und der diastolische Druck in den pialen Geféen haben laut [24] die Werte
67+4 mmHg und 534+ 3 mmHg, so daf} sich ein Durchschnittswert fiir den Druck in diesen
kleinen Gefiien von P,, = 60 mmHg ergibt. Fiir den durchschnittlichen Druckwert und
den Widerstand der grofen zerebralen Arterien benutzt man die bereits berechneten Werte,
P, = 108 mmHg und R;, = 47.1609 mmHg s/ml. Setzt man diese Daten in die Gleichung
(2.2) ein, so erhélt man den pialen Widerstand unter basalen Bedingungen

Rpan = 565.9308 mmHg s/ml.

e Die Compliance der pialen Gefiéfle unter basalen Bedingungen Cp,, wurde so eingestellt,
dafl die Amplitude der Druckkurve etwa 14 mmHg betrigt, d.h. der diastolische und der
systolische Blutdruck bei etwa 53 mmHg und 67 mmHg liegen (vgl. [24]):

Cpan = 4.7277 - 107" ml/mmHg.

Die simulierte Druckkurve dieser pialen Geféfle ist in Abbildung 12 zu sehen.

2.1.5 Kleine und grofle zerebrale Venen

Die Volumenverdnderungen innerhalb der kleinen und groflen zerebralen Venen werden durch
die Gleichung (1.20) berechnet:

dt Ry Rys

dV;) PC_PU_P’U_P’US
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Abbildung 13: Simulierte Druckkurve der zerebralen Venen. Man erhéilt sie durch Lésen der Gleichung
(1.23).

e Der konstante Widerstand R, berechnet sich aus der Beziehung (1.17):

PP PPy
Rya2 Ry

wobei ¢y auch hier vernachlassigbar ist (siche Gleichung (1.26)). Der durchschnittliche

Venendruck P, betriigt laut [30] 74+ 1 mmHg. Da unter basalen Bedingungen dgja =0
gilt, berechnet sich der Kapillardruck P, gemé&f

Pla_Ppa_Ppa_Pc

Rul2 ~ Roj2 (2.3)

Mit den obigen Werten fiir Py, Fpa und R4, erhélt man P. = 12 mmHg. Insgesamt ergibt
sich durch Einsetzen aller nun bekannten Werte in Gleichung (1.17) fiir den Widerstand
der zerebralen Venen

Ry, = 29.4756 mmHg s/ml.

e Die Compliance C,; dieser zerebralen Venen ist vom transmuralen Druck (P, — P,.) abhéin-
gig und berechnet sich geméfl C,; = (l%—%-ﬁ' Der Parameter P,; gibt den transmuralen
Druck bei Zusammenbruch der terminalen Venen an und betrégt laut [13]

P,; = —2.5mmHg.

Die Proportionalitdtskonstante k., wurde so eingestellt, dafl die Amplitude der Druck-
kurve der Venen etwas grofler ist als die Druckamplitude der Jugularvenen. Diese Gefifle
sind den zerebralen Venen nachgeschaltet, befinden sich somit extrakraniell und besitzen
laut [36] eine Druckamplitude von 0.8 + 0.2 mmHg. Mit der Wahl

kyen = 4.9353 - 108 ml
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betriagt die Druckamplitude der zerebralen Venen ungefihr 2 mmHg.

Eine Simulation des Druckverlaufs innerhalb der kleinen und groflen zerebralen Venen ist in
Abbildung 13 gezeigt.

2.1.6 Terminale Venen, duraler Sinus

Der Widerstand der terminalen Venen R,s, ausgehend von den groflen zerebralen Venen bis hin

zum duralen Sinus, ist druckabhéngig. Zur Berechnung seines Wertes unter basalen Bedingungen

wird auch hier die Beziehung dd‘;” = 0 benutzt, welche dquivalent ist zu

PC_PU_P’U_P’US
va B Rvs .

(2.4)

Weiterhin werden fiir P, P, und R,, die durchschnittlichen bzw. basalen Werte von oben be-
nutzt und es wird angenommen, daf3 der Druck am duralen Sinus P,s gleich dem Druck in den
Jugularvenen ist. Nach [23] hat der Jugularvenendruck unter basalen Bedingungen den Wert 2.2
mmHg. Insgesamt ergibt sich also

Rysn = 27.6434 mmHg s/ml.

Der von den Driicken abhéngige Widerstand R,s berechnet sich gemafl R,s = 1;2:1;’1{: R,s1. Mit
den durchschnittlichen Werten der gegebenen Driicke, dem basalen Wert des Widerstandes R,s
und dem durchschnittlichen basalen Wert des intrakraniellen Druckes, welcher laut [31] 6 mmHg

betragt, ergibt sich damit der Widerstand R,s1:

Rys1 = 5.566 mmHg s/ml.

2.1.7 Intrakranieller Raum

Die Volumenveranderungen im gesamten kraniospinalen Raum sind gegeben durch die Gleichung
(1.11):

AP dVia +dV}za n dVy | dVm,o

C’. .
“dt dt dt dt dt

Die intrakranielle Compliance ist antiproportional zum intrakraniellen Druck geméaf C;. = ﬁ.
Die Konstante kg wurde so eingestellt, dafl die intrakranielle Druckkurve eine Amplitude von
1.4 mmHg besitzt, was den Daten von [26] entspricht. Es ergibt sich der Wert

kp=41ml™'.

Fine Simulation des intrakraniellen Druckes ist in Abbildung 14 zu sehen.
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Abbildung 14: Simulierte intrakranielle Druckkurve. Man erhilt sie durch Lésen der Gleichung (1.11).

2.1.8 Extrakranielle Venen

Den Widerstand der extrakraniellen Venen R, erhilt man aus der Bezichung (1.25):

Pv_va va_Pcv

,= v tew 25
Ros ¢ Roe (25)

wobei g, ebenfalls vernachléssigbar ist (siehe Gleichung (1.27)) und der durchschnittliche zentrale
Venendruck P, laut [32] den Wert 1.7 mmHg besitzt. Mit den durchschnittlichen Werten fiir
P, und P,s, sowie dem basalen Wert fiir R, ergibt sich insgesamt

Rye = 2.9476 mmHg s/ml.

2.1.9 Autoregulation

Die Autoregulation des Systems wird durch die Gleichung (1.28) beschrieben:

dzqut q—q
Taut# = —Tqut + Gaut ( 7 “ ).
n

Der Blutflufl unter basalen Bedingungen ¢, ergibt sich aus der Beziehung ¢ = 2(P;,Ra7];1%). Mit

den durchschnittlichen bzw. basalen Werten der Driicke P, und F. und des Widerstandes R,
erhélt man den Flufl
¢n = 0.1696 ml/s.

Der Autoregulationsgewinn (G, wurde durch Anpassung der Modellkurve an die gemessene
Autoregulationskurve von [35] eingestellt und betrigt

Gaut = 0.00006 ml/mmHg.
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Abbildung 15: Simulierte Autoregulationskurve. Die untere Autoregulationsgrenze liegt im Bereich 40 bis
55 mmHg, was mit den Daten von Waschke et al. [33] iibereinstimmt. Der Verlust der Autoregulation mit
einem Anstieg des CBF als Konsequenz tritt bei P, = 150 mmHg ein, was den gemessenen Ergebnissen
von Schaller et al. [34] entspricht.

Die Zeitkonstante 74, hat laut [13] den Wert

Taut — 20s.

2.1.10 COy Reaktivitit

Die CO3 Reaktivitét wird durch die Gleichung (1.30) wiedergegeben:

dzco P,co
TCO, 2 = —xco, + Geo,Aco, logg (Paco =
a on

Dabei wurden die Zeitkonstante 7co, und der Regulationsgewinn G¢o, mit Hilfe von experi-
mentellen Daten von [36] eingestellt. Sie besitzen die folgenden Werte:

Tco, = 50s, Gco, = 0.000435ml/mmHg.
Der basale Wert des arteriellen CO9 Partialdruckes betrigt laut [37]
Pucoyn = 33mmHg.

Fiir den Korrekturfaktor (siehe Gleichung (1.32))

1
" 1+ exp((—kcoy (4 — n)/an) — bcoy)

Aco,

wurden die Konstanten kco, = 27 und bco, = 19 so gewéhlt, dafl er fiir ¢ > 0.5¢g,, den Wert 1
besitzt (siehe Abbildung 8).



2 MODELL RATTE 30

2.1.11 NO Reaktivitit

Die NO Reaktivitdt wird mit Hilfe der Gleichung (1.31) modelliert:

dzno qNO
TNO—q, = ~TNO + Gnologyg ( .
dNOn

Die Ausschiittung von NO an den Endothelzellen unter basalen Bedingungen betrigt laut [38]
gnon = 54.1ng/g Gewebe.

Die Zeitkonstante 7o und der Regulationsgewinn G o wurden mit Hilfe von experimentellen
Daten von [39] und [40] eingestellt. Sie besitzen die folgenden Werte

T~vo = 40s, Gpyo = 0.000125 ml/mmHg.

GeméB [41] ist die Wirkung der NO Produktion an den Endothelzellen auf den arteriellen
Kohlendioxidpartialdruck sehr gering. Deshalb wird hier nur der Einflul von P,co, auf die
Produktionsrate gyo betrachtet. Die Daten von [42] liefern eine 20%ige Erhohung der NO
Produktionsrate bei Vergroflerung des arteriellen COo Partialdruckes um 70%. Aufgrund die-
ser Daten wird die Wechselwirkung der beiden Mechanismen durch folgende lineare Beziehung
beschrieben:

qno = 0.4332 - Pco, + 39.8048. (2.6)

Die Autoregulation wird aufgrund von Veréinderungen im zerebralen Blutflufi durch NO beein-
fluBBt. D.h. obwohl diese beiden Mechanismen nicht direkt miteinander gekoppelt sind, gibt das
Modell den Effekt der NO Reaktivitit auf die Autoregulation wieder.

2.1.12 Sympathische Stimulation

e Die Ausschiittung von Norepinephrine ins Blut im Falle sympathischer Nervenstimulation
wird durch die Gleichung (1.37) beschrieben:
d[NE]
dt

Im Fall » = 1 liegt sympathische Stimulation vor und es wird N FE ins Blut ausgeschiittet,

=r—ang[NE].

im Fall » = 0 liegt keine Stimulation vor. Der Parameter ayg gibt die Stéirke des Stimu-
lationsprozesses wieder und kann somit variiert werden.

e Die Herzratenvariabilitdt in Abh#ngigkeit von Norepinephrine wird durch die Gleichung
(1.38) beschrieben:

dhr b RTmaz [N E]?
Thr—F = — o B ——
rdt kg + [NEJ2
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Cy = 0.0042 ml/mmHg

n=13

v = 0.1852 ml pro Schlag

Ry, = 47.1609 mmHg - s - ml~*
Cpan = 4.7277 - 1077 ml/mmHg
ACp2 = 3.7822 - 1077 ml/mmHg
Ry = 2830 mmHg - s - ml™!

qn = 0.1696 ml - g1

Gaut = 0.00006 ml/mmHg
Gco, = 0.000435 ml/mmHg
TNO — 40 s

gnon = 54.1 ng/g Gewebe

bco, = 19

P., = 1.7 mmHg

P,; = —2.5 mmHg

kp =41 ml~!

Tgr = 2.1s
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R, = 99.4286 mmHg - s - ml~!

b = 378/60 Schlége pro Sekunde
kciq = 0.0305 ml

kr = 1.6258 - 10° mmHg? - s - ml~!
ACpq1 = 6.6188 - 107° ml/mmHg
Ry, = 29.4756 mmHg - s - ml~*

R, =1783 mmHg - s - ml~!

Taut = 20 s

Tco, = 90 s

P.co,n = 33 mmlHg

Gno = 0.000125 ml/mmHg

kco, = 27

Kyen = 4.9353 - 107° ml

Rys1 = 5.566 mmHg - s - ml—!

Rye = 2.9476 mmHg - s - ml~!
hTmaz = 175/60 Schlige pro Sekunde

kngp =6 pg - kg™! - s

Tabelle 1: Basale Werte der Modellparameter fiir das System Ratte.

Die maximale Herzratenvergroflerung hry,q, und die Menge an N E, welche die Halfte der

maximalen Vergrolerung der Herzrate liefert kyp, betragen laut [21] 175/60 Schlidge pro

Sekunde und 6 ug - kg~!- s. Laut [22] betrigt die Zeitkonstante 73, fiir mittlere und hohe

Stimulationsintensitéten 2.1 s und fiir geringe Stimulation 1.1 s.



2 MODELL RATTE 32

2.2 Numerische Simulationen

Mit den gegebenen Parameterwerten aus Tabelle 1 wurden in diesem Kapitel numerische Simula-
tionen durchgefiihrt, um zu zeigen, dafl das Modell eine verniinftige und realistische Beschreibung
des physiologischen Systems wiedergibt.

0.9 T T T T T T 0.3
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0.4
0.15[
0.3

0.2
0.1r

0.1

0 0.05

. P . . . . . . . . . . . .
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Abbildung 16: Links: Simulierte Abhéngigkeit des zerebralen Blutflusses vom arteriellen COo Partial-
druck. Bei Erhéhung des P,co, von 34.3 mmHg auf 49.2 mmHg, wurde von Iadecola et al. [36] ebenfalls
eine 2.3—fache VergréBerung des zerebralen Blutflusses gemessen. Rechts: Simulierte Abhéngigkeit des
zerebralen Blutflusses von Verdnderungen in der NO Produktionsrate qno. Eine Produktionsrate von
qno = 54.1 ng/g Gewebe liefert den basalen Wert des CBF (q,, = 0.1696 ml s~1).

Die simulierte Abhéngigkeit des zerebralen Blutflusses vom arteriellen C'Oy Partialdruck ist
links in Abbildung 16 gezeigt. Man beobachtet bei Erhchung des P,co, von 34.3 mmHg auf
49.2 mmHg eine 2.3-fache Vergroflerung des zerebralen Blutflusses. Dieses Resultat ist ebenfalls
experimentell von Tadecola et al. [36] gemessen worden. Weiterhin wurde der Einflufl von Stick-
stoffmonoxid auf den zerebralen Blutflu} simuliert. Das Resultat ist rechts in Abbildung 16 zu
sehen.

Um zu zeigen, dafl die Wechselwirkung zwischen CO2 und NO Reaktivitét realistisch modelliert
wurde, wird die Abhéngigkeit des P,co, von NO durch Berechnung der COy Reaktivitét mit
basalem Wert von gyo und mit Inhibition der NO Produktion simuliert. Die Resultate sind in
Abbildung 17 zu sehen. Die durchgezogene Kurve stimmt mit der linken Kurve aus Abbildung
16 {iberein, da dort gqvo = gnon gilt. Die gestrichelte Kurve gibt das Simulationsresultat mit
unterdriickter NO Produktion wieder, es gilt gno = 0.1 - gnon- Die resultierende Verkleinerung
des zerebralen Blutflusses in Abhéngigkeit von P,co, aufgrund von NO Produktionsinhibition
stimmt mit den Daten von [39] iiberein.

Weiterhin ist die Anderung der Norepinephrinekonzentration im Blut aufgrund sympathischer
Nervenstimulation und ihre Wirkung auf die Herzrate, das Herzzeitvolumen und den Blutdruck
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Abbildung 17: Simulierte Abhéngigkeit der COy Reaktivitit von Stickstoffmonoxid. Hierzu wurde die
in Gleichung (2.6) gegebene lineare Beziehung zwischen NO Produktion und COs Partialdruck benutzt.
Die durchgezogene Kurve zeigt die Abhéngigkeit des CBF von P,co, unter basalem Wert von qno-
Die gestrichelte Kurve gibt das Simulationsresultat mit unterdriickter NO Produktion wieder, es gilt
gnvo = 0.1 - gnon. Dieses Resultat stimmt mit experimentellen Daten von Wang et al. [39] iiberein.
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Abbildung 18: Links: Simulierter [N E| Anstieg in einem Stimulationsintervall von 0 bis 200 Sekunden
mit einer Stimulationsintensitét von oy g = 0.04. Rechts: Simulierte Herzratenvariabilitéit aufgrund dieser

Verdnderungen in [N E].
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Abbildung 19: Links: Simulierte Anderung des Herzzeitvolumens Q und rechts: simulierte VergroBerung
des Blutdruckes P, aufgrund einer [N E| Erhéhung in einem Stimulationsintervall von 0 bis 200 Sekunden
mit einer Stimulationsintensitét von ayg = 0.04.

mit dem Modell berechnet worden. Die Stéarke der sympathischen Nervenstimulation wird durch
den Parameter ayp reguliert. Wihlt man fiir diesen Parameter den Wert ayp = 0.04, so
erhilt man damit eine numerisch berechnete N EF—Ausschiittung, die mit einer von Mokrane et
al. [22] experimentell gemessenen N E—Ausschiittung, bei einer Stimulation mit der Frequenz
2Hz, iibereinstimmt. Abbildung 18 zeigt den simulierten Anstieg der N FE Konzentration und
die zugehorige simulierte Herzratenvariabilitéit. Jede Erhchung der Herzrate fithrt zu einer Ver-
groflerung des Herzzeitvolumens () und somit zu einer Erhchung des Blutdruckes P,. Der Einflul
der NE Konzentrationséinderungen und somit der Verdnderungen der Herzrate auf diese kar-
dialen Parameter wurde numerisch simuliert und die Resultate sind in Abbildung 19 zu sehen.
Fiir diese Simulationen wurde ein Durchschnittswert fiir das Herzzeitvolumen benutzt, welches
durch @) = b- v mit Herzrate b und Schlagvolumen v (siche [43]) definiert ist.

Zur weiteren Validierung des Modells wurden experimentelle Daten von [31, 33, 34, 44, 45, 46]
als Referenzbeispiele benutzt und mit den numerischen Simulationen verglichen. Diese experi-
mentellen Resultate spiegeln spezielle physiologische Situationen wieder und wurden nicht zur
Kalibrierung des Modells herangezogen.

Hauerberg et al. [45] haben die Abhéngigkeit des zerebralen Blutflusses vom arteriellen C'Oq
Partialdruck unter bestimmten intrakraniellen Druck— und Blutdruckbedingungen gemessen.
Sie haben dazu die zu untersuchenden Sprague—Dawley Ratten in drei Gruppen eingeteilt:

e Gruppe A: Die CO3 Reaktivitidt wurde unter intrakranieller Normotension (P;. = 4 mmHg)
und folgenden Blutdruckwerten Ay: P, = 97 mmHg, As: P, = 77 mmHg und As: P, = 64

mmHg gemessen.
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e Gruppe B: Die CO3 Reaktivitidt wurde unter intrakranieller Hypertension (Pj. = 31 mm-
Hg) und B;: P, = 104 mmHg und Bsy: P, = 123 mmHg gemessen.

e Gruppe C: Der intrakranielle Druck wurde weiter erhoht (P;. = 50 mmHg) und die C'Os
Reaktivitdt wurde fiir folgende Blutdruckwerte ermittelt: Cy: P, = 104 mmHg und Cs:
P, =123 mmHg.

Zur numerischen Simulation wurden die Driicke P, und F;. analog zu den Gruppen A, B und
C verdndert und die COy Reaktivitéit unter diesen Bedingungen berechnet.

Die numerische Simulation der Gruppe A ist links oben in Abbildung 20 gegeben. Eine Verrin-
gerung des arteriellen Blutdruckes unter intrakranieller Normotension liefert eine Verkleinerung
des CBF bei erhohten P,co, Werten.

Das Resultat der Simulation der Gruppe B ist rechts oben in Abbildung 20 zu sehen. Eine
Erhohung des arteriellen Blutdruckes unter intrakranieller Hypertension liefert eine Vergrofie-
rung des C'BF' bei erhohten P,co, Werten.

Die numerische Simulation der Gruppe C' ist in Abbildung 20 unten gegeben. Eine Erhohung des
arteriellen Blutdruckes bei weiter erhohtem P, liefert eine Vergréflerung des C BF' bei erhéhten
P,co, Werten.

Man sieht weiterhin, daf§ die COy Reaktivitéiten fiir die folgenden Blutdruck— und intrakraniellen
Druckwerte dhnlich sind:

1. Pi, =4 mmHg und P, = 97 mmHg
P;. = 31 mmHg und P, = 123 mmHg,

2. Pj. =4 mmHg und P, = 77 mmHg
P;. = 31 mmHg und P, = 104 mmHg
P;. = 50 mmHg und P, = 123 mmHg.

D.h. sie sind immer dann &hnlich, wenn der zerebrale Perfusionsdruck, welcher aus der Differenz
des Blutdruckes und des intrakraniellen Druckes besteht (CPP = P, — P;.), relativ konstant ist.
Die gerade beschriebenen Verénderungen des zerebralen Blutflusses von P,co, in Abhéngigkeit
des Blut— und des intrakraniellen Druckes wurden ebenfalls von [45] in ihren Experimenten be-
obachtet und gemessen.

Die simulierten C'Oy Reaktivitaten fiir unterschiedliche Werte des Blut— und intrakraniellen
Druckes zeigen, dafl der Effekt der Hyperventilation auf den C'BF unter der Bedingung eines
verringerten zerebralen Perfusionsdruckes reduziert ist. Hyperventilation steht fiir die Beschleu-
nigung und/oder Vertiefung der Atmung iiber den Kérperbedarf hinaus. Dadurch wird COs aus
dem Blut abgeatmet und der arterielle COy Partialdruck sowie der C BF' sinken. Eine Verrin-
gerung des C'BF liefert die gewiinschte Reduktion des intrakraniellen Druckes, der bei einem
Schidel-Hirn—Trauma sehr hoch ist.
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Abbildung 20: Links oben: Simulierte Abhiingigkeit des zerebralen Blutflusses von P,co, fiir P, = 4
mmHg und A;: P, = 97 mmHg (durchgezogene Linie), As: P, = 77 mmHg (gestrichelte Linie) und As:
P, = 64 mmHg (gepunktete Linie). Eine Verkleinerung des Blutdrucks unter intrakranieller Normotension
resultiert in einem Absinken des CBF fiir erhohte Werte des P,co, (vgl. experimentelle Daten von [45]).
Oben rechts: Simulierte Abhéngigkeit des CBF von P,co, fiir P,. = 31 mmHg und B;: P, = 104 mmHg
(gestrichelte Linie) und Bg: P, = 123 mmHg (durchgezogene Linie). Eine Erhoéhung des Blutdrucks
liefert eine Vergrofierung des CBF fiir groBere Werte von P,co,. Die Simulationsresultate von Bs und
Ay sind &hnlich. Unten: Simulierte COy Reaktivitédt fiir P, = 50 mmHg und Ci: P, = 104 mmHg
(gepunktete Linie) und Cy: P, = 123 mmHg (gestrichelte Linie). Eine Erhéhung des Blutdrucks liefert
eine Vergrofierung des C BF fiir grofiere Werte von P,co,. Die Simulationsresultate von Co, Ay und By
sind dhnlich. Diese Phénomene sind ebenfalls experimentell von [45] beobachtet und gemessen worden.
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Durch Reduktion des CPP ist der CBF fiir erhohte Werte von P,co, bereits stark verkleinert,
so daf} eine Verringerung des F,c0o, nicht mehr die gewiinschte Verdnderung im C' BF' und somit
im intrakraniellen Druck hervorruft. Deshalb ist es bei der Behandlung von Patienten mit aku-
ter intrakranieller Hypertension wichtig, den C'PP durch Erhohen des Blutdruckes auf einem

normalen und konstanten Wert zu halten.
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Abbildung 21: Links: Experimentell gemessene Daten von [33]. Der arterielle Blutdruck P, wurde von
116 mmHg auf 86, 70, 55 und 40 mmHg gesenkt und der zerebrale Blutflu} fiir die entsprechenden
Druckwerte in ml/100 g/min gemessen. Rechts: Der zerebrale Blutflufi wurde fiir die oben gegebenen
Blutdruckwerte mit dem Modell berechnet. Die Verinderungen des C BF abhéiingig von Anderungen im
Blutdruck sind qualitativ gleich und man sieht, daf3 die untere Autoregulationsgrenze im Bereich von 40
bis 55 mmHg liegen muf.

Zur Validierung der unteren Autoregulationsgrenze, welche im Bereich 40 bis 55 mmHg liegt,
wurde eine Arbeit von [33] benutzt. Analog zu dieser experimentellen Studie wurde der arterielle
Druck ausgehend vom basalen Wert (116 mmHg) nacheinander auf 86, 70, 55 und 40 mmHg
gesenkt und der zerebrale Blutflul zum entsprechenden Druckwert mit dem Modell berechnet.
In Abbildung 21 werden die experimentellen Daten von [33] mit den numerischen Resultaten
verglichen. Bei einer Verringerung des Blutdruckes von 55 auf 40 mmHg ist sowohl in den
gemessenen, als auch in den simulierten Daten eine signifikante Verkleinerung des zerebralen
Blutflusses zu beobachten.

Zur Validierung der oberen Autoregulationsgrenze, welche im Bereich 150 bis 160 mmHg liegt,
wurde eine Arbeit von [34] benutzt. Die Daten der Kontrollgruppe der dort untersuchten Wistar
Ratten werden in Abbildung 22 mit den numerischen Simulationen verglichen. Hierzu wurde der
arterielle Druck um 10, 20, 30, 40 und 50 Prozent seines basalen Wertes erhoht und der zugehorige
zerebrale Blutflul gemessen bzw. berechnet. Wird der Blutdruck um 40 bis 50 Prozent seines
basalen Wertes erhoht, so erkennt man sowohl in den gemessenen als auch in den simulierten



2 MODELL RATTE 38

60

0.28}
s0r 1 0.26f
* 0.24
@ *
E 40 B L
E - 0.22
z ¢
) * g 0.2r
w o *
) S
o sof . 0.18
* * * * *
. 0.16
*
201 J 0.141
0.12f

10

. . . . . . 01 . . . . . .
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
P, (% change) P (% change)

Abbildung 22: Links: Experimentell gemessene Daten von [34]. Der arterielle Blutdruck P, wurde um 10,
20, 30, 40 und 50 Prozent seines basalen Wertes (116 mmHg) erhoht und der regionale zerebrale Blutfluf3
fiir die entsprechenden Blutdruckwerte in LD-Units gemessen (LD-Units = Einheiten der Laser—Doppler—
Flow—Technik mit der der zerebrale Blutfluff experimentell gemessen werden kann). Rechts: Fiir die oben
gegebenen Blutdruckwerte mit dem Modell berechneter zerebraler BlutfluS. Wird der Blutdruck um bis
zu 40 bis 50% seines basalen Wertes erhéht, so ist die VergréBerung des zerebralen Blutflusses in beiden
Fiéllen qualitativ gleich. Die obere Regulationsgrenze liegt also im Bereich 150 bis 160 mmHg.

Daten eine deutliche Vergroflierung des zerebralen Blutflusses.

Im weiteren wurde mit gegebenen experimentellen Daten von [31, 33, 46] ein Closed Head Inju-
ry Modell (CHI) konstruiert, um Verdnderungen der unteren Autoregulationsgrenze in dieser
Situation zu untersuchen. Analog zu den Daten von [31], die eine Schédel-Hirn—Verletzung der
Ratten im Labor nachgestellt haben, wurde der intrakranielle Druck in den ersten fiinf Minu-
ten nach der Verletzung von 6 mmHg auf 33 mmHg erhoht und in den anschliefenden 23 h 55
min auf 28 mmHg abgesenkt. Die Verénderungen im arteriellen C'Oy Partialdruck und in der
Herzrate innerhalb des ersten Tages nach der Verletzung wurden mit experimentellen Daten
von [33] simuliert. Der arterielle Blutdruck wurde unter diesen Bedingungen linear auf 86, 70,
55 und 40 mmHg gesenkt und der zerebrale Blutflul zum entsprechenden Druckwert unter der
Bedingung einer Schidel-Hirn—Verletzung nach einer weiteren Stunde und 25 min berechnet
(d.h. die numerische Berechnung des C' BF' erfolgt nach einer weiteren Integration von 5100 s).
In Abbildung 23 ist die Abhéngigkeit des zerebralen Blutflusses vom arteriellen Druck unter
der oben beschriebenen Situation einer Hirnverletzung gezeigt. Die berechnete untere Autore-
gulationsgrenze hat sich, vom Bereich 40 bis 55 mmHg unter basalen Bedingungen, erhcht und
liegt nun im Bereich 70 bis 86 mmHg. Engelborghs et al. [46] haben unter basalen Bedingun-
gen eine untere Autoregulationsgrenze von 46.9 + 12.7 mmHg gemessen. Die Ratten, bei denen
ein CHI experimentell im Labor simuliert wurde, wiesen eine nach oben verschobene untere
Autoregulationsgrenze von 62.2 + 20.8 mmHg auf. Im Vergleich zu den numerisch simulierten



2 MODELL RATTE 39

0.18

0.16

0.12

0.1r

CBF (mlis)

0.08

0.06 *

0.04 *

0.02 . . . . . . . .
30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
P, (mmHg)

Abbildung 23: Numerisch simulierte Abhéngigkeit des CBF vom arteriellen Druck im Falle einer
Schédel-Hirn—Verletzung. Die Werte fiir den intrakraniellen Druck P;., den COy Partialdruck P,co,
und die Herzrate b in einer solchen Situation sind durch experimentelle Daten von [31] und [33] gegeben.
Die untere Autoregulationsgrenze ist erhoht und liegt nun im Bereich 70 bis 86 mmHg.

Daten ist auch hier eine deutliche Vergréflerung der unteren Autoregulationsgrenze im Falle
einer Schiadel-Hirn—Verletzung zu beobachten.

In Abbildung 24 ist der Effekt der NO Inhibition mit N“-nitro-L—arginine Methylesther (L—
NAME) (20 mg/kg) auf den arteriellen Druck P, und den Laser-Doppler-Fluf} in der Grof-
hirnrinde einer Ratte gezeigt. Hudetz et al. [44] haben den Laser-Doppler—Flufl (LDF') dreiflig
Minuten nach Administration von L-NAME gemessen und festgestellt, dafl er von 159 &+ 14 auf
135 £ 11 perfusion units (PU) gesunken war (15%ige Reduktion). Der arterielle Druck hingegen
erhohte sich von 105 +4 mmHg auf 132 + 6 mmHg, was einer 26%igen Vergroflerung entspricht.
Der Effekt der Stickstoffmonoxidinhibition auf den zerebralen Blutflufl wurde numerisch simu-
liert, indem die folgenden Parameter linear innerhalb von dreiflig Minuten (bedeutet: Integration
itber 1800 s) veréndert wurden: der basale Wert des Blutdruckes (P, = 116 mmHg) wurde auf
146.16 mmHg erhoht, was einer 26%igen Vergroflerung entspricht. Die basale NO Produktions-
rate (qvo = 54.1 ng/g Gewebe) wurde auf 5.4 ng/g Gewebe verkleinert. Diese Verringerung der
NO Produktionsrate um 90% entspricht einer NO Inhibition mit L-NAME. Nach weiterer Inte-
gration von 1800 Sekunden wurde der zerebrale Blutflul berechnet und festgestellt, dal er von
0.1696 ml s~ ! auf 0.1393 ml s~! gesunken war. Diese 17.8%ige Verringerung des CBF stimmt
gut mit der von [44] experimentell gemessenen 15%igen Reduktion des LDF iiberein.

Atan et al. [47] haben in einem anderen Experiment die Wirkung der NO Inhibition auf den
Blutflul wiahrend eines himorrhagischen Schocks, d.h. wihrend einer Schadel-Hirn—Verletzung,
untersucht. Ein solcher Schock wurde induziert, indem in 2-Minuten—Intervallen Blut abgenom-
men wurde, bis der arterielle Blutdruck auf den Wert 40 mmHg gesunken war. Danach wurde der
Blutdruck kiinstlich 60 Minuten lang auf diesem Level gehalten. Dann wurde L-NAME injiziert
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Abbildung 24: Links: Experimentell gemessene Daten von [44], welche die Wirkung der NO Inhibition
mit L-NAME auf den arteriellen Druck P, und den Laser—Doppler—Flufl (LDF) in der GrofShirnrinde
einer Ratte zeigen. x, Kontrollgruppe; o, L-NAME. Rechts: Numerisch simulierter Effekt der L-NAME
Injektion und des erhohten Blutdruckes P, auf den CBF. Eine 26%ige Erhohung des Blutdruckes und
eine 90%ige Verringerung der NO Produktionsrate liefern eine 17.8%ige Verkleinerung des C BF'. Dieses
Resultat stimmt gut mit der von [44] experimentell gemessenen 15%igen Reduktion des LDF iiberein.

und die kiinstliche Konstanthaltung des Blutdruckes beendet. Das Ergebnis dieses Experimentes
war eine etwa 50%ige Verringerung des zerebralen Blutflusses.

Stellt man diese Versuchssituation numerisch nach, so erhélt man nach Verringerung des Blut-
drucks auf 40 mmHg und Verkleinerung der NO Produktionsrate auf 5.4 ng/g Gewebe, was
der Injektion von L-NAME entspricht, eine Verringerung des zerebralen Blutflusses um 56.72%.
Dieses Ergebnis stimmt gut mit dem experimentellen Daten von [47] iiberein.

Wiéhrend eines hédmorrhagischen Schocks, d.h. einer Schiddel-Hirn—Verletzung, kommt es zur
Uberproduktion von NO Molekiilen und somit zur Erhohung des CBF und des intrakraniellen
Druckes. Ein hoher intrakranieller Druck verlangt nach Intervention. Spritzt man also in die-
sem Fall einen Stoff, der die produzierten NO Molekiile bindet, so bewirkt man ein Absinken
im C'BF und somit auch im intrakraniellen Druck. Obige Simulationen zeigen, dafl das Modell
diese gewiinschte Verringerung des C'BF’ liefert.
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3 Modell Mensch

3.1 Parameterbestimmung

Die Parameter der in Kapitel 1 allgemein hergeleiteten Modellgleichungen werden in diesem
Kapitel so bestimmt, daf3 das resultierende Modell die zerebrale Himodynamik des Menschen
realistisch beschreibt.

Der einzige Unterschied zwischen den Gleichungen des Modells Mensch und des Modells Ratte
aus Kapitel 2 besteht in dem Zusammenhang zwischen der NO und der C'O2 Reaktivitit, welcher
fiir die Ratte durch die Gleichung (2.6) beschrieben ist:

gno = 0.4332 - Pyco, + 39.8048.

Im Falle des Menschen gibt es keine verldfilichen Quellen, die eine entsprechende Abhéngigkeit
der NO Produktionsrate vom P,co, oder umgekehrt beschreiben. Aus diesem Grund ist keine
Relation zwischen ¢nyo und P,co, im Modell Mensch beriicksichtigt worden.

In den nachfolgenden Kapiteln wird sowohl das Modell Mensch als auch das Modell Ratte ana-
lysiert und die Ergebnisse werden miteinander verglichen.

Die fiir das Modell Mensch notwendigen Parameter sind wie folgt bestimmt, bzw. von fritheren
Arbeiten iibernommen worden:

Die arterielle Compliance C, wurde so gewahlt, dafl der diastolische Druck 80 mmHg und der
systolische Druck 120 mmHg betragen, d.h. die Amplitude den Wert 40 mmHg besitzt. Dies
stimmt mit allgemein bekannten physiologischen Daten iiberein.

Die Werte fiir den systemischen Widerstand R, die Herzrate b und das Schlagvolumen v sind
von Peskin et al. [43] iibernommen worden.

Der Parameter k¢, ist ein Ma8 fiir die Compliance der grofien und mittleren zerebralen Arterien
(Cia = k¢, /(Pia — Pic)) und so gewahlt, dafl die Compliance unter basalen Bedingungen 0.8
ml/mmHg betrigt. McGavock et al. [48] haben in ihrer experimentellen Arbeit eine Compliance
dieser zerebralen Arterien von 1.0 &+ 0.4 ml/mmHg gemessen.

Die Arbeiten von Ursino et al. [4, 13] bildeten die Grundlage fiir das in Kapitel 1 hergeleite-
te Modell. Die darin gegebenen Werte fiir die Parameter, welche den Widerstand der grofien
zerebralen Arterien, die Compliance und den Widerstand der pialen und der intra— und ex-
trakraniellen venosen Gefifle, sowie die Autoregulation und die C'Os Reaktivitit im Falle des
Menschen beschreiben, sind fiir dieses Modell iibernommen worden und mussten nicht wie im
Falle der Ratte (siehe Kapitel 2) berechnet bzw. kalibriert werden.

Der Wert der basalen NO Produktionsrate betriigt laut Vaughn et al. [49] 6.8 x 10~ pumol
um~2 - 571 Da die produzierten NO Molekiile sehr schnell nach Produktion metabolisiert wer-
den, wurde die Zeitkonstante fiir diesen Mechanismus 70 als ein Viertel der Zeitkonstante der
COy Reaktivitdt 7o, gewdhlt.

Die Parameter hry,qz, The, by und 7n g, welche den Prozefl der sympathischen Stimulation be-



3 MODELL MENSCH

Cy = 1.5 ml/mmHg

b = 80/60 Schlége pro Sekunde
kc,, = 64.4 ml

kg = 13100 mmHg? - s - ml™*
ACpq1 = 2.87 ml/mmHg

Rpy = 0.88 mmHg - s - ml™!
R, =526.3 mmHg - s - ml™*
Tout = 20's

Tco, = 40 s

P.co,n = 40 mmHg

Gno = 5 ml/mmHg

kco, = 15

kyen = 0.155 ml

Rys1 = 0.366 mmHg - s - ml~!
Rye = 0.16 mmHg - s - ml™*

hTmaz = 72.6/60 Schlige pro Sekunde

kf =121 Hz
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R, =1.05 mmHg - s - ml™!
v = 70 ml pro Schlag

Ry, = 0.6 mmHg - s - ml™!
Cpan = 0.205 ml/mmHg
ACpe2 = 0.164 ml/mmHg
Ry = 2380 mmHg - s - ml™!
¢n =125 ml - 57!

Gaut = 3 ml/mmHg

Gco, = 8 ml/mmHg

™~vo =10 s

qNOn = 6.8 x 107 ymol -pm=2 - 571
bco, = 0.5

Pcv =4 ITlIIng

P,; = —2.5 mmHg
kp =0.077 ml~!
Thr — 5 s

TNE =9s

Tabelle 2: Basale Werte der Modellparameter des Systems Mensch.

schreiben, sind in einer Arbeit von Mokrane et al. [22] fiir Hunde angegeben. Da fiir diese
Parameter keine mir zugénglichen Patientendaten existieren und die kardialen Parameter von
30 bis 40 kg schweren Hunden laut [22] mit denen des Menschen vergleichbar sind, wurden die
Daten von [22] in das System iibernommen.

3.2 Numerische Simulationen

Mit den gegebenen Parameterwerten aus Tabelle 2 wurden numerische Simulationen durch-
gefiihrt, um zu zeigen, dafl das Modell ebenfalls eine verniinftige und realistische Beschreibung
der zerebralen Perfusion des Menschen wiedergibt.

In Abbildung 25 links ist die Autoregulationskurve des Menschen gezeigt, welche die Abhéngig-
keit des zerebralen Blutflusses vom arteriellen Blutdruck wiedergibt. Die untere bzw. obere
Autoregulationsgrenze liegt bei 50 mmHg bzw. 140 mmHg. Ursino et al. [13] haben diese Gren-
zen ebenfalls durch Simulation erhalten und mit experimentellen Daten belegt.

Die Abhéngigkeit des zerebralen Blutflusses vom arteriellen C'Os Partialdruck ist in Abbildung
25 rechts zu sehen. Die Simulationsergebnisse stimmen mit gemessenen Daten von Harper et al.
[50] und mit simulierten Ergebnissen von [13] iiberein.

Links in Abbildung 26 ist die NO Reaktivitéit gezeigt. Die simulierte Abhéngigkeit des C BF von
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Abbildung 25: Regulationsmechanismen des Modells Mensch. Links: Autoregulationskurve, untere und
obere Autoregulationsgrenze liegen bei P, = 50 mmHg und P, = 140 mmHg (vgl. [13]). Rechts: CO4
Reaktivitit. Die simulierte Verdnderung des CBF aufgrund von Anderungen im P,co, stimmt mit

gemessenen Daten von Harper et al. [50] iiberein.
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Abbildung 26: Links: NO Reaktivitit. Die simulierte Anderung des C BF aufgrund von Verinderungen
in der NO Produktionsrate stimmt mit Daten von Kavdia et al. [51] iiberein. Rechts: Abhéngigkeit der

COs Reaktivitédt von der NO Produktionsrate: qvo = 6.8 (basaler Wert, durchgezogene Linie), qvo = 5
(gestrichelte Linie) und qno = 4 (gepunktete Linie).
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der NO Produktionsrate stimmt mit Daten von Kavdia et al. [51] {iberein, die in ihrem Modell
die Abhéngigkeit des Gefafidurchmessers von der endothelialen NO Konzentration simuliert und
mit gemessenen Daten belegt haben. Der basale Wert der NO Produktionsrate qyo betriagt 6.8.
Bei zusétzlicher NO Produktion weiten sich die pialen Geféifle und der zerebrale Blutflul steigt
an, wohingegen bei Verminderung der NO Produktion die Gefifle kontrahieren und der zerebrale
Blutfluf} sinkt.

Abbildung 26 rechts zeigt die Abhéngigkeit der C'Oy Reaktivitit von der NO Produktionsrate.
Man sieht, dal der NO Mechanismus trotz Vernachléssigung einer direkten Beziehung zwischen
P,co, und qno, einen indirekten und sehr starken Einflul auf die COy Reaktivitédt hat. Dieser
indirekte Einflu gilt aufgrund der Anderung des zerebralen Blutflusses durch NO, welche auf
der einen Seite als Input der Autoregulation dient und auf der anderen Seite den Korrekturfaktor
Aco, der CO2 Reaktivitdat beeinfluit und somit die Stérke dieser Regulation beeintréichtigt.
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4 Analyse der Modelle Mensch und Ratte

In diesem Kapitel moéchte ich die beiden gegebenen Modelle analysieren und miteinander ver-
gleichen. In der Entwicklung der Modelle wurde das Herzzeitvolumen als periodische Funktion
beschrieben, um einen pulsatilen Blutflu} und periodische Driicke innerhalb des Systems, d.h.
um ein realistischeres Modell zu erhalten.

Die Analysen der Systeme werde ich mit mittleren Driicken und mittlerem Blutflufl durchfiihren,
welche man mit dem Ansatz Q = b - v erhilt. Diese Funktion Q héingt von der Herzrate b und
dem Schlagvolumen v ab. Sie gibt laut [43] den mittleren Wert des Herzzeitvolumens an. Die
Modellgleichungen sind damit autonom.

Um die Anzahl der zu untersuchenden Parameter sinnvoll zu reduzieren, werde ich nur auf die
physiologisch wichtigsten Mechanismen, auf die auch in der Modellbildung der Schwerpunkt
gelegt wurde, eingehen: 1. die Ausschiittung von Norepinephrine aufgrund sympathischer Sti-
mulation, 2. die Odembildung, 3. die Autoregulation, 4. die CO, Reaktivitit und 5. die NO
Reaktivitdt. Bei der Analyse dieser Mechanismen werde ich jeweils zuerst das System Mensch
und danach das System Ratte untersuchen und abschlielend eine entsprechende Schluf(folgerung
ziehen.

Der Einfachheit halber werde ich bei den Analysen auf die Einheiten der Parameter und Varia-
blen verzichten.

4.1 Sympathische Stimulation

Zur Untersuchung der Wirkung von Norepinephrine auf die Herzrate, das Herzzeitvolumen und
somit auf den Blutdruck wird ein 3 dimensionales System betrachtet, welches sich durch Ein-
schrinkung des in Kapitel 1 hergeleiteten 10 dimensionalen Systems (vgl. Anhang A3) ergibt.
Die iibrigen 7 Gleichungen des Systems spielen fiir diesen Mechanismus der sympathischen Sti-
mulation keine Rolle und werden daher auler Acht gelassen. Das 3 dimensionale System lautet:

dP, 1 P,
i - C (Q - R_> 1)
dINE
[dt ] = r—anNg[NE] (4.2)
dhr h7maz | N E)?
. - _h _maxrl” =) 4.3
7t "R+ INEP (4.3)

Die Gleichung (4.1) ist mit den Gleichungen (4.2) und (4.3) gekoppelt, da sich das Herzzeitvo-
lumen @ aus dem Produkt von Herzrate und Schlagvolumen berechnet und die Herzrate geméf
Gleichung (1.39) durch die Herzratenvariabilitit hr verdndert wird. Der bei diesem Mechanis-
mus interessante Parameter ist die N E Eliminationsrate ayg.
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Das System ist analytisch 16sbar und die Losungen sind

Pa — (PaO - QRs)eXp(_t/(CaRs)) + QRS

INE] = —(1—exp(—anpt))
ONE
_ hrmaa[NEJ?
hr = W(l_e)@(_t/ﬁwﬂ))a

wobei P,y den Anfangswert des arteriellen Druckes P, bezeichnet. Der Gleichgewichtspunkt liegt

- TAT T T Tmazx 2
an Py = QRs, [NE] = r/ang und hr = Z?Vm&gz

4.1.1 Sympathische Stimulation — Mensch

Die Abhéngigkeit der NE Konzentration, der Herzratenvariabilitét, des Herzzeitvolumens und
des Blutdrucks vom Stimulationsparameter ayp im Fall des Menschen sind in Abbildung 27
zu sehen. Wie auch am Gleichgewichtspunkt des Systems erkennbar, ist beim Grenziibergang
anyg — 0 folgendes zu beobachten:

el
»
®
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‘NE NE

180

170

160

150

140

Q (miis)
P, (mmHg)

130

120

110

100

Abbildung 27: Abhéngigkeit der N E Konzentration (oben links), der Herzratenvariabilitéit (oben rechts),
des Herzzeitvolumens (unten links) und des Blutdruckes (unten rechts) vom Stimulationsparameter oy g
im Fall des Menschen; r wurde hierbei gleich 1 gesetzt. Die Gleichgewichtskurven sind iiber das gesamte
an g—Intervall stabil und es befinden sich keine Bifurkationen darauf.
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Die N FE Konzentration geht gegen oo, da weniger Norepinephrine aus dem Blut eliminiert wird.
Die Herzratenvariabilitidt konvergiert gegen ihren maximalen Wert von 72.6/60 und somit das
Herzzeitvolumen gegen 178.03. Der Blutdruck P, konvergiert gegen QQ Rs = 186.935.

4.1.2 Sympathische Stimulation — Ratte

Die Abhéngigkeit der NE Konzentration, der Herzratenvariabilitit, des Herzzeitvolumens und
des Blutdruckes vom Stimulationsparameter anpg im Fall der Ratte sind in Abbildung 28 zu
sehen. Wie ebenfalls am Gleichgewichtspunkt des Systems erkennbar, ist beim Grenziibergang
anyp — 0 folgendes zu beobachten: Die NE Konzentration geht gegen oo, da weniger NFE
eliminiert wird. Die Herzratenvariabilitit konvergiert gegen ihren maximalen Wert von 175/60
und somit das Herzzeitvolumen gegen 1.7069. Man erhélt fiir oy — 0 ebenfalls einen endlichen
Grenzwert des Blutdruckes von 169.7173.
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Abbildung 28: Abhingigkeit der N E Konzentration (oben links), der Herzratenvariabilitéit (oben rechts),
des Herzzeitvolumens (unten links) und des Blutdruckes (unten rechts) vom Stimulationsparameter ay g
im Fall der Ratte; r wurde hierbei gleich 1 gesetzt. Die Gleichgewichtskurven sind iiber das gesamte
an g-Intervall stabil und es befinden sich keine Bifurkationen darauf.

Sowohl im Fall des Systems Mensch als auch im Fall des Systems Ratte sind die untersuchten
Gleichgewichtskurven iiber das gesamte apnp—Intervall stabil und es sind keine Bifurkationen

darauf vorhanden.
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Der Mechanismus der sympathischen Stimulation wird in den Analysen der zerebrovaskularen
Regulationsmechanismen in den nachfolgenden Abschnitten aufler Acht gelassen, da in diesem
keine nichtlinearen Phdnomene auftreten. Das bedeutet, dafl der Parameter r, welcher die Sti-
mulation ein— bzw. ausschaltet, gleich 0 gesetzt wird. Integriert man nun mit den Anfangswerten
[NE] = 0 und hr = 0, so liefern die Gleichungen (4.2) und (4.3) keine Verdnderung der NE
Konzentration bzw. der Herzrate. Daher werden die Gleichungen (4.2) und (4.3) im urspriing-
lichen 10 dimensionalen System (siche Kapitel 1 bzw. Anhang A3) weggelassen und es wird in
den nachfolgenden Abschnitten das verbleibende 8 dimensionale System untersucht.
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4.2 Odembildung

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit der Frage, wie sich der intrakranielle Druck in Abhéngigkeit
der Stérke eines Odems verindert. Weiterhin ist interessant, inwieweit die Inputparameter der
Regulationsmechanismen P,co, und gno die auftretenden Oszillationen in diesem Mechanismus
der Odembildung beeinflussen. Eine Odembildung ist durch Wasserausflu an den Kapillaren
und durch Reabsorption am duralen Sinus definiert und wird durch Reduktion des Austritts-
widerstandes Ry und durch Erhéhung des RiickfluBwiderstandes R, simuliert. Diese Parameter

werden daher im Folgenden als Bifurkationsparameter gewéhlt.

4.2.1 Analyse des verkleinerten Systems Mensch

Betrachtet wird der Mechanismus der Odembildung zunéichst im Fall des Menschen. Hierzu wird
das in Kapitel 1 aufgestellte 10 dimensionale System (siehe Anhang A3) geeignet verkleinert. Da
der Mechanismus der sympathischen Stimulation hier nicht von Interesse ist, werden die beiden
zugehorigen Gleichungen (1.37) und (1.38) auBler Acht gelassen. Weiterhin wird angenommen,
dafl das Volumen innerhalb der grofien und mittleren zerebralen Arterien nicht aktiv durch die
zerebrovaskularen Regulationsmechanismen verédndert wird. Diese Volumenverénderung wird
daher in der gesamten Volumenverdnderung des intrakraniellen Raumes nicht beriicksichtigt
und die Gleichung (1.14) vernachlissigt. Das zu untersuchende System ist also 7 dimensional.
Die gesamte Volumen— bzw. Druckverdnderung innerhalb des intrakraniellen Raumes, sowie der
Blutflufl in die pialen Gefifle sind somit gegeben durch

dVie _ dVpo Vo
at ac | ar T e
dpP, 1 Pi—Pw  Pu—P. P.—P, P,— Py, -
a  ~ Cw ((Rla + Rpa/2)  Rpa/2 Ry Ree U q°>
o Pa B Ppa
= (Ria+ Rpa/2)

Als Bifurkationsparameter wurde der Widerstand Ry gewihlt. Das zugehorige Bifurkationsdia-
gramm ist in Abbildung 29 gezeigt. An Ry = 154.7669 befindet sich ein Hopfpunkt, an dem
periodische Losungen enstehen und die Gleichgewichtskurve instabil wird. Die Eigenwerte sind
A2 = Fiw mit w = 0.0294736 und der erste Lyapunovkoeffizient lautet i = 1.20753 - 107.
An Ry = 89.9499 befindet sich ein weiterer Hopfpunkt mit den Eigenwerten A/, = +iw mit
w = 0.0233547 und dem ersten Lyapunovkoeffizienten [; = 6.70342, an dem die periodischen
Losungen verschwinden und der Ast der Gleichgewichtslosungen wieder stabil wird. In Abbil-
dung 29 unten ist der zeitliche Verlauf des intrakraniellen Druckes bei linearer Erhohung von
Ry von 80 auf 190 gezeigt. Das Entstehen und Verschwinden der periodischen Losungen an den
Hopfpunkten ist deutlich erkennbar.
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Abbildung 29: Oben: Bifurkationsdiagramm, in dem der intrakranielle Druck in Abhéngigkeit des Pa-
rameters Ry gezeigt ist. An Ry = 154.7669 befindet sich der erste Hopfpunkt (H), an dem periodische
Losungen enstehen und die Gleichgewichtskurve instabil wird (Fortsetzung von Ry = 2380 in Rich-
tung 0). Die Eigenwerte sind A/, = Fiw mit w = 0.0294736 und der erste Lyapunovkoeffizient lautet
li = 1.20753 - 107. An Ry = 89.9499 befindet sich ein weiterer Hopfpunkt (H) mit den Eigenwerten
A1/2 = Fiw mit w = 0.0233547 und l; = 6.70342, an dem die periodischen Lisungen verschwinden und
der Ast der Gleichgewichtslosungen wieder stabil wird (- stabil, - instabil). Unten: Der intrakranielle
Druck ist gegen die Zeit aufgetragen. Es wurde von 0 bis 50000 integriert und parallel Ry linear von 80
auf 190 erhéht. Man kann deutlich das Entstehen bzw. Verschwinden der periodischen Lisungen erkennen.
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Um festzustellen, ob es sich an den Hopfpunkten um einen harten oder weichen Stabilitéits-
verlust der Gleichgewichtskurve handelt, wurden in Abbildung 30 die Situationen lokal um die
Verzweigungspunkte genauer untersucht. Man sieht, dafl in beiden Féllen eine subkritische Hopf-
bifurkation vorliegt, was auch die positiven Lyapunovkoeffizienten bestétigen. Von der stabilen
Gleichgewichtskurve, welche einen harten Verlust der Stabilitét erleidet, zweigen jeweils instabile
periodische Losungen ab. Diese konnten aufgrund numerischer Probleme nur teilweise berechnet
werden. In Abbildung 31 sieht man, dafl die periodische Losung fiir Ry = 154.7677 steifer ist als
die fiir Ry = 87.5232, was die numerischen Probleme bei der Fortsetzung erklért.
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Abbildung 30: Links: Situation am Hopfpunkt an Ry = 89.9499: Es zweigen instabile periodische
Losungen vom Gleichgewichtsast ab, welcher die Stabilitit verliert. Rechts: Situation am Hopfpunkt
an Ry = 154.7669: Auch hier zweigen instabile periodische Losungen vom Gleichgewichtsast ab, welche
aus numerischen Griinden nicht berechnet werden konnten. (- stabil, - instabil). Weiterhin sind zwar
in der Ndhe beider Hopfpunkte die stabilen periodischen Orbits eingezeichnet, aber nur ein Limitpunkt
(LP), an dem der Ast der periodischen Losungen die Stabilitédt wechselt, konnte berechnet werden. Er
befindet sich an Ry = 87.52. Das bistabile Gebiet am Hopfpunkt an Ry = 154.7669 ist wesentlich kleiner,
als das zum Hopfpunkt an Ry = 89.9499 gehdrige.

Die Fortsetzung des gefundenen Hopfpunktes an R; = 89.9499 gegen den Parameter kp ist
links in Abbildung 32 zu sehen. Der Parameter kg ist ein Maf fiir die Gréfle der intrakraniellen
Compliance, welche iiber die Beziehung C;. = 1/(kgP;.) berechnet wird. Man sieht, daf sich
bei einer Verringerung des Austrittswiderstandes Ry von 89 auf 80 der Parameter kg sehr stark
vergroflert. Wiahlt man also als Wert fiir den Widerstand Ry = 80, so mufl der Parameter
kg auf etwa das 100—fache erhcht und damit die intrakranielle Compliance stark verkleinert
werden, um ein Entstehen von Oszillationen im System zu erhalten. An Ry = 108.0423 und
kg = 0.03003 befindet sich ein verallgemeinerter Hopfpunkt (GH) auch Bautin-Bifurkation
genannt. An diesem Punkt ist der erste Lyapunovkoeffizient gleich 0, was bedeutet, dafl sich die
Stabilitdt der an den Hopfpunkten abzweigenden periodischen Orbits dndert.

Setzt man den Hopfpunkt an Ry = 89.9499 gegen die NO Produktionsrate gyo fort, so erhilt
man die Hopfkurve rechts in Abbildung 32. Fiir Ry — oo gilt gvo — oo und fiir Ry — 0
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Abbildung 31: Links: Periodische Losung fiir Ry = 87.5232. Die restlichen Parameter besitzen die basalen
Werte. Rechts: Periodische Losung fiir Ry = 154.7677 (Kurven nach Einschwingen). Die Form der Wellen
ist unterschiedlich und die Frequenz erhoht sich bei Verkleinerung von Ry. Weiterhin sieht man, daf3
die periodische Losung fiir Ry = 154.7677 steifer ist, als die fiir Ry = 87.5232, was die numerischen
Schwierigkeiten der Fortsetzung dieser periodischen Lésung (sieche Abbildung 30) erkléirt.
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Abbildung 32: Links: Fortsetzung des Hopfpunktes an Ry = 89.9499; kg wurde als zweiter Parameter
gewdhlt. An Ry = 108.0423 und kr = 0.03003 befindet sich ein verallgemeinerter Hopfpunkt. Rechts:
Fortsetzung des Hopfpunktes an Ry = 89.9499; qnvo wurde als zweiter Parameter gewéhlt. An Ry =
50.23542 und qno = 3.02547 befindet sich ein verallgemeinerter Hopfpunkt. An diesem Punkt konnte
die Hopfkurve aus numerischen Griinden nicht weiter fortgesetzt werden. Es sind jeweils keine weiteren

Bifurkationspunkte auf den stabilen Hoptkurven vorhanden.
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gilt gvo — 0. D.h. bei hohen Werten von Ry mufl die Produktion an NO erhoht werden, um
oszillatorisches Verhalten beobachten zu kénnen, wobei bei kleinen Werten von Ry, d.h. bei
einem hohen Wasserausflul in den kraniospinalen Raum, die NO Produktionsrate entsprechend
niedrig sein kann, um Oszillationen zu erhalten. Weiterhin befindet sich an Ry = 50.23542 und
gno = 3.02547 ein verallgemeinerter Hopfpunkt.
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Abbildung 33: Links: Fortsetzung des Hopfpunktes an Ry = 89.9499; P,co, wurde als zweiter Parameter
gewdéhlt. Die Hopftkurve ist iiber das gesamte Parameterintervall stabil und es befinden sich verallgemei-
nerte Hopfpunkte an Ry = 91.713 und P,co, = 44.2424, an Ry = 126.765 und P,co, = 47.4111, an
Ry = 150.005 und Pyco, = 49.2119, sowie an Ry = 196.476 und P,co, = 75.3635. Rechts: Vergréflerung
des lokalen Maximums und Minimums der Hopfkurve.

Die Fortsetzung der Hopfkurve an Ry = 89.9499 gegen den arteriellen COs Partialdruck P,co,
ist in Abbildung 33 zu sehen. Auffillig ist hierbei das P,co,Intervall, in dem sich fiir jeweils
einen P,co,~Wert mehrere Hopfpunkte fiir unterschiedliche R ;—~Werte befinden. Weiterhin findet
ein mehrmaliger Wechsel der Stabilitit der an den Hopfpunkten abzweigenden periodischen
Losungen statt, denn es befinden sich an Ry = 91.713 und FP,c0, = 44.2424, an Ry = 126.765
und P,co, = 47.4111, an Ry = 150.005 und P,co, = 49.2119, sowie an Ry = 196.476 und
P,co, = 75.3635 verallgemeinerte Hopfpunkte.

Fiir beispielsweise P,c0, = 50 befindet sich an Ry = 217.016 ein Hopfpunkt mit den Eigenwer-
ten A\i 2 = Fiw mit w = 0.0292696 und dem ersten Lyapunovkoeffizienten [ = 1.65944 - 107. Da
der erste Lyapunovkoeffizient positiv ist, handelt es sich hier um eine subkritische Hopfbifurka-
tion an der instabile periodische Losungen von der Gleichgewichtskurve, welche die Stabilitét
verliert, abzweigen.

An R; = 152.051 gewinnt sie wieder an Stabilitdt und die periodischen Losungen verschwin-
den, denn dort befindet sich ein zweiter Hopfpunkt mit den Eigenwerten ;o = Ziw mit
w = 0.0326201 und I} = —7.63785. Der erste Lyapunovkoeffizient ist negativ, d.h. hier liegt eine
superkritische Hopfbifurkation vor, an der stabile periodische Losungen vom Gleichgewichtsast
abzweigen.
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Abbildung 34: Oben: Gleichgewichtskurve, welche die Abhéingigkeit des intrakraniellen Druckes von Ry
im Fall P,co, = 50 beschreibt. An Ry = 217.016, Ry = 152.051, Ry = 113.071 und Ry = 95.596 befinden
sich Hopfpunkte. An Ry = 95.596 entstehen stabile periodische Losungen, die an Ry = 113.071 wieder
verschwinden. An Ry = 152.051 zweigen ebenfalls stabile periodische Lésungen vom Gleichgewichtsast ab.
Diese verlieren am ersten Limitpunkt (LP) an Ry = 152.8443 die Stabilitidt und gewinnen sie am zweiten
LP an Ry = 119.2 wieder. Die Fortsetzung dieser stabilen Ldsungen, sowie der instabilen periodischen
Losungen am Hopfpunkt an Ry = 217.016 ist aus numerischen Griinden nicht méglich. (- stabil, -
instabil). Unten: Der intrakranielle Druck ist gegen die Zeit aufgetragen. Es wurde von 0 bis 120000
integriert und parallel R linear von 250 auf 50 verkleinert. Man kann deutlich ein zweifaches Entstehen

bzw. Verschwinden der periodischen Lésungen erkennen.
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Ein dritter Hopfpunkt liegt an Ry = 113.071 mit den Eigenwerten A\ 2 = fiw mit w = 0.027836
und dem ersten Lyapunovkoeffizienten I; = —31.6373. Die Gleichgewichtskurve wird instabil und
es entstehen stabile periodische Losungen, da es sich wegen [; < 0 um eine superkritische Hopf-
bifurkation handelt. Diese periodischen Losungen verschwinden am Hopfpunkt an Ry = 95.596
mit w = 0.0241961 und I; = —13.6781 und der Gleichgewichtsast wird wieder stabil. Auch hier
handelt es sich wegen [; < 0 um eine superkritische Hopfbifurkation.

Dieser Stabilitédtswechsel der Gleichgewichtskurve fiir P,co, = 50 ist in Abbildung 34 oben dar-
gestellt. Weiterhin sieht man, dafl an den Hopfpunkten an Ry = 95.596 und R; = 113.071 stabile
periodische Losungen entstehen und sich treffen. Es liegt an beiden Hopfpunkten ein weicher
Stabilititsverlust der Gleichgewichtskurve vor. An Ry = 152.051 enstehen stabile periodische
Losungen und der Gleichgewichtsast erleidet ebenfalls einen weichen Verlust der Stabilitéit. Die
periodischen Losungen verlieren am ersten Limitpunkt (LP) an Ry = 152.8443 die Stabilitét
und gewinnen sie am zweiten LP an R; = 119.2 wieder. Die Fortsetzung dieser stabilen Losun-
gen, sowie der instabilen periodischen Losungen am Hopfpunkt an Ry = 217.016 ist aufgrund
der Steifheit dieser periodischen Losungen nicht moglich.

Weiterhin zeigt der zeitliche Verlauf des intrakraniellen Druckes (Abbildung 34 unten), daf bei
linearer Verédnderung des Parameters Ry zweimal periodische Losungen entstehen und wieder
verschwinden.

Wahlt man den Widerstand R, als Bifurkationsparameter, so erhédlt man die Gleichgewichts-
kurve in Abbildung 35 oben. An R, = 8093.4224 befindet sich ein erster Hopfpunkt, an dem
periodische Losungen entstehen und der Gleichgewichtsast die Stabilitéat verliert. Die Eigenwerte
sind A1 2 = Fiw mit w = 0.00770639 und der erste Lyapunovkoeffizient lautet /; = 3.00063 - 10°.
Wegen [; > 0 handelt es sich um eine subkritische Hopfbifurkation.

An R, = 15054.4703 befindet sich ein weiterer Hopfpunkt mit den Eigenwerten Ao = +iw
mit w = 0.00440402 und dem erstem Lyapunovkoeffizienten [; = 14625.1. An diesem Punkt
verschwinden die periodischen Loésungen und der Gleichgewichtsast wird wieder stabil. Wegen
l1 > 0 handelt es sich auch hier um eine subkritische Hopfbifurkation.

In Abbildung 35 unten ist der zeitliche Verlauf des intrakraniellen Druckes bei linearer Erhchung
von R, von 5000 auf 21000 gezeigt. Das Entstehen und Verschwinden der periodischen Lésungen
an den Hopfpunkten ist deutlich erkennbar.

In Abbildung 36 sind die Situationen lokal um die Verzweigungspunkte dargestellt. In beiden
Fallen liegt eine subkritische Hopfbifurkation vor, an der instabile periodische Losungen entste-
hen, die aufgrund numerischer Probleme nur teilweise berechnet werden konnten. Betrachtet man
in Abbildung 37 die periodischen Losungen fiir R, = 8093.38 und R, = 15077.8, so wird deut-
lich, daf3 die Steifheit der periodischen Orbits fiir die Probleme bei der numerischen Fortsetzung
verantwortlich ist. Weiterhin sieht man, dafl die Gleichgewichtskurve an beiden Hopfpunkten
einen harten Verlust der Stabilitéit erleidet.
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Abbildung 35: Oben: Bifurkationsdiagramm, in dem der intrakranielle Druck in Abhéngigkeit des Pa-
rameters R, gezeigt ist. An R, = 8093.4224 befindet sich ein Hopfpunkt, an dem periodische Losun-
gen enstehen und der Gleichgewichtsast die Stabilitéit verliert. Die Eigenwerte sind A/, = miw mit
w = 0.00770639 und der erste Lyapunovkoeffizient lautet [; = 3.00063-10°. An R, = 15054.4703 befindet
sich ein weiterer Hopfpunkt mit den Eigenwerten A/, = 4iw mit w = 0.00440402 und I, = 14625.1.
Dort verschwinden die periodischen Lésungen und der Gleichgewichtsast wird wieder stabil (- stabil,
- instabil). Unten: Der intrakranielle Druck ist gegen die Zeit aufgetragen. Es wurde von 0 bis 300000
integriert und parallel R, linear von 5000 auf 21000 erhdcht.
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Abbildung 36: Links: Situation am Hopfpunkt an R, = 8093.4224: Es zweigen instabile periodische
Losungen vom Gleichgewichtsast, welcher die Stabilitdt verliert, ab. Diese konnten aus numerischen
Griinden nicht berechnet werden. Rechts: Situation am Hopfpunkt an R, = 15054.4703: Auch hier zweigen
instabile periodische Losungen vom Gleichgewichtsast ab und dieser wird instabil (- stabil, - instabil).
Weiterhin sind zwar in der Néihe beider Hopfpunkte jeweils die stabilen periodischen Orbits gegeben,
aber die Limitpunkte, an denen der Ast der periodischen Lésungen die Stabilitéit wechselt, konnten nicht
berechnet werden. Das bistabile Gebiet am Hopfpunkt an R, = 8093.4224 ist wesentlich kleiner, als das
zum Hopfpunkt an R, = 15054.4703 gehdrige.
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Abbildung 37: Links: Periodische Losung fiir R, = 8093.38. Die restlichen Parameter besitzen die basalen
Werte. Rechts: Periodische Losung fiir R, = 15077.8. Man sieht einen deutlichen Unterschied in der Form
der Wellen. Weiterhin wird die Frequenz der Wellen fiir hohere Parameterwerte von R, grofier (Ldsungen
nach Einpendeln). Die Steifheit der periodischen Lésungen erkléirt die numerischen Schwierigkeiten ihrer
Fortsetzung (sieche Abbildung 36).
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Die Fortsetzung des gefundenen Hopfpunktes an R, = 15054.4703 gegen den Parameter kg, der
ein Maf fiir die intrakranielle Compliance ist, ist in Abbildung 38 zu sehen. Eine Vergréflerung
des Reabsorptionswiderstandes R, von 16200 auf 16700 hat einen sehr starken Anstieg von kg
von etwa (0.3 auf ungefdhr 12 zur Folge. D.h. um bei einer Vergroflerung des Widerstandes R,
weiterhin oszillatorisches Verhalten beobachten zu kénnen, mufl der Parameter kg sehr stark
vergréflert und damit die intrakranielle Compliance verkleinert werden.

Setzt man den Hopfpunkt an R, = 15054.4703 gegen die N O Produktionsrate gyo fort, so erhélt
man die Hopfkurve rechts in Abbildung 38. An R, = 33.6097 und gyo = 488.524 befindet sich ein
verallgemeinerter Hopfpunkt, an dem sich die Stabilitdt der an den Hopfpunkten abzweigenden
periodischen Losungen &dndert.

Fiir hohe Werte von R, reicht zum Entstehen von Oszillationen im System bereits eine geringe
Menge an Stickstoffmonoxid aus. Bei einem NO Produktionswert von iiber 497 existieren auch
bei kleinen Widerstandswerten keine periodischen Losungen.
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Abbildung 38: Links oben: Fortsetzung des Hopfpunktes an R, = 15054.4703. Die Parameter R, und
kg sind gegeneinander aufgetragen. Rechts oben: Fortsetzung des Hopfpunktes an R, = 15054.4703. Die
Parameter R, und qyo sind gegeneinander aufgetragen. An R, = 33.6097 und qno = 488.524 befindet
sich ein verallgemeinerter Hopfpunkt. Die Fortsetzung der Hopfkurve an qno =~ 182 und R, ~ 4 ist
aus numerischen Griinden nicht méglich. Fiir Werte der Parameter qno und R,, die sich innerhalb der
Hopfkurve befinden, existieren periodischen Losungen. Die Hopfkurven aus diesen Abbildungen sind tiber
das gesamte Parameterintervall stabil. Unten: Vergroflerung des Parameterdiagramms von rechts oben.
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Die Fortsetzung der Hopfkurve an R, = 15054.4703 gegen den arteriellen C'Oy Partialdruck
P,co, ist in Abbildung 39 zu sehen. Bei hohen Werten des Widerstandes R, geniigt bereits
eine geringe Konzentration an C'Oy im Blut, um oszillatorisches Verhalten zu erzeugen. Fiir
P,co,~Werte grofler als 585 existieren allerdings auch fiir kleine Werte von R, keine periodi-
schen Losungen.

Auffillig ist hier ebenfalls das P,co,Intervall, in dem sich fiir jeweils einen Wert von P,co,
mehrere Hopfpunkte fiir unterschiedliche Werte von R, befinden. Weiterhin findet ein mehrma-
liger Wechsel der Stabilitdt der an den Hopfpunkten abzweigenden periodischen Losungen statt,
denn es befinden sich verallgemeinerte Hopfpunkte an R, = 32.8949 und P,co, = 578.002, an
R, =6991.789 und P,co, = 68.37817, an R, = 8616.24 und P,co, = 47.8594, an R, = 9746.61
und P,co, = 47.0013, sowie an R, = 14164.79 und P,co, = 55.11835.
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Abbildung 39: Links: Fortsetzung des Hopfpunktes an R, = 15054.4703. Die Parameter R, und P,co,
sind gegeneinander aufgetragen. An R, = 32.8949 und P,co, = 578.002, an R, = 6991.789 und P,co, =
68.37817, an R, = 8616.24 und P,co, = 47.8594, an R, = 9746.61 und P,co, = 47.0013, sowie an
R, = 14164.79 und P,co, = 55.11835 befinden sich verallgemeinerte Hopfpunkte. Die Hopfkurve konnte
an P,co, ~ 313 und R, ~ 4 aus numerischen Griinden nicht weiter fortgesetzt werden. Fiir Werte
der Parameter P,co, und R,, die innerhalb der Kurve liegen existieren periodische Lésungen. Rechts:
VergréBerung des lokalen Maximums und Minimums der Hopfkurve.

Fir P,co, = 50 befindet sich an R, = 5771.89 ein Hopfpunkt mit den Eigenwerten \; o = +iw
mit w = 0.00908198 und dem ersten Lyapunovkoeffizienten I; = 2.07771-10°. Die Stabilitét der
Gleichgewichtskurve geht verloren und periodische Losungen entstehen. Der erste Lyapunovko-
effizient ist positiv, deshalb liegt eine subkritische Hopfbifurkation vor.

An R, = 8206.54 wird die Gleichgewichtskurve wieder stabil und die periodischen Losungen
verschwinden, denn dort befindet sich ein zweiter Hopfpunkt mit den Eigenwerten \; o = *iw
mit w = 0.0211884 und [y = —81.0316. Der erste Lyapunovkoeffizient ist negativ, d.h. es liegt
hier eine superkritische Hopfbifurkation vor, an der stabile periodische Losungen vom Gleichge-
wichtsast abzweigen.

Ein dritter Hopfpunkt liegt an R, = 11093.0 mit den Eigenwerten Ao = +iw mit w =
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Abbildung 40: Oben links: Gleichgewichtskurve, welche die Abhéngigkeit des intrakraniellen Druckes
von R, im Falle P,co, = 50 beschreibt. An R, = 5771.89, 8206.54, 11093.0 und 14556.4 befinden sich
Hopfpunkte (H). Oben rechts: Am Hopfpunkt an R, = 8206.54 zweigen stabile periodische Lésungen vom
Gleichgewichtsast ab. Diese verlieren an der Torus Bifurkation (TR) an R, = 8177.796 ihre Stabilitét.
Weiterhin befindet sich an R, = 8044.2 eine Periodenverdopplung (PD). Die dort abzweigenden periodi-
schen Losungen sind ebenfalls instabil. Unten links: Am Hopfpunkt an R, = 14556.4 enstehen instabile
periodischen Lésungen, welche am Limitpunkt (LP) an R, = 14557.9 stabil werden. Unten rechts: Ver-
grofierung der Situation am Hopfpunkt an R, = 11093.0, an dem stabile periodische Lésungen enstehen.
An R, = 11173, sowie an R, = 11188 und an R, = 11191.77 befinden sich Periodenverdopplungen (P D),
an denen jewelils die periodische Losung die Stabilitéit verliert (- stabil, - instabil).
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0.00886129 und dem ersten Lyapunovkoeffizienten I; = —2355.74. Da es sich wegen I} < 0
um eine superkritische Hopfbifurkation handelt, zweigen von der Gleichgewichtskurve, die in-
stabil wird, stabile periodische Losungen ab.

Diese periodischen Losungen verschwinden am Hopfpunkt an R, = 14556.4 mit den Eigenwerten
A12 = Fiw mit w = 0.00459074 und [; = 4081.44 und der Gleichgewichtsast wird wieder stabil.
Da der erste Lyapunovkoeffizient positiv ist, handelt es sich um eine subkritische Hopfbifurka-
tion an der instabile periodische Losungen entstehen.

Dieser Stabilitdtswechsel der Gleichgewichtskurve fiir P,co, = 50 ist in Abbildung 40 oben
links dargestellt. Weiterhin sind die abzweigenden periodischen Losungen an R, = 8206.54,
R, = 11093.0 und R, = 14556.4 genauer untersucht worden. Die Fortsetzung der instabilen
periodischen Losungen an R, = 5771.89 war aufgrund ihrer Steifheit nicht moglich. Man sieht
in Abbildung 40 oben rechts, da} am Hopfpunkt an R, = 8206.54 stabile periodische Losun-
gen vom Gleichgewichtsast, der einen weichen Verlust der Stabilitéit erleidet, abzweigen. Diese
periodischen Losungen verlieren an der Torus Bifurkation (TR) an R, = 8177.796 ihre Stabi-
litdt. Desweiteren befindet sich an R, = 8044.2 eine Periodenverdopplung (PD). Die dort ab-
zweigenden periodischen Losungen sind ebenfalls instabil. Integriert man das System fiir einen
Parameterwert von R, = 7700, so erhélt man die in Abbildung 41 gegebene Trajektorie auf dem
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Abbildung 41: Links: Trajektorie auf dem Torus fiir R, = 7700. Rechts: Zugehériges Phasendiagramm.

Am Hopfpunkt an R, = 14556.4 enstehen instabile periodischen Losungen, welche am Limit-
punkt (LP) an R, = 14557.9 stabil werden (siehe Abbildung 40 unten links, es liegt hier ein har-
ter Stabilitdtsverlust der Gleichgewichtskurve vor). Eine Vergrofierung der Situation am Hopf-
punkt an R, = 11093.0, an dem stabile periodische Losungen vom Gleichgewichtsast, der einen
weichen Verlust der Stabilitédt erleidet, abzweigen, ist in Abbildung 40 unten rechts gezeigt. Es
konnten drei Periodenverdopplungen (PD), an denen jeweils die periodische Losung die Stabi-
litat verliert, berechnet werden. Die erste befindet sich an R, = 11173, die zweite an R, = 11188
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Abbildung 42: Oben links und rechts: Trajektorie des Systems fiir R, = 11270 und zugehériges Phasen-
diagramm. Man sieht, dal3 dieser Wert fiir den Parameter R, noch eine stabile periodische Lésung liefert.
Unten: Es gilt R, = 11333. Links: Trajektorien fiir unterschiedliche Anfangswerte, wobei der zweite An-
fangswert aus einer minimalen Storung des ersten entstanden ist. Es liegt hier eine sensitive Abhédngigkeit
der Anfangswerte vor. Rechts: Zugehdriges Phasendiagramm fiir eine der Trajektorien. Hierbei wurde das
System von 0 bis 8000000 integriert und es sind 4000 Punkte im Abstand von At = 2000 eingezeichnet.
Mit dieser Wahl des Parameters R, zeigt das System chaotisches Verhalten.
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und die dritte, an der die periodischen Losungen aus numerischen Griinden nicht weiter fortge-
setzt werden konnten, an R, = 11191.77.

Es stellt sich nun die Frage, welche nichtlinearen Phénomene im Parameterbereich R, = 11220
und R, = 11336 existieren. Zur Klarung dieser wurde das System fiir unterschiedliche Werte
von R, in diesem Bereich integriert. Eine Trajektorie fiir R, = 11270 und das zugehorige Pha-
sendiagramm sind in Abbildung 42 oben links und rechts gezeigt. Man sieht, daf3 dieser Wert
fiir den Parameter R, noch eine stabile periodische Losung liefert. Erhéht man allerdings den
Wert von R, auf 11333 und integriert anschlieBend das System fiir diesen Parameterwert und
unterschiedliche Anfangswerte, so erhilt man die Trajektorien aus Abbildung 42 unten links.
Da der zweite Anfangswert als Stérung des ersten Anfangswertes um 0.001 gewéhlt wurde, liegt
hier eine sensitive Abhéingigkeit der Anfangswerte vor. In Abbildung 42 unten rechts ist das
zugehorige Phasendiagramm fiir eine der Trajektorien gezeigt. Hierbei wurde das System von 0
bis 8000000 integriert und es sind 4000 Punkte im Abstand von At = 2000 eingezeichnet.

Die zum Parameterwert R, = 11333 gehorige Trajektorie ist also chaotisch.

4.2.2 Analyse des vollen Systems Mensch

In diesem Unterabschnitt wird die Abhingigkeit des intrakraniellen Druckes von einer Odem-
bildung, d.h. von den Parametern R; und R,, unter Beriicksichtigung der Verénderung des
Volumens innerhalb der grofien und mittleren zerebralen Arterien untersucht. Dieser Aspekt
wurde in Abschnitt 4.2.1 vernachléssigt. Durch Hinzunahme der Gleichung (1.14) wird das zu
untersuchende System 8 dimensional. Der Mechanismus der sympathischen Stimulation wird
hier ebenfalls vernachléssigt.

Die gesamte Volumenverédnderung im kraniospinalen Raum und der Blutfluf} in die pialen Geféfe
berechnen sich also wie in Kapitel 1:

dVie  dVi, +d‘/])a dvi,

& e T at T T
Pla - Ppa
q —L__—p
Rou/2

Als Bifurkationsparameter wurden die Widersténde R, und Ry gew#hlt. Die zugehorigen Bifur-
kationsdiagramme sind in Abbildung 43 links und rechts gezeigt. Auffillig ist hierbei, dafl im
Vergleich zu den Ergebnissen aus Abschnitt 4.2.1 keine Hopfpunkte auf den Gleichgewichtskur-
ven existieren und somit keine periodischen Losungen bei Verdnderung der Parameter entstehen.
Die Gleichgewichtskurven sind auf dem gesamten R,—, bzw. R y—Intervall stabil und es sind eben-
falls keine weiteren Bifurkationen darauf vorhanden.
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Abbildung 43: Stabile Gleichgewichtskurven des vergréfierten Systems Mensch, welche die Abhéngigkeit
des intrakraniellen Druckes von R, (links) und Ry (rechts) wiedergeben. Es sind in beiden Féllen keine
Hopfbifurkationen auf den Gleichgewichtskurven vorhanden. Die an R, =~ 8093 und an Ry ~ 154 liegenden
Knicke lassen sich auf Sprungstellen in den stiickweise definierten Funktionen qy, q,, Cpq und C’;a (siehe
Gleichungen (1.26), (1.27), (1.33) und (1.34)) zuriickfiihren.

4.2.3 Analyse des Systems Ratte

In diesem Unterabschnitt wird der Mechanismus der Odembildung fiir das System Ratte aus
Kapitel 2 analysiert. In Abbildung 44 ist die Abhéngigkeit des intrakraniellen Druckes von den
Regelungswiderstinden R, und Ry gezeigt. Die Gleichgewichtskurven sind iiber das gesamte
R, bzw. Ry-Intervall stabil und weisen keinerlei Bifurkationen auf.

Dieses Rattenmodell beriicksichtigt ebenfalls eine Volumenverdnderung innerhalb der grofien
und mittleren zerebralen Arterien und es entstehen hier, wie auch im vollen System Mensch
(siehe Unterabschnitt 4.2.2), bei Verénderung der Parameter keine Oszillationen.

Fazit: Beriicksichtigt man eine zusétzliche Volumenverénderung innerhalb des intrakraniellen
Raumes, ndmlich die der groen zerebralen Arterien, was einer realistischeren Beschreibung der
zerebralen Himodynamik entspricht, so bleibt das Verhalten des Systems stationér.
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Abbildung 44: Veréinderung des intrakraniellen Druckes in Abhéngigkeit der Widersténde R, (links) und
R (rechts). Alle anderen Parameter besitzen die basalen Werte. Die Gleichgewichtskurven sind stabil

und es befinden sich keine codim—1 Punkte darauf.
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4.3 Autoregulation

Die Autoregulation wird in diesem Modell durch die Gleichung (1.28) beschrieben:

dz —
Taut—am = —Zaut + Gaut <q qn) ,

dt n

wobei der zerebrale BlutfluB ¢ kein konstanter Parameter ist, sondern von den Driicken des
Systems geméf ¢ = (Ppq — P:)/(Rpa/2) abhéngt. In diesem Abschnitt wird der pial arterielle
Druck in Abhéngigkeit des Autoregulationsgewinnes G+ untersucht, da dieser Parameter ein
Maf fiir die Intaktheit der Regulation ist.

4.3.1 Analyse des Systems Mensch

Berechnet man den pial arteriellen Druck in Abhéngigkeit von G, unter basalen Werten aller
iibrigen Parameter, so erhiilt man das Bifurkationsdiagramm in Abbildung 45 oben. Die Gleich-
gewichtskurve ist iiber das gesamte G, —Intervall stabil und es existieren keine Bifurkationen
darauf. Erhoht man den arteriellen C'Oy Partialdruck auf 100 und die NO Produktionsrate auf
20 und 148t bei Berechnung der Abh#ngigkeit des pial arteriellen Druckes von G, alle {ibrigen
Parameter gleich, so erhélt man das Bifurkationsdiagramm in Abbildung 45 unten. Hier befindet
sich an Ggyt = 2.84426 ein Hopfpunkt mit den Eigenwerten A1 2 = $iw mit w = 0.0109842 und
dem ersten Lyapunovkoeffizienten I; = —1.3085 - 10!, Dieser ist negativ, d.h. hier liegt eine
superkritische Hopfbifurkation vor, an der stabile periodische Losungen vom Gleichgewichtsast
abzweigen.

An Ggu = 2.0682 befindet sich ein zweiter Hopfpunkt mit den Eigenwerten A\ = +iw mit
w = 0.00761849 und l; = 13.6734. Da der erste Lyapunovkoeffizient positiv ist, liegt hier eine
subkritische Hopfbifurkation vor. Es zweigen instabile periodische Losungen vom Gleichgewichts-
ast ab.

In Abbildung 46 oben ist eine Vergréflerung der Gleichgewichtskurve mit den darauf vorhandenen
Hopfpunkten aus Abbildung 45 unten gezeigt. In Abbildung 46 unten ist der zeitliche Verlauf
des pial arteriellen Druckes bei linearer Verkleinerung des Regulationsgewinnes G+ von 4 auf 0
gegeben. Das Entstehen und Verschwinden der periodischen Losungen an den Hopfpunkten ist
deutlich erkennbar.

In Abbildung 47 sind die Situationen lokal um die Verzweigungspunkte dargestellt. An G,y =
2.0682 (links) liegt eine subkritische Hopfbifurkation vor, an der instabile periodische Lsungen
vom Gleichgewichtsast, der einen harten Stabilitdtsverlust erleidet, abzweigen. Betrachtet man
in Abbildung 48 links die periodische Losung fiir G+ = 2.0677, so wird deutlich, dafl auch hier
die Steifheit der periodischen Orbits fiir die Probleme bei der numerischen Fortsetzung verant-
wortlich ist. An Ggye = 2.84426 (rechts) liegt eine superkritische Hopfbifurkation vor, an der
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Abbildung 45: Oben: Abhéngigkeit des pial arteriellen Druckes vom Autoregulationsgewinn G, unter
basalen Bedingungen. Die Sprungstellen in den stiickweise definierten Funktionen qf, qo, Cpo und C’[’m
(siche Gleichungen (1.26),(1.27),(1.33) und (1.34)) sind fiir den Knick in der Gleichgewichtskurve an
Gaut = 0.1 verantwortlich. Unten: Zur Untersuchung der Abhéngigkeit des pial arteriellen Druckes vom
Autoregulationsgewinn wurde hier P,co, = 100 und gyo = 20 gesetzt. An G, = 2.84426 befindet sich
ein erster Hopfpunkt, an dem periodische Lésungen entstehen und die Gleichgewichtskurve instabil wird.
Die Eigenwerte sind \j » = +iw mit w = 0.0109842 und l; = —1.3085 - 10!, An Gy = 2.0682 befindet
sich ein zweiter Hopfpunkt mit den Eigenwerten A\ 2 = *iw mit w = 0.00761849 und l; = 13.6734, an
dem die periodischen Losungen verschwinden und der Gleichgewichtsast wieder stabil wird. (Fortsetzung
des Gleichgewichtspunktes an G,,; = 3 in Richtung 0, - stabil, - instabil).
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Abbildung 46: Oben: VergréBerung des Diagramms aus Abbildung 45 unten (- stabil, - instabil). Unten:
Der pial arterielle Druck ist gegen die Zeit aufgetragen. Es wurde von 0 bis 500000 integriert und parallel
G qut linear von 4 auf 0 verkleinert.
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Abbildung 47: Es gilt qvo = 20 und P,co, = 100. Links: Situation am Hopfpunkt an G, = 2.0682. Der
Gleichgewichtsast verliert an diesem Hopfpunkt die Stabilitdt und man sieht, daf3 instabile periodische
Losungen von ihm abzweigen. Diese Losungen konnten aus numerischen Griinden nicht weiter fortgesetzt
und der zugehérige Limitpunkt nicht berechnet werden. Rechts: Situation am Hopfpunkt an G, =
2.84426. An diesem Punkt verliert die Gleichgewichtskurve die Stabilitédt und stabile periodische Lésungen
zweigen von ihr ab. (- stabil, - instabil).
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Abbildung 48: Auch hier gilt gyo = 20 und P,co, = 100. Links: Periodische Losung fiir G g = 2.0677.
Rechts: Periodische Lésung fiir G = 2.84425. (Kurven nach Einschwingen). Die Form der Wellen ist
unterschiedlich und die Frequenz erhéht sich bei Verkleinerung von Gg,:. Weiterhin sieht man, daf diese
periodischen Lésungen steif sind, was die numerischen Schwierigkeiten ihrer Fortsetzung (siehe Abbildung
47) erklért.
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stabile periodische Losungen vom Gleichgewichtsast abzweigen und dieser einen weichen Ver-
lust der Stabilitdt erleidet. Diese stabilen periodischen Orbits sind durch Integration berechnet
worden. In Abbildung 48 rechts ist eine periodische Losung fiir Gy = 2.84425 zu sehen.

Die Fortsetzung des Hopfpunktes an Ggu¢ = 2.0682 gegen die Parameter Ry und R,, welche
den Mechanismus der Odembildung beschreiben, ist in Abbildung 49 links und rechts zu sehen.
Die gezeigten Hopfkurven sind stabil und es befindet sich jeweils ein verallgemeinerter Hopf-
punkt an Gy = 2.014335 und Ry = 2861.47 bzw. an Ggy = 2.02577 und R, = 454.719. An
diesen Verzweigungspunkten ist jeweils der erste Lyapunovkoeffizient gleich 0. D.h. die an den
Hopfpunkten abzweigenden periodischen Losungen éndern ihre Stabilitét.
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Abbildung 49: Fortsetzung des Hopfpunktes an Gau: = 2.0682 gegen den Parameter Ry (links) und
R, (rechts). Es befindet sich jeweils ein verallgemeinerter Hopfpunkt auf diesen stabilen Hopfkurven an
Gaut = 2.014335 und Ry = 2861.47 bzw. an Gay = 2.02577 und R, = 454.719.

Setzt man den Hopfpunkt an Gy = 2.0682 gegen den arteriellen C'Oy Partialdruck fort, so
sieht man in Abbildung 50 links, dafl sich an P,co, = 91.6104 und Ggu = 1.9587 bzw. an
Poco, = 47.1034 und Gy = 1.49001 verallgemeinerte Hopfpunkte befinden.

Dieses Phdnomen beobachtet man ebenfalls bei der Fortsetzung des gegebenen Hopfpunktes ge-
gen die NO Produktionsrate gno (Abbildung 50 rechts). Der Wechsel der Stabilitéit der an den
Hopfpunkten abzweigenden periodischen Losungen ist hier durch die verallgemeinerten Hopf-
punkte an Gg = 1.94256 und qyo = 17.0233 bzw. an Gy = 1.49001 und gnyo = 5.99672
gegeben.

Fiir Werte der Parameter P,co, und Ggyu bzw. ¢nvo und Gy, die innerhalb der Hopfkurven
liegen, beobachtet man oszillatorisches Verhalten im System. Fiir beispielsweise gyo < 6 und
Gout < 1.35 ist das System stationér.

Untersucht man die Abhéngigkeit des pial arteriellen Druckes von G, wie im Falle der Ratte
mit einer Herzrate von 378 Schlagen pro Minute anstatt 80 Schligen pro Minute, so beobachtet
man ein Entstehen periodischer Losungen an Gg,y = 0.376337. Fiir diesen verkleinerten Wert
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Abbildung 50: Der arterielle COy Partialdruck ist links und die NO Produktionsrate rechts in Abhéngig-
keit des Autoregulationsgewinnes gezeigt. Es befinden sich verallgemeinerte Hopfpunkte auf den Hopf-
kurven an P,co, = 91.6104 und Gguu = 1.9587, an P,co, = 47.1034 und Ggye = 1.49001, bzw. an
Gaur = 194256 und qno = 17.0233 und an Gy = 1.49001 und qno = 5.99672. Die Hoptkurven sind
an P,co, = 47.1034 und Gyt = 1.49001 bzw. an Gaue = 1.49001 und gnvo = 5.99672 aus numerischen
Griinden nicht weiter fortsetzbar. Die gezeigten Hopfkurven sind stabil.
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Abbildung 51: Autoregulationskurve fiir den basalen Wert des Regulationsgewinnes G, = 3 (gestrichel-
te Kurve) und fiir Gg,,; = 0.376 (durchgezogene Kurve). Im Falle des verminderten Regulationsgewinnes
existiert kein Bereich, in dem der C BF' in Abhéngigkeit des arteriellen Blutdrucks relativ konstant ist.
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des Regulationsgewinnes Gy, ist der Mechanismus der Autoregulation nicht mehr intakt (vgl.
Abbildung 51).

Die Fortsetzung des Hopfpunktes an G.: = 2.0682 gegen die Herzrate b ist in Abbildung 52
gezeigt. Es befindet sich ein verallgemeinerter Hopfpunkt an Gy, = 2.46236 und b = 1.21094.
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Abbildung 52: Fortsetzung des Hopfpunktes an Ga,; = 2.0682 gegen die Herzrate b. Es befindet sich
ein verallgemeinerter Hopfpunkt an Gg,; = 2.46236 und b = 1.21094. Die Fortsetzung der Hopfkurve
an Ggup =~ 4.75 und b =~ 1.06 bereitete aus numerischer Sicht Schwierigkeiten. Fiir Parameterwerte, die
innerhalb dieser Kurve liegen, existieren periodische Losungen.

In Abbildung 53 links wurde k¢, als zweiter Bifurkationsparameter gewéhlt. Dieser ist ein Maf}
fiir die Compliance der groflen und mittleren zerebralen Arterien, die sich wie folgt berechnet:
Cla = ke, /(Pia—Pic). An Gaye = 2.11523 und k¢, = 79.7735 befindet sich eine verallgemeinerte
Hoptbifurkation. Die Fortsetzung der Hopfkurve an Ggy¢ ~ 2.84 und k¢,, ~ 115 ist aus numeri-
schen Griinden nicht méglich. Setzt man allerdings den entsprechenden Gleichgewichtspunkt fiir
beliebige einzelne vorgegebene k¢,,~Werte gegen den Parameter Gy fort, so erhélt man jeweils
zwei Hopfpunkte und sieht, daf die Hopfkurve rechts sehr steil abfillt (fir z.B. k¢, = 5 erhilt
man einen zweiten Hopfpunkt an G,y = 2.84431).

In Abbildung 53 rechts ist die Fortsetzung des Hopfpunktes an Ggp = 2.0682 gegen den Pa-
rameter kye, gezeigt. Dieser ist ein Mafl fiir die Grofle der venosen Compliance, die geméf
Cyi = kyen/((Py — P;c) — Py1) berechnet wird. An Gy = 2.12872 und kyep, = 25.756 und an
Gaut = 2.825355 und ke, = 135.3273 befinden sich verallgemeinerte Hopfpunkte.

Setzt man den entsprechenden Gleichgewichtspunkt fiir beliebige einzelne vorgegebene kyen—
Werte gegen Gy, fort, so erhilt man auch hier jeweils zwei Hopfpunkte und sieht, dafl die
Hopfkurve, die an Gg = 2.84 und kye, ~ 132.3 aus numerischen Griinden nicht weiter fort-
gesetzt werden konnte, rechts sehr steil abféllt (fir z.B. kyep, = 25 erhélt man einen zweiten
Hopfpunkt an G, = 2.84413).



4 ANALYSE DER MODELLE MENSCH UND RATTE 73

175 175
kela kven

125 125
100 -
B s
50 -

50 -

25 5

0 I i I I I I I I | Gaut I I I I I I I | Gaut

0 I I I I I
15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 18 19 2 21 22 23 24 25 26 27 28 29 3 31 32

Abbildung 53: Links und rechts: Fortsetzung des Hopfpunktes an G,,; = 2.0682 gegen den Parameter
kela bzw. kyen. An Gayur = 2.11523 und ke, = 79.7735 bzw. Gy = 2.12872 und kyen, = 25.756 und an
Gaut = 2.825355 und kyen, = 135.3273 befinden sich verallgemeinerte Hopfpunkte. Fiir Werte der Para-
meter, die sich innerhalb dieser Hopfkurven befinden, existieren periodische Lisungen. Die Fortsetzung
der Hoptkurven an Gayu =~ 2.84 und ke, = 115 bzw. Gaut ~ 2.84 und kyen, =~ 132.3 ist jeweils aus
numerischen Griinden nicht mdéglich. Alle gezeigten Hopfkurven sind iiber das gesamte G 44—Intervall
stabil.

4.3.2 Analyse des Systems Ratte

Untersucht man die Abhéngigkeit des pial arteriellen Druckes der Ratte vom Autoregulations-
gewinn unter basalen Bedingungen, so erhélt man die linke Kurve aus Abbildung 54. Diese
Gleichgewichtskurve ist wie im Falle des Menschen {iber das gesamte G, —Intervall stabil und
es befinden sich keine Bifurkationspunkte darauf.

Erhoht man den arteriellen C'Oy Partialdruck wie im Falle des Menschen in Unterabschnitt
4.3.1 um das 2.5-fache, und die NO Produktionsrate um das 2.94-fache und berechnet in die-
sem Fall die Abhédngigkeit des pial arteriellen Druckes vom Regulationsgewinn, so erhélt man
die Gleichgewichtskurve rechts in Abbildung 54. Auch diese ist stabil und es befinden sich keine
Verzweigungspunkte, insbesondere keine Hopfpunkte, darauf.

Fazit: Vergleicht man die Ergebnisse der Analyse des Systems Ratte aus diesem Unterabschnitt
mit denen des Systems Mensch aus Unterabschnitt 4.3.1, so sieht man, dafl die Systeme unter-
schiedliche nichtlineare Phanomene aufweisen, obwohl die Modellgleichungen fiir die Autoregu-
lation in beiden Systemen strukturell gleich sind. Das Rattenmodell ist im Vergleich zum Modell
Mensch, in dem ein Entstehen und Verschwinden periodischer Losungen in dem Mechanismus
der Autoregulation beobachtet wird, stationér.
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Abbildung 54: Links: Abhéngigkeit des pial arteriellen Druckes der Ratte vom Autoregulationsgewinn
unter basalen Bedingungen. Der Knick an G .+ = 0.05 Idt sich auf Sprungstellen in den stiickweise defi-
nierten Funktionen qy, q,, Cpa und C,, (siehe Gleichungen (1.26), (1.27), (1.33) und (1.34)) zuriickfiihren.
Rechts: Addiert man einen zusétzlichen Parameter f zur Gleichung (2.6), so erhilt man bei Anderung
dieses Parameters eine Verdnderung der NO Produktionsrate in Abhéngigkeit des arteriellen COy Par-
tialdruckes. Hier gilt nun P,co, = 82.5 und f = 84, was etwa einer 2.94-fachen Erhéhung der NO
Produktionsrate entspricht. Die Abhéngigkeit des pial arteriellen Druckes vom Autoregulationsgewinn
ist gezeigt. In beiden Fillen ist die Gleichgewichtskurve iiber das gesamte G u,—Intervall stabil und es
befinden sich keine codim—1 Punkte darauf.
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4.4 (COy Reaktivitit

Die CO3 Reaktivitdt wird in dem Modell durch die Gleichung (1.30) beschrieben:

P.co
TCO, g T TECO, + Gco,Aco, logyg ( ClcoQ ) :
a omn

In diesem Abschnitt wird der pial arterielle Druck in Abhéngigkeit des arteriellen C'Oo Partial-

dzco,

druckes P,co, untersucht, da dieser als Input der Regulation dient.

4.4.1 Analyse des Systems Mensch

Als Bifurkationsparameter wurde hier P,co, gewé#hlt. Das zugehorige Bifurkationsdiagramm
ist in Abbildung 55 oben gezeigt. An P,co, = 214.114222 befindet sich ein erster Hopfpunkt
mit den Eigenwerten A2 = fiw mit w = 0.0135925 und dem ersten Lyapunovkoeffizienten
I} = —8.81296 - 10'%. Da der Lyapunovkoeffizient negativ ist, handelt es sich um eine super-
kritische Hopfbifurkation. Der Gleichgewichtsast verliert an diesem Punkt die Stabilitdt und es
zweigen stabile periodische Losungen von ihm ab. An P,co, = 394.1046 befindet sich ein zweiter
Hopfpunkt mit den Eigenwerten ;2 = +iw mit w = 0.00742405 und [; = 85.951. Die periodi-
schen Losungen verschwinden an diesem Punkt und die Gleichgewichtskurve wird wieder stabil.
Wegen [; > 0 handelt es sich um eine subkritische Hopfbifurkation an der instabile periodische
Losungen entstehen.

In Abbildung 55 unten ist der zeitliche Verlauf des pial arteriellen Druckes bei linearer Erhchung
von P,co, von 170 auf 440 gezeigt. Das Entstehen und Verschwinden der periodischen Losungen
an den Hopfpunkten ist deutlich erkennbar.

In Abbildung 56 sind die Situationen lokal um die Verzweigungspunkte an P,co, = 214.114222
(links) und P,co, = 394.1046 (rechts) dargestellt. An P,c0, = 214.114222 liegt eine superkri-
tische Hopfbifurkation vor, an der stabile periodische Losungen vom Gleichgewichtsast abzwei-
gen und dieser einen weichen Stabilitdtsverlust erleidet. Die stabilen periodischen Orbits sind
hier durch Integration berechnet worden. In Abbildung 57 links ist eine periodische Losung fiir
Poco2 = 214.1142222 zu sehen. An P,co, = 394.1046 liegt eine subkritische Hopfbifurkation
vor, an der instabile periodische Losungen vom Gleichgewichtsast abzweigen. Man sieht, daf
dieser einen harten Verlust der Stabilitit erleidet. In Abbildung 57 rechts ist eine periodische
Lésung fiir Pyco, = 394.87 gezeigt.

Das oszillatorische Verhalten, das hier in Abhéngigkeit des Parameters P,co, auftritt, befindet
sich auflerhalb des physiologisch sinnvollen Bereichs. Werte des arteriellen COs Partialdruckes
von {iber 120 werden selten im menschlichen Gehirn beobachtet. Im Folgenden wird unter-
sucht, unter welchen Bedingungen, d.h. durch Anderung welcher Parameter, sich die periodi-
schen Losungen in einen Parameterbereich von P,co, von 40 bis etwa 100 verschieben.
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Abbildung 55: Oben: Bifurkationsdiagramm, welches die Abhéngigkeit des pial arteriellen Druckes
vom arteriellen COy Partialdruck wiedergibt. An P,co, = 214.114222 befindet sich ein erster Hopf-
punkt mit den Eigenwerten \; o = =+iw mit w = 0.0135925 und dem ersten Lyapunovkoeffizienten
1 = —8.81296 - 10'°. Die Stabilitéiit des Gleichgewichtszweiges geht verloren und es entstehen periodische
Losungen. An P,co, = 394.1046 befindet sich ein zweiter Hopfpunkt mit den Eigenwerten A\ o = +iw
mit w = 0.00742405 und l; = 85.951. Die periodischen Lésungen verschwinden an diesem Punkt und die
Gleichgewichtskurve wird wieder stabil (- stabil, - instabil). Unten: Der pial arterielle Druck ist gegen
die Zeit aufgetragen. Es wurde von 0 bis 100000 integriert und parallel P,co, linear von 170 auf 440

erhoht.
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Abbildung 56: Links: Situation am Hopfpunkt an P,co, = 214.114222. Die Gleichgewichtskurve verliert
an diesem Punkt die Stabilitit und man sieht, dafl stabile periodische Losungen von ihr abzweigen.
Rechts: Situation am Hopfpunkt an P,co, = 394.1046. An diesem Punkt verliert der Gleichgewichtsast

die Stabilitdt und instabile periodische Losungen zweigen von ihm ab. Diese instabilen periodischen
Lésungen werden am Limitpunkt (LP) an P,co, = 394.874 wieder stabil (- stabil, - instabil).
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Abbildung 57: Links: Periodische Lésung fiir Pycoo = 214.1142222. Rechts: Periodische Losung fiir
P,co, = 394.87 mmHg (Kurven nach Einschwingen). Die Form der Wellen ist unterschiedlich und die
Frequenz erhéht sich bei Vergroferung von Pycoz. Weiterhin sieht man, dafl diese periodischen Lésungen

steif sind.
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Abbildung 58 zeigt die Fortsetzung des Hopfpunktes an P,co, = 394.1046 gegen die NO Pro-
duktionsrate gyo. Dieser Parameter dient als Input fiir den NO Mechanismus. Fiir P,co, — 00
gilt gvo — 0 und fiir Py,co, — 0 gilt gvo — oo. Eine Vergroferung der NO Produktion liefert
also eine Verschiebung der vom Parameter P,co, abhéngigen Oszillationen in einen physiolo-
gisch sinnvollen Bereich (P,c0, < 100).
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Abbildung 58: Fortsetzung des Hopfpunktes an P,co, = 394.1046. Die Parameter P,co, und qno sind
gegeneinander aufgetragen. Die Hopfkurve ist tiber das gesamte P,co,Intervall stabil und es befinden
sich keine Bifurkationspunkte darauf.

In Abbildung 59 ist die Fortsetzung des Hopfpunktes an P,co, = 394.1046 gegen den Widerstand
Ry der Odembildung gezeigt. Am verallgemeinerten Hopfpunkt an P,co, = 122.886 und Ry =
453.329 dndern die an den Hopfpunkten abzweigenden periodischen Losungen ihre Stabilitét,
da dort der erste Lyapunovkoeffizient gleich 0 ist. Fiir Werte der Parameter P,co, und Ry, die
innerhalb der Hopfkurve liegen, beobachtet man oszillatorisches Verhalten im System. Auch hier
werden die periodischen Losungen erst durch Verkleinerung des Widerstandes Ry, d.h. erhthtem
Wasserflul in den kraniospinalen Raum, in einen physiologisch sinnvollen P,c0,-Bereich von
etwa 94 bis 100 verschoben.

Die Fortsetzung des arteriellen C'O- Partialdruckes gegen den Reabsorptionswiderstand R, ist
in Abbildung 60 gezeigt. Rechts in dieser Abbildung ist der interessante P,co2—Bereich noch
einmal vergrofert dargestellt. Sowohl an P,co, = 96.0295 und R, = 2380.24 als auch an
P,co, = 101.584 und R, = 3168.17 und an P,co, = 532.1577 und R, = 70.76279 befinden
sich verallgemeinerte Hopfpunkte.

Die Hopfkurve endet nicht an P,co, ~ 329.73 und R, ~ 8.307 bzw. an P,co, = 96.0295 und
R, = 2380.24, sondern ist geschlossen. Sie konnte aufgrund numerischer Schwierigkeiten nicht
weiter berechnet werden. Setzt man allerdings den entsprechenden Gleichgewichtspunkt fiir be-
liebige einzelne vorgegebene R,-Werte gegen den Parameter P,co, fort, so erhélt man jeweils
zwei Hopfpunkte und sieht, daf} sich die Hopfkurve schliefit (fiir z.B. R, = 1500 erhilt man einen
Hopfpunkt an P,co, = 129.8 und einen an 221.564, fiir R, = 1000 erhélt man Hopfpunkte an
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Abbildung 59: Links: Fortsetzung des Hopfpunktes an Pyco, = 394.1046. Die Parameter P,co, und Ry
sind gegeneinander aufgetragen. An P,co, = 122.886 und Ry = 453.329 befindet sich eine verallgemeiner-
te Hopfbifurkation. Die Fortsetzung der Hopfkurve an P,co, ~ 98.38 und Ry ~ 552.5 ist aus numerischen
Griinden nicht moglich. Sie ist iiber das gesamte P,co,—Intervall stabil. Rechts: Vergréferung des linken

Diagramms.
3500 3500
Ro
3100 GH
2700 3000
2300
2500 [~ GH
1900
1500
2000 [~
1100
700
1500
300
L L L L L L L L \Pacoz
-100 1000
80 120 160 200 240 280 320 360 400 440 480 520 560 600 70 78 86 94 102 110 118 126 134 142 150

Abbildung 60: Links: Fortsetzung des Hopfpunktes an P,co, = 394.1046. Die Parameter P,co, und
R, sind gegeneinander aufgetragen. Sowohl an P,co, = 96.0295 und R, = 2380.24 als auch an P,co, =
101.584 und R, = 3168.17 und an P,co, = 532.1577 und R, = 70.76279 befinden sich verallgemeinerte
Hopfpunkte. Die Fortsetzung der stabilen Hoptkurve an P,co, = 96.0295 und R, = 2380.24 bzw. an
Paco, = 329.73 und R, ~ 8.307 ist aus numerischen Griinden nicht moglich. Rechts: VergréBerung des
linken Diagramms.
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Pyco, = 163.483 und an P,co, = 291.791, und fiir R, = 500 erhélt man einen Hopfpunkt an
P,co, = 217.739 und einen an 401.204).

Fine Vergroflerung des Reabsorptionswiderstandes R, verschiebt die Oszillationen des Systems
ebenfalls in einen physiologisch sinnvollen P,c0,-Bereich (< 100).

Untersucht man die Abhéngigkeit des pial arteriellen Druckes von P,co, wie im Falle der Ratte
mit einer Herzrate von 378 Schldgen pro Minute anstatt 80 Schldgen pro Minute, so erhélt man
zwar ebenfalls oszillatorische Phédnomene, allerdings liegen diese sehr weit auflerhalb des phy-
siologisch sinnvollen Bereichs. Der erste Hopfpunkt befindet sich an P,co, = 1.35166 - 107 und
der zweite Hopfpunkt an P,co, = 4.52137 - 10”.
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Abbildung 61: Fortsetzung des Hopfpunktes an P,co, = 394.1046 gegen die Herzrate b. An P,co, =
217.188 und b = 1.12767 befindet sich eine verallgemeinerte Hoptbifurkation. Die Fortsetzung dieser
stabilen Kurve an P,co, ~ 131.683 und b ~ 1.134 bereitete aus numerischen Griinden Schwierigkeiten.

Die Fortsetzung des Hopfpunktes an P,co, = 394.1046 gegen die Herzrate b ist in Abbildung
61 gezeigt. An Pyco, = 217.188 und b = 1.12767 befindet sich ein verallgemeinerter Hopfpunkt.
Weiterhin sieht man, dafl eine Verdnderung der Herzrate die periodischen Loésungen nicht in
einen physiologisch sinnvollen P,co,-Bereich verschiebt. Die periodischen Lésungen existieren
fiir Werte der Parameter P,co, und b, die innerhalb der Hopfkurve liegen.

Die Fortsetzung des Hopfpunktes an F,co, = 394.1046 gegen den Parameter k¢, ist links in
Abbildung 62 gezeigt. Der Parameter k¢, ist ein Ma8 fiir die Compliance der grofien und mittle-
ren zerebralen Arterien, die sich wie folgt berechnet: Cj, = k¢,, /(Pia — Pic). An P,co, = 215.938
und k¢, = 120.991 und an P,co, = 340.395 und k¢,, = 137.71 befinden sich verallgemeinerte
Hoptbifurkationen. Die Fortsetzung der Hopfkurve an P,co, = 215.938 und k¢,, = 120.991 ist
aus numerischen Griinden nicht moglich. Setzt man allerdings den entsprechenden Gleichge-
wichtspunkt fiir beliebige einzelne vorgegebene k¢,,—~Werte gegen den Parameter P,co, fort, so
erhélt man jeweils zwei Hopfpunkte und sieht, dafi die Hopfkurve links sehr steil abfillt (fiir z.B.
kc,, = 5 erhélt man einen ersten Hopfpunkt an P,co, = 214.114).
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Abbildung 62: Fortsetzung des Hopfpunktes an P,co, = 394.1046 gegen die Parameter k¢, (links) und
kyen (rechts). An Pyco, = 215.938 und k¢,, = 120.991 und an P,co, = 340.395 und k¢,, = 137.71 bzw.
an P,co, = 216.587 und kyen, = 153.108 und an P,co, = 321.881 und kye, = 139.318 befinden sich
verallgemeinerte Hopfpunkte. Die Fortsetzung der Hopfkurven ist jeweils aus numerischen Griinden nicht
moglich. Die gezeigten Hoptkurven sind iiber das gesamte P,co,—Intervall stabil.

In Abbildung 62 rechts ist die Fortsetzung des Hopfpunktes an P,co, = 394.1046 gegen den
Parameter ke, gegeben. Dieser Parameter ist ein Maf fiir die Grofle der venosen Compliance,
die geméB Cyi = kyen/((Py— P;c) — Py1) berechnet wird. An P,co, = 216.587 und kye, = 153.108
und an P,co, = 321.881 und kye, = 139.318 befinden sich ebenfalls verallgemeinerte Hopfpunk-
te. Setzt man die entsprechenden Equilibria fiir beliebige einzelne vorgegebene k,.,—Werte gegen
den Parameter P,co, fort, so erhélt man auch hier jeweils zwei Hopfpunkte und sieht, dafl die
Hoptkurve, die ebenfalls an P,co, = 216.587 und k., = 153.108 aus numerischen Griinden
nicht weiter fortgesetzt werden konnte, links sehr steil abfillt (z.B. fiir kye, = 25 befindet sich
ein erster Hopfpunkt an P,co, = 214.114).

4.4.2 Analyse des Systems Ratte

In Abbildung 63 ist die Abhéngigkeit des zerebralen Blutflusses und des pial arteriellen Druckes
vom arteriellen C'O9 Partialdruck gezeigt. Bei Verdnderung dieses Druckes innerhalb des Inter-
valls 27 < P,co, < 126 &ndert sich der zerebrale Blutflul und damit der pial arterielle Druck.
Die Gleichgewichtskurven sind iiber das gesamte P,co,Intervall stabil und es treten keine Bi-
furkationen, insbesondere keine Hopfpunkte, auf.
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Abbildung 63: Abhéngigkeit des zerebralen Blutflusses (links) und des pial arteriellen Druckes (rechts)
vom arteriellen COq Partialdruck. Fiir Parameterwerte kleiner 27 und grofier 126 tritt sowohl im zerebra-
len BlutfluB als auch im pialen Druck keine Anderung mehr ein. Es befinden sich keine codim—1 Punkte

auf den stabilen Gleichgewichtskurven.

Fazit: Analog zu den Ergebnissen aus Abschnitt 4.3 zeigen die Analysen des Systems Ratte aus
diesem Unterabschnitt und des Systems Mensch aus Unterabschnitt 4.4.1, dafl beide Systeme
auch im Fall der C'O2 Reaktivitit unterschiedliche nichtlineare Phénomene aufweisen, obwohl die
Modellgleichungen auch hier in beiden Systemen strukturell gleich sind. Das Rattenmodell ist im
Vergleich zum Modell Mensch, in dem ein Entstehen und Verschwinden periodischer Lésungen
im Mechanismus der COs Reaktivitdt beobachtet wird, stationér.
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4.5 NO Reaktivitat

Die NO Reaktivitdt wird in dem Modell durch die Gleichung (1.31) beschrieben:

dzyo
dt

TNO
NOn

gdgNO
= —zn0 + Gnologg (q > .

In diesem Abschnitt wird der pial arterielle Druck in Abhéngigkeit der NO Produktionsrate
gnvo untersucht, da dieser als Input der Regulation dient.

4.5.1 Analyse des Systems Mensch

Als Bifurkationsparameter wurde hier gyo gewéhlt. Das zugehorige Bifurkationsdiagramm ist
in Abbildung 64 gezeigt. An gno = 99.596882 befindet sich ein Hopfpunkt mit den Eigenwerten
A2 = Fiw mit w = 0.0136013 und dem ersten Lyapunovkoeffizienten I; = —8.92143 - 1010,
Da dieser negativ ist, handelt es sich um eine superkritische Hopfbifurkation, an der stabile
periodische Losungen vom Gleichgewichtsast abzweigen. An qyo = 264.3572 befindet sich ein
weiterer Hopfpunkt mit den Eigenwerten A\ 2 = +iw mit w = 0.00742405 und /; = 85.9504. Die
periodischen Losungen verschwinden an diesem Punkt und die Gleichgewichtskurve wird wieder
stabil. Wegen [; > 0 handelt es sich um eine subkritische Hopfbifurkation, an der instabile
periodische Losungen entstehen.

In Abbildung 64 unten ist der zeitliche Verlauf des pial arteriellen Druckes bei linearer Erhchung
von gyo von 30 auf 320 gezeigt. Das Entstehen und Verschwinden der periodischen Losungen
an den Hopfpunkten ist deutlich erkennbar.

In Abbildung 65 sind die Situationen lokal um die Verzweigungspunkte dargestellt. An gyo =
99.596882 (links) liegt eine superkritische Hopfbifurkation vor, an der stabile periodische Losun-
gen vom Gleichgewichtsast abzweigen und dieser einen weichen Stabilitétsverlust erleidet. Die
stabilen periodischen Orbits sind hier durch Integration berechnet worden. In Abbildung 66 links
ist eine periodische Losung fiir gyo = 99.596883 zu sehen. An gyo = 264.3572 (rechts) liegt
eine subkritische Hopfbifurkation vor, an der instabile periodische Losungen vom Gleichgewicht-
sast, der einen harten Verlust der Stabilitét erleidet, abzweigen. In Abbildung 66 rechts ist eine
periodische Losung fiir gyo = 265.18 gezeigt.

Diese unter basalen Werten aller iibrigen Parameter gefundenen Hopfpunkte liegen bereits in
einem physiologisch sinnvollen ¢yo Bereich. Der Rest des Abschnitts beschéftigt sich mit der
Frage, welche Parameter des Systems Einflufl auf den NO Mechanismus nehmen und die oszil-
latorischen Phénomene im gnyo Bereich verschieben.

In Unterabschnitt 4.4.1 wurde bereits ein Parameterdiagramm gezeigt, welches die Abhéngigkeit
der NO Produktionsrate vom arteriellen C'Oy Partialdruck wiedergibt. Daher wird hier auf die
Fortsetzung einer der Hopfpunkte gegen P,co, verzichtet.
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Abbildung 64: Oben: Bifurkationsdiagramm, welches die Abhéngigkeit des pial arteriellen Druckes von
der NO Produktionsrate wiedergibt. An qno = 99.596882 befindet sich ein Hopfpunkt mit den Eigen-
werten A\j o = +iw mit w = 0.0136013 und dem ersten Lyapunovkoeffizienten l; = —8.92143 - 101, Die
Stabilitiat des Gleichgewichtszweiges geht an diesem Punkt verloren und es entstehen periodische Losun-
gen. An qvo = 264.3572 befindet sich ein weiterer Hopfpunkt mit den Eigenwerten \io = +iw mit
w = 0.00742405 und l; = 85.9504. Die periodischen Losungen verschwinden an diesem Punkt und der
Gleichgewichtsast wird wieder stabil (- stabil, - instabil). Unten: Der pial arterielle Druck ist gegen die
Zeit aufgetragen. Es wurde von 0 bis 100000 integriert und parallel gyo linear von 30 auf 320 erhéht.
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Abbildung 65: Links: Situation am Hopfpunkt an qyo = 99.596882. Die Gleichgewichtskurve verliert
an diesem Punkt die Stabilitdt und man sieht, daf3 stabile periodische Ldésungen von ihr abzweigen.
Rechts: Situation am Hopfpunkt an qno = 264.3572. An diesem Punkt verliert der Gleichgewichtsast die
Stabilitdt und instabile periodische Losungen zweigen von ihm ab. Diese instabilen periodischen Lésungen
werden am Limitpunkt (LP) an qno = 265.183 wieder stabil. (- stabil, - instabil).
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Abbildung 66: Links: Periodische Lésung fiir qnvo = 99.596883. Rechts: Periodische Losung fiir qgno =
265.18 (Kurven nach Finschwingen). Die Form der Wellen ist unterschiedlich und die Frequenz erhéht
sich bei VergréBerung von qno. Weiterhin sieht man, daf3 diese periodischen Losungen steif sind.
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Der Hopfpunkt an qno = 264.3572 wurde gegen den Parameter R, fortgesetzt. Die resultieren-
de Hopfkurve ist in Abbildung 67 links gezeigt. Sowohl an gyo = 30.2064 und R, = 3168.28
als auch an qyo = 427.368 und R, = 71.11 befinden sich verallgemeinerte Hopfpunkte. Da
an diesen Punkten der erste Lyapunovkoeffizient gleich 0 ist, findet ein Wechsel der Stabilitét
der an den Hopfpunkten abzweigenden periodischen Losungen statt. Die Kurve endet nicht an
gyo ~ 181.663 und R, ~ 8.307 bzw. gno ~ 27.861 und R, =~ 3205.25, sondern ist geschlossen.
Es gibt numerische Schwierigkeiten bei der Fortsetzung der Hopfkurve. Setzt man allerdings den
entsprechenden Gleichgewichtspunkt fiir beliebige einzelne vorgegebene R,—Werte gegen den
Parameter qyo fort, so erhélt man jeweils zwei Hopfpunkte und sieht, daf§ sich die Hopfkur-
ve schlieBt (fiir z.B. R, = 1700 erhélt man einen Hopfpunkt an gyo = 39.3382 und einen an
gvo = 89.6356, bzw. fiir R, = 850 erhilt Hopfpunkte an gyo = 73.4286 und an gyo = 188.966).
In Abbildung 67 rechts ist die Fortsetzung des Hopfpunktes an qno = 264.3572 gegen den Pa-
rameter Ry, welcher neben R, die Odembildung beschreibt, gezeigt. An gyo = 40.9652 und
Ry = 453.326 befindet sich ein verallgemeinerter Hopfpunkt.

3400 1900

Ro Rf

GH
2660 [~ 1520
1920 - . 1140 -
1180 760
440 380 GH

GH
300 I I I I I I I I | aNo 0 I I I I I I I I | aNo
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Abbildung 67: Fortsetzung des Hopfpunktes an qno = 264.3572 gegen die Parameter R, und Ry.
Links: Sowohl an qnyo = 30.2064 und R, = 3168.28 als auch an qyo = 427.368 und R, = 71.11
befinden sich verallgemeinerte Hopfpunkte. Rechts: An qno = 40.9652 und Ry = 453.326 befindet sich
ein verallgemeinerter Hopfpunkt. Die Fortsetzung der stabilen Kurve an gyo ~ 28.698 und Ry ~ 552.335
ist aus numerischen Griinden nicht moéglich. Fiir Werte der Parameter gqnvo und R, bzw. qno und Ry,
die sich jeweils innerhalb dieser Hopfkurven befinden, existieren periodische Losungen.

Untersucht man die Abhéngigkeit des pial arteriellen Druckes von gxo wie im Falle der Ratte mit
einer Herzrate von 378 Schldgen pro Minute anstatt 80 Schldgen pro Minute, so erhilt man zwar
ebenfalls Oszillationen, allerdings liegen diese sehr weit auflerhalb des physiologisch sinnvollen
Bereichs. Der erste Hopfpunkt befindet sich an qyo = 4.77 - 10° und der zweite Hopfpunkt an
gnvo = 3.29 - 1019,

Die Fortsetzung des Hopfpunktes an qyo = 264.3572 gegen die Herzrate b ist links oben in
Abbildung 68 gezeigt. An gyo = 101.894 und b = 1.12767 befindet sich eine verallgemeinerte
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Abbildung 68: Fortsetzung des Hopfpunktes an qnyo = 264.3572 gegen die Herzrate b (oben links),
die Parameter k¢,, (oben rechts) und kyen (unten). Auf allen drei stabilen Hopfkurven befinden sich
verallgemeinerte Hopfpunkte. Fiir Parameterwerte, die sich innerhalb der einzelnen Hopfkurven befinden,
existieren jeweils periodische Ldsungen.



4 ANALYSE DER MODELLE MENSCH UND RATTE 88

Hopf Bifurkation.

Im Parameterdiagramm in Abbildung 68 oben rechts wurde k¢,, als zweiter Bifurkationspara-
meter gewahlt. Dieser ist ein Maf} fiir die Compliance der grofien intrakraniellen Arterien. An
gvo = 100.958 und k¢,, = 120.991 sowie an gyo = 209.11 und k¢,, = 137.716 befinden sich ver-
allgemeinerte Hopfpunkte. Die Fortsetzung der Hopfkurve an gyo ~ 99.922 und k¢,, ~ 119.361
ist aus numerischen Griinden nicht moglich. Setzt man allerdings den entsprechenden Gleich-
gewichtspunkt fiir beliebige einzelne vorgegebene k¢,,—~Werte gegen den Parameter gno fort, so
erhélt man jeweils zwei Hopfpunkte und sieht, daf§ die Hopfkurve links sehr steil abfillt (fiir z.B.
ke,
In Abbildung 68 unten ist die Fortsetzung des Hopfpunktes an gyo = 264.3572 gegen den Para-

, = b erhilt man einen ersten Hopfpunkt an ¢gyo = 99.5972).

meter kyen gezeigt. Dieser ist ein Maf fiir die Grofle der vendsen Compliance. An gyo = 101.444
und kyenp = 153.108 sowie an qyo = 191.217 und kyep, = 139.316 befinden sich verallgemei-
nerte Hopfpunkte. Setzt man die entsprechenden Equilibria fiir beliebige einzelne vorgegebene
kyen—Werte gegen den Parameter gnyo fort, so erhédlt man auch hier jeweils zwei Hopfpunkte
und sieht, dafl die Hopfkurve, die ebenfalls an gyo = 101.444 und ke, = 153.108 aus numeri-
schen Griinden nicht weiter fortgesetzt werden konnte, links sehr steil abfillt (fiir z.B. kyen = 25
befindet sich ein erster Hopfpunkt an ¢no = 99.5978).

4.5.2 Analyse des Systems Ratte

Die NO Produktionsrate des Systems Ratte ist im Gegensatz zu der des Systems Mensch vom
arteriellen C'Oq Partialdruck gemaf der Gleichung gnyo = 0.4332 - P,co, + 39.8048 abhéngig
(siehe Gleichung (2.6)). Eine Verdnderung dieser Produktionsrate unter Erhalt der Abhingig-
keit von P,co, erzielt man durch Addition eines zusédtzlichen Parameters f. Man hat also
gno = 0.4332 - P,co, + 39.8048 + f.

In Abbildung 69 ist die Abhéngigkeit des pial arteriellen Druckes vom Parameter f gezeigt.
Wihrend dieser Analyse besafl der Parameter P,co, den basalen Wert. Man sieht, daf sich
der pial arterielle Druck bei einer Vergroflerung der NO Produktion bis zu 8800 und bei einer
Verkleinerung bis zu —26 &ndert und dariiber hinaus konstant bleibt. Die Gleichgewichtskurven
sind iiber das gesamte Parameterintervall stabil und es befinden sich keine Bifurkationspunkte,
insbesondere keine Hopfpunkte, darauf.

Fazit: Analog zu den Ergebnissen aus den Abschnitten 4.3 und 4.4 weisen das System Ratte und
das System Mensch ebenfalls fiir die NO Reaktivitéit unterschiedliche nichtlineare Phinomene
auf, obwohl auch hier die Modellgleichungen in beiden Systemen strukturell gleich sind. Das
Rattenmodell ist im Vergleich zum Modell Mensch, in dem ein Entstehen und Verschwinden
periodischer Losungen im Mechanismus der NO Reaktivitdt beobachtet wird, stationér.
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Abbildung 69: Abhéngigkeit des pial arteriellen Druckes vom Parameter f. Fiir Parameterwerte grofier
8800 und kleiner —26 ist der pial arterielle Druck konstant. Weiterhin befinden sich keine codim—1 Punkte
auf diesen stabilen Gleichgewichtskurven.
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4.6 Numerische Methoden

Das im Anhang als Gesamtiibersicht gegebene Differentialgleichungssystem wurde mit MAT-
LAB 6.5.0 integriert. Da das System sehr steif ist, wurde ein BDF—Verfahren, welches als Loser
ode15s in MATLAB implementiert ist und neben den anderen implementierten Losern fiir steife
Probleme ode23s, ode23t und ode23tb die hochste Genauigkeit liefert, benutzt.

Die durch Integration gefundenen Gleichgewichtspunkte und die auf den Gleichgewichtskurven
liegenden Hopfpunkte sind mit der Software CONTENT [6] fortgesetzt bzw. aufgespiirt worden.
Diese Software benutzt dazu die entsprechenden Methoden bzw. Testfunktionen aus [52], Kap.
4, 5 und [53], Kap. 10.

Betrachtet man in Kapitel 4 die Bifurkationsdiagramme fiir die Parameter Ry, Ry, Gaut, Puco,
und gno, so weisen alle Diagramme einen Knick fiir einen entsprechenden Parameterwert auf.
Diese Knicke lassen sich auf Sprungstellen in den stiickweise definierten Funktionen ¢y, go,
Cpa und C,,, (siehe Gleichungen (1.26), (1.27), (1.33) und (1.34)) zuriickfithren. Aufgrund dieser
Sprungstellen erfiillt das System nicht die notwendigen Glattheitsbedingungen zur Fortsetzung
von Hopfpunkten, was die numerischen Schwierigkeiten bei der Fortsetzung der an den Knicken
der Bifurkationsdiagramme liegenden Hopfpunkte und damit der weiteren Fortsetzung der Hopf-
kurven (siehe z.B. Abbildung 68) erklért.

Die Fortsetzung der periodischen Lésungen an den Hopfbifurkationen sind mit der Software AU-
TO [5] durchgefithrt worden. AUTO benutzt zu dieser Fortsetzung die sogenannte orthogonale
Kollokation, die Schwierigkeiten mit steifen Problemen hat, siehe [54], [55]. Da die periodischen
Losungen in diesem System sehr steif sind, erkléart dies die Probleme der Fortsetzung in Kapitel
4.

Die Berechnungen mit MATLAB und CONTENT wurden auf einem Windows 2000 System auf
einem Intel Pentium 4 mit 3.00 GHz und 1024 MB RAM und die Berechnungen mit AUTO
unter Unix auf einer Sun Fire 3800 Workstation mit 4 UltraSPARC-ITI+900 MHz Prozessoren
durchgefiihrt. Die graphische Auswertung der mit obigen Programmen berechneten Ergebnisse
erfolgte mit der Software Gnuplot.
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5 Physiologische Schliisse

5.1 Plateauwellen

Bei basalem intrakraniellen Druck treten mit der Pulsfrequenz korrelierte Amplituden von 1
bis 4 mmHg auf. Diese Pulswellen kénnen regelméfig im Hirndrucksignal nachgewiesen werden.
Langsamer als die Pulswelle ist die Atemwelle mit Amplituden von 2 bis 10 mmHg. Neben
der Puls— und Atemmodulation zeigt der intrakranielle Druck weitere spezifische Wellen. Nach
Lundberg werden diese langsamen Wellen in A, B und C—-Wellen eingeteilt. Die A(Plateau)-Welle
ist durch einen raschen Anstieg, und einen anschliefenden in ein langsam weiter progredientes
Plateau iibergehenden Verlauf charakterisiert, wobei bei einer Wellendauer von 5 bis iiber 20
Minuten Druckwerte von iiber 40 — 100 mmHg erreicht werden. Eine etwas langsamere Welle ist
die B-Welle mit Periodendauern von 0.5 bis 3 je Minute und Amplituden von wenigen mmHg
bis zu 20 mmHg. Die von Lundberg als C-Welle bezeichnete Welle mit Perioden von 4 bis 8 je
Minute und Amplituden bis zu 20 mmHg entsprechen den blutdruckabhéngigen Wellen, die nur
bei einem hohen intrakraniellen Druck auftreten.

Ein typischer Verlauf einer intrakraniellen Plateauwelle, gemessen von [56], ist in Abbildung 70
zu sehen.
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Abbildung 70: Typischer klinischer Verlauf einer intrakraniellen Plateauwelle (siehe [56]).

Der Ursprung solcher Plateauwellen ist bisher noch nicht verstanden.

Ursino et al. [56] haben 1997 zum ersten Mal in einem vereinfachten mathematischen Modell
der zerebralen Himodynamik versucht, das Enstehen dieser Plateauwellen zu erklédren. Sie ha-
ben festgestellt, daf3 diese Oszillationen ohne jede externe Storung einfach als Konsequenz der
intrinsischen Instabilitdt des Systems auftreten konnen.

Die pathologischen Gegebenheiten, welche hauptséchlich zur intrakraniellen Instabilitit und
somit zu Oszillationen fithren, sind nach [56] eine Reduktion der intrakraniellen Compliance
Cjc und eine Beeintriachtigung der Zirkulation der zerebrospinal Fliissigkeit (C'SF) im Gehirn.
Dabei wird vorausgesetzt, dafy diese Verdnderungen bei Patienten mit intakter Autoregulation
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auftreten.

Dieses von [56] aufgestellte Modell entspricht in folgendem Aspekt nicht der Realitéit: Es bertick-
sichtigt keine Volumenverédnderung der grofien und mittleren zerebralen Arterien innerhalb des
kraniospinalen Compartments. Erst durch die in meinem Modell vorgenommenen Erweiterungen,
d.h. durch Beriicksichtigung dieser Volumenveridnderung, erhélt man ein realistischeres Modell
der zerebralen Perfusion mit dem sich der eigentliche Ursprung der Plateauwellen erkléren 1a8t.
Dazu wurde in Kapitel 4.2 der Mechanismus der Odembildung genauer betrachtet und unter-
sucht. Dieser ist analog zur C'SF' Zirkulation im vereinfachten Modell von [56] modelliert worden
und ist deshalb unter dem Aspekt der Systemdynamik mit diesem vergleichbar. Die Analysen
aus Kapitel 4.2 haben ergeben, daf} bei Verdnderung der fiir diesen Mechanismus relevanten Pa-
rameter Ry, R, und kg nur im Fall des verkleinerten Systems Mensch Oszillationen entstehen.
Bei diesem verkleinerten System wird, genau wie bei den Modellen von [4], [13] und [56], zur Mo-
dellierung vereinfachend vorausgesetzt, dafl sich das Volumen innerhalb der grofien zerebralen
Arterien nicht dndert.

Betrachtet man allerdings das von mir erweiterte System, welches die grofien zerebralen Arterien
als eigenes Compartment modelliert und somit deren Volumenénderung beriicksichtigt, so sieht
man in Abbildung 71, dafl in diesem Fall keine Hopfpunkte existieren. Das System geht also bei
Anderungen der Parameter, die eine Odembildung beschreiben, nicht von einem stationiiren in
einen periodischen Zustand {iber.

Nach den Analysen meines Modells ist also eine Reduktion der intrakraniellen Compliance und
eine Beeintrichtigung der Odembildung nicht allein fiir die intrakranielle Instabilitit und das
Entstehen der Plateauwellen verantwortlich.

DaB allerdings die Regulationsmechanismen, welche aufgrund von Anderungen im COj Parti-
aldruck und in der NO Produktionsrate fiir einen vasodilatorischen Stimulus sorgen, fiir das
Entstehen und Verschwinden der periodischen Losungen verantwortlich sind, haben wir in den
Analysen aus den Kapiteln 4.3,4.4 und 4.5 gesehen.

Dieses Resultat stimmt mit experimentellen Daten von Rosner et al. [1] iiberein, welche bestéti-
gen, daf} ein vasodilatorischer Stimulus notwendig ist, um das Enstehen von Plateauwellen her-
vorzurufen.

Mit dem Modell simulierte Plateauwellen sind in Abbildung 72 zu sehen. Hierbei wurde die Herz-
rate auf 99 Schlidge pro Minute erhoht, was einer Vergréflerung des systemischen Blutdruckes
P, auf ungefihr 121 mmHg entspricht und die NO Produktionsrate auf 350 erhoht. Weiterhin
wurde rechts in Abbildung 72 der RiickfluBwiderstand der Odembildung R, zusitzlich auf 1000
mmHg s/ml erhoht. Man sieht hier, daf eine Verdnderung des Parameters R, sehr wohl Aus-
wirkungen auf die Form der Wellen, d.h. die Grofle des Plateaus, und auf die Amplitude hat,
auch wenn er nicht allein fiir das Entstehen dieser Wellen verantwortlich ist.
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Abbildung 71: Stabile Gleichgewichtskurven des vergréfierten Systems Mensch, welche die Abhéngigkeit
des intrakraniellen Druckes von R, (links oben), von Ry (rechts oben) und kg (unten) wiedergeben. Es
treten keine Hopfpunkte auf und somit findet bei Anderung dieser Parameter kein Ubergang des Systems
von einem stationdren in einen periodischen Zustand statt.
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Abbildung 72: Simulierte intrakranielle Plateauwellen. Die Herzrate wurde auf 99 Schléige pro Minute
und die NO Produktionsrate auf 350 erhcht. Links: Druckwellenverlauf fiir den basalen Wert von R,.
Rechts: Der RiickfluBwiderstand R, wurde zusétzlich auf 1000 mmHg s/ml erhoht.

5.2 Vergleich der Modelle Mensch — Ratte

In den Kapiteln 4.1, 4.2.2 und 4.2.3 haben wir gesehen, dafl die Mechanismen der sympathi-
schen Stimulation und der Odembildung im Fall des Systems Mensch und des Systems Ratte
phidnomenologisch miteinander vergleichbar sind. Es stellt sich nun allerdings die Frage, warum
man ganz unterschiedliches Verhalten in den drei Regulationsmechanismen zwischen dem Mo-
dell Mensch und dem Modell Ratte beobachtet.

Zwischen diesen beiden Modellen bestehen die folgenden strukturellen und physiologischen Un-
terschiede:

e Die Driicke in den einzelnen Gefdflabschnitten des Systems Mensch und des Systems Ratte

unterscheiden sich nur unwesentlich voneinander. Im Gegensatz dazu besitzt die Ratte eine
wesentlich hohere Herzrate als der Mensch.
In den Analysen des Modells Mensch in den Kapiteln 4.3.1, 4.4.1 und 4.5.1 haben wir
gesehen, dafl bei einer Vergroflerung der Herzrate auf einen Wert, der dem einer Ratte
entspricht, die Ostzillationen nicht einfach verschwinden, aber physiologisch in einem un-
realistischen Bereich bzw. in einem Bereich, in dem der Mechanismus der Autoregulation
auer Kraft gesetzt ist, liegen.

e Betrachtet man die Langen und Durchmesser und damit die Widerstdnde beider Model-
le, so erkennt man, dafl diese durch eine entsprechende Skalierung ineinander iiberfithrt
werden konnen. Diese Skalierung gilt nicht fiir die Kapazititen der beiden Systeme. Die
intra— und extrakraniellen Kapazititen der Ratte sind relativ gesehen kleiner, als die des
Menschen.



5 PHYSIOLOGISCHE SCHLUSSE 95

In den Abbildungen 53, 62 und 68 sicht man, daf} sich die im Modell Mensch gefun-
denen Hopfpunkte fiir die entsprechenden Werte der Compliances des Rattenmodells,
kc,, = 0.0305 und kyep = 4.9353 - 1078, im Guut—, Paco,— und qyo—Wert nur unwesentlich
von den Hopfpunkten fiir die basalen Werte der Compliances des Menschen unterscheiden.
Die Oszillationen werden also bei Verdnderung der intrakraniellen Compliances weder in
einen physiologisch sinnvollen noch in einen physiologisch unrealistischen Bereich verscho-
ben.

Angesichts der oben aufgezéihlten Punkte liegt die Vermutung nahe, daf§ die Herzrate im Ver-
gleich zu den Compliances stéirker zum oszillatorischen Verhalten des Systems Mensch beitrigt.
Sie ist allerdings nicht allein fiir das Entstehen solcher Phéinomene verantwortlich, denn analy-
siert man das Modell Ratte mit einer Herzrate, die der des Menschen entspricht, so stellt man
fest, dafl auch in diesem Fall keine periodischen Losungen entstehen.

5.2.1 Schluf3folgerung

Aus medizinischer Sicht sind die im Modell Mensch im mittleren intrakraniellen Druck zu beob-
achtenden Plateauwellen wegen ihrer plotzlichen Druckspitzen sehr gefahrlich. Bei dem System
Ratte steigt der mittlere intrakranielle Druck bei Verdnderung der entsprechenden Parameter
zwar auch an, aber es existieren nur stationére Losungen und somit keine gefihrlichen Druckun-
terschiede. Die Vermutung liegt also nahe, dal das Rattenmodell aus physiologischer Sicht sta-
biler ist, als das Modell Mensch.

Aus mathematischer Sicht kann man allerdings auch anders argumentieren. Betrachtet man
nédmlich im System Mensch die bistabilen Gebiete um die gegebenen Hopfpunkte, so sprechen
diese fiir die Flexibilitéit des Systems. Da es im System Ratte solche Gebiete nicht gibt, ist die-
ses System im Vergleich zum System Mensch nicht in der Lage, auf duflere Verdnderungen zu
reagieren.

Fin grofler Teil der Tierversuche, die im Labor durchgefiihrt werden, um einen klinischen Verlauf
nach einer Erkrankung eines Patienten besser verstehen zu konnen, wird an Ratten durchgefiihrt.
Aufgrund der Ergebnisse der Analysen des Systems Mensch und des Systems Ratte in dieser
Arbeit stellt sich nun die Frage, inwieweit ein Rattenmodell im Allgemeinen dazu geeignet ist,
Vorhersagen iiber das Verhalten des Menschen in einer gegebenen klinischen Situation zu treffen
und ob es nicht sinnvoller wire, die Versuche mit anderen Tieren durchzufiihren.

In der hier untersuchten Situation der zerebralen Perfusion bei einem Schiddel-Hirn—Trauma,
hat man zumindest gesehen, dafl vollig unterschiedliches Verhalten im intrakraniellen Druck in
dem mit Daten von Sprague-Dawley Ratten validierten System und im System Mensch auftritt.
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6 Diskussion und Ausblick

In dieser Arbeit wird ein mathematisches Modell préasentiert, welches die zerebrale Hamody-
namik unter physiologischen Gesichtspunkten beschreibt. Ziel der Modellierung war es, einen
tieferen Einblick in die Mechanismen der zerebrovaskularen Perfusion mit speziellem Interesse
an der Interaktion der verschiedenen Regulationsmechanismen zu gewinnen. Die Analyse des
Systems im Falle des Menschen und der Ratte sind in Kapitel 4 gegeben und die physiologischen
Schliisse in Kapitel 5 gezogen worden.

Erst durch Einfithrung einer Herzzeitvolumenfunktion als Input fiir die systemische Blutzirkula-
tion, wurde der Blutdruck P, und damit alle anderen Driicken und Fliisse des Systems pulsatil.
Die Einfiihrung eines pulsatilen Blutflusses erlaubt es, die Effekte von Herzrhythmusstérungen
auf die zerebrale Perfusion zu untersuchen. Das ist ein wichtiges Problem im Hinblick auf die
grofler werdende Anzahl von &dlteren Traumapatienten mit Herzerkrankungen. Da das model-
lierte System geschlossen ist, d.h. zum ersten Mal ein Modell der zerebralen Himodynamik mit
dem Herzen verbunden wurde, resultiert jede Verinderung des Herzzeitvolumens in Anderungen

der anderen systemischen Driicke und Fliisse.

Die Aufrechterhaltung eines adiquaten zerebralen Perfusionsdruckes ist das Hauptziel der T BI
(traumatic brain injury) Therapie. Diese wird als wichtige therapeutische Intervention ange-
sehen, da sie mit einer erheblichen Reduktion der Sterblichkeit und einer Verbesserung der
Uberlebensqualitit in Zusammenhang steht und wahrscheinlich die Durchblutung der ischéimi-
schen (sauerstoffarmen) Regionen des Gehirns nach einer schweren T'BI verbessert (siehe [58]).
Dieses Ziel kann durch intravendse Applikation von Vasopressoren (blutdrucksteigernden Mit-
teln) erreicht werden. Das Organ, auf welches diese Vasopressoren wirken, ist das Herz. Dort
rithrt eine Erhohung des Herzzeitvolumens von der Verdnderung der Herzrate und der Kontrak-
tilitédt her.

Aus diesem Grund darf das Subsystem der sympathischen Regulation der Herzfunktion in einem
physiologisch relevanten Modell der zerebralen Perfusion nicht fehlen. In der jetzigen Version
des Modells wird nur der grundlegende Mechanismus der Norepinephrine—Physiologie betrach-
tet, da sich das Modell im Allgemeinen nur auf die wesentlichen und robusten Mechanismen der

zerebralen Perfusion konzentriert.

Ein genaueres Modell der NO Bildung miisste sowohl eine Vielzahl von Zelltypen (z.B. Endo-
thelzellen, Astrozyten etc.) als auch ein kompliziertes System der subzelluléren Strukturen bein-
halten. Ein solches Modell der NO Physiologie wiirde das Modell als ganzes nur komplizierter
machen und in dem fiir uns interessanten Fall, der Regulation des Blutflusses wihrend eines
Schédel-Hirn—Traumes, keine zusétzliche Information liefern. Die Vereinfachung der NO Phy-
siologie ist also gerechtfertigt.
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Es ist wichtig zu erwihnen, dafl das Stickstoffmonoxid, welches wihrend einer Schéidel-Hirn—
Verletzung produziert wird, ebenfalls in anderen Regionen des Gehirns und nicht nur an den
kleinen Arterien und Arteriolen gebildet wird. Es hat deshalb auch eine Wirkung auf die glatten
Muskelzellen und somit auf die Compliances und Widerstinde der grofien zerebralen Arterien
und der zerebralen Venen. Auflerdem wird es ebenfalls an den extrakraniellen Venen gebildet
und trigt somit zu Verdnderungen im Schlagvolumen v, in der Herzrate b und im systemischen
Widerstand Ry bei.

Einige Experimente geben den Hinweis darauf, daf3 die grofien zerebralen Arterien ebenfalls
an der Konstanthaltung des zerebralen Blutflusses beteiligt sind. D.h. ein n#chster Schritt in
Richtung Verbesserung des aktuellen Modells bestiinde darin, die Compliance C}, und den Wi-
derstand Ry, aktiv durch die Regulationsmechanismen wie im Falle der pialen Geféifle zu &ndern.
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7 Anhang

A1l Physiologische Grundlagen

Die in diesem Kapitel erkldrten physiologischen Grundlagen wurden dem Buch [59] und den
Artikeln [60, 61, 62, 63, 64] entnommen.

Typen von Arterien

Je nach Funktion und Lokalisation miissen Arterien verschiedenen Anspriichen geniigen und
unterscheiden sich daher in ihrem Aufbau:

e Muskulédrer Typ: Diese kleineren Arterien liegen relativ herzfern (peripher) und sind als
Widerstandsgefafie u.a. durch ihre glatte Muskulatur mafigeblich an der Aufrechterhaltung
des Blutdrucks beteiligt, da sie durch Verengung ihres Durchmessers den erforderlichen
Blutdruck herstellen kénnen (tun sie dies nicht, so spricht man von einer orthostatischen
Dysregulation mit Schwindel- und Schwicheanféllen u.a. nach dem Aufstehen).

e Elastischer Typ: Die grofien herznahen Korperarterien gehéren zu den stark dehnbaren
Gefiaflen. Bei jedem Blutauswurf werden diese Geféfle gedehnt, so dafl ein Teil der Energie
gespeichert wird. In der Herzpause (Diastole) ziehen sich die Gefiafie wieder zusammen und
treiben das Blut weiter peripheriewérts. Diese Eigenschaft nennt man Windkesselfunkti-
on. D.h. der pulsatile Blutfluf}, der durch den ruckartigen Herzschlag (die Systole) verur-
sacht wird, wird durch ihre elastische Schwingungsfihigkeit in eine quasi—kontinuierliche
Stromung umgewandelt und so werden in der Peripherie des Kreislaufs die Organe und
Gewebe vor gefidhrlichen Blutdruckspitzen oder —"télern” geschiitzt.

Compliance

Die Compliance dient in der Physiologie als ein Ma$ fiir die Dehnbarkeit von Kérperstrukturen.
Sie wird zur Beschreibung und Quantifizierung der elastischen Eigenschaften der betrachteten
Gewebe gebraucht und gibt an, wieviel Gas oder Fliissigkeit man in eine umwandete Struktur
fiilllen kann, bis der Druck um eine Druckeinheit ansteigt.

Die Compliance wird in Volumenerhhung pro Erhchung des applizierten Fiillungsdruckes ge-

messen:

AV
“=ap
Die MaBeinheit ist ml/mmHg.

Besonders dehnbare Strukturen besitzen eine hohe Compliance, besonders steife Strukturen zei-
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gen niedrige Werte. Der Kehrwert der Compliance ist die Elastance (Steifigkeit).

Die Volumenerh6hung kann durch Messung der zugefithrten Volumina ermittelt werden. Die
Druckdifferenz ist gegeben durch die Verdnderung des transmuralen Drucks. Das ist der Unter-
schied zwischen Innen— und Auflendruck der Arterienwand.

Wandaufbau

Die Gefafiwinde der Arterien sind dicker (muskelreicher) und haben eine deutlicher ausgeprigte
Schichtung als die der Venen.

Grundsitzlich besteht eine arterielle Wand aus drei Schichten, deren Bestandteile alle lateinisch—
anatomische Namen tragen; von der blutfithrenden Seite aus gesehen sind dies:

e die Tunica interna (auch die Intima) besteht aus einem einschichtigen Endothel, der darauf
aufsetzenden Schicht aus lockerem Bindegewebe, dem Stratum subendotheliale sowie daran
anschliefflend der Membrana elastica interna (besonders gut entwickelt bei den muskuléren,
peripheren Arterien);

e die Tunica media (oder schlicht die Media) ist bei den peripheren Arterien aus mehre-
ren, dicht anliegenden, ringférmigen und schrig gewundenen Muskelschichten aufgebaut,
die auch elastische Fasern und solche aus Kollagen enthalten, bei den elastischen Arteri-
en dhnlich aufgebaut, allerdings mit mehr Kollagen und vielen schwingungsfihigen und
gefensterten Membranen (teilweise befindet sich zwischen der Media und der Adventitia
noch zusitzlich eine Membrana elastica externa);

e die Tunica externa (auch Adventitia), welche v.a. aus elastischem und kollagenem, faserigen
Bindegewebe besteht und iiber ihre Vasa vasorum (die Geféfie der Geféfie) und Nerven die
Gesamtarterie erndhrt und steuert.

A2 Physikalische Grundlagen

Die folgenden physikalischen Grundlagen wurden dem Buch [65] und den Artikeln [66, 67] ent-
nommen.

Das Gesetz von Hagen—Poiseuille

Der Volumenstrom V, d.h. das geflossene Volumen V' pro Zeiteinheit, bei einer laminaren
Stromung einer viskosen Fliissigkeit durch ein Rohr (Arterie, Kapillare) mit dem Radius r und
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Fettgewebe

Tunica externa
(»Adventitia«)

Membrana elastica
externa

Tunica media
IMembrana elastica
interna

Tunica intima

Abbildung 73: Wandaufbau einer Arterie vom muskuléren Typ (aus [64)).

der Lénge [ wird mit dem Gesetz von Hagen-Poiseuille (nach Gotthilf Heinrich Ludwig Hagen,
1797-1884; Jean Louis Marie Poiseuille, 1797-1869) beschrieben. Es lautet

rir AP
8nl

mit

V Volumenstrom durch das Rohr

r Innenradius des Rohres

l Léange des Rohres

1 dynamische Viskositét der stromenden Fliissigkeit

AP Druckdifferenz zwischen Vorder- und Riickseite des Rohres.

Dieses Gesetz folgt direkt aus dem stationéren, parabolischen Stromungsprofil durch ein Rohr,
das aus den Navier—Stokes Gleichungen hergeleitet werden kann. Bemerkenswert ist die Abhéan-
gigkeit des Volumendurchflusses (Blutflu) von der 4. Potenz des Durchmessers des Rohres.
Entsprechend berechnet sich der Widerstand des Rohres wie folgt

8nl
R=—.
rim
Er ist also antiproportional zur 4. Potenz des inneren Radius des Rohres.
Wichtig ist diese Abhéngigkeit in der Medizin bei der Regulierung des Blutkreislaufes. Durch

geringe Querschnittsverdnderungen wird dort die Durchblutung sehr effektiv geregelt.
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i(t) R
| I | O

Vel - Ualt)

Abbildung 74: RC-Tiefpass 1. Ordnung

Tiefpass Filter erster Ordnung mit Zeitkonstante 7

Ein Tiefpass ist eine Schaltung die Wechselspannungen mit tiefen Frequenzen am Eingang U,
auf den Ausgang U, passieren 148t, hohe Frequenzen jedoch dampft.
Er 148t sich u.a. durch einen RC-Tiefpass realisieren, siehe Abbildung 74. Ein Tiefpass hat
mindestens einen Energiespeicher, dies kann ein Kondensator und/oder eine Induktivitét sein.
Hat er mehr als einen Energiespeicher, so spricht man von einem Tiefpass hoherer Ordnung. In
Abbildung 74 handelt es sich also um einen Tiefpass erster Ordnung.

Die Maschengleichung fiir die Schaltung lautet:
Ue(t) = Ua(t) — Ur(t) = Ue(t) — Ua(t) — i(t) R = 0.

Fiir die Stromstérke i(t) gilt:

‘ d d d
i(t) = &q(t) = CEUC(t) = C&Ua(t).
Setzt man dieses i(¢) in den mittleren Teil der obigen Gleichung ein, so erhélt man eine Diffe-
rentialgleichung
d
Ue(t) - Ua(t) - RCaUa(t) =0,

bzw. mit 7 = RC fiir die Zeitkonstante der Schaltung

d
TaUa(t) = Ue(t) - Ua(t)

fiir die Ausgangsspannung U,(t).

Die zerebrovaskularen Regulationsmechanismen (die Autoregulation, die CO2 und die NO Re-
aktivitét) sind mit Hilfe eines Tiefpass Filters erster Ordnung modelliert worden.
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A3 Modellgleichungen

103

In diesem Abschnitt ist das gesamte Differentialgleichungssystem, das in Kapitel 1 hergeleitet

wurde, angegeben, um einen Uberblick iiber alle Modellvariablen zu liefern.

dpP,
dt
dP;e
dt
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dt
dP,,
dt
dP,
dt
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dt
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dt
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