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Zusammenfassung

Gegeben sei eine lineare autoregressive Zeitreihe, die wir nicht vollstindig,
sondern zu periodisch sich wiederholenden Zeitpunkten beobachten. Ausgehend
von diesen Beobachtungen konstruieren wir Schétzer fiir den Autoregressionspa-
rameter und die Innovationsdichte der voll beobachteten Zeitreihe. Der Schétzer
fiir die Innovationsdichte verwendet einen Dekonvolutionsschitzer. Eine einfa-
chere Variante wurde schon in einem sogenannten “eingeschrinkten” Dekonvo-
lutionsproblem fiir unabhéngige Beobachtungen eingefiihrt. Ferner zeigen wir
die lokale asymptotische Normalitit der periodisch beobachteten Zeitreihe. Ef-
fiziente Schitzer fiir den Autoregressionsparameter werden charakterisiert. Wir
konstruieren einen effizienten Schétzer unter einer zusétzlichen strukturellen An-
nahme. Dazu verwenden wir den Kleinste-Quadrate-Schétzer als Startschétzer
und verbessern ihn mit dem Newton-Rhapson-Verfahren.



Abstract

Let a linear autoregressive Process be given. Assume further that we observe only
some of the realizations, in a deterministic pattern that repeats itself periodically.
Based on these observations we construct estimators for the autoregression parame-
ter and for the innovation density. The estimator for the innovation density uses a
so-called deconvolution estimator. A simple variation of the deconvolution estimator
was already introduced in a restricted deconvolution problem for independent obser-
vations. Furthermore we show that the periodically observed autoregression process
is locally asymptotically normal. Efficient estimators of the autoregression parameter
will be characterized and constructed under an additional structural assumption. For
this purpose we take the least squares estimator as the initial estimator and improve
it by the Newton-Rhapson procedure.
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1 Einfiihrung

Mit dem Symbol < x; >;c; meinen wir eine Folge oder Menge von Elementen z; mit
Indexmenge /. Haufig geben wir I nicht an, falls wir die Indexmenge noch nicht festge-
legt haben. Sei < X; > ein stationédrer und reelle Markovkette der ersten Ordnung mit
Ubergangskern P(z, dy) und invarianter Verteilung 7. Wir bezeichnen mit P,(dz, dy)
die gemeinsame Verteilung von zwei sukzessiven Realisationen. Die Markovkette wird
vollstandig beschrieben durch den Ubergangskern. Dieser hat fiir messbare Menge A
die Darstellung

P(dz, A) = Py(dz, A)/n(dx).

Weiterhin gilt die Beziehung m(A) = P,(A,R). Die Markovkette ist also durch P,
eindeutig bestimmt. Der empirische Schitzer fiir P ist das Verhéltnis der giinstigen
Paare von sukzessiven Beobachtungen zur Gesamtanzahl der Paare der sukzessiven
Beobachtungen. Unter einem giinstigen Paar von sukzessiven Beobachtungen verste-
hen wir ein Paar von zwei nachfolgende Realisationen (X, X;;1). Das ist auch notig,
da das Paar nicht sukzessiver Beobachtungen wie (X;, X;114,) das Mak 7 ® P ® p)
hat, was nicht identisch mit P, ist. Fiir messbare Mengen A und B ist der empirische
Schétzer fiir Po(A x B) demnach

1 n
- Y 1(Xi1 € A, X; € B).
i=1

Dieser ist nach Greenwood & Wefelmeyer (1995) sogar effizient.

Im Weiteren nehmen wir an, dass wir nicht alle Realisationen Xy, ..., X,, beobach-
ten konnen. Wir diskutieren in dieser Arbeit nun, ob wir weiterhin den Ubergangskern
schitzen konnen. Die Aufgabenstellung hingt mafgeblich davon ab, welche Realisa-
tionen wir nicht beobachten kénnen. Anders ausgedriickt héngt die Schitzbarkeit des
Ubergangskerns davon ab, ob in den verbleibenden Realisationen weiterhin Paare von
sukzessiven Beobachtungen vorkommen. Ist dies der Fall, dann kénnen wir weiterhin
mit

| XN
V2 UX, €A, X, 1 €B)
j=1

den Wert P5(A x B) schétzen. Hier sind ¢4, . .., 1y die Zeitpunkte gemeint, bei denen
wir sukzessive Beobachtungen haben, und N ist die Anzahl der Paare von sukzessiven
Beobachtungen. Ein Nachteil hat der obige Schéitzer trotzdem. Dieser benutzt nicht



die Informationen, die in den Liicken liegen. Dazu betrachten wir als Beispiel, das wir
nur die Paare < (X3;_1, X3;+1) >; beobachten. Hier sehen wir jede dritte Realisation
nicht. Der empirische Schétzer fiir eine integrierbare Funktion h mit Elh(X,, X;1)| <
00 Ist

1 n
~ > hl(Xaj, Xsjoa).
j=1

Dieser benutzt nicht die Information, die in dem Paar (Xs3;_1, X3;4+1) liegt. Um das
zu demonstrieren, schreiben wir (X, Y, Z) fiir die Zufallsvariable (X5;_1, Xs;, X3,41)-
Die beiden bedingten Erwartungswerte

he(X,Z) = E[hX,Y)|(X,2)] und h(X,Z) = E[Y,Z)|(X,2)]

haben denselben Erwartungswert wie EFh(Xy, X;). Also eignen sich die beiden Schét-
zer

1 1
- Z fu(Xsj-1, Xajr) und —~ Z hr (X351, Xsj11)
7=1 7=1
genauso gut wie der empirische Schéitzer

1 n
~ > hl(Xaj, Xsja).

J=1

Wie man die beiden Funktionen h, und h; schitzen kann, wird in Greenwood &
Wefelmeyer (1995)[Observing two out of three| diskutiert. Wir gehen nicht weiter auf
das Beispiel ein. Dieses soll demonstrieren, dass die Schitzbarkeit des Ubergangskerns
davon abhingt, ob man Paare von sukzessiven Beobachtungen hatten. Im nichsten
Abschnitt setzen wir uns mit der Situation aus, bei der wir keine Paare von sukzessiven
Beobachtungen haben.

In diesem Abschnitt richtet sich unser Hauptaugenmerk auf den Fall, in dem wir
keine sukzessiven Beobachtungen haben. Dazu nehmen wir an, dass wir nur jede r-te
Realisationen < X,; >; haben. Unter dieser Tatsache konnen wir immer noch die
Ubergangsverteilung P (xz, dy) schiitzen. Ob wir nun von P")(x,dy) auf P(z,dy)
schliefen kénnen, hingt davon ab, ob P(xz,dy) eindeutig durch P (z,dy) bestimmt
ist. Dass dies nicht der Fall ist, sieht man schon, wenn der Zustandsraum endlich ist.
Die Ubergangsverteilung der periodisch beobachteten Markovkette ist dann eine Ma-
trix, die wir mit W bezeichnen. Die Gleichung Q" = W ist fiir gegebene r und W nicht
eindeutig losbar. Die Anzahl der Lésungen hingt von der Dimension der Matrix W
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ab und wichst mit der Dimension. Da unser Zustandsraum nicht endlich ist, miissen
wir mit einer beliebigen Anzahl von Losungen rechnen. Im nichtparametrischen Fall
kann man von P (x, dy) nicht auf P(x, dy) schlussfolgern. Die Gleichung Q") = P
hat fiir festes P(") beliebig viele Losungen. Im parametrischen Fall ist die Frage durch
den Maximum-Likelihood-Schétzer beantwortet.

Der semiparametrische Fall stellt das interessanteste Phanomen dar. Dazu nehmen
wir an, dass die vollbeobachtete Markovkette die Gleichung

Xiy1 = Qba(Xi? 5z‘+1)

erfiillt. Hier ist das Symbol ¢, eine Funktion, die wir bis auf den Parameter o € A C
R? kennen. Der nicht beobachtete stochastische Prozess < &; > ist unabhingig und
identisch verteilt. Die Varianz ist endlich, und die eindimensionale Verteilung hat
Verteilungsfunktion F. Wir diskutieren weiter, wie wir das Parameter-Paar («, F)
schitzen konnen. In der Literatur wird haufig angenommen, dass fiir jedes Element
w € A genau eine Pseudo-Inverse 1, existiert mit

¢w(¢w(Xi7 €z‘+1), Xi) = &i+1-

Die Gleichung ist auflésbar nach den Innovationen. Weiterhin wird vorausgesetzt,
dass das Infimum von inf,eca Var(iy, (X1, Xo)) genau bei w = a angenommen wird.
Beispiele fiir solche Markovkette stellen die ARMA-, ARCH- und die Bilinearen Pro-
zesse, siche Brockwell & Davis (1987), dar. Da die Gleichheit 1y, (00 (X, €i41), Xi)
= Yu(Xiy1, X;) gilt, ist

n

2
R 1 1 «
4 = argmin — Z <¢w(Xk+1, Xi) — - ;ww(*xk-{—la Xk))

ein plausibler Schéitzer. Unter zusétzlicher Annahme, siehe zum Beispiel van der Vaart
(1998)[85], ist & sogar y/n-konsistent. Weiterhin kénnen wir mit ¢ (X;41, X;) die
Residuen von ¢;,; definieren. Unter geeigneter Voraussetzungen kann der Schitzer

%Z 1(Ya(Xiv1, Xi) <)

fiir den Wert F(t) sogar \/n—konsistent sein.

Die oben beschriebene Methode eignet sich nur, falls die Gleichung nach den In-
novationen auflosbar ist. Wir untersuchen nun die Problematik der Schéitzbarkeit des
Parameter-Paares (o, F), falls wir die Markovkette periodisch beobachten. Die peri-
odisch beobachtete Zeitreihe < X,,, > erfiillt die Gleichung

Xr(n+l) = ¢r,a(Xrn; Ern+ly - - 7€rn+7")



mit
¢1,a = ¢, und ¢r,a(x§ Uiy - ayr) = Qﬁa((brfl,a(x; Yiy .- 7yr71)7 yr)-

Die Funktion ¢, , bildet von der Menge R"*! nach R ab. Fiir die Inverse, falls sie
existiert, muss dann ¥, o (Xynir, Xon) = (Erntty - -+, Ermar) gelten. Das kommt eher
selten vor, da wir von zwei Elementen X,,.,., X,, auf r Elemente €.,11,...,mir

schlieflen mussten. Wir brauchen aber nur eine Funktion )y, mit

wW(a) (Xrn+r7 Xrn) = Ga(£rn+l> s agrnJrr)

und G, : R” — R. Ob wir nun « schitzen kénnen, hingt davon ab, ob W injektiv ist.
Als Beispiel- und Untersuchungsmodell nehmen wir die Funktion ¢,(z,y) = ax +
y. Dann haben wir

Gbr,a(xa Yr--- 7%') = Qbof(xa Ga(yl e 7%))7

r—1

Go(yr...,yr) = Zyr_jozj und W(a) = a'.
k=0
Durch die oben beschriebene Methode kénnen wir den Parameter a” schétzen. Ist r
ungerade, dann ist sogar « schétzbar. Ist r gerade, dann kénnen wir « bis auf das
Vorzeichen schitzen. Der Grund liegt in der Tatsache, dass die Funktion x — 2" nicht
auf allen Teilmengen von R injektiv ist. Ist die Funktion W auf A injektiv, dann ist
a eindeutig identifizierbar. Im Weiteren werden wir den Kleinste-Quadrate-Schétzer
fiir a vorstellen, dann werden wir einen Dekonvolutions-Schétzer fiir die Dichte von

¢ konstruieren.

1.1 Modellbeschreibung

Als Beispiel- und Untersuchungsmodell nehmen wir die einfache lineare Autoregres-
sion. Dabei geniigen die Realisationen der Gleichung

XnJrl = aX, + Ent1

mit Regressionsparameter |a] < 1, und die Innovationen < &; > sind eine Folge
von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen. Die Charakterisierung
des effizienten Schétzers setzt lokale asymptotische Normalitdt des Prozesses voraus.
Hinreichend dafiir ist, dass die Zufallsvariable ¢ eine absolut stetig differenzierbare



Dichte hat und die zugehorige Lageparameter-Familie endliche Fisher-Information be-
sitzt. Darum setzen wir voraus, dass die Zufallsvariable ¢ eine differenzierbare Dichte
f mit endlicher Fisher-Information

f/)Q

=] f<o

/5

hat. Hier ist [ f = [ f(x)dz. Bezeichnet D die Menge der Dichten mit endlicher
Fisher-Information und Varianz, dann erfiillt der Parameterraum die Gleichung

©=(-1,1) xD.

Dieses Modell ist semiparametrisch, da der Parameterraum sowohl einen endlichen als
auch einen unendlichen Parameter enthélt. Zusatzlich zum Parameterraum fiihren wir
den Regressionsraum R und Innovationsraum Z ein. In diesem Modell ist R = (—1,1)
und Z = D. Diese Unterteilung der Rdume brauchen wir, falls wir nur jede r-te
Realisation zur Verfiigung haben. Die periodisch beobachtete Zeitreihe < X, >, fiir
r € N, bei der wir nur jede r-te Realisation beobachten, geniigt sie der Gleichung
r—1
Xomen) = @ Xon + Y 071y (T,-Modell)
=0
Eine r-periodisch beobachtete AR(1)-Reihe ist wieder eine AR(1)-Reihe mit Auto-
regressionsparameter o’ und Innovations-Prozess < Z;;é o’ Er(n+1)—j >n- Da das
Modell aus der teilbeobachteten linearen Autoregression stammt, nennen wir es 7,-
Modell. Hier ist der Parameterraum © noch derselbe, und der Regressionsraum ist

-1,1) fi d
R:{a"' = (_1’1>}: ( ) ) ur ungeraae r
(0,1) fiir gerade r.

Der Parameter im Regressionsraum kann man mit dem Kleinste-Quadrate-Schétzer
schitzen. Das bewirkt, dass man fiir gerade r den Parameter « bis auf das Vorzeichen

schatzen kann. Der Innovationsraum ist

I={L(a,f) : (o [) €O}

mit
Lafe) = [ f ( - iaﬂ‘yj> [ (i



Hier ist der Innovationsraum Z eine echte Teilmenge des Grundraums D. Der Grund
liegt darin, dass eine Funktion aus dem Innovationsraum Z mindestens r-mal stetig
differenzierbar ist, wihrend eine Funktion aus dem Grundraum D nur einmal ste-
tig differenzierbar sein muss. Um zu verstehen, ob der Innovationsraum Z mit der
speziellen Struktur L(a, f) eine Auswirkung auf die Optimierung des Schitzens vom
Parameter o hat, fithren wir noch parallel das Obermodell

X7'(n+1) = Oern + Nn+1

ein. Dabei ist || < 1, und < 7; > ist eine Folge von unabhéngigen und identisch ver-
teilten Zufallsvariablen mit endlicher Varianz und endlicher Fisher-Information. Hier
ist der Regressionsraum R = (—1, 1) und der Innovationsraum Z = D. Das Modell ist
die allgemeine AR(1)-Zeitreihe mit Autoregressionsparameter o”. Da die Innovationen
keine strukturelle Annahme besitzen, nennen wir es K,-Modell. Der Innovationsraum
des K,-Modells ist grofser als der Innovationsraum des T,-Modells. Also ist der ef-
fiziente Schétzer im T,-Modell im Allgemeinen besser als der effiziente Schéatzer im
K,-Modell. Fiir das Funktional k(«, f) = « werden wir Bedingungen angeben, un-
ter denen die beiden effizienten Schéitzer im 7T,- und im K,-Modell iibereinstimmen.
Dennoch miissen wir fiir das Funktional x(a, f) = o den Regressionsraum einschréan-
ken, da in dem T,-Modell fiir gerade r keine Moglichkeit besteht, den Parameter o
zu schétzen (Siehe Miiller et al. (2007)[1.3 Linear Regression]). Wir werden daher
© = (—=1,0) x D oder ©® = (0,1) x D nehmen. Wir geben hier eine Tabelle an, um
die Unterschiede zwischen dem T,- und K,.-Modell zusammenzufassen.

T,-Modell mit Realisa- | K,-Modell mit Realisa-
tionen < X,.,, >, tionen < X,,, >
Definierende Gleichung Xetry = o' Xep + | Xog) =" Xy + g1
> e ()
Innovationen Z;;(l] A Ep(nt1)—j M1
Parameterraum © (0,1)xDoder (—1,0)xD | (0,1)xD oder (—1,0)xD
Innovationsraum 7 {L(ca, ) : (o, f) € O} D
Regressionsraum R (—1,0) oder (0,1) (—1,0) oder (0,1)

Tabelle 1: Unterschiede des Parameterraumes zwischen den Modellen

Spiter werden wir die Tabelle um die Spalten Tangente und kanonischer Gradient
erweitern.

Bemerkung 1.1 (uniforme Ergodizitét). Da fiir den Regressionsparameter || < 1
gilt, und die Innovation endliche Varianz hat, hat die vollbeobachtete Markovkette
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< X, >, eine MA(oo)-Darstellung

o0
X, = E ale,_;.
j=0

Bezeichnen wir mit 7 die Verteilung von Xy, dann ist diese die invariante Verteilung
der Markovkette. Da die Innovation eine Dichte f hat, hat die Markovkette eine
Ubergangsdiehte q(z,y) = f (y — ax). Somit hat die invariante Verteilung auch eine
Dichte h(y) = [ f(y — ax)m(dz). Die n-te Ubergangsdichte geniigt der Darstellung

n—1
() = Ef (y —ate -y oﬂ'ej) -
7=1

Daraus folgt die Gleichung

n—1 n—1
/|h " (x,y)|dy = / Ef (y—a"w—Zaj£j>—f(y—oz”x—Zozja])‘
j=1 j=1

h(w)dwdy.

Benutzen wir die Eigenschaft, dass die Dichte f stetig differenzierbar ist und die
Darstellung

flx+w)— f(z)= /0 f'(z + aw)daw

hat, dann gilt

[ 110 = el < ol ([ wlbtwider +1a1) [17 1w

Da die Fisher-Information der Dichte f endlich ist, ist das Integral [ |f’|(x)dz endlich.
Weiterhin hat die invariante Verteilung endliche Varianz. Die rechte Seite der obigen
Ungleichung ist somit endlich, und sie konvergiert mit der Rate |a"|" gegen Null. Da
la| < 1 gilt, folgt nach Meyn & Tweedie (1993)[Theorem 16.0.2], dass die Markovkette
< X,, >, uniform ergodisch ist. Wir werden annehmen, dass X, nach der invariante
Verteilung verteilt ist. Somit ist der Prozess < X,, > strikt stationédr. Die Annahme
ist keine Einschriankung, da die Markovkette uniform ergodisch ist.

Bemerkung 1.2 (p-mischend). Die Markovkette < X,, >, ist strikt stationir, also
konnen wir dazu die Autokovarianzfunktion definieren. Diese hat nach Brockwell &
Davis (1987)[Theorem 4.4.2] eine Spektraldichte, welche rational ist. Mit Kolmogorov
& Rozanov (1960) und Lin & Lu (1996)[Theorem 1.1.2] wissen wir, dass der Prozess
< X,, > p-mischend ist. Die p-mischenden Koeffizienten < p(n) > geniigen ferner
der Ungleichung p(n) < exp(—cn) fiir ein ¢ > 0. Die Definition der p-mischenden
Koeffizienten kann man in Lin & Lu (1996)|Definition 1.1.2| nachlesen.



1.2 Notationen

Fiir eine Folge von Mafen < p,, > und eine Folge < a,, > von reellen Zahlen bezeich-
nen wir mit o, (a,) eine Folge von Zufallsvariablen &, mit p,(|a, ||, > ) — 0 fiir
alle € > 0. Entsprechend bezeichnen wir mit O, (a,,) eine Folge von Zufallsvariablen,
die straff ist.

Mit N (i, X)) bezeichnen wir die mehrdimensionale Normalverteilung mit Erwar-
tungswert-Vektor g und Kovarianz-Matrix . Schreibe abkiirzend A fiir N(0, 1).

Fiir eine Zufallsvariable = und ein Mak v bezeichnen wir mit £(=|v) dessen
Verteilung unter dem Mafs v. Weiterhin benutzen wir = fiir die schwache Konvergenz.
Ferner bezeichnen wir mit A meistens das Lebesguemaf, A\-f-s steht fiir die Aussage
A-fast-sicher.

Fiir zwei Zufallsvariablen X und Y benutzen wir das Symbol 2 fiir die Gleichheit
in Verteilung.

Fiir zwei positive Zahlenfolge < a,, > und < b,, > fithren wir das Symbol <, ein
und schreiben a,, <, by, falls a, /b, = O(1) ist.

1.3 Schatzer fiir den Regressionsparameter

Wir geben nun den Schitzer fiir das Funktional x(«, f) = « an. Fiir eine natiirliche
Zahl r sei

A 1/r
> BEi o 1<
Rr(Toy @1y ) = | =2—5— mit T; = z; — — E T
> 3 n
k=1

j=1Tj-1

Im K,-Modell ist %, = k.(Xo, X, ..., X;n) der Kleinste-Quadrate-Schitzer. Wir zei-
gen nun, dass der Schiitzer &, n'/?-konsistent ist.

Lemma 1.3. Seien Y,, = X, die Realisationen einer periodisch beobachteten AR(1)-
Zeitreihe. Wir haben dann

r—1 n

= Var(V )V j;o(mﬂ — En)(Y; = EY) + op(1).

Hier ist das Mak P = P, y) gemeint. Hat die Innovation sogar viertes Moment, dann

n*? (k, — a)

erhalten wir
P(|i] —a'| > 6,) <.n”'6.?
fiir alle Nullfolgen < §,, >. Speziell gilt

1
P (i —al > 8,) <. — +n716,2,
n



und fiir ein 1 > ¢ > 0 haben wir
Ji22k—2

2
02n

P

1
R of > 6,) <u st

n
fiir alle £ aus N.

Beweis. Seien m = EYy und n-m = Z;;l Y;. Wir haben dann

AT r 1 —~ — —~ ¢ U\
1) (£ 3057) o S i
=1 =0
1< ,
= > i — (1= a")ym)(Y; —m)
=0
m—m ,
S (1)
j=0

Mit £ 57 }Aff =2y (Y- m)® — (in—m)? und Meyn & Tweedie (1993)[Theorem
17.1.7| erhalten wir

1 =~
- > VP =Var(Y) + op(1).
j=1

Da m;m Z?:o(njﬂ — (1 —a")ym) = Op(n~1), folgt

~r T 1
”1/2(/%« —a') = nl/zm Z(nj+1 — En)(Y; = EY) + op(1).

j=0

Mit Brockwell & Davis (1987)|Proposition 6.1.5] erhalten wir dann die Behauptung
der ersten Aussage.
Fiir allgemeine messbare Mengen A, B, C gilt die Ungleichung

P(A) < P(ANBNC)+ P(B°)+ P(C°).

Wihlen wir nun A = {|ik] — a"| > 0,}, B = {’nil > f/j? > 4Var(Y)} und

C= {‘n_l Z;L:O(Yjﬂ - arffj)f/j‘ > 2 Var(Y)én}, dann verschwindet der Term P(AN
BN C). Fiir die Wahrscheinlichkeit P(B¢) betrachten wir

P <|n—1 iffjﬂ > 4\/ar(Y)> <P (I% zn: (Y; —m)? — Var(Y)| > Var(Y))

J=1

j=1

+ P ((m—1m)* > 2Var(Y)).



Da das vierte Moment endlich ist, kénnen wir die rechte Seite durch die Varianz der
Summe abschétzen. Mit Bemerkung 1.2 und Lin & Lu (1996)|Lemma 2.2.2| folgt die

Aussage
P <

Mit derselben Begriindung folgt die Aussage auch fiir die Menge C°, und es gilt

P <
Fiir die vorletzte Aussage benutzen wir die Gleichung

1
/ (o 4 (k" — ")) Ldt.
0

Wir benutzen weiterhin die Ungleichung P(A) < P(AN B) + P(B°) fiir

n
n—l E }/jQ

j=1

> 4Var(Y)) <.n .

n Z(Yj+1 —a'Y))Y;

* co -
" 42n
=0 n

> 4Var(Y)(5n> < 1

o T
K, — «

Ry — Q=
r

A=A{|k, —a| >6,} und B={|]a] —a"| <1/2]a"|}.

Damit konnen wir nun den Integranden abschitzen, und wir erhalten die Aussage.
Fiir die letzte Aussage, wihlen wir ein ¢ > 0 mit |a| 4+ ¢ < 1. Dann gilt

1
A — o = (&, — a)k/ (a4 t(hy — a))Ftdt
0
und
P (| = o*| > 0,) < P(l&y —a| > o) + P (k(Jo]" + 0)* " &, — af > 6,) .
O

Das Schétzen des Regressionsparameters ist nicht schwierig. Dafiir reicht es, den
Ausdruck a — E(Y; — a"Y;)? zu minimieren. Dieser liefert den M-Schitzer &7 (sie-
he van der Vaart (1998)[5.1 Introduction|). Der Schitzer &/ ist auch bekannt als
der Kleinste-Quadrate-Schitzer. Wir werden feststellen, dass der Kleinste-Quadrate-
Schéatzer nicht effizient ist. Dieser hat nicht die minimalste Varianz unter den regulé-
ren Schitzern. Wir konnen aber mit dem Kleinste-Quadrate-Schétzer einen effizienten
Schitzer konstruieren, indem wir den Kleinste-Quadrate-Schétzer einen Schritt ver-
bessern. Dieses Verfahren wird auch Newton-Raphson-Verfahren genannt und liefert
im Allgemeinen auch einen effizienten Schétzer. Im néchsten Kapitel stellen wir Schét-
zer vor, mit denen wir die Dichte der Verteilung ¢ schitzen konnen. Diese werden wir
brauchen, falls wir den effizienten Schétzer in einem ungiinstigen Fall (siehe Kapitel
6.3, Fall F3) konstruieren wollen.
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2 Das Dekonvolutionsproblem

Beim Schitzen der Dichte f der Verteilung € und deren Ableitungen in einem peri-
odisch beobachteten AR(1)-Reihe (K,-Modell) sind wir mit dem Problem konfron-
tiert, dass wir die Zufallsvariablen < &; > nicht sehen und auch nicht anndhern
konnen. Das hat zur Folge, dass wir keinen Kernschétzer benutzen konnen. Die Exis-
tenz eines Schétzers fiir die Dichte f ist nicht gesichert. Darum zeigen wir hier, dass
es moglich ist, die Dichte f zu schitzen.

Ein Problem besteht darin, dass wir keine Realisationen zur Verfiigung haben, mit
denen wir direkt die Parameterdichte f durch einen Kernschétzer schitzen kénnen.
Die Realisationen < X,.,, >, geniigen der folgenden Gleichheit in Verteilung:

xE2:1ax,

wobei € unabhéngig von X ist. Also haben wir

fx(z) = / f-(z — o) fx(y)dy,

wobei fx die Dichte von X und f. = f ist. Wir miissen nun versuchen, die Funk-
tion fx zu entfalten oder zu dekonvolieren. Der Losungsansatz besteht darin, einen
Schiitzer ¢, fiir die charakteristische Funktion ¢, zu suchen. Dann kdnnen wir mittels
Riicktransformation von ¢. (Fouriersynthese) einen Schéitzer

fO@) = 5

/ e~ (—it) . (t)dt

R

fiir f)(z) definieren. Der obige Schitzer ist aber nicht konsistent, da im Allgemeinen
die Funktion ¢t — E|¢.(t) — ¢-(t)|? nicht integrierbar ist. Um das Problem zu 13sen,
wird das Verfahren der Kerndichteschitzung adaptiert. Wir integrieren die Fourier-
transformation ¢k eines geeigneten Kerns K mit und erhalten als Schétzer

- 1

fO) = 5 /R e (i) e (th) e (). (F-Schiitzer)

Die Bandbreite < h,, >, konvergiert gegen Null. Wir nennen diesen Schétzer den
F-Schétzer. Der F-Schétzer hat den Vorteil, dass der Fehler

FO) = 1) == [ e (it on(th) (du(6) = o.(0)) d
+ % Re—m(—it)l(pK(thn)ng(t)dt — fO(x)

11



in zwei Terme zerfillt. Da das Integral [ K(y)dy = 1 gilt, vereinfacht sich der letzte

Term zu

1

27 Ja

e‘m(—it)l(bK(thn)gbe(t)dt _ f(l)(x) — /]R (f(l)(a: — hny) — f(l)(x)) K(y)dy,

und dieser Fehler hingt nur von der Glatte der Dichte f ab. Hier sind wir erstmal
daran interessiert, den Wert f@(x) fiir [ = 0,1, ... zu schitzen. Darum nehmen wir
im Weiteren an, dass die Dichte f im Punkt x fiir eine natiirliche Zahl m m-mal stetig
differenzierbar ist. Die m-te Ableitung f™ ist im Punkt z Holder-stetig

f" (@) = F™ ()] < Llz =yl

fir alley € R, und 0 < 6 < 1. Da K eine Funktion ist, die wir wihlen kdnnen, fordern
wir nun, dass die Integrale

/K(y)dy—l, /yjK(y)dy—O, /\yjK(y)\dy<oound /\ym+5K(y)|dy<oo

fiir j =1,2,...,m—1 gelten. Mit den Eigenschaften eines Kerns kénnen wir nun den
letzten Term geschickt abschétzen, siehe Wefelmeyer (2007)[Satz 22|.
Um den Fehler

1
27T]R

e (=it) b (thn) (:(8) = 6-(1))

abschitzen zu kénnen, brauchen wir Bedingungen an die Konvergenzgeschwindigkeit
von ¢.(t) fiir t gegen unendlich. Gilt

/ 76| (£)dt < oo,

dann ist das hinreichend dafiir, dass

1

f(l)($> — %/eitgﬁ(—it)lgbe(t)dt

fir [ = 0,...,m — 1 gilt, sieche Lukacs (1970)[Theorem 3.2.2|. Das hat zur Folge,
dass die Funktion ¢.(¢) nicht zu langsam gegen Null konvergieren darf. Wir fordern
deshalb, dass positive Konstanten G, d, p existieren, so dass die Ungleichung

|6 (t) < dfe| 77

gilt.
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Vollstandigkeit halber erwdhnen wir schon, dass die Bandbreite < h,, > daran
gekoppelt ist, wie schnell die Funktion ¢. gegen Null konvergiert. Um eine breite
Klasse von Dichten zu erwischen, fordern wir deshalb, dass es positive Konstanten /3
und v mit der Eigenschaft

|6(t)] > exp(—t]77)

fiir [t| > G existieren.

Nun diskutieren wir, wie wir die charakteristische Funktion ¢. schitzen konnen.
Um ¢, zu schétzen, miissen wir ¢, in ¢x und ¢, zerlegen, wobei ¢, die charakteris-
tische Funktion von 7 ist. Die charakteristische Funktion ¢, konnen wir durch die
Zufallsvariablen 1,1 = X,11) — o X,; schitzen. Hat die charakteristische Funktion
¢. nirgends eine Nullstelle, dann haben wir

on(t) _ Thico@=(0™t) _ ¢.(1)
on(at) H2:1 p-(akt)  ¢-(art)

und
]VH Tlt H T'Zt B gbe (t)
arl—i—lt ¢ ar(l-{—l)t ¢€(@TNt) '

=

Die erste geschlossene Darstellung fiir ¢. ist

ox(t)
e t) =
b(1) Te(ol)
und die zweite ist
N- l rN
a”t) ox(a™t) .
H arl+1t (OCTN+1t) fiir N = 0,1,....

=0
Fiir bekannten Autoregressionsparameter ist der Schétzer fiir die Funktion f®(x) nun

1

FO@) = [ (it oultha)on ()

Hier sind

_ %ieitnj’ ¢2X (t) _ %i eiter’

Np—1

¢277 Tlt ¢X( TNnt) —S hi
H o : (¢p--Schitzer)

l+1t (aan+1t)

13



Aus technischen Griinden fiihren wir noch eine obere Beschranktheit fiir den Schitzer
¢<(t) ein und integrieren nur bis 1/h,. Fiir eine Konstante M > 0 nennen wir den
Schétzer

fO®x) = ! e (—it) pgc (thn)de ()1 docy <t (V-Schétzer)

2r Jyy<am,
den V-Schatzer-Schitzer. Ist o unbekannt, so definieren wir 711 = X, 41) — @" Xy,

lt) = 33 esality)
Nﬁl Ou(@')  dx(d1)

arlJrlt ¢X (aan+1t)

fiir einen Schiitzer &. Der Schiitzer fiir f()(x), falls o unbekannt ist, ist

~ 1 ) ~ .
fO() =0 ™" (—it) b (thn) b (t)1 5 < E- (V-Schiitzer)
T J1t1<1/hn
Wir zeigen nun im néchsten Kapitel, dass der Fehler E|f® — f®|(z) fir den V-
Schétzer mit der Rate log(log(n)) gegen Null konvergiert, falls N,, konstant ist. Ins-
besondere ist der primitive Schéatzer

FO(x) :%/e_m(—it)lgb;((thn)(;:(:i) dt

schlecht. Lassen wir dagegen N,, gegen unendlich laufen, dann erhalten wir F| f o —
fO)(z) = O(log(n)~?) fiir ein 6 > 0.

Nun geben wir einige Lemmata an, die wir fiir die néchsten beiden Kapiteln be-
notigen.

Lemma 2.1. Sei ¢(t) = = >0, €% die empirische charakteristische Funktion einer
strikt stationdren Zeitreihe < X; > mit p-mischenden Koeffizienten p(n). Gilt p(n) <,
e~ ", dann haben wir

P (Sup 6(t) — o(t)| > b) <, % + %e—d YED

[t|I<a

und
Var((t)) <. %Var(eitxl)

mit Konstanten a,b und d > 0. Die Konstanten sind nicht vom Symbol <, abhingig.
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Bemerkung 2.2. Das obige Lemma wurde schon von Devroye (1994) fiir unabhén-
gige und identisch verteilte Zufallsvariablen formuliert und bewiesen. Spater wurde
dann das Lemma in Belomestny (2003) weiter verschirft. Nun erweitern wir es auf
p-mischende Zeitreihe. Wir wollen den Leser darauf aufmerksam machen, dass in
Devroye (1994) die Abschétzung

[O(t) = &(s)] < |t — s

Sl

benutzt wurde. Diese ist aber falsch, da fiir quadratintegrierbare und zentrierte Zu-

fallsvariablen die rechte Seite fiir n — oo P-fast-sicher gegen Null konvergiert, wih-
rend die linke Seite gegen den Wert |¢(t) — ¢(s)| strebt. Der Fehler selbst hat nur
einen technischen Effekt auf den Beweis und ist leicht korrigierbar. Die Aussage des
Lemmas bleibt gleich.

Beweis. Sei —a =1t <t _py1 < ...<tlp=amit |t; —t;41] < 7y fiir ein v > 0 und
0<k<1l+a/y. Seip = E|Xy| das erste Moment. Wir werden v = b/(63;) wihlen.
Es gilt dann

P(wman—MM>w) (Ln‘wp 16() - MM>bQ

|t‘§a t; <t<tjt1

P(U s o0 -é001= )

| /\

i <t<tii1

t; <t<tit1

+ P (U { sup [o(t:) — o(t:)| > 5/3}>

t; <t<tit1

+P<U{Sw ¢wwwwwwmg.
Nun miissen wir die letzten drei Terme abschétzen. Mit der Ungleichung

6(1) — o(s) < [t — 5] - IE(/0 exp(isX + a(t — s)X)Xda)| <[t — |0

erhalten wir dann

(U { sup |o(t:) —o(t)| > 5/3}> <P ( sup [9(s) — ¢(t)] > b/3>

t;<t<tit1 [t—s|<vy

<P (v >b/3) =0.
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Fiir den ersten Term betrachte man fiir |t — s| < -y die Ungleichung
~ ~ ’Y n
(1) = ds)] < =D (1%, = B1) + 751
j=1

Diese Ungleichung erhalten wir durch die Taylorentwicklung der Funktion
t — exp(itz).

Wir haben

P (Ut s 10100 1) <2 160 6100

[t—s|<vy

P (%Z X1 = Bl > (b/3 ﬁw))

2
SV“( Z'X' ﬁl) (5525
1

Per Definition ist die Zeitreihe < | X;| — /3 > zentriert und p-mischend mit demselben
Koeffizient wie < X; >. Mit Bradley (1999)[Theorem A] ist der Term

1 n
n Var (ﬁ Zl | X;] — 61>
]:

nach oben beschriankt, und es gilt

(U{ sup  |G(t) — ot )|>b/3}> nt.

£ <t<tii1

Fiir den zweiten Term haben wir

(U{ sup  |d(t;) — ()|>b/3}><ZP< qﬁ(ti)]>b/6>

£ <t<tii1 —t

k

+ 37 P(IRI(t) — Ro(t)| > b/6)

i=—k
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wobei & den Imaginérteil und R den Realteil bezeichnet. Nach Doukhan et al. (1984)

haben wir dann

(U {, sw | |o(t:) — o(t:)| > b/:ﬂ}) <2C(1 + a/v) exp(—dV/n1/2b)
§C1% exp(—dvnl/2b)

Fiir die Varianz bemerken wir, dass die Ungleichung

2 . .
ﬁ Z ‘COV(ﬁZth,eltXlH

1<k<I<n

Var(d(t)) < %Var(e“xl) +

gilt. Mit Lin & Lu (1996)[Lemma 1.2.7] kénnen wir den zweiten Term abschétzen und

erhalten
2 , , 2 ‘
= Z |Cov(e™*, e"*1)| < = Z 4 Var(e"™ ) \/p(l — k).

1<k<iI<n 1<k<I<n

Es bleibt dann zu zeigen, dass die Reihe n=" 37, +/p(l — k) fiir wachsende n
beschrénkt ist. Mit den Eigenschaften von p(n) erhalten wir fiir ein 0 < § < 1

dooVpll-k) < Y =Nk 4

1<k<I<n 1<k<I<n k=1 I=k+1
n—k—1

_25 k(sk—l-l Z 5l_521_5n i

- 5 _1—5"
1 \"T 18 )¢

]

2.1 Die Konvergenzrate bei bekanntem Regressionsparameter

Damit wir die Darstellung
rkt
77
H ¢ ark—Ht

benutzen kénnen, miissen wir voraussetzen, dass ¢.(t) # 0 fir alle ¢ gilt.
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Fiir die beiden Nullfolgen < b,, > und < h,, > definieren wir die Menge A,, und
B,, durch

Ap ={ sup |<Zgn(t)/¢n(t)| <1+b,}N{ sup ‘(bn(t)/qgn(t)‘ <1+ bn}

[t|<1/hn |t|]<1/hn

N{ sup [dx(a™"t)/ox (™" t)| < 1+ by}
[t|<1/hn

N{ sup |px(@™t)/dx(a’™N"t)| < 1+b,}
[t|<1/hn

und
B, ={1, > 1/h,} N {7x > 1/h,}.

Hier sind 7, = inf{|t| : ¢,(t) = 0} und 7y = inf{[t| : dx(a™t) = 0} die ersten
Nullstellen der empirischen charakteristischen Funktionen.
Bemerkung 2.3. Auf der Menge A,, haben wir

Np—1

H ¢77 Tlt ¢77( rl+lt)

Oérlt arl+1t)

< (1 +bn)N” < M,

(a1

(et

( an—i-lt)

(aanJrlt)

’ ’ dx ox
:|(t) = |@:/ Pe e (T
|0|(t) = 0=/ el - |6 ( b T |¢(t)]

falls die Folge N,b, = O(1) beschrénkt ist. Bei geeigneter Wahl von N,, und b,
verschwindet 1, bel(ty<M auf A,, nirgends.

Lemma 2.4. Fiir die Menge A,, haben wir

P(AY) <t T o (—dwzl/%n inf \¢n<t>|)

by, 1nf|t\<1/hn ‘¢n t [t[<1/hn

1/h
+— = exp [ —d [n/2b,  inf t
by inf g <jafrnni/n, [Ox(2)] P < \/ [t]<[alrNn 1 /hy [9x( ”)

fiir ein d > 0.

Bemerkung 2.5. Lemma 2.4 liefert schon die erste Bedingung an die Bandbreite
< h,, >. Konvergiert die Bandbreite zu schnell gegen Null, dann besteht die Gefahr,

1/2

dass die Folge n'/#inf}y<1/p, |#5(t)| auch gegen Null statt gegen Unendlich konvergiert.

Beweis. Es gilt

~

Ot
Ot

Su(t) — dy(1)
o) |

1406, < sup
[t|<1/hn

<1+ sup
[t|<1/hn

18



D (t)

Also haben wir

1+b, < sup
{ 11<1/hn | P ()

Fiir die andere Menge betrachten wir

} - { sup |§£n(t) — ¢y(t)] = b, inf |¢n(t)|}

[t|<1/hn [t|<1/hn

t b(t) — oyt
1+0b, < sup oull)) oy Pot) = dn(t) |
[t|<1/hn ¢77(t) [t|<1/hn gbn(t)
Diese konnen wir benutzen und liefert weiter
Sup [y (t) — dy(t)] > by inf |dy(t
\t|<1§)hn’¢"( ) — on(t)] = |t‘<1/hn|¢n( )]
— U t<1/hn [#n(®)] |t|<1})hn |0y (t) — dn(t)]

Es folgt dann

20,
on(t)

{1+bn < sup

[t|<1/hn

}g{ sup [9,(t) = 6,(1)] > b, inf |¢n<t>\}.

n
[t|<1/hn [t[<1/hn

P(A;) SP( sup §y(t)/¢y(t)] > 1+ ba) + P( sup [6,(t)/dy(1)] > 1+by)

[t|<1/hn [t|<1/hn
+P( sup  |ox(t)/ox(t)] > 1+by)

[t]<|e|™Nn /b,

+P( sup  |ox(t)/ox(t)] > 1+Dy),

[t|<|a|"Nn /hn,
folgt dann die Aussage mit Lemma 2.1 und Bemerkung 1.2. O

Lemma 2.6. Seien 7, = inf{[t| : ¢,(t) = 0} und 7y = inf{[t| : dx(a™t) = 0} die
beiden Stoppzeiten. Fiir jede beliebige Nullfolge < h,, > gilt:

P(r, < 1/h,) S*% + L 10 P <_d1 \/”1/2 inf |¢n|(t))

infy;<1/n, |¢n [t|<1/hn

und

P(rx < 1/ha) < Lo o) O (—dgww inf |¢X|<aNnt>)

*inflt\él/hn |px| t|<1/hn

fiir positive Konstanten d; und d».
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Beweis. Da P(r,, <1/h,) <P (inf|t|§1/hn |q5n(t)| = 0) gilt, haben wir

f«rnszl/hn>s;f>( sup 16, — 0,l(t) > in r¢w<w> und

t|<1/hn [t[<1/hn

P(rx < 1/hy) < P | sup |dx — ox|(@™t) > inf |ox|(a™t) .
[t|<1/hn [t|<1/hn

Mit Lemma 2.1 folgt dann die Aussage. m

Lemma 2.7. Ist ¢.(t) der ¢.-Schitzer, dann haben wir

B[ 16— odta s, 0 <.
[t|<1/hn

Nn 1 , N,
n—1/2 (1 +b )2k|04| k + |Oé N | / |t|l+1|¢ (t)|dt
mflt\gl/hn 90 (2)] nf g <jarvn /n, [9x )] ) Jig<i/n,

Beweis. Fiir |t| < 1/h, und mit der Gleichung

A a A—ab ab
B v~ b B oY

erhalten wir

an(arlt) _ Pyt) (a''t) E‘an(o‘rlt) - ¢n(aﬂt)‘<1 +b,)
qgn(a””lt) ¢ (arl-i-lt Cn = Qb ar‘l—Ht |§Z577(Oérlt)| n
rlt E|<;A5 (O/"Hlt) — ¢ (O/"H'lt)‘
(b arl+1t ‘ - ]gbn(aTlth)‘ (1+bn)'

Hier ist C,, = A, N B,,.
Da n(E|,(t) — ¢, (t)])2 < 1 — |¢,(t)]* und nach Ushakov (1999)[Theorem 2.3.2]
auch 1 — |¢,(t)]* < Var(n) - |t|* gilt, haben wir

dn(art) oy (at) Ito/“ll (a't) | |(1 4 bn)aly/Var(n)
E = - ri+1 1Cn S 2 1/2 7"l+1 ’
Oy (art*1t) oyt t1t) ()| infiy<an, |60 (1)

Mit Lemma 2.1 und oben gemachten Uberlegungen erhalten wir auch

Ox (aNnt) ox (a""t)

¢X(()!TN”+1t) ng(aan—Ht)

rNp, |

rNp,
1o, < 2|tOé dx (a™nt) ‘

nl/2 ¢X(ar1vn+1t)

1+ b,)aly/Var(X

lnf|t|<‘a|an/hn |¢X( )|
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Das Resultat folgt nun mit der Ungleichung

Np |k—1
HEk—HFk 1, <> |1 E|1E: — Frl H Fi|1¢,
k=0 [+=0 i=k+1
Szn(l-i-bn)% f[Fz |Ey — Fi ﬁ Fi|1c,.
k=0 =0 i=k+1

[
Wir fixieren nun ein Punkt 2 und formulieren die Rate des Fehlers E|f® — fO|(z).

Theorem 2.8. Die Dichte f sei im Punkt x m-mal stetig differenzierbar, und die
Funktion f™ sei im Punkt = Hélder-stetig mit

[f" (@) = F™ ()] < Llz =yl

fiir ein 0 < 0 < 1. Die Fouriertransformation ¢. der Dichte f erfiillt fiir positive
Konstanten d, 3,v, G und p die folgende Eigenschaft

exp(—[t|?y) < |¢:|(t) < d[t| "™ " fiir alle |¢| > G.

Weiterhin sei K ein Kern mit integrierbarer Fouriertransformation ¢x und den Ei-
genschaften

/K(y)dyzl, /yjK(y)dyZO, /\yjK(y)\dy<oound /Iym+5K(y)|dy<oo

fiir j = 1,2,...,m — 1. Wihlen wir N, = Inn, b, = 1/Inn und h, = (a(lnn))~/8
fiir eine positive Zahl a mit (1 — |a|?)/(v2(1 — |a|™®)) > a, dann gilt

inf [y (£)] > n-erA-lal?)/0-1al?) — o172

[t|<1/hn

und
inf t 1.
gl |px (t)| —

Ist

1

o / e (—it) dxc (thn) be wdt
(z) = o [t1<1/hn = ) re(tha)ge(t)1 9el(t)<M

der V-Schitzer, dann folgt
B = £Ol(@) S/ + 1/ nt o, (0)) + Bt g
t
—0(1/(In n)(min(u,5)+m l)/ﬂ)_
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Bemerkung 2.9. Es ist nicht verwunderlich, dass die Rate des Fehlers E|f® — fO|(z)
nicht polynomiell ist. Der Grund liegt in der Ungleichung

exp(—[t|"y) < [ee](t) < dlt[™" 717"

Diese lésst auch charakteristische Funktionen zu, die hohe Volalitdten des Tails haben.
Ist der Tail kontrollierbar, dann erreichen wir auch polynomielle Fehlerrate. Diesen
Sachverhalt werden wir in den néchsten beiden Theoreme belegen.

Beweis. Die erste Aussage ist leicht zu zeigen. Die charakteristische Funktion ¢,
geniigt der Ungleichung

r—1

én(t)] = [ [ 16-(a?)] = exp(—y[t1*(1 = |al )/ (1 — |al?)).

k=0
Da |a|™" /h,, eine Nullfolge ist, folgt die erste Aussage.

Zur Ubersichtlichkeit lassen wir den Punkt weg und setzen C,, = A, N B,,. Der
Fehler ist beschrankt durch

E|fO - fO1 < BIfO - fO1c
1 .
+FE ‘f e (—it) pg (thy) o (t)dt

t|<1/hn

1c,

1

/ e_m(—it)lqﬁK(thn)ng(t)dt’
[t|>1/hn

‘_ e (—it) (Gxc (thy) — 1)¢a(t)dt‘ .

Wir schétzen nun die vier Terme ab.
Der Schiitzer fO ist weiterhin beschrinkt durch

7O < M 1t dxc| (thn)dt <, 1/RE.

[t|<1/hn

Mit Lemma 2.4 und Lemma 2.6 erhalten wir fiir den ersten Term die Ungleichung
EIfY — fO11¢; < b, (P(A;) + P(B;)) <. 1/(nhy).
Das Lemma 2.7 liefert fiir den zweiten Term

o — = e (—it) g (tha)oo(D)dt| Lo, <n ™2/ inf |,

2 1£1<1/hn [t|<1/hn
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Wir benutzen die Ungleichung |¢.|(t) < d|t|~™ '7# fiir den dritten Term. Diese
liefert

1

o

/ e‘m(—it)lqﬁK(thn)gbg(t)dt‘ < S / |K|()dx - hATm!
1t[>1/hn 27

Letztes vereinfacht sich der vierte Term

1

2

/e_m(—it)l(gb;((thn) _ 1)¢5(t)dt’ _ '/(f(l)(;[) - f(l)(gp — yhn))K(y)dy .

Nach Wefelmeyer (2007)[Satz 22] haben wir dann

‘%/eitw(—it)l(@{(thn) — 1)¢5(t)dt‘ <, e
O

Wir geben nun weitere Theoreme fiir charakteristische Funktionen mit kleineren
Volatilitdten an. Die charakteristische Funktion soll entweder polynomiell oder ex-
ponentiell gegen Null konvergieren. Das néchste Theorem ist fiir charakteristische
Funktion mit polynomieller Rate gedacht.

Theorem 2.10 (Die Fouriertransformation der Dichte konvergiert mit polynomieller
Rate.). Die Dichte f sei im Punkt = m-mal stetig differenzierbar, und die Funktion
™) sei im Punkt 2 Holder-stetig mit

[f" (@) = F™ ()] < Llz =yl

fiir ein 0 < 0 < 1. Die Fouriertransformation ¢. der Dichte f erfiillt fiir positive
Konstanten dy, dy, v, G und p die folgende Eigenschaft

dolt| ™" < |pe|(t) < dyft|"™ 1 * fiir alle [t| > G.

Weiterhin sei K ein Kern mit integrierbarer Fouriertransformation ¢x und den Ei-
genschaften

/K(y)dy—l,/yjK(y)dy—O, /\yjK(y)\dy<oound /\ym”K(y)!dy<oo

fir j = 1,2,...,m — 1. Wihlen wir N,, = (Inn)?, b, = (1/Inn)? und h,, = n™° fiir
eine Zahl @ mit 1/(2rv) > a > 0, dann gilt

inf D > pv = pav — —-1/2
mgll/hn\aﬁn()!_ n =n o(n="'%)
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und

inf Jox(t)] — 1.

[t <|e|™Nn [y

Ist
1 .
fo / e (—it) e (tha) e Wt
@)= 5 [ o)1
der V-Schétzer, dann folgt

B[O — fO(2) <1/ (nhi) + 1/ (0! inf [ n(t )+ bt

lt]<1/
—n® a(l+1)—1 4 e 1/2+n ( +m—1) +n—a(6+m—l)‘

Beweis. Die erste Aussage folgt mit der Voraussetzung.

Wie beim Beweis des Theorems 2.8 lassen wir den Punkt x weg und setzen C,, =
A, N B,,. Der Fehler ist beschrinkt durch

EIfO— O < BIfY - 101y

+E‘f 1 e~ (—it) e (thn) o (1)t

t|<1/hn

1c,

1

+ %/M/hn e (—it) pg (thy )d)s(t)dt‘

n ‘% / e (—it) (e (th) — 1)¢5(t)dt‘ .

Wir schidtzen nun die vier Terme ab.
Der Schétzer f ) ist weiterhin beschriinkt durch

/O <M [t 1ox | (tha)dt <. /D,
[t1<1/hn

Mit Lemma 2.4 und Lemma 2.6 erhalten wir fiir den ersten Term die Ungleichung
E|fO = fOl1es < h 7N (P(AT) + P(By)) <. 1/(nhi).

Das Lemma 2.7 liefert fiir den zweiten Term

jo—L ™" (=it) P (th) = (t)dt| 16, <n ™2/ inf ¢, (1)].

27 J <1 /hn [¢]<1/hn
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Wir benutzen die Ungleichung |¢.|(t) < d|t|~™ '7# fiir den dritten Term. Diese
liefert

1

2

A 1
/ e-m<—z’t>l¢K<thn>¢g<t>dt\ < o= [IKI@de -z
[t/>1/hn 2m
Letztes vereinfacht sich der vierte Term

1 /e_m(—it)l(qbK(thn) . 1)¢€(t)dt’ _ '/(f(l)(x) — f(l)(x —yhy,)) K (y)dy| .

2

Nach Wefelmeyer (2007)[Satz 22| haben wir dann

‘% / et (—it) (e (thy) — 1>¢a<t>dt\ ST
O

Nun kommt ein Theorem fiir charakteristische Funktion mit exponentieller Rate.

Theorem 2.11 (Die Fouriertransformation der Dichte konvergiert mit exponentieller
Rate.). Die Fouriertransformation ¢. der Dichte f erfiillt fiir positive Konstanten
d, 8,71, G und v, die folgende Eigenschaft

exp(—[t]’1) < |¢:|(t) < dexp(—[t|"y) fiir [t] > G.

Wihlen wir N,, = Inn, b, = 1/Inn und h, = 1/(alnn)/? fiir eine positive Zahl a
mit (1 — |a|?)/(271(1 — |a]™®)) > a, dann gilt

D Lo ()] > pmen(lal™®)/(=lal®) _ 172
o5, 190 2 o(n™"'%)

und

inf  |ox(t)| — 1.

It|<|a|™Nn /hy,

Ist (/55 der ¢.-Schétzer und

A 1

f(l) () e_itx(—it)lﬂga(t)1|¢35\(t)<Mdt’

27 Ji<i/m,

dann folgt

E|fO — fO)(2) <,—— 4 pon(lal/(lal®)=1/2 e

nh;

< e (=lal)/(1=lal")=1/2 | —a%
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Aus der Voraussetzung folgt, dass die Funktion |¢.(t)||t|' fiir alle [ integrierbar
ist. Die Dichte f ist daher beliebig oft differenzierbar. Aus diesem Grund sieht der
Schétzer f ) anders als die anderen aus. Die Integration mit der Fouriertransformation
¢ wirde die Fehler-Rate nur verlangsamen.

Beweis. Die erste Aussage ist klar.
Wie beim Beweis des Theorems 2.8 lassen wir den Punkt x weg und setzen C,, =
A, N B,,. Der Fehler ist beschrinkt durch

BIJO - 01 < EIJ® - fO)1c,

+E‘f 1 e (—it) . (t)dt| 1c,

t|<1/hn

L / ol ]

Wir schatzen nun die drei Terme ab.
Der Schétzer f @) ist weiterhin beschriinkt durch

+

/O <M [t ox|(tha)dt <. 1/BF.

[t|<1/hn

Mit Lemma 2.4 und Lemma 2.6 erhalten wir fiir den ersten Term die Ungleichung
EIfY = fO11e; < b (P(AY) + P(B;)) <. 1/ (nhy).

Das Lemma 2.7 liefert fiir den zweiten Term

E \f@ _L e (—it) e (thn) . (1)t

= Lo, <072/ inf [oy(t)]
t<1/hn

[t|<1/hy

Wir benutzen die Ungleichung |¢.|(t) < d exp(—|t|’72) fiir den dritten Term. Diese
liefert

1
3 [ etwtonal < [ ep-ruo
T J|t|>1/hn t>1/hn

= exp(—h, ) = n"2,

O

Im Weiteren werden wir die Konvergenzrate des Fehlers E|f(®) — f®|(z) angeben,
falls o unbekannt ist.
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2.2 Die Konvergenzrate bei unbekanntem Regressionsparame-
ter

In diesem Kapitel sei < X,, > eine AR(1)-Zeitreihe mit Innovation-Prozess < g; >;
und unbekanntem Regressionsparameter . Ferner hat die Zufallsvariable ¢ = ¢ eine
Dichte f. Die zugehorige Lageparameter-Familie besitzt endliche Fisher-Information.
Weiterhin beobachten wir periodisch nur jede r-te Realisation X,.,,. Wir prasentieren
Schitzer fiir die Dichte f, die auf die Realisationen Xg, X,,..., X,, basieren. Hier
ersetzen wir o’ durch den Kleinste-Quadrate-Schatzer #]. Da das Lemma 1.3 die
Existenz des vierten Momentes der Innovationen voraussetzt, nehmen wir nun an,
dass die Parameterdichte f ein endliches viertes Moment hat. Wir werden nun die
Konvergenzrate des Fehlers von E|f® — f®|(z) angeben, wobei f® der V-Schiitzer
ist.

Da der Regressionsparameter « nicht bekannt ist, kennen wir die Zufallsvariablen

Ni+t1 = Xr(i+1) - OéTX”‘ fiir 1 = O, 1... s
nicht. Wir definieren nun die Residuen 7);;; durch
ﬁi—i—l = Xr(i+1) - /%:X”' fir ¢ = 0, 1...

und die zugehorige empirische charakteristische Funktion durch
- 1 <& o
Onlt) =~ Zl exp(iti;).
J:

Wieder fiir zwei Nullfolge < b,, > und < h,, > definieren wir die Menge A, und
B,, durch

Ay ={ sup 165(0)/@n(®)] < 1+ b} N { sup |6y(6)/dat)] < 1+ba}

[t|<1/hn [t|<1/hn

N{ sup |ox(A"Vt)/dx ("™ t)| < 14 b,}
[t|<1/hn

N{ sup [ox(a™t)/ox (RN )| < 1+ by}
[t|<1/hn

und
B, :{Tﬁ > 1/h,} N {7 > 1/h,}.

Hier ist 7; durch ¢, und 74 durch ¢x(#:V"t) definiert.
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Die Menge A, sichert, dass die empirische charakteristische Funktion in der Néhe
der charakteristischen Funktion bleibt. Die Menge B,, hindert uns daran, durch Null
zu teilen. Die beide Mengen reichen aber trotzdem noch nicht aus, um den Fehler
abzuschétzen, da wir nicht in der Lage sind, den Wert E'R]. auszurechnen. Aus diesem
Grund fiihren wir nun die dritte Menge C,, ein mit

N, Ny,
Co = ({ sup [dy(R11)/0y(0" )] < 14} ({ sup [dy(a"t)/dy(Aft)] < 1+b,}
ho 11<1/n heo |1<1/hn

(o [6x(E™0)/6x (@™ )] < 1+ b}

(V{ sup [ox (™) /ox (RN 6)] < 1+ by}

[t]<1/hn

Diese sichert, dass die Funktion ¢, (k¥t) in einer Umgebung von ¢,(a*t) bleibt. Mit
der Ungleichung

1= (1a, +145)(1p, +15;)(1c, + 1cg)
< 1a,1p,1c, +414c +41p: +41ce,
konnen wir den Fehler E|f® — fO|(x) abschitzen durch
EIfV = fOl(x) <E|fY — fO14,15,1c,(2)
+4B[fO — fO1(Lae + 1pe + Lee)(2).

Nun geben wir Lemmata an, um die beiden Terme auf der rechten Seite der Unglei-
chung abzuschéitzen.

Bemerkung 2.12. Mit einer Taylorentwicklung haben wir
?En(t) :¢n(t) + an(t) - Cbn(t) + Rn(t)

mit Rest |R,(t)| < [t||&] — o]+ > i [ Xl
Fir die andere charakteristische Funktion haben wir auch

Ox (R7Vt) = dx (™) + dx (a™t) — dx (@™ t) + Ry(1)
mit Rest [R,,(t)] < [t][aN" — o™ [ 2370 X0,

Lemma 2.13. Fiir ein 0 < ¢ < 1 haben wir, dass

1 1/h
Plr¢ <1 hn <i— +: n ex —d n1/2 inf Nt
(7% <1/hn) n | inflgeym, [ox(aret)] p( \/ o |px( )])
L/hs ol 1/h,
infjy<i/n, [ox (@M 0)2"  n o ninfl<im, [ox (@)
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und

P(r; < 1/hy) s*% + Y o (—d \/n1/2 inf |¢n(t)|>

infjy<1/m, [y (t)] [H1<1 /R
1/h,
+ / :
infjy<i/n, [¢y(t)|n
Insbesondere gilt fiir die Menge B,,, dass

P(By) <, P(t5 < 1/hy) + P(t% < 1/hy).

Beweis. Mit der Ungleichung

0= inf |bx(R™Nt)|> inf Ny
|t‘g11/hn|¢x(/fr )|_|t\g11/hn|¢x<a )l

— sup |ox — ¢x|(a™"1)
1t<1/hn
1 n
- X,
31X

J=1

— 1/ R[5 — "

schitzen wir die Wahrscheinlichkeit ab durch

[t]<1/hn [tI<1/hn

P(ry <1/h,) <P (2 sup |g5X — ¢X|(arN"t) > Inf |¢>X(arN"t)|>

[t|<1/hn

1 n
P 2| Nn — qrNn| = X,:| > h, inf Nep)| ] .
+ (Im el M;' il inf [px(a" )|

Mit der Ungleichung P(|[UV| > a) < 2P(2|U| > v/a) + 2P(2|V| > y/a) fiir Zufallsva-
riablen U und V' und eine positive Zahl a erhalten wir weiter

1 n
P 2]aN —a™ =Y X, > by inf "o
(m @ 2 Xl > B 4 (a0

1 n
< P 4|grNn — qrNn| = X,:| — E|X|) > h, inf Nng
< (\m o !n;(l il — E|X]) \té?/hn’d)X(O‘ )]

+ P (4|f%:Nn —a™|E|X| > hy, , |¢X(a’“Nnt)\)

inf
|<1/h
< 2P (4]/2;:N” — a2 > h, inf \¢X(ofN"t)]>

[t|<1/hn

[t[<1/hn

1 n
oP | 4]= X,.|— E|X||?> > h, inf rNng
+ (IRZI il — E1X|| inf [px(a )\)

Jj=1

+ P (41,%:Nn — o™ E|X| > h, inf y¢X(a’“Nnt)\) :
1611/
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Nun schitzen wir die letzten drei Terme mit der Varianz bzw. mit Lemma 1.3 ab,
und erhalten die erste Aussage.
Fiir die zweite Aussage beachten wir, dass gilt

~

0= inf |¢~5n|(t)> inf [¢,[(t) — sup o, — ¢yl(?)

[t|<1/hn o [t<1/hn |t|<1/hn,

AT r 1 .
= V/hnliy — o]~ D 1Kol
j=1
Wir koénnen nun die Wahrscheinlichkeit P(7; < 1/h,,) abschitzen und erhalten

P (3 < 1/hn) <P <3 sup [, — &y|(t) > inf |¢n|(t))

[¢]<1/hn |t|<1/hn

+2P (6|/%7,I —a'2>h, inf |gz5,7|(t)>

[t|<1/hn

[tI<1/hn

2
1 & .
+ 2P 6<EZ;|XT(J‘—1)|—E‘X|> > hy, inf |¢n|(t)
J:

Mit Lemma 1.3 und Lemma 2.1 folgt wir dann die zweite Aussage. O
Nun wollen wir die Wahrscheinlichkeit der Menge A,, abschétzen.

Lemma 2.14. Fiir die Wahrscheinlichkeit der Menge A,, haben wir die folgende
Abschétzung:

n - by infy<i/p, |0 t1<1/hn

4/h
+ N . ex —d nl/?bn 1nf aN7lt
by infjy<i/n, |@x (@nt)] p < \/ o [ox( )|>

4/h2 N, (|a|" + §)Nn—t 4/h?

nby infly<i/n, [ox(@nt)[>  nb infiy<i/n, [¢y(t)]?

P(AZ) <. 4/ e (—dwwbn in |¢n<t>|>

fiir ein § > 0 mit |a]"+06 < 1

Beweis. Wieder mit der Uberlegung (577 = én + R, wobei

T AT 1 .
[Ra(t)] < [t[|a” — KT|EZ [ Xj-1l,
j=1
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erhalten wir

P( sSup ’an/¢n|(t)>1+bn) §P< inf |¢77(t)‘§26n sup |an_¢n|(t))

[t1<1/hn [t<1/hn t|<1/hn

1 n
P(h, inf < ala” — &= (Xl
+ ( JAnt 1800 < 2bala mn;\ 31|>
da

{ sup ‘én/¢n|(t>>1+bn}g{bn inf [¢,(t)] < sup lﬁgn_¢n|(t)}

[t|<1/hn [tI<1/hn [t|<1/hn

gilt.
Fiir die andere Menge {sup|t|§1/hn b/ Dyl (£) > 1+ bn} haben wir auch

{ sup [ d,/,|(1) > 1 +bn} c { sup |(dy — &)/l () > bn}

[t]<1/hn [t1<1/hn

|t|<1/hn 1 4 by, 1t1<1/hn

~ b, .
Q{ sup [¢,; — &yl(t) > inf |¢n(t)|}-

Mit dem Beweis von Lemma 2.13 folgt dann die Aussage. m

Lemma 2.15. Eine obere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit der Menge C7 ist fiir
eine 0 < ¢ < 1 gegeben durch die Ungleichung
1 1/h? 1/h?
P(CE) <0+ 4 it . - N2
() b2 infy<i/n, |0y () *n b2 infly<i/n, |Ox(a™Net)[?n

Beweis. Mit d,, = infj;<1/s, |¢y(t)| erhalten wir

( {|t|s<1i£)h |¢77( kt)/¢7]< kt)| > 1+0, })

Nnp,
< P( sup |¢n</%’:t>—¢n<a’%>lzbndn>-

= \JtI<L/hn

Da E|n| = 51 beschrinkt ist, gilt
[bn(fyt) — dy(at)] < Bult]|iy — o],

und mit Lemma 1.3 folgt

No N | 1/h2 ™
P su iRt o) > 1+, <, L4 Ln k22
(U {m%n 6,500 1)| > }) <
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fiir ein 0 < ¢ < 1. Entsprechend konnen wir die Wahrscheinlichkeit der Menge

U { sup [y () /oy (A7) = 1+ bn}

oo Lit</mn

abschéitzen, da inf‘ﬂgl/hn |¢n(l%7]ft)| Z inf|t|§1/hn |¢7I(t)’
Es bleibt dann die Wahrscheinlichkeit der Menge

{ sup [gx (K7V") [ (@™ 0)] > 1+ bn}

[t[<1/hn

U{ sup |ox ("™ t) /ox (RN )] > 1+ bn}

[t|<1/hn

auszurechnen. Wir haben, dass

TNnt . ”\TNnt
b sup [ox(a™ ) /ox(F 0 <1+ sup (SO0 ZOx®RY,
1 i SR A

und
[ox () — ox (1) < [t EIX || — &,

Mit den Voriiberlegungen erhalten wir dann

P < sup [ (") /ox (o) > 1+ bn)
t1<1/ 1

+ P ( sup |@x (o t)/ox (RIN )] > 1+ bn)
[t|<1/hn

<P (1/hnE|X||a”"N" — &M > b, inf |¢X(a7”Nnt)|) ,

[t1<1/hn

und das Lemma folgt dann mit Lemma 1.3.

Lemma 2.16. Ist ¢.(t) der ¢.-Schétzer, dann haben wir

[t|<1/hn
Nn_l T TINn
~1/2 o (14 by ) ¥l o] I+1 d
e (2o - 1100
infjy<1/m, [@n(t)] inf g <jafrvnm, [9x )] ] Jin,
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Beweis. Fiir |t| < 1/h, und mit der Gleichung

a A—ab ab
v~ b B B

erhalten wir fiir A, N B, NC, =D,

A
B

an("%ﬂt) _ oyt (a"'t) (1+b )2E|¢§n(arlt) — ¢y(a”t)]
qgn(/%”“t) gbn(arl-&-lt Dn = ¢ rl—i—lt n |¢n(a”t)|
rlt 2E|(£ (arl—s—lt) — ¢ (O/l+1t)|
‘¢ arl i) ‘ (1+bn) . ’(bn(arlJrltn)‘ :

Da ”(E|€£n(t) — ¢,(1)])? < 1—¢,(¢)|* und nach Ushakov (1999)|Theorem 2.3.2] auch
1 — |¢,(t)|* < Var(n) - [t|*, haben wir

&n(%’"lt) gzﬁ,](o/"lt) X <2|tozrl| ”t | 1-|-b a]\/VaI" (1)
Sn(RTLE)  Gy(arTHIE) Dn =2"p1/2 a”“t inf|p<1/n, |0y (t)]

Mit Lemma 2.1 und oben gemachten Uberlegungen folgt auch

an|

dx (RVt) dx (o nt)

|ta
1p, <2
Floxsy  oxain|

n =% 1/2

dx(aNnt)
¢X (aT’Nn—f—lt)

|(1+ bp)?aly/Var(X

lnf|t‘<|a|an/hn |¢X( )|

Das Resultat erhalten wir mit der Ungleichung

Np,
IIE% II}Q 1p, <Y Ilfa|£@-—fg II F|1p,
k=0 [+=0 =k+1
Np, Ny,
<> (140" HE- Ex— F|| T[] Fi|1p..
k=0 = i=k+1

O

Theorem 2.17. Die Dichte f der Innovationsverteilung ¢ habe viertes Moment und
sei im Punkt = m-mal stetig differenzierbar, und die Funktion f™ sei im Punkt z
Holder-stetig mit

[f (@) = f"(y)] < Ll —yl°
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fiir ein 0 < 0 < 1. Die Fouriertransformation ¢. der Dichte f erfiillt fiir positive
Konstanten d, 3,7, G und p die folgende Eigenschaft

exp(—|t|Py) < |oe|(t) < d|t|™™ 7 fiir alle |t| > G.

Weiterhin sei K ein Kern mit integrierbarer Fouriertransformation ¢x und den Ei-
genschaften

/K(y)dyzL /yjK(y)dyZO, /\yjK(y)\dy<oound /\ym*‘sK(y)!dy<oo

fir j =1,2,...,m — 1. Wahlen wir N,, = Inn, b, = 1/Inn und h, = (a(lnn))_l/ﬁ
fiir ein a mit (1 —|al?)/(v2(1 = |a|™®)) > a > 0, dann gilt
inf |y, (£)| > n-A-lel™)/A=l?) — 5y =1/2)

[t|<1/hn
und
inf t 1.
|t|<|o}\Iran/h" ‘(bX( )‘ -
Ist
R . 1 &
0 = Xpj — KXo, = Zexp itn;),
7j=1
Nn—1 7 T T
o-(t)=]] R G Ox (R™N1)
i o (RTH1E) ¢ (RTNnt1¢)
und
~ 1
D) = — e (—gt th )1 dt
[P (x) 27 Juy<in, (—1 ) oK ( )¢e( ) |be|() <M

der V-Schatzer, dann folgt

E|fY = fOl(x) <h,' 7%/ (Badin) + 072 dy 4 = R
:O(l/(ln n)(min(ﬂ,&)-i-m—l)/ﬁ)‘

Beweis. Der Ubersichtlichkeit halber lassen wir die reelle Zahl x weg. Es gilt, dass
E|fO - fO <E|fO - fO1p,

L E / 1116 — 6.1p, (1)t
[t|<1/hn

/|t|21 . e_imfbK(t)qﬁg(t)dt‘
+ '(f(w(-) * hin[((./hn)) () — fO(z)

+
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und D, = A, N B, NC,.
Der Schétzer f(l) ist beschréankt durch

~ 1 ~ e
) < —/|< M [t | (tha) 0] (1)1, 0y <ardt <o '~
t|<1/hn

- 27
Darum koénnen wir den ersten Term abschitzen mit
E|fO — fO1p, <. b, P(DS).

Die rechte Seite hingt dann nur vom Wert infjy<i/p, |¢y(t)| ab. Dieser ist nach Vor-

aussetzung

d, = inf 0] >, n~ 0 (=lel)/0=lal®) — 5, =1/2y,
n = i, [0 2 o(n™'7)

Mit der Wahl von a folgt dann
E|fO — f91p; <h'"' (P(A}) + P(B;) + P(Cy))

1 1/h2  1/h
<*hfl71 - n n <>|< h,[,g b2d2
<ot (o g+ ) <t )
nach Lemma 2.13, 2.14 und Lemma 2.15.

Fiir den Term Ef\tlgl/hn |t|'|¢e — ¢c|1p, (t)dt wenden wir Lemma 2.16 an, und es

folgt

E/ 116, — 621, ()t <. n~Y2/d,
[t|<1/hn
Nach Voraussetzung ist |¢.|(¢) < d[t|~™'~# fiir alle |¢| > G. Folglich ist
‘/ e_m(—it)lngK(t)qu(t)dt‘ <, Bt
[t|=1/hn
Wir benutzen jetzt Wefelmeyer (2007)[Satz 22| und erhalten

(f(”(-) " ,%K(-/m) (e) — 7O 2)

S* h;n—l-‘rﬁ.

O

Das obige Theorem besagt, dass der Schétzer f(l)(x) konsistent ist. Und es ist
nicht verwunderlich, dass der Fehler E| f @ — | logarithmische Rate hat. Die Vor-
aussetzungen iiber die Differenzierbarkeit der Dichte und iiber den Tails der Fourier-
transformation sind nicht stark. Dadurch ist eine Vielzahl von Dichten zuldssig, die
wir schitzen konnen.

Speziell rechnen wir den Fehler E|f® — fO| aus, falls der Tail der Fouriertrans-
formation entweder polynomiell oder exponentiell gegen Null konvergiert.
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Theorem 2.18 (Die Fouriertransformation der Dichte konvergiert mit polynomieller
Rate.). Die Dichte f der Innovationsverteilung ¢ habe viertes Moment und sei im
Punkt  m-mal stetig differenzierbar, und die Funktion £ sei im Punkt  Holder-
stetig mit

Lf" (@) = F™ ()] < Llz — gl

fiir ein 0 < 0 < 1. Die Fouriertransformation ¢. der Dichte f erfiillt fiir positive
Konstanten dy, d;, v, G und p die folgende Eigenschaft

dolt|™ < |@e|(t) < dy|t|™™ 1 fiir alle [t| > G.

Weiterhin sei K ein Kern mit integrierbarer Fouriertransformation ¢x und den Ei-
genschaften

/K(y)dyzl,/yjK(y)dyZO, /\yjK(y)\dy<oound /\ym”K(y)!dy<oo

fir j = 1,2,...,m — 1. Wéhlen wir N,, = (Inn)?, b, = (1/Inn)? und h, = n~* fiir
ein a mit 1/(2rv) > 1/(2rv +1+3) > a > 0, dann gilt

it |6,(0)] =, 07" = o(n V)

[t|<1/hn
und
inf t 1.
<ic, , 10x O =
Ist
i = Xej = KXo, dy(t) = > exp(itiy),
j=1
No—=1 7 (np ) 2Ny,
Qg (t) _ H jbn(/i lt) ¢X(K N t)
0 n(,%rl—&—lt) QbX(/%TN"Jrlt)
und
_ 1 e -
fOx) = o A o (it e (tha) e (D)L 5, oy psll

der V-Schétzer, dann folgt

E|fO — fO)(z) <,h7173 /(02 d2n) + nY?)d,, + hmHH 4 pmird
= ]Og(n)Qna(QrV-H-‘r?))—l + n—a(m—l-ﬁ-u) + n—a(m_l_;,_(s)‘
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Beweis. Wie wir gesehen haben, zerfillt der Fehler E|f® — f®| in die vier Terme
PO~ £0] <BIFO — 011,

LB / 1116- — 6.[1p, (t)dt
[t|<1/hn

+

A|>1/hn e_m(_it)lqbK(t)%(t)dt'

# (100 5 1K) ) @) = 10

mit D,, = A, N B, NC,.
Der Schéatzer f(l) ist beschréankt durch

701 g [ o)l 011, gt . 51
Darum koénnen wir den ersten Term gut abschitzen mit
E|fO — fO115 <, b P(DS).
Die rechte Seite héingt dann nur vom Wert infj; <15, [¢,(t)| ab. Dieser ist

dn — inf ] >, —arv _ —1/2 )
g o) 2 m o(n™""%)

Mit der Wahl von a folgt dann

P(Dy) <P(A7) + P(B;) + P(CY)
<, 1/(nd?b2h?) + 1/(nhyd,) + 1/(nd2b2h2)

n-n-n n-n-n

nach Lemma 2.13, 2.14 und Lemma 2.15.
Also folgt

E|f(l) o f(l)|1D$l <, 1/(nb2 d2 h2+l+1).

n-mn--"mn

Weiter wenden wir Lemma 2.16 an und schitzt den zweiten Term entsprechend
ab und erhalten

E / 1112 — 6. [1p, ()t < 1)(n2d,).
[t|<1/hn

Der dritte Term wird entsprechend der Voraussetzung |d.|(t) < dq|t|"™ '7# abge-
schétzt. Dieser liefert

/ e (—it) pg (1) o (t)dt| < hm—HH,
[t|>1/hn,
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Fiir den letzten Term benutzen wir die Eigenschaften des Kerns K zusammen mit
der Taylorentwicklung. Dieser erzeugt die Abschitzung

S h?*FHS.

] (706 5 oK) ) ()= 90

]

Theorem 2.19 (Die Fouriertransformation der Dichte konvergiert mit exponentieller
Rate.). Die Fouriertransformation ¢. der Dichte f erfiillt fiir positive Konstanten
d, 3,71, G und 7, die folgende Eigenschaft

exp(—[t|* 1) < [¢:|(t) < dexp(~[t|*y,) fiir [t > G.

Wihlen wir N, = lnn, b, = 1/lnn und h, = 1/(alnn)/? fir ein a mit (1 -
|a|?)/(271(1 — |a|™)) > a, dann gilt

dy= inf ()] = n-en(-lal®)/Olal?) — o, -1/2)

[t|<1/hn
und
inf ¢X t)| — 1.
Il‘/|<|a\*N"/’“m| (®)
Ist
R . 1 &
0 = Xpj — KXo, = Zexp (itn;),
7j=1
No—=1 7 ,npf .
H ¢77 lt ¢X( Nnt)
o (RTIHLE) ngX(/iTNn“t)
und

FOw =50 [ e et

der V-Schétzer, dann folgt

E|f(l) — f(l)\(a:) S*l/(anaZ2 h”s) 1/(n1/2dn) + exp(—hﬁwg)

n-n'"mn

< e (=lal®)/(=lal")=1/2 | —a%
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Beweis. Der Fehler zerfallt in die drei Terme
E|fO — O <B|fO — 011

+E/ 1162 — 6.1, (H)dt

611/

+ ‘ / e M (—it) . (t)dt] .
[#1>1/hn

Der Schiitzer f@ ist beschrankt durch h;*"'. Mit Lemma 2.13, 2.14 und 2.15
konnen wir die Wahrscheinlichkeit P(D¢) abschitzen und erhalten

E|f(l) _ f(l)|1D% <, 1/(nb2d>R2t+)y.

n-n--"mn

Der zweite Term ist nach Lemma 2.16 abschatzbar mit
B[ e~ eultn, (0t < 1/ 2d,),
[t|<1/hn

Fiir den letzten Term benutzen wir die Voraussetzung |¢.|(t) < dexp(—|t|’v2)
und erhalten

‘/ et (—it) g (t)dt| <, exp(—hPryy) = n™2,
[t[=1/hn

2.3 Das verallgemeinerte Dekonvolutionsproblem

In einem verallgemeinerten Dekonvolutionsproblem ist man mit der Situation kon-

frontiert, fiir eine stationédre Zeitreihe < (X;,Y;) > aus den Realisationen

auf die Verteilung von X bzw. von Y zu schlieften. Wir nehmen der Einfachheit
halber an, dass die Familie {X;,Y;} unabhingig ist. Die Aufgabe ist aber weiterhin
unter diesen Bedingungen nicht eindeutig 16sbar, da die Verteilung von (X,Y") nicht
eindeutig durch die Verteilung von Z bestimmt ist. Eine zusétzliche Nebenbedingung
sichert dann i. Allg. die Losbarkeit der Aufgabe. Wir unterscheiden dabei die vier
Nebenbedingungen:

(i) Die Verteilung £(X,Y) ist bekannt, die Funktion ¢ ist unbekannt. (NBI)

(ii) Entweder £(X) oder £(Y) ist unbekannt, die Funktion ¢ ist bekannt. (NB II)
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(iii) Es gilt £(X) = L(Y), und die Funktion ¢ ist bekannt. (NB III)
(iv) Man beobachtet zusitzlich noch Realisationen
Zi=C(X,,Y) firi=1,2,.... (NB 1IV)

Dabei sind die Familien {X;} und {Y;} unabhiingig und identisch verteilt mit
L(X)=L(X)und L(Y) = L(Y). Ferner sind die Funktionen ¢ und ¢ bekannt.

Wir geben im Weiteren Kommentare fiir die vier Fille an.

Die Nebenbedingung (NB I) sichert noch keine Eindeutigkeit der Funktion ¢. Dazu
seien N; und N, zwei unabhéngige und standard-normal verteilte Zufallsvariablen.
Es gilt dann:

aNy +bN, 2 aN, — bN,.

Das Beispiel zeigt, dass wir i. Allg. weitere Restriktionen verlangen miissen, damit die
Aufgabe losbar ist. Ein weiterer Punkt besteht darin, dass die Funktion ¢ von der
Menge R? nach R abbildet. Sie ist i. Allg. nicht injektiv, und das macht die Aufgabe
fast nicht l6sbar.

Unter der Nebenbedingung (NB II) nehmen wir an, dass die Verteilung L£(Y)
nicht bekannt ist, und sowohl die Verteilung £(Y") als auch die Verteilung £(X) eine
Dichte fx bzw. fy besitzt. Weiter setzen wir voraus, dass eine Funktion ( existiert
mit ¢(z, ((z,y)) =y, und mit ¢'(z,y) = Jy¢(x,y) bezeichnen wir die erste Ableitung
der zweiten Komponente. Dann hat die Verteilung £(Z) eine Dichte hy mit

@ﬁ%@:hda:/}ﬂ«a@vﬂ@c@¢u$

Wir setzen diese Abbildung auf den linearen Abschluss der Dichte fort zu einem
linearen Operator T’

Tu = [ u¢(e. ) x@)¢ (o )

Setzen wir Id als den Identischen Operator und sei || Id —=7'|| < 1, dann ist T inver-
tierbar mit

T => (-1)*(1d=T)" und T"'hy = fy.
k=0

Es gilt i. Allg. nicht, dass ||7'—1d || < 1. Dies wiirde aber auch bedeuten, dass der Ope-
rator 1" auf der ganzen Definitionsmenge injektiv ist. Wir brauchen die Injektivitét
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nur fiir das eine Element fy bzw. hz. Wissen wir, dass der Operator 7' im Punkt fy
injektiv ist, dann konnen wir mittels T~ 'hy einen Schétzer fiir fy definieren. Dieser
zerfillt dann in die zwei Terme

T_lilz = T_l(iLZ — hz) + fy.

Der Schiitzer T hy ist also konsistent, falls 7" im Punkt fy injektiv ist, und T‘l(ﬁz —
hz) = op(1). Als Beispiel betrachten wir ¢(x,y) = x + y. Dafiir gilt

1
(Tu — u)(z) :/ /u'(z—tx)a:fx(x)dx und [|[Tu — ull; < ||| E|X],
0

wobei || - ||; die L1-Norm ist. Da der Differentialoperator auch linear ist, liefert diese
k
D (DI =T) g | <D (BEIXDH RG]
k=0 1 k=0

Falls die rechte Seite endlich ist, dann haben wir T"'h, = fy. Fiir den anderen Term

haben wir

1,3 - (k k
BT~ (hz — hz)ll <Y (BIXDFE(RY — hY|1.
k=0
Die rechte Seite ist aber in den meisten Fillen unbeschrankt. Um das Problem zu

l6sen, nehmen wir nun als Schétzer

fiir eine Folge N,, — oo. Der Schétzer, den wir hier vorstellen, ist zwar unter bestimm-
ten Voraussetzungen konsistent, aber nicht optimal. Der Vorteil dieser Methode ist die
allgemeine Anwendbarkeit auf andere Funktionen ¢. Dabei miissen wir untersuchen,
wann der Ausdruck

o0

Z F(Id —=T)*

k=0

fiir eine Norm endlich ist. Im vorigen Beispiel haben wir die L;-Norm genommen.
Dies ist aber nicht n6tig. Wir konnen auch andere angenehme Normen benutzen.

Unter der Nebenbedingung (NB III) und unter gewissen Voraussetzungen an die
Funktion ¢ erhalten wir

- / Pr (¢, 2)) fo (2)C ()
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und
Tu = [ u¢(e Dute)d (o, )

Hier ist der Operator T nicht linear, dennoch kann man die Inverse

o0

T =) (-1)F1d-7)

k=0

definieren. Diese braucht auch nur fiir die Dichte A endlich zu sein, um die Konsistenz
des Schitzers

zu erhalten. Somit stellt die Neumann-Reihe wieder einen brauchbaren Losungsansatz
dar.

Unter der Nebenbedingung (NB IV) beobachten wir Paare von Realisationen
(Z;, ZZ) fiir i = 1,2,...,n. Wieder unter giinstigen Voraussetzungen sind wir in der
Lage, Dichten

und

mit dem Kernschitzer zu schitzen. Es ist dann moglich den Operator T' durch

(o) = [ wdte. Do) oo, [ oot e i)

und die Inverse durch

o0

T =) (-1)*1d-7)

k=0
zu definieren. Ein brauchbarer Schitzer ist
(JEX, fY) = T_l(i%g)-

Dieser ist unter bestimmten Voraussetzungen sogar konsistent. Die obige Methode
zeigt, dass man nicht in der Lage ist, nur die interessierte Dichte fy ohne die Dichte
fy zu schétzen.
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Wir geben nun ein Beispiel an, wo man nur die interessierte Dichte schitzen muss.

Seien
Z; = aX; + BY; und - 7)@ + 8Y.

Wir sind an die Dichte fx interessiert. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen
wir an, dass - 3 -y -0 # 0. Ferner soll gelten, dass [(63)/(ya)| # 1. Reskalieren wir
nun die Realisationen mit

1 . 0f3 A .
—Z; =X+ QY;' und ﬁZi = _ﬁXi + éY%,
o ! ad ad o
dann sind wir in der Lage die charakteristische Funktion
¢x () b2/a(t)

X (@A) ™ T e @

zu schitzen. Ab hier konnen wir dann weiter mit dem ¢.-Schétzer verfahren. Das
Beispiel soll zeigen, dass man immer versuchen soll, ¢-spezifisch zu dekonvolieren, um
eine optimale Leistung des Schéitzers zu erhalten. Ist dies nicht moglich, wie im Fall
von ¢(x,y) = r(z) + o(x)y, dann stellt die Neumann-Reihe einen guten Ansatz dar.

2.4 Schiatzer der Innovationsdichte in periodisch beobachteten

heteroskedastischen nichtlinearen Regressionsmodellen

Wir wollen nun aus den Beobachtungen

die Dichte fy der Verteilung L£(Y') schétzen. Dabei nehmen wir an, dass die beiden
Verteilungen L£(Y) und L£(X) jeweils die Dichte fy bzw. fx besitzen. Ferner sind
die Zufallsvariablen < X; > und < Y; > unabhingig und identisch verteilt, und
< X;,Y; > sind unabhéngig. Hier kennen wir die Funktion ¢(z,y) = yo(z) + r(x)
und die Dichte fx. Falls inficg |o(t)| > 0, dann hat die Verteilung von Z eine Dichte

f2(2) = / Frl(z r(x)/a(a:))fX(x)%.

Der dazugehorige Operator 1" ist dann definiert durch

T = / ul(z — T(x)/a(fv))fx(x)%-
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Nun miissen wir den Ausdruck

o0

> (—D)FId-T)* £,

k=0

geeignet abschétzen. Dazu schreiben wir abkiirzend r(X) = r und ¢(X) = ¢ und
prasentieren das folgende Lemma.

Lemma 2.20. Sei u eine differenzierbare Funktion, dann erhalten wir
1Tu = ul] < arlull + az||lv'[| + asl|u’Id |,

wobei a1 = |E1 — 1/0], as = E|r/o| und a3 = E|1 — 1/o|. Hier ist ||u]| = [ |u|(z)dz
die L'-Norm.
Gilt zusitzlich 0,Eu((z —r)/o)/o = Eu/((z —r)/0o)/o?, dann folgt

[(Tu —w)'|| < ag||u|| 4+ | Tu" — /||
und
[(Tu —u) - 1d || < aqf[u|| + || T(u'1d) — (v’ Id)||.

Beweis. Wir benutzen die Gleichung

Tu(z) —u(z) =E (u((z — 1) /o) —u(z/0)) %

+ E(u(z/0) —u(2))(1/0) + u(z)E(1/0 — 1),
dann liefert diese

|Tu —u|| < |E1l/o—1] - ||ul| + E/ lu(z) —u(z+r/o)|dz+ E/ lu(z) — u(zo)|dz.

Da u differenzierbar ist, kann man die letzten beiden Terme geeignet abschétzen, und
wir haben

1
w(z) —u(z —r/o) = / u'(z + 757“/a)c1ltZ und
0 o
u(z) — u(z0) = /u'(tz +o(1—D)dt- 2 (1— o).
Da |t 4+ (1 —t)| > 0, kénnen wir eine Transformation mit

z
— ————— und de = ————
t+o(l—1) t+o(l—1)
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durchfiihren. Dies ergibt
l—0o

B [ o)~ otz < [l 5 [ [
:/ ' (2)z|dz - E|1 — 1/a].

dt

Fiir die letzten beiden Gleichungen bemerken wir, dass

(Tu)(z) =Bu'((z = 1)/0) /0
=Fu'((z —r)/o)/o+ Eu((z—1r)/o)/o(1/oc — 1)

und
(Tw) (2) -z = TW'1d)(2) + Eu/((z — 1) /o)(r/c?).
[

Das Lemma 2.20 hat gezeigt, dass wir i. Allg. verlangen miissen, dass die Dichte
fz beliebig oft differenzierbar ist, damit der Ausdruck

o0

> (=11 -T)"f7

k=0

wohldefiniert ist. Diese Voraussetzung kann man in der Praxis nicht iiberpriifen. Ver-
langt man stattdessen, dass die Verteilung £(Z) beschriankten Tréger hat, dann ist
man in der Lage EZ* durch den empirischen Schitzer zu schitzen. Diese liefert
EZ = Er + EocEY und

k
k . .
EZ¥=E(r+oY)" =) ( ,)Erkak_JEYJ.
J

j=0
Also ist es auch moglich, die Momente FY* und darum auch die charakteristische
Funktion Ee™ zu schiitzen. Diese liefert dann einen Zugang, um die Dichte fy zu
schatzen.

3 Lokale asymptotische Normalitat

In diesem Kapitel legen wir den Grundstein fiir den Begriff der “Effizienz” fest. Da-
bei stellen wir die uniforme und die punktweise Version der lokalen asymptotischen
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Normalitdt unseres Prozesses vor und wiederholen auch die uniforme, lokale asym-
ptotische Normalitdt des klassischen AR(1)-Modells. Diese dient dem Vergleich und
findet auch in der Konstruktion des effizienten Schétzers seine Anwendung.

Um den effizienten Schétzer zu bestimmen, braucht man nur die punktweise Ver-
sion der asymptotischen Normalitit. Diese legt den lokalen Parameterraum fest, der
aus den Tangenten besteht. Aber um den effizienten Schétzer zu konstruieren, braucht
man dafiir die uniforme Version der lokalen asymptotischen Normalitit. Einen Uber-
blick iiber lokale asymptotische Normalitit fiir Markov-Ketten bieten die Artikel von
Wefelmeyer (1999), Hopfner et al. (1990), und speziell fiir lineare Prozesse Schick &
Wefelmeyer (2002).

3.1 Einfithrung und Notation

Fiir ein Mafs o und eine messbare Funktion v bezeichnen wir mit pv das Integral von
v beziiglich p.

Wir fixieren nun ein Element (o, f) aus ©, und bezeichnen mit P, das Mak, daf
eindeutig von (o, f) induziert wird.

Wir kiirzen Y =Y, Z = Z, n = n und Z; = Y;,, ab, da wir héufig diese

Zufallsvariablen brauchen. Fiir eine Funktion v setzen wir zudem

n

Sn(v) = % Z v(Y;, Zy).

Eine Folge < «,, > heiftt lokal beschrankt (gegen «), falls /n(a, — «) beschrénkt
ist. Haufig werden wir auch eine lokal beschrankte Folge < «v, > fixieren, und setzen
dann n,; = Z; — o Y;.

3.2 LAN fiir autoregressive Prozesse
Im klassischen autoregressiven Modell haben wir
YnJrl = CYTYvn + Mt

mit |o@"| < 1, und < 7, > ist eine Folge von unabhéngig und identisch verteilten
Zufallsvariablen mit Dichte g. Hier ist der Parameterraum © = R x D. Der Raum D
ist die Menge der Dichten mit endlicher Varianz und Fisher-Information.

Sei nun 7" die Menge der beschriankten und stetig differenzierbaren Funktionen u

mit

/g(x)u(w)d:z: =0 und sup |u'(x)] < 0.
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Wir fixieren weiterhin eine Funktion u € T und definieren fiir a = (a1,as) € R?
Qg = + ai,
9o =9g(1 +au) und  qu(y,2) = gu(z — agy).

Fiir kleine a; und as ist |a)| < 1. Da w beschrinkt und beziiglich g zentriert ist,

al

ist g, fiir geniigend kleine ay eine Dichte. Ferner hat die Zufallsvariable 3 ™% | an®;
eine Dichte h,, wobei < 77 > eine Folge von unabhingig und identisch verteilten
Zufallsvariablen ist mit Dichte g,.

Fiir festes u aus T' definieren wir den Likelihood-Quotient durch

he
wl(a1, a) Zlog o (Ve 20) + log 52 (Y0)

und den Operator D auf T durch

(Du)(y, 2) = (—ra" Yyly(z — a"y),u(z — a'y)) ",

wobei ¢, = ¢'/g. Wir sind nun bereit, LAN fiir das klassische autoregressive Modell
zu wiederholen.

Theorem 3.1 (LAN fiir klassisches autoregressives Modell). Hat g endliche Fisher-
Information und endliches zweites Moment, dann gilt:

An(ton ™2 072 = (t,,1)n"/2S, (Du) — 1/2(t,, 1) Var(Du)(t,, 1) " + op(1).
Zusétzlich haben wir £(n'/2S,(Du) | P) = N(0, Var(Du)). Dabei ist
Var(Du) = Py z(Du)(Du)"
die Kovarianz-Matrix, und < t,, > ist eine beschrinkte Folge in R.

Beweis. Siehe zum Beispiel Koul & Schick (1997) und Schick & Wefelmeyer (2002).
[l

Insbesondere besteht der lokale Tagentenraum H aus Funktionen der Form
(t,1)(Du)

mit (¢,u) aus R x T. Der Raum H ist ein Teilraum aus L?(Py 7). Er ist aber nicht
abgeschlossen.

Sei nun < «, > eine beschrinkte Folge gegen «. Bezeichnen wir mit Pa das
n-dimensionale Wahrscheinlichkeitsmaf, dass eindeutig durch die Ubergangsdichte
Qo (Y, 2) = g(z — a,y) und invariante Startverteilung induziert wird, dann gilt

’VL

dpn

log —==(Yp, ..., Y,) = Ay(a — a,, 0).
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Bemerkung 3.2. Nach dem ersten Lemma von LeCams siehe zum Beispiel van der
Vaart (1998)[Lemma 6.4], folgt, dass die beiden Folgen < P, > und < P > be-
nachbart sind. Diese Eigenschaft findet spdter Anwendung in der Konstruktion des
effizienten Schétzers.

3.3 LAN fiir periodisch beobachtete autoregressive Prozesse

In diesem Abschnitt nehmen wir an, dass
r—1
Yopu=aY,+n,41 und 1, = Zam,joﬂ.
5=0

Dabei ist |a| < 1, und < ¢; > ist eine Folge von unabhéngig und identisch verteilten
Zufallsvariablen mit Dichte f. Dieser Prozess kommt vor, falls wir von einem klassi-
schen autoregressiven Modell nur jede r-te Realisationen sehen. Wir haben also an
die Innovationen < 7,, > noch eine strukturelle Annahme, denn die Dichte von 7 ist

r—1 r—1
L(a, f)(x) = /f <:B - Zoc”yj) 11 /() dys
j=1 k=1
Hier ist der Innovationsraum
T ={L(a, f)[(a, ) € R x D}.

Der Parameterraum © ist aber nicht das Produkt von R und Z, da die Innovationen
vom Regressionsparameter abhéngig sind.
Sei nun, wie im klassischen Fall, T" die Menge der beschrinkten und stetig diffe-

renzierbaren Funktionen v mit
/f(x)u(x)d:c =0 und sup|u(z)] < oco.

Wir fixieren weiterhin eine Funktion v € T, und definieren fiir a = (a;,as) € R,

a, = a+ai,
r—1 r—1
fa = f(l + CLQU) und Qa(y(]a yr) = /fa (yr - Z 042]%) H fa(yk)dyk
7=0 k=1

Fiir kleine a; und ay ist |a/| < 1. Da u beschriankt und beziiglich f zentriert ist, ist f,
eine Dichte. Ferner hat die Zufallsvariable Z;io agé‘ij eine Dichte h,, wobei < e} >
eine Folge von unabhéngig und identisch verteilten Zufallsvariablen ist mit Dichte f,.
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Fiir festes u aus T definieren wir den Likelihood-Quotienten durch
170/2 log }/k’Zk +10g h (%)
(a h

und den Operator D auf T durch

—ryoa LBl [ n =] = Y2 i(r — j)a" I E[le; | n =
(Du)(yo,yr):< ryoc” Bl [ = ¢ 1ZEJ_1(T a1 Ele; | n q)

]
> e Elug [n = (]

mit n = ZT_(I)& €r—j, ¢ = Yy — @Yo, £, = lp(e,) und u; = u(e;). Der Likelihood-
Quotient A, (a) ist von der Funktion u abhéngig. Diese haben wir aber wegen der
Ubersichtlichkeit weggelassen.

Wie im klassischen Fall haben wir das folgende Theorem.

Theorem 3.3 (Uniforme lokale asymptotische Normalitit). Fiir alle u aus T gilt
1
n2 A, (tyn Y2 n Y2 = 1 128, (Du) — EVZ Var(Du)v,, + op(1),

wobei v,] = (t,,1), und < t, > eine beschriinkte Folge in R ist.
Zusatzlich gilt

L(n'28,(Du) | P) = N(0, Var(Du)).
Speziell folgt die lokale asymptotische Normalitét.

Theorem 3.4 (Lokale asymptotische Normalitéit). Fiir alle ¢ aus R und u aus T
haben wir

1
An(tn=Y2 n7Y2) (¢, 1)nY/2S,, (Du) — §(t, 1) Var(Du)(t,1)" + op(1).
Insbesondere konnen wir den Operator D auf R x T erweitern:

Dyu(y,z) = (t,1)(Du)(y, z) = — tryaHE[ﬁ | = (]

—tz 7)o’ I Elle; [0 = (]
+ZE[UJ‘|77=C]

mit ( =z —a'y.
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Man beachte, dass E[(, |n = (] = {4(() gilt. Fithren wir die Abkiirzungen

r—1

R(y,2) = 3 _(r =)o’ Elle; | = (] und
(Tu)(y,2) = Elu;|n =

j=1

ein, dann kénnen wir D, , kompakter schreiben als

Dyu(y, z) = —t(ra"'yle(¢) + N(y, 2)) + (Tu)(y, 2).

Der lokale Tangentenraum H besteht also aus Funktionen der Form —¢(yra™ ', +

N) + (Tu) mit (t,u) € R x T. Fiir das Theorem 3.3 ist hinreichend, dass der Pfad

/

a — qclL 2 Hellinger differenzierbar ist.

Lemma 3.5 (Hellinger-Differenzierbarkeit fiir die Ubergangsdichte). Sei a = (ay, as)”
und | - | die euklidische Norm fiir Vektoren, dann gilt A-f-s fiir alle y,

[ W = va- a"1/2000va) (. vy, = 1+ ol

Hier ist der o-Term nicht von gy, abhéngig.

Beweis. Wir kiirzen ab
T r—1
Ka(y(m’) = fa<yr - Z O‘éyr—j) H fa(yk>
j=1 k=1

mit yo, = (Yo, .- ., yr). Die Abbildung a — K, ist stetig differenzierbar mit Gradient

r K r 4
O Ko = — kasilyrfk Ta ‘ fclz(yT - alyr—j) und
; falyr — 23:1 LYr—j) ; ’
r—1 r
K K, .
Oay Ko = = (fu)(y;) + T (Ju)(yr — D ahyry).
’ =1 fa(yj) ! fa(yr - ijl O‘ztyr—j) ]Zl ’

Kiirzen wir weiter ab VK, = (0,, K4, 0,,K,)" , dann gilt
/Ka(yﬂ,r)dyl,r—l - /Kb(yo,r)dyl,r—l - (b_ a)T/<VKa)(y07r)dy1,r—l

1
=0b—a)’" // (VEat(s-1)(0-a) — VEa) (Yo, )dsdYnr—1.
0
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Zeigen wir nun, dass die rechte Seite mit der Rate o(|b — a|) gegen Null konvergiert,
dann ist die Abbildung a — ¢, stetig differenzierbar mit Gradient Vg, = f VK,. Da
die Variable s iiber ein Kompaktum integriert wird, reicht zu zeigen, dass

/ ‘<VKa+s - VKG)‘ (gﬂ,r)dgl,rfl - 07 fir s — 0.

Wir integrieren iiber die Variable y, und y, und zeigen nun
/|(VKa+s — VK,)| (Y0.,)dgo, — 0, fiir s — 0.

Da c|f| < |fal < C|f|, v und v’ beschrankt sind, die Abbildung a — VK, stetig ist
und man eine Transformation y, — v, + Z;Zl aJy,_; machen kann, folgt die Aussage
mit den Sitzen aus Elstrodt (2004)[§5 Satz 5.3 und §5 Satz 5.4].

Es folgt nun, dass die Abbildung a — g, A\?>-f-s stetig differenzierbar ist, und dies
impliziert \2-f-s
V%s

\/q_a

Wir zeigen nun, dass das Integral [( \v/‘é;‘; )*(vo, yr)dyr endlich und stetig in a ist. Denn
das wiirde mit dem Satz aus Elstrodt (2004)[§5 Satz 5.4] implizieren, dass

an
- V4

Seien €f,€5, ..., " unabhanglge und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Vertei-
lungsdichte f,. Da |f,| <. f, konvergiert die Funktionsfolge < f, > in L' gegen

Ve —V3=a'l1/2

Va| o, yr)dyr = o(1).

T a

f und auch zf,(z) in L' gegen zf(x). Setzen wir weiterhin n, = >.'_ ¢

€5 .af und
Ca =Yr — O‘EZ/O; dann gllt

a

a(ll a r— a a — rT— a a a
< (y0>y7‘):_ry0&a lE[e (Er)|77a:Ca]_Z(r_]) o ]E[f ( ) j’nazca]a
j=1

T

a(lg a u a
qq (o) = 3 E (%) | 1 = Cal,

a 1+ as2U
7j=1

Wobeiﬁ‘l:;—i:%-i-az

werte impliziert

T J:Zw. Die Jensensche Ungleichung fiir bedingte Erwartungs-

aala ? a a a
(222 (o) <. Bl yo+2|s| m=¢] und

A
( q2 ) (y07yr) S* HuHooa

a

o1



wobei || - || die Supremumsnorm bezeichnet. Da q,(yo,-) in L' gegen q(yo, ) kon-
2
vergiert, folgt, dass (%) ¢. uniform integrabel ist. Fiir den ersten Term beachte

man, dass (Ea(gﬁ))z(yo-i-zg;i 9])? in L' konvergiert, also uniform integrabel ist. Das
zeigt, dass das Integral
J(£22)2(yg, y,-)dy, endlich und stetig in a ist.

v
Da die Ungleichung

/(a‘gaq“fqa(yo,yr)dyr <. (Iyol + ; \/ﬁj‘P)) E[(e*(=7))7]

Jlg-oa

Das folgende Lemma ist die Voraussetzung von Koul & Schick (1997)[Theorem
2.4].

gilt, folgt

V| o, yr)dy, = (1+y3)o(1).

O

Lemma 3.6 (Hellinger-Differenzierbarkeit fiir die Dichte). Sei a = (a1, az), dann gilt

/<\/g_a—\/§—1/2@T< Z; 1(71_‘7) T ]E[£5]|77 ]>> d)\ZO(HGH2),

23:1E[UJ |n="]
Wobel g(z)= [ f = S ady;) Hz_i f(yx)dyy, die Dichte von n = ZT_(I) aJe,_; und
ffa - j 1O‘§yJ)Hk 1fa(yk)dyk
Beweis. Setzen wir yo = 0 in Lemma 3.5 ein, dann erhalten wir das Resultat. [

Lemma 3.5 wurde am Anfang formuliert und bewiesen. Dieses soll seine Anwen-
dung in Roussas (1972) finden, da Roussas (1972) Hellinger-Differenzierbarkeit des
Ubergangskern voraussetzt. Spiter haben wir gesehen, dass man auch Koul & Schick
(1997) benutzen kann. Dort wird verwendet, dass die lineare Autoregression eine
Markovkette ist mit der Gleichung

Xn+1 - ¢a(Xn75n+l) - ¢a<Xn) + En+1-

Aus diesem Grund kann man nun die Pfade fiir a und fiir f separat betrachten. Das
vereinfacht den Beweis vom Theorem 3.3 erheblich. Aber allgemein fiir den Beweis
der lokalen asymptotischen Normalitit ist Roussas (1972) besser geeignet.

Wir sind nun bereit, das Theorem 3.3 zu beweisen.
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Beweis zu Theorem 3.3. Wir zeigen zuerst, dass [ |h, — h| gegen Null konvergiert.
Denn daraus folgt, dass

hq
7, (Yo) =1 =o0p(1).
Seien die beiden Folgen von Zufallsvariablen < &; > und < & > so gewiéhlt, dass sie
unabhéngig sind. Ferner sei 7(2) = dPZ der Operator, der Jeder Zufallsvariablen Z

deren Dichte zuordnet. Dann gilt

/|ha R =Aln (i ageg) - (f: o/‘ej>

7=0 7=0
00 N
<A|w < a{;?) -7 (Zoﬂq+2aia§‘>‘
=0 §=0 j>N
(Zoﬂq) - (Zoﬂe] + Za )‘ )
j>N

Wir zeigen nun, dass die beiden Terme beliebig klein werden. Fiir den ersten Term

betrachte man, dass 7 (Z;VZO alej+ 3N ozgsj> =« om(ode;) * m (Zj>N 043163>
und dass gilt

(za ;)_W(zmﬁzw )

j>N

N

Z oﬂ ) —w(&jsj)’

7=0

denn Hi:l @y — Hz 1 0i = Zz 1 Hk 1ak(az b;) Hk:z‘—i—l by und [ |f*g| < [|f] [g]-
Da A |7r(ag5j m(ade; ‘ gegen Null konvergiert, konvergiert der obere Term fiir

festes N gegen Null. Fiir den zweiten Term setzen wir X = Z;io ade; und X, =
> 2o de] ab. Es gilt

- (Z oej+ Y al ) = Egy(z — o™ X) — Egy(z — oV 'X,)

>N

1
- / Egy(r — "X + (™ X — oYX ) (@M TX — oV TX,)dt
0

mit gy = W(ZN:O a’e;). Daraus folgt:

)—m <Zaj8j+2a )(w)

>N

< [lapl - Bla™ X — al#1x,)

< Bli(e) - (" EIX] + ag M E| X))

— 0,
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da ([ |gn])* < [(9n/9n)’9n < El(e) nach Hajek et al. (1999)[Theorem 1].

Da der Prozess strikt stationdr und ergodisch ist, folgt die punktweise lokale asym-
ptotische Normalitdt nach Roussas (1972)[Theorem 4.1] und Lemma 3.5. Allerdings
hat Roussas das Theorem nicht auf die uniforme Version erweitert, was man analog
nachrechnen kann. Der Prozess ist andererseits auch eine Markov-Kette, also kann
man genauso gut Hopfner et al. (1990)[Theorem 1.24 und Theorem 1.27] und Lemma
3.5 benutzen, um die lokale asymptotische Normalitdt zu zeigen. Wie Roussas hat
Hopfner das Ergebnis nicht auf die uniforme Version erweitert. Dies fiithrt dazu, dass
wir Koul & Schick (1997)|Theorem 2.4] benutzen werden und deren Voraussetzungen
nachrechnen.

Wir fiithren wie bei Koul & Schick (1997) die Funktionen H;(a,) = «Y; und
Hj(ay) = ra2'Y; ein, und zeigen fiir lokal beschriinkte Folgen < a,, > und < 6,, >

(1) o5y [Hi(an) = Hy(0n) = (an — 0,) Hy(an)[* = 04, (1),
(il) maxicj<n 77 Hj(an)| = 0a, (1),
(i) £3°7 ) Hi(om) = ra" ' E,Y + 04, (1),
(iv) & > i Hf(ozn) =7r2a?2E,Y? + 04, (1).

Die Aussage (i) folgt, da (o], —0;) — (an—0n)rag, ' = o(1/n) und 37" | Y72 = O, (1).
Fiir (i7) verwende man, dass

rk—1
< rk Z J )
6 < g o1+ 2 ol
i
1
< |Yo| + ———— max || unter P,,.

1 — |a|" 0<k<rn

Da < g; > endliche Varianz hat, folgt max<x<y, |ex| = 0a, (V7).
Fiir (i7i) zeigen wir nun, dass

1 n
— Y. —E)Y =0, (1).
n;] Oa,, (1)

Da Y1 = o, Y; + 1,41, haben wir

n—1 n

1 1 1 1

— Y. (1—a" -Y, —a Yy =~ —F, E, ter P, .
n; i( an)+n a”no n;m n+E,n unter P,

Weil zudem Var,,, (£ > =17 — Ea,n) gegen Null konvergiert, folgt die Aussage.
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Fiir (7v) benutzen wir Y2, = 07, + 20;,1;11Y; + o7'Y;? und diese liefert

j+1
n—1 n
1 2 2r 1 2 27“1 2 _1 2 2
Ezl}/;(l_an)+ﬁyn_&n5% —Ezlnj_Eann
J= J=

n

1
E, n*+2a" — i —FE,nY,_

J=1

1 n
+2al E, n— Y._ ter P, .
O{n 7L77n ]Zl j—1 unter "

Der erste Term konvergiert gegen Null, denn E,, exp(it: > " 07 — E,,n°) — 1
fiir alle ¢ aus R. Da Var(;; 3% (n; — Ea,n)Yj-1) = 5 Vara, (7)Ea,Y?, erhalten wir

zusammen mit (4i7)
= zn: Y’ — E,Y? =o0,,(1
" j 0¥ = 04,(1).
j=1

Das Theorem folgt nun mit Lemma 3.6. [

Wir listen nun in der folgenden Tabelle die Unterschiede zwischen dem klassischen
autoregressiven Modell mit und ohne periodische Beobachtungen auf. Tabelle 2 gibt
die Unterschiede im semiparametrischen Fall an, wihrend Tabelle 3 die Unterschiede
im parametrischen Fall angibt.

Semiparametrischer Fall

vollbeobachtete  klassi- | periodisch  beobachtete
sche AR(1)-Zeitreihe AR(1)-Zeitreihe
Innovationen M Ny = Z;;é Ern—j
Dichte der Innovation g g(x) = Ef(x —
Y aley)
ueT Eu(n) =0 Eu(e) =0
der lokale Tangenten- | —tra™ ‘yl, +u —t(yra™ M, + R) + (Tu)
raum H
Tabelle 2: Der lokale Tangentenraum der beiden Modelle
Parametrischer Fall
K,.-Modell T,-Modell
der lokale Tangenten- | —tra" 'yl —t(yra™ M, + N)
raum H

die Varianz des kanoni-
schen Gradients

1/ Var(ra™ 'Y ¢,(n))
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Tabelle 3: Die Varianz des kanonischen Gradienten zwischen den beiden Modellen

Wie wir in Tabelle 3 sehen kénnen, trigt die struktuelle Annahme tatséchlich dazu
bei, den Regressionsparameter besser zu schitzen, falls die Innovationen zentriert sind.
Es gilt ndmlich die folgende Ungleichung

Var(Yra'™y(n) + R(n)) = Var(Yra™"(y(n)) + Var(R(n))
> Var(Yra™ ',(n)).

4 Faltungssatz und Effizienz

In diesem Abschnitt wollen wir effiziente Schatzer charakterisieren. Dabei bezeichnen
wir mit |-, -] das Skalarprodukt auf dem Hilbertraum L*(Y,Z). Fiir k € R x T sei
< apx > eine Folge in © mit

dP.Y)
log = S5 (¥ Vi, Vo) = nt2S,(Dk) = 1/2Var(Dy) + 0p (1)
a,f

Hier ist mit chn)k das n-dimensionale Maf vom Parameter a, x gemeint. Sei nun « ein
Funktional von © nach R.

Definition 4.1. (i) Wir sagen, & ist differenzierbar in («, f) mit Gradient g, wenn
g€ L*(Y,Z) und

' ((ang) — wla, £)) — [ Di, 9.

Der kanonische Gradient gq ist die Projektion eines beliebigen Gradienten auf
den Abschluss von H.

(ii) Ein Schétzer & heifst regulér fiir £ in (o, f) mit Limes V, wenn
n'? (k — k(any)) = V unter Py,
fiir alle k aus R x 7'.

(iii) Ferner heifit der Schétzer & asymptotisch linear fiir £ in (o, f) mit Einflussfunk-
tion v, wenn v aus L*(Y, Z) und

02 (= (o, f)) = n'*(Su(v) = Bo(Y, Z)) + op(1).
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Theorem 4.2 (Faltungssatz). Ist x ein differenzierbares Funktional mit kanonischem
Gradienten gg und der Schitzer & regulir in (a, f), so gilt fiir eine von N unabhéngige
Zufallsvariable U:

nM2(S.(g0), & — k(e f)) = (v/Var(go)N, U) unter P™.

Also ist n'/2 (& — k(o f)) genau dann asymptotisch maximal in symmetrischen
Intervallen um Null konzentriert, wenn U = 0. Das rechtfertigt folgende Definition.

Definition 4.3. Ein Schéitzer & heift effizient fiir x(a, f), wenn

n'? (& — k(o f)) = /Var(go)N.
Beweis zu Theorem 4.2. Siehe Wefelmeyer (2007)[Satz 5. O

5 Effizientes Schatzen des autoregressiven Parame-

ters

In diesem Abschnitt wollen wir nachweisen, dass das Funktional k(«, f) = « diffe-
renzierbar ist. Ferner wollen wir den kanonischen Gradienten schitzen, um dann im
nichsten Abschnitt einen effizienten Schitzer fiir a zu konstruieren. Es gilt, falls

p(n)

d
o T (4, 4, ¥,) = 035, (D)~ 1/2V0r(De) +00(1)
a.f

dass o, = a +t/n'/2. Ferner haben wir n'/?(k(ay, fn) — k(a, f)) = t fiir alle (¢,u) €
R x T. Wir miissen nun ein gy aus H finden mit ¢t = | Dy, go] fiir alle (¢,u) € R x T
Es gilt Dy, (Y, Z) = —tra™ 'Y ,(n) — t¥(n) + (Tu)(n) mit

r—1

R(p) =D (r—j)a" " E[le; | 1)

Jj=1

und

r

(Tw)(n) = Eluy|n).

Jj=1

Bezeichnen wir nun mit Proj die Projektion auf dem Raum {7(u); v € T}, und

wahlen wir als Funktion

w(Y,Z) = —ra" 'Yy (n) — rR(y) — Proj(—ra" 'Y {,(n) — rX(n)),
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dann gilt:

| Dy s w] =|—tra’~'Yly(n) — tR(n) + (Tu)(n), w]
=tlw,w] + [(Tu)(n), w].

Hier ist der Abschluss von {7(u); v € T} im Raum L?(n) gemeint.

Da die Funktion w senkrecht auf {7(u); u € T'} steht, verschwindet | (TTu)(n), w].
Ein Gradient ist somit die Funktion w/||w||*. Die Funktion Proj(—ra" 'Y ¢,(n)—X(n))
liegt im Raum 7, da die Funktionen Dy, alle im Raum H liegen. Das zeigt, dass die

Funktion

g0 = w/[[w]”

der kanonische Gradient ist.

Wir werden sehen, dass Proj(Y{,(n)) = EY - {4(n). Da die Projektion linear ist,
besteht die ganze Schwierigkeit darin, die Funktion X(n) zu projizieren. Wir bemerken,
dass

Proj(R(n)) = arg min [R(n) —w(n)|.

Hier ist S = {(u); u € T'}.
Wir unterscheiden die folgenden drei Falle:
(F1) minyes [[R(n) —w(n)|| =0,
(F2) minyes [[R(n) —wn)[| = R
(F3) 0 < minges [R(n) —wn)| < [R(n)].

Der Fall (F}) ist der angenehmste Fall von allen. In diesem Fall haben wir

[w]| 7 = [ra™ (Y = EY)¢y(n)3
= (ra" ") Var(Y) Var(¢,(n)) und
go = —|lw||*ra" "N Y — EY),(n)
(Y= EY),(n)
rar=1 Var(Y) Var({,(n))

Der kanonische Gradient stimmt in Fall (F}) also mit dem kanonischen Gradienten
im klassischen autoregressiven Modell ohne die strukturelle Annahme an die Inno-

vationen iiberein. Das impliziert, dass die strukturelle Annahme an die Innovationen
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nicht zur Varianz-Reduktion beitragt. Im néchsten Kapitel geben wir hinreichende
Bedingungen fiir den Fall (F}) an, und konstruieren auch einen effizienten Schétzer.
Der Fall (F}) ist genau das Gegenteil von (F}). Im Fall (F3) haben wir

lw]|7* = flra”™ (Y EY)ly(n) +

R(
o (Y = EY)ly(n) +X(n)
||7”04T‘1(Y EY )ly(n) +R(n)|l5’

nl;  und

gO(Y7 Z) = -

Sind die Innovationen zuséatzlich zentriert, dann haben wir weiter
Proj(ra” 'Y {,(n) + R(n)) = ra" 'EY - ¢, + Proj(X(n)) = 0.

Dies fiihrt dazu, dass wir von einem adaptiven System reden kénnen. Der kanonische
Gradient stimmt mit dem kanonischen Gradient im klassischen autoregressiven Mo-
dell mit struktureller Annahme an die Innovationen und bekannter Dichte f {iberein.
Dieser Fall kommt eher selten vor, da es notwendig ist, dass

IX(n), Tu)(n)] =0 fiir alle w € T.

Das ist eine sehr starke Einschrinkung. Dieser Fall wird daher auch nicht mehr weiter
behandelt.
Fiir den Fall (F3) haben wir

lwl|=* = [lra™ (Y — EY){y(n) + X(n) — Proj(R)(n)||3 und

o )
ra" 1 (Y — EY)ly(n) + R(n) — Proj(R(y))

9Y, 2) = - ||mr—1(Y — EY)ly(n) + X(n) — Proj(R)(n)[3’

Um den effizienten Schétzer im Fall (F3) zu konstruieren, brauchen wir einen Schétzer
fiir f. Diesen haben wir in Kapitel 2 angegeben. Spater in Kapitel 6.3 werden wir
diskutieren, wie wir die Funktionen X(n) und Proj(X(n)) schitzen kénnen.

Wir zeigen nun, dass Proj(Y/(,(n)) = EY - {,(n) gilt.

Lemma 5.1. Es existiert ein u aus L?(¢) mit

(TTu)(n) = £y (n)-

Ferner haben wir

Proj(Yty(n)) = EY - £4(n).
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Beweis. Sei g die Dichte von 7. Dann gilt mit Hajek et al. (1999)[Chapter2, Theorem
1], dass g differenzierbar ist mit

r—1
0= [r x—Zc«ﬂyJ TT # ).
k=1

Wieder mit demselben Satz gilt auch

)=« /fx—Zoﬂyj H

k=1

/

J; (yi)dys.

fiir alle ¢ = 1,...,r. Daraus folgt
r—1

r r—1
. 11—«
;E[@ |n] = ;04]5% 1] = a————t,(n).

1 _1-«
1—ar—1

Fiir die zweite Aussage betrachten wir

[Proj(Yty(n)), (Tw)(n)] = [Yy(n), (Tw)(n)]
= EY [£y(n), (W) (n)],

da Y und 7 unabhéngig sind. [

Wiéhlen wir nun v = o~ ¢;, dann folgt die erste Aussage.

Die ganze Schwierigkeit besteht nun darin, die Funktion E[/(,c; | n] zu projizieren.

Dazu werden wir benutzen, dass

Proj(E[t,e; |n]) = argmin | Eltve; [ ] — w(n)]|

5.1 Die Konstruktion des effizienten Schatzers unter einer zu-
satzlichen strukturellen Annahme

In diesem Kapitel werden wir hinreichende Bedingungen dafiir angeben, so dass

Proj(R(n)) = R(n).
Danach konstruieren wir einen Schatzer a.sy mit

tepr — a = Su(go) + op(n™/?)

1

T ot Var(Y') Var(¢ Zﬁ i) = BY) +op(n™'/%).
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Da die Einflussfunktion genau der kanonische Gradient ist, ist der Schétzer a.s¢ der
effiziente Schétzer fiir a.
Fiir eine integrierbare Funktion u sei

uMt) = /eitxu(x)dx
die Fouriertransformation. Es gilt das folgende Lemma.

Lemma 5.2. (i) Ist die Funktion u aus L'()\) differenzierbar, und ist u integrier-
bar, dann gilt

(uMt) = —itu”(t).
(ii) Sei < a, > eine Folge von reellen Zahlen mit » 7 |a;| < oo, und h sei eine

integrierbare Funktion. Dann ist die Funktion z — 3 7% h(za; ') Mfast-iiberall
wohldefiniert und integrierbar. Ferner haben wir

(Z h(xaj_l)) (t) = Z a;h"(a;t).

(iii) Das Integral iiber «’ ist zentriert, d. h. [/d\ = 0.
Beweis. Sei < a,, > eine Nullfolge, dann gilt

1 ; j '
- ezt:c(u(x + @n) . u(x))dx _ /ezt:c/ u’(x —+ san)dsdx
0

:Aﬁmw&WWUHWWW

da v’ integrierbar ist. Andererseits haben wir

= [ e uta + ) = ul))ds (e - Dl (1)

— —itu(t).

Fiir die zweite Aussage betrachten wir

/ é/[h(a:ajl) dxﬁ/é‘h(xajl)‘dx— gjajy/]h(m)‘dzﬁo
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fiir N, M — oo. Also ist Z;VZO h(za;') eine Cauchy-Folge in L*(X). Aukerdem, da

1D hwa; ) < Y |h(wa; )],
j=0 j=0

folgt die Aussage mit dem Satz iiber dominierte Konvergenz.
Fiir die letzte Aussage betrachten wir

/|1/a| u(z + a) — u(z)|da g/ /01 ' (z + ta)dt| do

§/01/|u’(x)|dx < .

Definition 5.3. Sei f eine Dichte, deren charakteristische Funktion nirgends ver-
schwindet. Wir sagen, die Dichte f aus F erfiillt die Annahme (T'F), falls eine Funk-

[]

tion h aus L*(\) und Zahlen B,, ..., B,, aus R existieren mit
(f1d) S ity
7 (t) = h(t) + Y Bj(—it). (TF)
=0

Dabei ist Id(z) = z die identische Funktion. Weiterhin sei die Dichte f m-mal diffe-
renzierbar, [ |fY|(z)dz < oo fiir alle j = 0,...,m und die beiden charakteristischen
Funktionen |h”| und |f"(¢)t™]| sind integrierbar.

Bemerkung 5.4. Erfiillt eine Dichte f die Annahme T'F', dann gilt

m—1
) I A AN/
w+ Y0 By = U < ) )
2 7 /
=i0; log f(t). (3)
Insbesondere erfiillt eine Dichte die Annahme (T'F'), falls der Term i(’;AA)/ (t) wieder

eine Fouriertransformierte ist. Ist nun f eine Dichte mit endlichem ersten Moment.
Dann ist die Funktion exp(p(f”(t) — 1)) nach Ushakov (1999)[Corollary 1.3.4] wieder
eine charakteristische Funktion. Ferner haben wir

(1) = 1))

exp(p(f7(t) — 1))
Dies zeigt, dass es eine grofe Klasse von charakteristischen Funktionen gibt, die die
Gleichung (2) erfiillen.

= i(f")'(t) = (f1d)"(®).
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Nun geben wir eine kleine Liste von Dichten an, die die Annahme (T'F) erfiillt.

Name Dichte Charakteristische | i(f")/f"
Funktion
Standard-
Laplace- 1 1 —2t1
Verteilung 2¢ 1+ 2 1+ 2
Exponential-
Verteilung A —1t
Ae M1, , d .
> A — it A—at

Normal-
Verteilung 1 (3—p)2 i o2t 9

e 207 e —u — 10t

V2T :

Tabelle 4: Die Annahme T'F
Unter der Annahme (T'F') zeigen wir nun das folgende Lemma.

Lemma 5.5. Sei f aus F, und f erfiille die Annahme (7'F'). Dann existiert fiir alle
k=1,...,7 — 1 eine zentrierte Funktion v € L'(g) mit

—_

r—

Elv(e;) [n] = Ells(er)er [ n].

Il
o

J

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass v existiert. Dann gilt

/ (fo)(@ =Y ody) [[ Fwa)dgros + / Fla=>" oy T fwa)v(ye)dgr—
j=1 d=1 k=1 j=1 d=1
= /f’(x = oy) [ [/ Wa)vrdin s
j=1 d=1

Nehmen wir nun auf beiden Seiten die Fouriertransformation und setzen

o) = 17 (@),
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dann erhalten wir

— (fo)", (), (fI)N,
t) L (aft) =g(t) | ()1 (o)
—~ < f f )

= —itp(1) ((f}—il)A(ajt)) :

Da ¢(t) nirgends Null wird, formen wir weiter um

M(zf) _ 17 (alt) =Y~ P ~—(aft) + M(oft)

I IR 2 IR
L fI)n LIy (o)
=—it fA (a’t) + ait I (@) + 7 (a"t)
th ( fId j+krt) _ ol (fflf)A(oz”k"Ht))

fo r
+ ( 7 A) (aN=Dre),
Der Term (fv)"(t) konvergiert gegen Null fiir ¢ — 0. Mit der Annahme (7'F') haben
wir

N fId m—1
Z ( j+krt ) Zakr <h/\ ]+k7‘t + Z Bd Zt&j+kT )
=0 d=0
m—1

_ Z akrh/\<aj+krt Z Zta]—l—kr
k=0

Die erste Reihe ist nach Lemma 5.2 summierbar, und die zweite Reihe ist eine geo-
metrische Reihe. Also konnen wir zum Grenzwert iibergehen und erhalten

(];ch)A () = —iti (akrhA(aj+th) . akr+1hA(aj+kr+lt)) + i Cd(—it)d
_ d=1

fiir geeignete Zahlen C1, ..., C,,. Schreiben wir nun

Zh x/a3+kr _ h(x/aj+kr+1)
k=0
und definieren wir

= (f"*D)/f+ ) Caf”
d=1
dann ist v aus L'(e). Ferner ist v auch zentriert und erfiillt damit die Behauptung. [
Mit Lemma 5.5 sehen wir, dass der Fall F} eintritt, falls die Dichte f die Annahme
(T'F') erfiillt. Nun geben wir die Konstruktion eines effizienten Schétzers a.ss an.
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5.2 Die ¢ sample splitting Methode

Wie wir gesehen haben, ist der kanonische Gradient im Fall F} die Funktion

! (y(z — a"y)(y — EY).

(y,2) —  rar-1 Var(Y') Var(¢,(n)) *

Um nun den effizienten Schétzer zu konstruieren, miissen wir Schétzer fiir

1/W(a) = ra" ! Var,(Y) Var,(¢,(n)) und
Oy, z @) = Ly(z = "y)(y — E.Y)

angeben. Im allgemeinen sieht der Schitzer fiir die Einflussfunktion folgendermafen
aus

1 o~
—W(a, Yo, Ya)= D 0(Yi, Vi as Yo, V).
7j=1

Das hat aber den technischen Nachteil, dass die beiden Schitzer W und 5 nicht
unabhéngig von den Beobachtungen (Yy,...,Y,) sind. Ist n = gm,, + (¢ — 1)t,, + 75

mit ¢, — oo und (n — gmy,)//n — 0, und definieren wir

Yo = (Y1) (mattn) - - > Ximnt(i—1)tn )

dann sind die beiden Sequenzen

q
< L(Yn1:- Yog| Po) > und < Q) L(Y, ;| Po) >

Jj=1

nach Schick (2001)|Lemma 6.1] benachbart. Demnach kénnen wir benutzen, dass die
q Folgen Y, ;,...,Y, , unabhéngig sind. Nun definieren wir Schétzer fiir die Dichte ¢
und deren Ableitung ¢’, wobei g die Dichte der Innovation < n; > ist. Wir folgen nun
einer Vorgehensweise von Schick (1987)[3.7. Example 1|. Fiir eine Nullfolge < a,, >

mit nal — oo definieren wir

- . o 1 = T —Yj
gm(x7yla'~'>ym)_am+mam;p( am )
und fiir eine lokal beschriankte Folge < o, >

7 (gn—l)/ r r
EQ(IQO‘myly e ;Z/n) = T(iﬁ?ﬁ — QY1 Yn — anyn—1)7
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wobei p(x) = e ®(14e7) 72 die logistische Verteilungsdichte ist. Wir definieren weiter

2
_— — 1 mn 1 Mn
T oo v (1 S50 (185w,
1 Ky )
o D G (Yns)in — i (Yns)ss an; You),
j=1

1 o=
¢(O~/n7 Yn,l; cee ;Yn,q) :m_ Z&QI ((Yn,l)j+1 - a:l(Yn,l)j; Qi ; Yn72)
—

: ((Yn,l)j - min i(Yn,?a)j)

j=1
und den effizienten Schatzer

- 1 — ~
Oéeff:Oé—f—a Z Wmn(a;Yn,j1;--';Yn,jq)¢(a;Yn,j1;'~-;Yn,jq)

fiir einen diskretisierten n'/?-konsistenten Schiitzer &. Der folgende Satz beweist, dass
der Schétzer auch effizient ist.

Theorem 5.6. Ist a.s¢ der oben definierte Schétzer fiir o, dann gilt
1 n
erf— ==Y W(a)$(Vi_1, Vs 1),
Qeff —Q =" 2 (@)¢(Yi1,Yi;a) +op(n™ /%)

Sei
Gt — Z?:1(§6+1 - n)(YJ B Yn)
Z}ll (YJ - Yn)2

der Kleinste-Quadrate-Schéitzer. Dann ist

& = n~ Y2 argmin(|z — n'/2a*|)
Z€EZL

1/2

ein diskreter und n'/“-konsistenter Schatzer fiir .

Beweis. Wir benutzen Schick (2001)[Theorem 7.1] und rechnen dessen Voraussetzun-
gen nach. Wir fixieren nun eine lokal beschrinkte Folge < a,, > und zeigen

oy — Z Wian)p(Yi1, Yi;om) — Z W(a)p(Yj1,Yj;a) = OP(n71/2>'
j=1 j=1
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Das ist die Voraussetzung (A2) von Schick (2001). Zusétzlich zum Maf P, betrachten
wir noch das Mak P, , dass eindeutig durch den Ubergangskern (y, z) — g(z — aly)
induziert wird. Unter P, gilt

r .
Yn+1 = anYn + Nn+1 mit Mn+1 = E o’ gr n+1)—

Ferner sind die beiden Sequenzen < P, > und < P, > nach Bemerkung 3.2 benach-
bart. Also kénnen wir zwischen die beiden Mafen wechseln. Da

W+ a) =r(a+a)" " Varao(Y) Varaya(£y(n))

. Vary(n)
_ r—1 o
=r(a+a) T“(atar Var,(¢,(n)) und
E.n
E.Y—=— "9l
et T (a4 a)’

sind die beiden Abbildungen a — W(a + a) und a — E,,Y stetig, und es reicht zu
zeigen, dass

W(a) Z <¢(Y}'+1, Y}; ozn) — ¢(Y}'+1; Y}; a)) + (Oén _ a) _ Op(n*1/2).

n y
J=1

Die Abbildung a — ¢(y, z; « + a) ist nicht differenzierbar. Also miissen wir zuerst
die Funktion a — ¢(y, z; @ + a) durch eine Version von differenzierbaren Funktionen
annihern. Fiir beliebig kleine a™* und b = o(a™?) definieren wir nun

lo =1Lyl 1ca  und  Lyp( /€ x —by)p(y)dy

mit der logistischen Verteilungsdichte p. Unter P, ist ({; — lop)(Yi1 — o Y;)(Y; —
E,,Y) eine Martingal-Differenz. Da E,,, (£, —{4;)*(Y1 —alY)) gegen Null konvergiert,
gilt nach Hall & Heyde (1980)|Theorem 3.2]

0 Z ~ L) (Vi1 = Y)Y, = Eo,Y) = o, (7).
Mit demselben Argument haben wir auch

Sy~ 0 a0 )=o),
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Also reduziert sich das Problem auf

n

op(n%) =S (0¥ = aY)) — laal¥i — V) (Y - BY) (1)
+ (a, — @)

Ab hier kénnen wir benutzen, dass ¢, differenzierbar ist, und erhalten
lap(Yjr1 — 00Y5) — Lap(Vier — a'Y)) / lop(Yjer — oYy 4+ t(a" — ay))Yj)dt
(0" —a)Y;.

Wir setzen nun abkiirzend ¢, = o — a], ¢, = max{|Yj|; 7 = 1,...,n} und n; =
Y; —a"Y;_4, und zeigen

1 Z / e 1Y) — ) dE V(Y — EoY) = op (1),
Es gilt

1 a ! / /
30 [ sl 1)) = b)) e (Y~ EY)) <
=10

nooa1 ol
- Z/ / n (i1 + ste,Yy)dtds - YY) — EY)| <
n<="Jo Jo ’
7=1

a
eng| 9"l

1 n
2 2 VY~ BaY)
j=1

a 1 &
< |Gueng| 10l = 1Y% = B
j=1

da [ty ()| < |a/bl]|p"|| L. Die Zufallsvariablen < ¢, >, erfiillen die Eigenschaft, dass
n~12¢, = op(1). Also existiert eine Folge d;;' — oo mit d;'n~1/2(, = Op(1). Wihlen
wir nun a so, dass d,a/b = o(1), dann ist ’Cncn%| %2?21 Y;(Y; — E,Y)| = op(1).
Setzen wir das Ergebnis in (4) ein, dann erhalten wir

W(a) <
) S a1 — 05) — sl — @'Y (¥, — L) =
j=1

(@ —ay ap(141)Y; (Y — EoY).

Fiir a gegen Null haben wir

Euliyn) = [ @l (o -+ h)dedy — BEn).
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Mit Hall & Heyde (1980)|Theorem 2.19] erhalten wir dann
(@ Zgab N+1)Y;(Y; = EaY) =(a" — af)W () ELy(n) Vara Y

+ op, (nil/Q)

=(a" —ay)/(ra"™") + op, (n™'1?),

und somit die Behauptung

n

= a Y W(@)o(Y;o0, Vi) = Y W(@)a(Yj1.Yiia) = op(n ).

Jj=1

Seinun Y, ..., Y, auch eine Markov-Kette mit derselben Ubergangsverteilung wie
Yy, ...,Y,, die unabhdngig von Yi,...,Y, ist. Unter dem Mak P, sind die Zufalls-

variablen
<Y1 —a,Y; >

unabhéngig und identisch verteilt mit Dichte g, die unabhéngig von «,, ist. Schreiben
wir 7,41 = Yi1 — aY;, dann erhalten wir mit Schick (1987)[Example 3.7|, dass

~ . . 2
Ba (T3 00 Y, ¥a) = L)) (5)
Ferner haben wir
LS P2 ¥ —12( 0 Vi T) Gy lin))
nj:1 gnz+17 n 17~--7 —n fi 7h+1; ny L1y---5 In g\Mi+1

+2— Z ( 7h+1, Qlp; Yh e ,f/n) - gg(ﬁi-&-l)) ég(ﬁi-&-l)

+ 2530%1)-
j=1
Wegen Gleichung (5), haben wir dann

e~ . - .
E Zéz(ni-ﬁ-l; Qn; }/17 s aYn) = ng;(n) + OPan(l)'

Jj=1

Die Voraussetzungen von Schick (2001)[Theorem 7.1] kann man nun leicht nachrech-

nen. O
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6 Ausblick

In diesem Kapitel diskutieren wir nun, wie wir die erbrachten Ergebnisse auf andere
Zeitreihen iibertragen konnen. Dazu betrachten wir die ARMA (p, ¢)-Zeitreihe. Dann
untersuchen wir, ob fiir den Faltungsschiitzer f % f in einem Th-Modell die Rate n'/?

erreicht werden kann.

6.1 Erweiterung auf die ARMA (p, ¢)-Reihe

Die Zeitreihe < X,, > heifst eine ARMA(p, q)-Zeitreihe, falls fiir alle n

p q
Xn — Z Tan_j =&+ Z ijén_j
j=1 j=1

gilt, wobei wir hier annehmen, dass < ¢, > unabhéngig und identisch verteilt ist.
Ferner nehmen wir an, dass die Reihe < X, > kausal und invertierbar ist. Ist nun B
der Lagoperator, dann kénnen wir die obige Beziehung kompakter schreiben als

T(B)Xn = ¢(B)en,

wobei natiirlich 7(z) = 1 — Y0, 72/ und ¢(2) = 1+ 371_, ¢;27. Ist F. die Vertei-
lungsfunktion von €, dann ist der Prozess eindeutig durch die Angabe von (7, ¢, F;)
bestimmt. Fiir eine feste Zahl r aus N behaupten wir nun:

Lemma 6.1. Die Zeitreihe < X,,, >,, ist weiterhin eine ARMA-Zeitreihe.

Beweis. Das Polynom 7 zerfillt in ein Produkt 7(z) = [[}_,(1 — axz) mit a; € C.
Multiplizieren wir mit 7(z) = [[}_, Z;;é(akz)j, dann erhalten wir
p
#(2)7(2) = [ (1 — ape").
k=0

Man bemerke, dass 7 ein reelles Polynom ist. Die rechte Seite ist ein Polynom mit
reellen Koeffizienten, dass die Darstellung 7(2)7(z) = 1 — Y _7_, bgz"™ hat. Es folgt

7(B)T(B)Xon = 7(B)o(B)em

und

P
#(B)T(B) Xy = Xn — Y bk Xo(noi)-
k=1

70



Die Zeitreihe < X,,, >, ist nach der obigen Darstellung nicht mehr kausal und
invertierbar. Definieren wir die Innovationen 7; = 7(B)e,;, dann ist die Zeitreihe
< X,y > beziiglich < n; > kausal und invertierbar, da

T(B)7(B) X = ¢(B)1n-

Ein Nachteil haben die Innovationen < 7; > trotzdem, sie sind i. Allg. nicht unab-
hangig verteilt.

Da < X,, >, eine ARMA-Zeitreihe ist, hat die Autokovarianzfunktion nach Brock-
well & Davis (1987)[Theorem 4.4.2] eine rationale Spektraldichte. Nach Kolmogorov
& Rozanov (1960) ist dann < X,, >, p-mischend mit p(n) < e~ fiir ein ¢ > 0. Nach
Definition von ist < X,, >, auch p-mischend. Mit dieser Erkenntnis, kénnen wir
Schitzer fiir die Koeffizienten von 77 und ¢ definieren und zeigen, dass sie konsistent
sind. Trotzdem ist es schwierig, die Koeffizienten von 7 zu schétzen, da wir zuerst
die Nullstellen von 77 herausfinden miissen und erst dann die Koeffizienten von 7
ausrechnen koénnen.

Da wir in der Lage sind, die Polynome 77 und ¢ zu schitzen, kénnen wir auch
die Residuen von 7 definieren und die Dichte von 7 schétzen, falls n eine Dichte hat.
Danach konnen wir die Neumann-Reihe aus Kapitel 2.3 benutzen, um die Parame-
terdichte von € zu schitzen. Diese benutzt die Koeffizienten von 7, und deshalb muss
das die Rate verschlechtern.

6.2 Faltung von Dekonvolutionsschitzern

Seien < Z,, >, die Realisationen einer unabhéngig und identisch verteilten Zufallsva-
riable mit Dichte hy. Dann ist

i&@):%E:K“%—%)

mit Bandbreite b — 0, Kern K und Kp(-) = K(-/b)/b ein Schétzer fiir die Dichte hy
im Punkt z. Dieser ist i. Allg. nicht n'/?-konsistent. Integriert man den Kernschétzer

mit einer bekannten Funktion 7, dann ist [ hy(2)7(z)dz n'/?

-konsistent. Integriert
man einen Kernschétzer mit einer bekannten Funktion, dann verbessert das die Rate.
Nimmt man dagegen einen Dekonvolutionsschétzer, dann untersuchen wir nun, ob
mit dem integrierten Dekonvolutionsschitzer die optimale Rate erreicht oder nicht.
Dabei demonstrieren wir diese Tatsache anhand des Dekonvolutionsschéitzers aus Fan

(1991).
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Lemma 6.2. Sei fx der Dekonvolutionsschiitzer aus Fan (1991) mit beobachtbaren
Realisationen < Y,, > und

) = o [ explita)onttha) 2 0

Ist die Funktion ¢ — (fx*7(—-))(t) im Punkt ¢ = 0 Lipschitz-stetig, und die Funktion
|6/ .|? integrierbar, dann haben wir

Sup\/ar(nl/z/(fx — fx)(t)7(t)dt) < 00
bei geeigneter Wahl des Kerns K.

Beweis. Da |¢.| <1, ist |¢,|* auch integrierbar, also haben wir

/fﬂz+aﬂww:5%/@mpﬁ@¢ﬂw@p@ﬁ

Setzen wir z = 0 ein, dann erhalten wir

nlf? / (Fx — 1)) / brc(thn) ¢Y< b, (—t)dt
o | <¢K<thn> ~ ox(t)6.(~t)dt

Nach der bekannten Gleichung erhalten wir

Var(n? / (Fx — Fx)()r(t)dt) =n Var( / F(tyr(t)dt))

+n(4ﬂ—m®K@ﬁ—g@0?

Hier ist g(z) = (fx*7(—-))(z). Da die Realisationen < Y; > unabhéngig und identisch

verteilt sind, kann man die Varianz vereinfachen, und es gilt

aar( [ Fetoran) = [ 2 | ¢'j§ 601200 o 2t )t

Mit der Voraussetzung erhalten wir das Resultat. O]

Das obige Lemma soll zeigen, dass die Verbesserung der Rate durch das Inte-
grieren einer bekannten Funktion davon abhéngt, welche Giite die beiden bekannten
Funktionen haben. In diesem Fall muss gelten, dass

or

ol = o)
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fiir ein 6 > 0.

In einem integrierten Dekonvolutionsschitzer haben wir sowohl eine Funktion,
die die Rate verschlechtert, als auch eine Funktion, die die Rate verbessert. Hier
konkurrieren zwei Gegenspieler um die Rate. Uberwiegt die Verbesserung, dann kann
man die optimale Rate erreichen. Beim Dekonvolutionsschitzer kann man nur von
einer Verschlechterung der Rate reden, da wir keinen Gegenspieler haben, der die
Rate wieder verbessern kann.

Nun wollen wir eine Aussage iiber den Faltungsschitzer f * f machen, wobei f
der Dekonvolutionsschitzer aus Kapitel 2 ist. Dieser zerféllt in die zwei Terme

Fef—fxf=(F-Hx(F-H+2f—f)*f

Wiéhrend der erste Term mit der optimalen Rate gegen Null konvergieren kann, hingt
die Rate des letzten Terms davon ab, in welcher Funktionsklasse die Dichte f liegt.
Existieren positive Konstanten v, u und G, so dass fiir die Fouriertransformation ¢y
der Dichte f die Abschétzung

dolt|™ < |oy|(t) < dyt|™* fiir alle |t| > G
gilt, dann folgt

_ (bf(t) ‘ <, |t|ru—u,
[T21 @s(a¥t)
was nicht integrierbar ist. Darum kénnen wir nicht erwarten, dass der Term ( f —f)*f
die optimale Rate hat.
Gilt dagegen die Abschiitzung exp(—|t|°y1) < |of|(t) < dexp(—|t|’7e) fiir |t| > G
fir die Fouriertransformation ¢; der Dichte f, dann kann man die optimale Rate
erreichen, da

‘ os(1)
HZ:l or(akt)

Die rechte Seite ist quadratintegrierbar, falls v — vi|a|" /(1 — |af") > 0.

' <. exp (—[t]” (v2 = nlel /(1 = o)) .

6.3 Konstruktion eines effizienten Schatzers ohne strukturelle
Annahme

Im Fall F5 ist der kanonische Gradient die Funktion

ra’ (Y — EY)l,(n) + (1) — Proj(R(n))
[rar=1(Y — EY){y(n) +R(n) — Proj(R)(n)|5

Qo(Ya Z) = -
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Die Fisher-Information ¢, ist durch die Residuen 7n;,, = Z; —&"Y; schétzbar. Da die
beiden Familien < P, > und < P, > fiir alle beschrankten Folge < «a,, > benachbart
sind, kdnnen wir so tun, als ob & eine beschrinkte Folge < «,, > wére. Dann kénnen
wir von P, zu P,, ibergehen.

Wir diskutieren nun, wie wir die Funktion X(7) schétzen kénnen. Die Funktion
Ell,ej|n = z| hat die Darstellung

r—1 r—1
Elt,e; |0 = 2] = g (x) / = abye) T £ v
k=1 k=1

Hier ist g die Dichte von n. Mit dem Dekonvolutionsschitzer aus Kapitel 2 sind wir
in der Lage, die Funktion E[l,&;|n = x| zu schétzen.

Die ganze Schwierigkeit besteht darin, die Funktion Proj (R) zu schétzen. Da wir
keine explizite Form der Funktion Proj (X) kennen, versuchen wir sie durch eine Reihe
zu approximieren. Wir wihlen dazu als Basis von L?(\) die Hermite-Funktionen

i) = M,
(27 j1m1/2)1/2

wobel H;(z) die Hermite-Polynome sind (Siehe Szegd (1975)). Dann bilden die Funk-

tionen

Tj = ﬁ(l‘)

eine Basis in L?(g). Also spannt ['(z1),[(23),... den Raum {['(u); u € L?(¢)} auf.
Definieren wir nun eine Orthonormalbasis {e;}; durch e; = I'(xy)/||T'(z1)]|,

[y

n—

én = F<xn) - (F(‘TTL>7 6]‘)6]' )
j=1
0 falls e; =0
€j =
ej/llé;|l  sonst,
dann gilt
Proj(E[t.e; ) = Y | Ellre; |1, exex,
k=0

falls die Funktion Proj(E[(,e;|n]) im Raum {I'(u); u € L%(e)} liegen. Die Koeffizi-
enten
| E[l,e; | n], ex] vereinfachen sich zu [f,¢;, e | und sind demnach schitzbar.
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