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Abstract

The very broad concept of a singular Riemannian foliation is based on the well under-
stood model of the orbit decomposition of an isometric group action on a Riemannian
manifold. Although locally well understood, the global description of such a foliation
in general seems to be unaccessible without additional assumptions on the structure of
the manifold or the leaves.

This work develops in the first part the theory of properly embedded leaves, which
leads to the existence of global tubular neighbourhoods and to the global description as
a stratification by types of leaves. The second part deals with the further restriction to
a foliation without horizontal conjugate points, which equals the variationally comple-
teness concept within the model. Therefrom, we deduce a global geometric description
— the focal points of the leaves are exactly the singular points — as well as a topological
one: tautness of regular leaves.

Kurzzusammenfassung

Der weit gefasste Begriff einer singuléren Riemannschen Blétterung ist eine Verallge-
meinerung des bekannten Modells einer Orbitblatterung einer isometrischen Liegrup-
penwirkung auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit. Obwohl die lokale Beschreibung
einer solchen Blétterung detailliert moglich ist, scheint es unerreichbar, ohne zusétzliche
Annahmen globale Aussagen iiber die Struktur der Mannigfaltigkeit oder der Blitter
herzuleiten.

Zu Anfang dieser Arbeit beschéiftigen wir uns mit der Theorie eigentlich eingebet-
teter Blatter; wir leiten die Existenz einer globalen Tubenumgebung her, und wir er-
reichen eine globale Beschreibung der Mannigfaltigkeit als Stratifizierung nach Blatt-
Typen. Dann wird die Zusatzvoraussetzung, dass die Blatterung keine horizontal kon-
jugierten Punkte besitzt, untersucht. Diese entspricht im o.g. Modell der variationellen
Vollstandigkeit der Wirkung und ermdglicht eine globale geometrische Beschreibung
der Blatterung: Fokalpunkte der Blatter sind genau die singuldren Punkte. Als topolo-
gisches Resultat beweisen wir damit die Tautheit der Blétter.
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Einleitung

Die erste begriffliche Festlegung der heutzutage reichhaltigen und vielfdltigen Theo-
rie der Blétterungen wurde im Jahr 1944 von Ehresmann und Reeb, [ER44], im Zu-
sammenhang mit der Untersuchung von Integralmannigfaltigkeiten von Distributionen
vorgenommen. Eine Bldtterung F der Kodimension ¢ auf einer n-dimensionalen Man-
nigfaltigkeit M ist eine Partition dieser in immersierte Untermannigfaltigkeiten der
Dimension n — ¢, die gewissen Regularitétsbedingungen geniigt.

Schnell entwickelten sich insbesondere im Hinblick auf das Versténdnis der globalen
Topologie von Blatterungen verschiedenste Teilgebiete. Im Jahr 1959 fithrte Reinhart
den Begriff der Riemannschen Blitterung ein. Dieses Konzept ist sehr natiirlich (und
findet vielerlei Anwendung als Modell in der Physik): Auf einer geblédtterten Mannig-
faltigkeit (M, F) fithrt man eine Riemannsche Metrik g ein, unter der die Blitter lokal
konstanten Abstand zueinander haben. Eine andere Charakterisierung dieser ,,transver-
salen“ Eigenschaft ist, dass eine Geodétische, die ein Blatt senkrecht schneidet, jedes
von ihr getroffene Blatt senkrecht schneidet. Nun ist klassische Riemannsche Geometrie
zur Untersuchung der Blédtterung anwendbar.

In Analogie zu isometrischen Gruppenwirkungen ist es konsequent, nach einer Er-
weiterung der Theorie zu fragen, die Blédtter unterschiedlicher Dimension zulédfit, denn
die Orbiten der Wirkung sind immersierte Untermannigfaltigkeiten und haben lokal
konstanten Abstand zueinander. Auf die gleiche Frage st68t man, wenn man F, die
Partition von M in die Abschliisse der Blatter, untersuchen mochte. Die Idee der sin-
guldren Riemannschen Blédtterungen war geboren!

Begrifflich spezifiziert wurde diese Idee zuerst von Bolton 1972 unter dem Namen
transnormale Systeme, [Bol73], als natiirliche Erweiterung der o.g. Wirkungen. Schwer-
punkt seiner Arbeit ist die orthogonale Struktur von Blatterungen, deren regulére
Blatter Kodimension eins haben. Fast zeitgleich ndherten sich Stefan [Ste74] und Suss-
mann [Su73] jener Idee von anderer Seite: Sie fiithrten den Begriff einer singuldiren
Blitterung ein. Beide Begriffe implizieren einander nicht ([Mol88], S. 189)! Eine ver-
einheitlichte Theorie wurde daraus von Molino in den 70er und 80er Jahren des letzten
Jahrhunderts entwickelt, siche zusammenfassend [Mol88]. Da der Titelbegriff der vor-
liegenden Arbeit damit historisch eingebettet ist, ist es an der Zeit, ihn zu definieren.

Definition — Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n. Eine
vollstdndige Unterteilung F von M in zusammenhéngende, eingebettete Untermannig-
faltigkeiten, die Bldtter, heiflit eine singuldre Riemannsche Blitterung, falls folgende
zwei Bedingungen erfiillt sind:

(I) Der Modul Zf glatter Vektorfelder auf M, die tangential zu den Bléttern sind, ist
transitiv auf den Bldttern, d.h. ist N, das Blatt durch p, so gibt es zu jedem Vektor
v € T, N, ein Vektorfeld X € Zx mit X (p) = v.

(IT) Die Metrik g auf M ist an F angepasst: Jede Geoditische in M, die ein Blatt
senkrecht schneidet, schneidet jedes getroffene Blatt senkrecht.

Eigenschaft (I) der Definition entspricht gerade einer singuldren Blétterung nach
[Ste74] und [SuT73]; Bedingung (II) fordert, dass F ein transnormales System nach



Einleitung

[Bol73] ist. Das sechste Kapitel des Buches [Mol88] gibt einen guten Einblick in die
lokalen Eigenschaften solcher Blatterungen; ihre globale Geometrie und Topologie ist
jedoch im Allgemeinen nur schwer greifbar, wenn man nicht gerade Kompaktheit vor-
aussetzen mochte (siehe z.B. Theorem 6.2 in [Mol88]). Dennoch ist es mit Zusatzannah-
men durchaus moglich, bedeutungsvolle globale Aussagen herzuleiten, und hier setzt
die vorliegende Arbeit an.

Im ersten Kapitel stellen wir bekannte Eigenschaften von und Ergebnisse iiber sin-
gulére(n) Riemannsche(n) Blédtterungen vor, die wir im Verlauf der Arbeit benétigen
werden. Diese Darstellung hat Ubersichts-Charakter und keinesfalls den Anspruch auf
Vollstandigkeit, fiir Details sei auf das eben genannte sechste Kapitel in [Mol88] ver-
wiesen. Ferner stellen wir im ersten Kapitel die Begriffe Fokal-, Schnittpunkte und
Schnittort eines Blattes bereit, wie sie in [To04] zu finden sind.

Der erste Versuch, globale Aussagen iiber singulidre Riemannsche Blidtterungen im
Allgemeinen herzuleiten, fithrt uns im zweiten Kapitel zu der Zusatzvoraussetzung,
dass die Blatter eigentlich eingebettete Untermannigfaltigkeiten von M sein mogen,
um allzu pathologische Fille auszuschliefen. In diesem Kontext konnen wir die sehr
niitzliche Existenz globaler Tubenumgebungen der Blétter zeigen:

Satz — FEs seien M vollstindig und (M, F,g) eine singulire Riemannsche Blitterung
mit eigentlich eingebetteten Bldittern. Dann gibt es zu jedem Blatt N C M ein en > 0
so, dass die Einschrinkung der Exponentialabbildung vom Normalenbiindel

expy : Bey(N) — eXpﬁ(BEN(N)) =: Tubc (N)

ein Diffeomorphismus ist.

Wie bei Gruppenwirkungen gibt es Ausnahmeblétter, also Blatter hochster Dimen-
sion, die in gewissem Sinne trotzdem ,kleiner“ sind als die iibrigen reguldren. Diese
lassen sich iiber den Begriff der Blatt-Holonomie charakterisieren. Dass sie nicht haufig
auftreten und sich nicht allzu wild verhalten, zeigen wir mit Hilfe des Satzes iiber die
Existenz der globalen Tubenumgebungen: Die im engeren Sinn regulidren Blédtter liegen
offen, zusammenhéingend und dicht in M, und die Zusammenhangskomponenten der
Menge der Ausnahmeblétter sind Untermannigfaltigkeiten von M. Ferner zeigen wir,
dass die kanonische Projektion einer globalen Tubenumgebung auf ihr Zentrumsblatt
eine Uberlagerungsabbildung der Blitter induziert. Mit diesen Ergebnissen liBt sich
schlieBlich eine Stratifizierung der Mannigfaltigkeit M nach Blatt-Typen zeigen.

Zur Motivation der néchsten Kapitel betrachten wir zunéchst noch einmal das Mo-
dell: die Orbitblatterung einer isometrischen Liegruppenwirkung. Hier sind uns die Be-
griffe Polaritit, Hyperpolaritit und variationelle Vollstindigkeit vertraut, und es liegt
nahe, diese, vor allem jedoch die daraus resultierende Strukturtheorie, auf singuldre
Riemannsche Bldtterungen verallgemeinern zu wollen.

Polaritét, das heifit die Existenz globaler Schnitte, wurde von Alexandrino auf Blitte-
rungen verallgemeinert ([A04], [A07] und [ATO04]). Zum Beispiel wird damit eine dqui-
valente Formulierung des Scheibensatzes fiir Wirkungen moglich. Entsprechend lésst
sich Hyperpolaritit zur Forderung nach flachen Schnitten verallgemeinern. Fast dqui-
valent zur Existenz von Schnitten ist die in [To04] untersuchte Aquifokalitit der Blitter,
siehe dazu [AT07]. Eine breite Klasse von singulédren Riemannschen Blidtterungen mit
Schnitten bilden die isoparametrischen Blatterungen von Raumformen; eine sehr gute
Ubersicht iiber den Stand der Forschung bis ins Jahr 2000 liefert dazu [Th00].
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Die ab dem dritten Kapitel dieser Arbeit vorgenommene Einschrankung auf singulére
Riemannsche Blétterungen ohne horizontal konjugierte Punkte ist eine konsistente Ver-
allgemeinerung des Begriffs der variationellen Vollstéindigkeit von isometrischen Wir-
kungen und wurde von Lytchak und Thorbergsson in [LTh05] wie folgt eingefiihrt:

Definition — Eine singuldre Riemannsche Blédtterung hat die Eigenschaft ohne hori-
zontal konjugierte Punkte, falls fiir alle Blédtter IV und alle Geodétischen  senkrecht
zu N gilt: Jedes N-Jacobifeld J entlang v, das tangential zu einem anderen Blatt als
N ist, ist zu jedem von ~ getroffenen Blatt tangential.

In welcher Beziehung stehen singulédre Riemannsche Blétterungen ohne horizontal
konjugierte Punkte zu den oben genannten?

In [LThO5] wird gezeigt, dass eine singulére Riemannsche Blidtterung ohne horizon-
tal konjugierte Punkte auf einer Mannigfaltigkeit mit nicht-negativer Schnittkriimmung
(globale) flache Schnitte besitzt. Umgekehrt folgt sogar im Allgemeinen aus der Existenz
von flachen Schnitten, dass die Blédtterung keine horizontal konjugierten Punkte besitzt.
Jedoch sieht man schon in der Theorie der Gruppenwirkungen, dass diese Charakte-
risierungen nicht dquivalent sind, denn nicht alle variationell vollstédndigen Wirkungen
sind hyperpolar, nicht einmal polar. Es gibt zwar unter verschiedenen Zusatzannahmen
iiber die Bldtterung Implikationen von , mit (flachen) Schnitten“ zu ,,ohne horizontal
konjugierte Punkte“ und umgekehrt, jedoch nicht im Allgemeinen.

Die Klasse singuldrer Riemannscher Blatterungen ohne horizontal konjugierte Punkte
ermoglicht uns eine gute Beschreibung der Geometrie der Blétter als Untermannigfalti-
keiten von M. So sind die Fokalpunkte eines Blattes N entlang einer dazu senkrechten
Geodétischen genau die Punkte, die zu singuldren Blédttern gehoren; deren Index ent-
spricht gerade der Differenz der zugehérigen Blattdimensionen. Ferner konnen wir zei-
gen, dass es innerhalb jeder globalen Tubenumgebung eine Spiegelung sowie Streckun-
gen beziiglich des Zentrumsblattes gibt, die die umliegenden Blétter diffeomorph auf-
einander abbilden. Fiir die technisch anmutende, oben gegebene Definition beweisen
wir schliellich eine dquivalente, sehr geometrische Charakterisierung:

Satz — Fine singuldre Riemannsche Bldtterung besitzt genau dann keine horizontal
konjugierten Punkte, wenn die singuldren Punkte genau die Fokalpunkte sind.

Fiir den Beweis dieses Satzes wird ein wenig Theorie iiber Morse-Sturm-Differential-
gleichungen und das verallgemeinerte Indextheorem bendétigt, welche im Anhang A
dargestellt wird.

Bemerkung — Unléngst wurden in [Bo07] dquidistante Blétterungen des R™ un-
tersucht; diese entsprechen den singuldren Riemannschen Blétterungen mit eigentlich
eingebetteten Bléttern auf dem R”™. Ihre globale Struktur ist insofern besser zu ver-
stehen und zu beschreiben, als dass die Blétterungen keine Ausnahmeblétter besitzen,
der Quotientenraum M /F ist ein Alexandrov-Raum mit natiirlicher Metrik, und die
kanonische Projektion darauf ist eine Submetrie. Besonders hingewiesen sei auf neue
Beispiele fiir Riemannsche Bliatterungen auf dem R”™ im fiinften Kapitel jener Arbeit.

Im vierten Kapitel widmen wir uns der Verallgemeinerung einer aus topologischer
Sicht sehr interessanten Figenschaft von variationell vollstandigen Wirkungen, der Taut-
heit der Blitter, welche von Bott und Samelson in [BS58] fiir diese Wirkungen bewiesen
wurde. Um zu verstehen, was es damit auf sich hat, machen wir einen kleinen Ausflug
in die Morse-Theorie (siche hierzu [Mor34]).
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Auf dem Raum P(M,N X p) der absolut stetigen Wege mit quadrat-integrabler
Ableitung, die in einem Blatt N beginnen und in einem Punkt p, der nicht Fokalpunkt
von N ist, enden, ist das Energie-Integral

1
E,: P(M,N x p) — R; E,(c) ;:/ 1é() 2t
0

eine Morse-Funktion, fiir die der Indexsatz gilt: Der Index von FE, in einem kritischen
Punkt c ist gleich der Summe der Fokalpunkte von N entlang ¢| (0,1) gezdhlt mit Vielfach-
heiten. Es bezeichne pu, die Zahl kritischer Punkte vom Index k von E, in P(M, N x p);
die k-te Bettizahl von P(M, N X p) beziiglich Zs-Koeffizienten (d.h. die Dimension der
k-ten Homologiegruppe als Zy-Vektorraum) sei by. Fiir alle k ist py endlich, und es
gelten die Morse-Ungleichungen

wi > by fiir alle k.

Eine Morse-Funktion heifit perfekt, wenn fiir alle £ Gleichheit gilt: ug = bg.

Definition — Eine eigentliche Immersion N — M heifit taut, wenn das Energie-
Integral E, : P(M, N xp) — R perfekt ist fiir jeden Punkt p in M, der nicht Fokalpunkt
von N ist.

Die Beweisstrategie von Bott und Samelson zum Nachweis der Tautheit variationell
vollstandiger Wirkungen ldsst sich auf singuldre Riemannsche Blatterungen ohne ho-
rizontal konjugierte Punkte gut, aber nicht problemlos iibertragen. Also machen wir
einen vorsichtigen ersten Schritt und zeigen

Satz — FEs sei (M,F) eine singulire Riemannsche Blitterung ohne horizontal konju-
gierte Punkte. Dann sind die reguliren Blitter von (M,F) 0-taut, d.h. es gilt p; = by.

Die Probleme bei der Verallgemeinerung fiir jedes k tun sich gerade bei den Aus-
nahmebléttern auf. Aber mittels des vorigen Satzes kdnnen wir diese fiir eine einfach
zusammenhingende Mannigfaltigkeit ausschlieBen.

Satz — Ist M eine vollstindige, einfach zusammenhdngende Mannigfaltigkeit, und
ist (M,F) singuldr Riemannsch ohne horizontal konjugierte Punkte (mit eigentlich
eingebetteten Blittern), so besitzt (M, F) keine Ausnahmeblditter.

Schlieflich kénnen wir den Nachweis der Tautheit allgemein angehen und zeigen

Theorem — Es sei M einfach zusammenhdngend. Die reguldren Bldtter einer sin-
guliren Riemannschen Blitterung (M, F) ohne horizontal konjugierte Punkte sind taut.

* * *

v
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1 Praliminarien

1.1 Singulidre Riemannsche Bliatterungen; Notation

Es sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n. Eine vollstindige
Unterteilung F von M in zusammenhéingende, eingebettete Untermannigfaltigkeiten,
die Bldtter, heifit eine singuldre Riemannsche Bldtterung, falls folgende zwei Bedingun-
gen erfiillt sind:

(I) Der Modul Zf glatter Vektorfelder auf M, die tangential zu den Bléttern sind, ist
transitiv auf den Blattern, d.h. ist N, das Blatt durch p, so gibt es zu jedem Vektor
v € T, N, ein Vektorfeld X € Ex mit X (p) = v.

(IT) Die Metrik g auf M ist an F angepasst: Jede Geoditische in M, die ein Blatt
senkrecht schneidet, schneidet jedes getroffene Blatt senkrecht.

Eine Geoditische wie in (II) beschrieben, die also senkrecht zu den Blittern steht,
wird horizontal genannt. Im Folgenden sei (M, F) immer eine singuldre Riemannsche
Blétterung der Riemannschen Mannigfaltigkeit M mit angepasster Metrik g.

Um zu verdeutlichen, dass ein Blatt N den Punkt p enthélt, schreiben wir diesen als
Index des Blattes: N,. Ist v : [a,b] — M eine zu den Blittern senkrechte Geodétische,
so werden Ny und N, ;) synonym verwendet.

Die hochste Dimension der Blédtter sei k. Ein Blatt heifit reguldr, wenn es Dimension
k hat, sonst singuldr. Genauso heifit ein Punkt p in M regulir (bzw. singuldr), wenn
N, regulér (bzw. singulér) ist. Ist die Dimension aller Blétter gleich k, so spricht man
von einer (reguliren) Riemannschen Bldtterung.

Eine Blétterung, die nur die Bedingung (I) erfiillt, ist eine singulire Blitterung im
Sinne von [Ste74] und [Su73]. Fiir eine solche gibt es die folgende lokale Beschreibung:

Es seien p € Mund N, ein Blatt der Dimension /. Dann existieren eine Umgebung U
von p sowie Ball-Umgebungen B! und B"~! des Ursprungs in R! bzw. R"~! und eine
lokale Karte ¢ : U — B! x B"~! mit ¢(p) = (0,0); ist L ein weiteres Blatt von F, so
gilt:

LNy YB'x B" ) =¢ YB' x L), wobei L ={ze B" | ¢y71(0,z) € L}.

Wir nennen ¢ eine Blitterungskarte. Es folgt, dass die Blétter lokale Scheiben trans-
versal schneiden. Es folgt aulerdem sofort, dass die Dimension der Blétter auf M eine
unterhalbstetige Funktion ist.

Die zweite Eigenschaft der Blatterung, ndmlich Riemannsch zu sein, erméglicht eine
lokale Beschreibung von (M, F). Es ist ebendiese Beschreibung, die das Fundament fiir
die Ergebnisse in den folgenden Kapitel bildet:

Lokale Beschreibung singulédrer Riemannscher Blatterungen

Es sei N, C M das Blatt durch p. Weiterhin sei v/N,, das Normalenbiindel von N,
in TM|y,, wobei wir N, mit dem Nullschnitt darin identifizieren. Fiir eine relativ
kompakte, offene, zusammenhéngende Teilmenge P C N, bezeichne B.(P) das Biindel
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der offenen, normalen Bille vom Radius € um P in N, C vN,. Ist € geniigend klein,
so definiert die Exponentialabbildung einen Diffeomorphismus von B.(P) auf sein Bild
in M, welches eine (distinguierte) Tubenumgebung von P (bzw. um p) mit Radius e
genannt wird:

expt : vN, — M;exp®(B.(P)) =: Tub.(P).

Eine Tube vom Radius § < & um P ist die Menge aller Punkte in Tub.(P), deren
Abstand zu P gleich § ist:

SP .= {x € Tub.(P) | d(z, P) = 6}.

Es sei 7 : Tub.(P) — P die Projektion entlang horizontaler Geodétischer. Den senk-
rechten Schnitt

Se(p) :=7""'(p)

im Punkt p durch die Tubenumgebung nennen wir eine Scheibe. Ist y € S:(p) und war
e geniigend klein gewihlt, so trifft das Blatt N, die Scheibe transversal. Mit Lemma
1.1.1 gilt, dass die Zusammenhangskomponente von N, NTub.(P), die y enthélt, in der
Tube Sclzj(y,p) enthalten ist. Eine solche Komponente P, C N, nennen wir Stiick eines
Blattes (engl. plaque).

Eine ausfiihrlichere Beschreibung dieser Grundlagen sowie die Beweise der folgenden
Lemmata und Propositionen finden sich in [Mol88], Kapitel 6.

Lemma 1.1.1 — (i) Die Projektion m : Py, — P ist eine surjektive Submersion, und
die Faser m—Y(z) trifft alle Blattstiicke der Tubenumgebung fiir alle x € P.

(i) Der Abstand zwischen benachbarten Blittern ist lokal konstant: d(g, P) = d(y, P)
fiir alle g in Py.

Die Vereinigungen von Bléttern mit bestimmten gleichen Eigenschaften, betrachtet
als Teilmengen von M, nennen wir Strata. Zum Beispiel lassen sich die Bldtter nach
ihrer Dimension sortieren:

Sy = J{V € F | dim(N) = ¢}.

Das regulire Stratum Y¥,.s ist die Vereinigung aller Blédtter der héchsten Dimension.
Entsprechend bezeichnet X, das singulédre Stratum. Jedes Stratum X, ist eine einge-
bettete Untermannigfaltigkeit von M; weiterhin gilt, dass |J ¢ <q 2q¢ kompakt ist und
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dass das regulére Stratum offen, zusammenhéngend und dicht in M ist. Molino zeigt
in [Mol88], S. 194ff, dass die Unterteilung M = (J, ¥4 nach Dimensionen der Blétter
eine Stratifizierung (siehe hierzu Kapitel 2.3) ist.

Zu jedem Punkt in ¥, gibt es eine offene Umgebung U so, dass der Raum der
Blattstiicke U eine Mannigfaltigkeit ist und die Blitterung F eingeschrinkt auf U eine
Submersion 7y : U — U definiert. Eine solche Umgebung U wird einfach genannt.
FEine Untermannigfaltigkeit 7' C M der Dimension n — k heifit Transversale, wenn in
jedem Punkt p € T der Tangentialraum von T' zusammen mit dem Tangentialraum
des Blattes L, den Raum T, M aufspannt. Die (n — k)-dimensionale Mannigfaltigkeit U
kann kanonisch mit einer solchen lokalen Transversalen identifiziert werden. Weiterhin
besitzt U eine Riemannsche Metrik gi7, so dass der transversale Anteil der Metrik der
Pullback von gy durch 7 ist. Hierbei gilt:

Proposition 1.1.2 — Ist v eine Geoddtische in U, so ist die Projektion my(y) eine
Geodiitische in U.

Fiir ein Blattstiick Py liefert die Verkettung der homothetischen Transformationen
des Normalenbiindels vN mit exp’ : B.(Py) — Tub.(Py) fiir alle positiven A € R
eine homothetische Transformation hy beziiglich Py ; diese ist definiert auf der Tuben-
umgebung Tub, 1) (Pn), und es gilt:

Lemma 1.1.3 — Die homothetische Transformation hy bildet in threm Definitionsbe-
reich Blattstiicke auf Blattstiicke ab, sie erhdlt die Blitterung F.

Ist v eine zu den Bléttern senkrechte Geodétische, so gilt wegen dieses Lemmas
innerhalb einer Tubenumgebung von ~(0)

dim(N,

(1)) = konstant fiir alle ¢ > 0.

Eine im Folgenden hilfreiche Beobachtung sei hier noch gesondert aufgefiihrt:

Proposition 1.1.4 — Ist x ein requlirer Punkt und ist v : [0,p] — Yyeg eine in x
zum Blatt N, senkrecht startende Geoddtische, so existiert fiir gentigend kleine t eine
Tubenumgebung von y(t), die x enthilt.

v C Ereg

Mit dieser Vorstellung von der lokalen Geometrie einer singuldren Riemannschen
Blétterung konnen wir die Frage nach globalen Beschreibungen stellen: Wie lésst sich
die Lage von Blattern in M beschreiben? Wie lésst sich die Lage von Bléttern zu benach-
barten Bléttern global beschreiben? Lassen sich Aussagen iiber die Lage von regulidren
bzw. singulédren Blattern herleiten? Ein im Weiteren mehrfach benutztes Hilfsmittel fiir
entsprechende ,,lokal-global-Schliisse* ist das folgende:
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Schieben entlang der Blatter

Es seien U C M eine einfache Menge wie oben beschrieben, L ein Blatt und P, C LNU
ein Blattstiick in U mit x, 2’ € Py. Eine lokale Tubenumgebung von Py, sei Tub.(Pp).
Weiterhin seien 7' und 7" zwei lokale Transversale in U durch z bzw. 2’. Es sind
W = Tub.(Pr) N T und W' = Tub.(P) N T" offene Umgebungen um z, bzw. 2/, so
dass 7y : W — wy(W) und 7y : W — 7y (W) Diffeomorphismen sind. Es gilt wegen
Lemma 1.1.1, dass my (W) = 7wy (W') C U. Die Zugehérigkeit der Punkte zu ihrem in U
liegenden Blattstiick bestimmt also eindeutig einen Diffeomorphismus von W nach W'.
Diesen nennen wir Schieben entlang der Blitter von x nach x’ (siehe [Mol88], Abschnitt
1.7).

Allgemeiner seien nun z,2’ € L C X,e beliebig. Wir wihlen einen stetigen Weg
¢:]0,1] — L mit ¢(0) = z und ¢(1) = 2/ und iiberdecken diesen endlich mit einfachen
Mengen U;,i = 1,...,l. In jedem Schnitt U; N U; 41 sei eine Transversale T; gewahlt,
desgleichen seien T, und T, Transversale durch x bzw. x/. Dann gibt es wie oben
offene Mengen Wy C T,,W; C T;, W;y1 C T, und, nach Einschrankung dieser Men-
gen auf den kleinsten Radius e, der lokalen Tubenumgebungen, Diffeomorphismen
®;:W; — Wji1,5=0,...,1+1, deren Verkettung einen Diffeomorphismus ® von ei-
ner Umgebung um z in T}, in eine Umgebung um 2’ in T}/ liefert. Wir nennen ® Schieben
entlang der Blitter von x nach x’ entlang c. Diese Abbildung ist also definiert fiir Punk-
te aus Blattern, deren Abstand zu L kleiner e, ist. Der Keim h. von ® hingt weder
von der Wahl der Uberdeckung noch von der Wahl der Transversalen und beziiglich ¢
nur von der Homotopieklasse dieses Weges ab.

Da in jedem Punkt ¢(t),t € [0,1], die Scheibe S: . (c(t)) eine lokale Transversale ist,
erhalten wir zu jedem y € S . (x) einen eindeutigen, stetigen Weg ¢, : [0,1] — L, von
y nach ®(y) € S, (') mit d(¢,(t),c(t)) = d(y, z) fiir alle ¢t € [0, 1].

Noch allgemeiner sprechen wir im Folgenden vom Verschieben eines Abstandes ¢
entlang der Bldtter von y nach vy’ in dieser Situation: Die Beschrinkung auf das regulire
Stratum sei aufgehoben. Die Punkte y und ¢’ aus einem beliebigen (auch singuliren)
Blatt L seien durch einen Weg ¢ € L verbunden. Gibt es nun eine Tubenumgebung
von L, die ¢ enthilt, so wissen wir aus Lemma 1.1.1: Wenn y den Abstand § zu x in
dieser Umgebung hat, so gibt es im Blatt L, einen Punkt 2’ mit d(y’,2') = . Ferner
gibt es auch hier einen stetigen Weg ¢, wie oben von x nach 2’ in L,, dieser ist aber
im Allgemeinen nicht eindeutig.

1.2 Fokal-, Schnittpunkte und der Schnittort eines Blattes

Die Begriffe , konjugierter Punkt“, ,,Schnittpunkt“ und ,,Schnittort eines Punktes* wie
zum Beispiel in [dC93] definiert, lassen sich auf Untermannigfaltigkeiten wie folgt iiber-
tragen (siehe hierzu [dC93], Kapitel 10 Abschnitt 4, sowie [To04]):

Es sei N C M eine Untermannigfaltigkeit mit Tangentialbiindel TN C T'M |y, Nor-
malenbiindel ¥N und zugehériger normaler Exponentialabbildung expt : vN — M.
Falls v ein kritischer Punkt von exp™ ist, so heilen v Fokalvektor und exp®(v) Fo-
kalpunkt.

Es sei 7 eine Geoditische mit v(0) € N,%(0) L N. Ein N-Jacobifeld lings ~y ist ein
Jacobifeld J lidngs v, d.h. J geniigt der Differentialgleichung J” + R(J,%)% = 0, das
zusétzlich

J(O) S T’y(O)N und J’(O) + A.\/(O)<J(0)) S V’y(O)N
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erfiillt; dabei ist Ay ) : Tyo) N — Tyo)N; Ay X = —(VH5(0))T die Weingarten-
Abbildung. J ist ein N-Jacobifeld genau dann, wenn es das Variationsvektorfeld einer
Variation fs von + ist, in der alle Wege fs Geodétische sind mit fs(0) € N, fs(0) L N.

Proposition 1.2.1 — Fs gilt fiir eine Geoddtische v senkrecht zu N in v(0):
y(t) ist Fokalpunkt von N lings v < t3(0) ist kritischer Punkt von exp™*
& es emistiert ein nicht-verschwindendes
N-Jacobifeld J lings v mit J(t) = 0.

Die Multiplizitit von ~(t) ist gleich der Dimension des Kerns von d(expL)w(O). Die-
se ist auflerdem gleich der Dimension des Raumes der Jacobifelder langs v, die in ¢
verschwinden.

Es sei nun N C M eine eigentlich immersierte Untermannigfaltigkeit, -, bezeichne
die Geodiitische mit Startvektor v € T'M. Ferner sei ' N das Einheitsnormalenbiindel
von N. Die Schnittortfunktion ist definiert durch

o: VN = [0,00];0(v) = sup{t € R | d(7(t), N) = t}.
Der Schnittort von N ist definiert als die Menge
Cn :=exp{o(v)v | o(v) < 00,v € V'N}.

Wir nennen v € vN minimal, falls |jv|| < U(ﬁ); die entsprechende Geoditische
%|[0,1] und jede ihrer Umparametrisierungen konstanter Geschwindigkeit heiflen mi-
nimale Geoddtische. Ein minimaler Vektor v wird Schnittvektor genannt, wenn es ein
minimales w € v N ungleich v mit gleichem Endpunkt gibt; exp™(v) ist dann ein Schnitt-
punkt. Es gilt hier ||v]| = ||w]||. Fiir den Schnittort gilt:

Proposition 1.2.2 ([To04]) — (i) Jeder Punkt aus dem Schnittort Cy ist ein Schnitt-
punkt oder ein Fokalpunkt.
(ii) Die Schnittortfunktion o ist oberhalbstetig, und

(11i) wenn N eigentlich eingebettet ist, so ist o stetig und Cn ist abgeschlossen in M.






2 Eigentlich eingebettete Bléitter

Die Blétter einer singuldren Riemannschen Blétterung sind per definitionem eingebet-
tete Untermannigfaltigkeiten, miissen aber sonst im Allgemeinen keine weiteren Kri-
terien erfiillen, was die Untersuchung derselben erheblich erschwert. Erst unter Zu-
satzvoraussetzungen wie zum Beispiel Vollstandigkeit, Kompaktheit der Blétter oder
Eigentlichkeit der Einbettungen lassen sich globale Sétze iiber Blédtter herleiten. Aus
der Kompaktheit folgt wegen Endlichkeit jeder Uberdeckung sofort die Existenz globa-
ler Tubenumgebungen, siehe [Mol88], Seite 91ff. Im Folgenden setzen wir nur voraus,
dass die Blétter eigentlich eingebettete Untermannigfaltigkeiten sind. Hieraus folgt ins-
besondere, dass Tubenumgebungen von jedem sie treffenden Blatt nur endlich viele
Stiicke enthalten, und Ergebnisse iiber kompakte Blétter lassen sich auf diesen Fall
verallgemeinern. Ein Gegenbeispiel dazu ist die eindimensionale Torusblédtterung mit
irrationalem Winkel.

Sofern in den folgenden Kapiteln nichts anderes gesagt wird, habe die Blitterung
(M, F) ab jetzt immer eigentlich eingebettete Bliitter!

2.1 Existenz einer globalen Tubenumgebung

Zunéchst wollen wir zeigen, dass es im Fall einer Riemannschen Bldtterung mit eigent-
lich eingebetteten Blattern mdoglich ist, zu jedem Blatt eine globale Tubenumgebung
zu finden.

Satz 2.1.1 — Es seien M vollstindig und (M, F) eine singulire Riemannsche Blitte-
rung mit eigentlich eingebetteten Bldttern. Dann gibt es zu jedem Blatt N C M ein
en > 0 so, dass die Finschrdinkung der Exponentialabbildung vom Normalenbiindel

expy : Bey (N) — Tub., (N)
ein Diffeomorphismus ist.
Beweis. Wir fithren den Beweis in zwei Schritten und zeigen:

(i) Die Blétter haben global konstanten Abstand zueinander, genauer: Ist y : [0,1] — M
eine horizontale Geoditische, die lokal Kiirzeste zwischen Ny und V; ist, so gibt es zu
jedem Punkt € Ny eine horizontale Geoditische der Liange L(y) von  nach Ny, und
diese ist auch lokal eine Kiirzeste zwischen Ny und Nj. Dabei nennen wir v eine lokale
Kiirzeste, falls es eine Umgebung Py C Ny um 7(0) und eine Umgebung P; C N; um
~v(1) gibt, so dass d(Py, P1) = L(7).

(ii) Der Abstand eines Blattes N zu seinem Schnittort Cp ist von Null weg beschrénkt.
Fiir jede solche untere Schranke r > 0 ist nach Definition von Cx die Abbildung

expy : Br(N) — Tub,(N)

ein Diffeomorphismus.
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Zu (i): Die Abgeschlossenheit dieser Aussage beziiglich z ist klar. Zu zeigen ist Of-
fenheit. Diese folgt nicht sofort aus der Existenz lokaler Tubenumgebungen, denn ~(0)
ist im Allgemeinen nicht in einer solchen Umgebung um ein Stiick von Nj enthalten,
zum Beispiel kann (0) singulér, aber Nj regulér sein. Es sei also v : [0,1] — M ei-
ne horizontale Geoditische, die lokale Kiirzeste zwischen einem Blattstiick Py C Ny
und einem Stiick P; um (1) ist. Zu zeigen: Es gibt eine Umgebung U C Py um ~v(0)
so dass d(x, P1) = L(v) fiir alle x € U. Dazu iiberdecken wir die Geodétische ~ mit
Tubenumgebungen wie folgt:

Es seien um 7(0) und ~y(1) die oben genannten Stiicke Py C Ny und P; C N; Zentren von
zur Uberdeckung gehorenden Umgebungen, und alle Zentrumsbliitter der Tubenumge-
bungen schneiden . Weiterhin sei die Unterteilung 0 =ty < t; < ... <t < tgp41 =1,
wobei P, fiir alle ¢ Zentrum einer zur Uberdeckung gehérenden Tubenumgebung ist, mi-
nimal gew&hlt, d.h. jeder Punkt von v liegt entweder in genau einer oder aber im Schnitt
von genau zwei aufeinander folgenden Tubenumgebungen. Die Punkte {si}fill c [0,1]
seien dann so gewéhlt, dass

0=ty <s1 <t <s9< ... <t <Spy1 <tgpr1 =1,
und v(s;) liege jeweils im Schnitt zweier Umgebungen:
v(si) € Tub(P;,_,) N Tub(FP;,).

Es sei nun U C P eine geniigend kleine Umgebung um +(0) und x € U. Die Umgebung
U muss so klein gewihlt sein, dass die nachfolgende Konstruktion einer gebrochenen
Geoditischen durch die Tubenumgebungen mdoglich ist; ein solches U existiert, da
ganz in der endlichen, offenen Uberdeckung enthalten ist.

Da wir uns innerhalb der Tubenumgebung Tub(F) befinden, gibt es eine Geodti-
sche, sogar Kiirzeste, ¢1 : [0, 1] — Tub(FPp), so dass ¢1(0) = z und ¢1(1) € Ng,, und die
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Lénge von ¢ ist gleich der Linge von v eingeschrinkt auf [0, s1]. Genauso gibt es eine
Kiirzeste ¢y von ¢1(1) C Ny, nach Py, mit Lange L(7|[s, ¢,]). So fortfahrend erhalten wir
eine gebrochene Geodétische ¢ = cica ... copqo der Linge L(c) = L(v) = d(v(0), P1),
die in € U beginnt und in P; endet. Es folgt, dass der Abstand von = zu P; kleiner
oder gleich L(c) = L(7) ist.

Es war aber ~ eine lokale Kiirzeste, so dass aus

L(vy) < d(x, P1) < L(v)

die Gleichheit folgt.

Zu (ii): Es sei N ein beliebiges Blatt in M. Weiterhin sei ¢ > 0 so gewihlt, dass
es ein Stiick Py C N gibt, fiir das Tub.(Py) eine Tubenumgebung ist. Wir kénnen
zusiitzlich annehmen, dass das Blatt N die Menge expa; (B:(Py)) nur einmal, nimlich
als Zentrum, trifft.

Nun sei angenommen, dass inf{d(p,Cy) | p € N} = 0. Da die Blétter eigentlich ein-
gebettete Untermannigfaltigkeiten sind, folgt nach Proposition 1.2.2, dass die Schnitt-
ortfunktion oy stetig ist. Also finden wir ein Blatt L mit d(Pf, Py) = §, wobei Pp,
eine Zusammenhangskomponente von L N Tub.(Py) ist, einen Punkt ¢ € N so, dass
d(q,Cn) < §, und wegen (i) eine horizontale Geodétische v, die den Abstand d(q,Cx)
realisiert und bei der Lénge 5 das Blatt L schneidet. Da der Schnittort von N auf v
vor L liegt, ist v nicht die kiirzeste Verbindung zwischen ¢ € N und L. Es folgt, dass
6 :=d(q, L) < §. Verschieben wir nun diesen lokalen Abstand zwischen L und N nach
Py vermoge (i), so folgt, dass ein Stiick von L auch in der Tubenumgebung Tub.(Py)
auf der J-Abstandsphire von N liegt. Aber P, C L liegt auf der $-Sphire um Py.
Nochmaliges Verschieben vom §-Abstand nach Py, zeigt, dass ein weiteres Stiick von N
die Umgebung Tub.(Py) treffen muss, ein Widerspruch zur Wahl von &!

Tub. (Py)

Also gilt inf{d(p,Cn) | p € N} > 0, was zu zeigen war. O

Mit diesem Satz lassen sich Aussagen, die unter der Zusatzvoraussetzung kompakter
Blétter bewiesen wurden, auf den Fall eigentlich eingebetteter Blétter iibertragen, so
zum Beispiel Ergebnisse aus Kapitel 3.5 bis 3.7. und Kapitel 6.2ff in [Mol88] (Bemer-
kung: Alexandrino und Tében benutzen in [ATO07] einige dieser Aussagen im nicht-
kompakten Fall, ohne auf diese Problematik hinzuweisen).
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Insbesondere gilt nicht nur fiir eine regulére Riemannsche Blétterung mit kompakten
Bléttern, sondern allgemein fiir eine singulére Riemannsche Blédtterung mit eigentlich
eingebetteten Bléttern Lemma 3.7. aus [Mol88] wie folgt:

Lemma 2.1.2 — Es seien N € F beliebig und Tub,, (N) eine globale Tubenumgebung
wie in Satz 2.1.1. Dann gilt:

(i) Fiir jedes x € N ist die Scheibe S:(x) transversal zur Bldtterung. Zusditzlich gilt
fir N C Yyeg : Fiir alle x € N gibt es eine Umgebung Py C N, so dass Sey(Py) eine
einfache, offene Umgebung ist.

(i) Tube, (N) ist saturiert, d.h. sie ist eine Vereinigung von Bldttern. Fir jedes Blatt
L C Tub, (N) ist d(z, N) konstant fir alle x € L. O

2.2 (Blatt-)Holonomie und Ausnahmeblitter

In [Mol88] wir der Begriff der (Blatt-)Holonomie fiir Riemannsche Blidtterungen mittels
des hier im Abschnitt 1.1 beschriebenen Schiebens entlang der Blétter definiert. Also
schrénken wir uns im Folgenden auf das regulédre Stratum .. ein und definieren in
der Notation jenes Abschnittes:

Ist ¢ eine Schleife in z und wihlt man die Transversalen T' = T’, so ist h. der
Keim von einem lokalen Diffeomorphismus, der x fest lisst. Fiir die Komposition zweier
Schleifen ¢; und cp in x gilt offensichtlich he e, = hey © he,. Damit erhalten wir einen
Gruppenhomomorphismus

hy : m1(L,x) — Diff (T,

dessen Bild die Holonomiegruppe von L in x ist. Vermoge der Identifikation einer lokalen
Transversalen mit dem Quotienten U ist die Holonomiegruppe unabhiingig von der
Wahl von T

Wir nennen ein reguléres Blatt Ausnahmeblatt, wenn es nichttriviale Holonomie hat.
Weiterhin bezeichnen wir ein reguldres Blatt N als requldr im engeren Sinn (abgekiirzt:
i.e.S. reguliir), falls es einen Punkt p aus N und eine lokale Tubenumgebung um p gibt,
in der jedes Blatt, das diese Umgebung schneidet, genau ein Stiick besitzt. Man beach-
te, dass Blatter mit trivialer Holonomie nur unter der Zusatzvoraussetzung eigentlich
eingebetteter Blatter den im engeren Sinn regulédren entsprechen, was wir im folgenden
Lemma zeigen werden. Das Stratum dieser Blétter bezeichnen wir dementsprechend
mit Etriv-

Lemma 2.2.1 — Es sei (M, F,g) eine singulire Riemannsche Bldtterung mit eigent-
lich eingebetteten Bldttern. Dann gilt fir jedes requldre Blatt N :

N hat nichttriviale Holonomie in x genau dann, wenn es zu jeder gentigend kleinen
Tubenumgebung um = € N (bzw. zu jeder Scheibe durch x) ein Blatt gibt, das diese
mehrfach trifft.

Bevor wir dieses Lemma beweisen, noch ein paar Uberlegungen zur Holonomie und
zur Lage von Blattstiicken um Ausnahmeblédtter herum. Diese Aussagen gelten in je-
der global definierten Tubenumgebung, lassen sich aber auch lokal beweisen, wenn die
lokalen Umgebungen geniigend klein gewahlt werden.

10
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Bemerkung — (i) Die Zahl, wie oft ein bestimmtes Blatt in der Nihe des reguliren
Blattes N eine Scheibe S(z),z € N, trifft, ist unabhéngig von x € N, und

(ii) die Holonomie eines Blattes ist nichttrivial in jedem Punkt des Blattes, wenn sie
es in einem Punkt ist.

(iii) Die Haufigkeit, wie oft ein im engeren Sinn reguléres Blatt eine Scheibe S(x)
trifft, ist konstant auf den Zusammenhangskomponenten von 4, N S(x).

(iv) Die Stiicke eines Blattes B, das eine geniigend kleine Tubenumgebung um x € N
mehrfach trifft, liegen alle in einer Tube um N, d.h. sie haben alle den selben Abstand
zu N.

Zu (i): Es sei y € N ein weiterer Punkt des Ausnahmeblattes. Nach Satz 2.1.1 gibt es

eine Tubenumgebung um N, die z und y enthélt. S(z) sei die Scheibe durch z. Es sei B
ein Blatt, so dass BNS(x) = {p1,...,pr}. Verschieben der Absténde von p; zu x entlang
N nach y ergibt, dass B auch die Scheibe S(y) trifft, zu zeigen ist: in » Komponenten.
Die Punkte p; konnen auf dem Weg von = nach y aber nicht zusammenfallen, denn:
a) Falls zwei Punkte in unterschiedlichem Abstand zu z liegen, so auch zu y wegen
lokal konstantem Abstand der Blétter.
b) Falls zwei Punkte p;, p; die gleiche Normalensphére um x schneiden, folgt aus p; # p;,
dass d(p;, p;) = s > 0. Es sei dann p] ein Punkt in S(y), den man durch Schieben entlang
der Blitter von x nach y aus p; enthilt, und ¢ sei ein stetiger Weg von p; nach p;. Wir
konnen eine lokale Tubenumgebung um ¢ wéhlen, deren Radius kleiner als s ist und
die p; nicht enthélt. Damit folgt, dass auch p;- nicht in dieser Umgebung enthalten ist.
Vertauschen der Rollen von = und y ergibt die Behauptung.

Offensichtlich folgt (ii) aus (i).

Es sei B ein im engeren Sinn reguléres Blatt. Die Offenheit in Punkt (iii) folgt so: Es
gibt ein § > 0 und zu jedem Punkt aus B N S(z) eine Tubenumgebung mit Radius §,
die ganz in der Tubenumgebung um = € N enthalten ist, von B nur das Stiick durch
B N S(z) enthélt und auch von jedem Blatt, das diese Umgebung schneidet, genau
ein Stiick enthilt. Dass diese Stiicke aus jeder der Tubenumgebungen zu jeweils den
gleichen Blattern gehoren, folgt mittels Schieben entlang der Blétter. Da B beliebig
war, ist diese Eigenschaft offen in X4, N S(x). Abgeschlossenheit folgt nun aus der
Offenheit des Komplementes.

Zu (iv): Es sei € der Radius einer Tubenumgebung um z € N, die von N nur das Stiick
durch x enthélt. Weiterhin seien P;, P» zwei Stiicke eines Blattes in dieser Umgebung, so
dass d(Py, N) < e und d(P», N) < 3e. Lokal gleicher Abstand der Blétter und Schieben
entlang der Blatter von P; nach P, ergeben, dass es ein Stiick von N geben muss, das in
der d(P;, N)-Tube um P, liegt. Da diese Tube aber in der e-Tubenumgebung um x € N
enthalten ist, kann jenes Stiick von N nur das durch x sein, also folgt die Behauptung.

Beweis des Lemmas 2.2.1. ,=“ Angenommen, es gibt eine Tubenumgebung und
damit eine Scheibe S(z) durch z, die von jedem Blatt genau einmal getroffen wird. Da
jedes dieser Blitter die gleiche Dimension wie N hat, besteht dessen Schnitt mit der
Scheibe nur aus einem Punkt, denn die Blatter innerhalb der Tubenumgebung treffen
die Scheibe transversal. Also liefert Schieben entlang der Blitter nur die Identitdt auf
S(z).

»<=" Es sei ¢ ein geschlossener Weg in N, der in z beginnt und endet. Wir wéhlen
eine globale Tubenumgebung um N; deren Radius sei e. Wir betrachten nun ein Blatt
B, das die zu dieser Tubenumgebung gehérende Scheibe durch den Punkt & mindestens

11
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zweimal, in by und by, trifft. Verschieben entlang ¢ des Abstandes d(b;, z) nach be ist
also nicht-trivial. Aus der Beliebigkeit von B folgt die Behauptung. O

Ziel dieses Abschnittes ist es nun, die Lage von Ausnahmeblittern in M genauer zu
untersuchen. Wir werden zeigen, dass einerseits das Stratum der Blatter mit trivialer
Holonomie, ¥y, offen, zusammenhéngend und dicht in M liegt, und dass andererseits
das Stratum der Ausnahmeblétter Yoy = Mreg \ triv zumindest lokal die Struktur von
totalgeodétischen Untermannigfaltigkeiten von M tragt.

Proposition 2.2.2 — Es sei (M,F) eine singulire Riemannsche Bldtterung mit ei-
gentlich eingebetteten Bldttern. Dann liegt die Menge der Bldtter mit trivialer Holono-
mie offen und dicht in M.

Beweis. Da Y,eg offen und dicht in M ist, geniigt es zu zeigen, dass Y4y offen und
dicht in ¥,¢, liegt. Offenheit ist klar nach Lemma 2.2.1.

Es seien N ein Ausnahmeblatt, z € N und g9 > 0 so, dass Tub,(N) eine globale
Tubenumgebung von N ist. Es sei ¢ < &g beliebig. Wenn jedes Blatt die $-Scheibe
durch x € N nur einmal trife, wire N kein Ausnahmeblatt; es sei also B ein Blatt, das
diese b-mal trifft. Annahme: B ist nicht im engeren Sinn reguldr. Dann kénnen wir die
vorangegangene Uberlegung wie folgt iterieren:

Nach Bemerkung (iv) liegen die Punkte {Bi,..., By} = BN Sz (x) von B sogar in
einer zu N normalen Abstandssphire um z (dies ist sichergestellt durch das Drit-
teln des Radius). Nun wéhlen wir zu diesen Punkten von B lokale Tubenumgebungen
{Tubs(B;)} mit einem festen Radius § so klein, dass diese sich nicht schneiden, in der
5-Umgebung um N liegen und je genau ein B; enthalten; diese dritteln wir wieder. Da
B ein Ausnahmeblatt sein soll, gibt es ein Blatt ', das jede dieser Tuben und damit
Tub s (Bi)NS (x) mehrfach, sagen wir c-mal, trifft. Wir erhalten also be unterschiedliche

Punkte von C' in der §-Scheibe um x. Dabei gilt:

(i) Die Punkte Cj1, ..., C;. haben jeweils den gleichen Abstand von B;, liegen also in
einer Sphére um B;.

(ii) Alle bc Punkte Ciy,...,Cy. von C liegen in einer Sphére mit festem Radius um z.

Ist die Dimension der Mannigfaltigkeit M gleich n und die der regulidren Blatter gleich
k, so ist die Dimension einer normalen Abstandssphére eines Punktes in Y., gleich
(n— k) — 1. Der Raum, in dem die verschiedenen Punkte von C'N S, (x) liegen kénnen,
ist also nur noch (n — k — 2)-dimensional (oder kleiner). Wenn auch C wieder ein
Ausnahmeblatt ist, wiederholen wir diese Konstruktion und erhalten ein Blatt, das
die Scheibe mehrmals in konstantem Abstand zu C, konstantem Abstand zu B und
konstantem Abstand zu N schneidet, also liegen diese Schnittpunkte in einem (n—k—3)-
dimensionalen Raum. Spétestens nach n — k — 1 Schritten erreichen wir so ein Blatt,
das reguldr im engeren Sinn ist, denn die Annahme, dass in dessen Umgebung Blétter
noch mehrfach vorbeikommen, fithrt dann zum Widerspruch.

Innerhalb jeder e-Umgebung von x gibt es also ein im engeren Sinn regulédres Blatt
bzw. Punkte, die zu einem solchen gehoéren. Aus der Beliebigkeit von N und «x folgt die
Behauptung. d

Fiir den Beweis, dass Y4y zusammenhingend ist, werden wir die Struktur des Aus-
nahmestratums benutzen, die wir wie folgt formulieren kénnen:
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2.2 (Blatt-)Holonomie und Ausnahmeblétter

Lemma 2.2.3 — Die Zusammenhangskomponenten von Y,us sind Untermannigfaltig-
keiten von X,es. Nimlich entweder isolierte Ausnahmebldtter oder aber lokal Urbild von
totalgeoddtischen, d.h. lokal konvexen Mengen der lokalen Quotientenrdume.

Bemerkung — Der folgende Beweis zeigt nicht, dass diese Zusammenhangskompo-
nenten als Untermannigfaltigkeiten in Y,¢; bzw. in M keinen Rand haben. Dies wird
jedoch in Lemma 2.3.3 gezeigt; fiir die zwischenzeitlichen Aussagen ist diese Behaup-
tung ohne Bedeutung.

Beweis. Liegen alle Ausnahmeblitter voneinander isoliert, so stimmt die Behaup-
tung trivialer Weise. Also sei angenommen, es gibt ein Blatt N, zu dem sich Ausnahme-
blétter hdufen. Es folgt sofort, dass N selbst ein Ausnahmeblatt oder singulér ist. Wir
wihlen € so klein, dass Tub.(/N) als globale Tubenumgebung definiert ist. Nun sei A
ein Ausnahmeblatt, das in dieser Umgebung liegt. Dann kann man A und N durch ih-
ren Abstand realisierende, insbesondere horizontale Geodétische verbinden; ein Zusam-
menhangsargument und konstanter Abstand der Blédtter liefern einen differenzierbaren
Verbindungsstreifen zwischen den beiden Blittern aus solchen Kiirzesten {7, }qca, alle
gleicher Lénge [. Ein weiteres Blatt B, das eine dieser Geodétischen zum Zeitpunkt ¢
trifft, also einmal zwischen N und A liegt, trifft alle Geodétischen zum Zeitpunkt ¢.
Auch dies zeigt ein einfaches offen-abgeschlossen-Argument zusammen mit lokal kon-
stantem Abstand der Bldtter. Weiterhin liegt sogar jeder Punkt aus B auf einer solchen
Geodétischen, was man wie folgt einsieht:

Wir nehmen den Abstand von einem Punkt p € B zu N und den Abstand von p
zu A und betrachten die zugehorige, gebrochene Geoditische von mx(p) € N nach
wA(p) € A. Da sie stiickweise die gleiche Linge hat wie die Verbindungsgeoditischen,
ist sie entweder ungebrochen und schon in dieser Menge enthalten, oder der Abstand
von wn(p) € N nach m4(p) € A ist echt kleiner als [, was unmdglich ist.

Wegen Lemma 1.1.3 folgt: Das Blatt B hat die gleiche Dimension wie A. Es sei
nun Tubg(A) eine globale Tubenumgebung um A, und es sei B wie oben so nah an A
gewdhlt, dass B in dieser Umgebung enthalten ist. Es seien a € A beliebig und b € B
der Punkt, der auf der Kiirzesten von a nach N liegt. Da wir innerhalb von Tub,(N) ar-
beiten, ist diese eindeutig. In einer Scheibe durch «a ist b dann der einzige Punkt aus B,
weil sich die Abstandssphéren Sy, ) (a) und Sy, n)(7a(l))nur in b beriihren. Da A ein
Ausnahmeblatt ist, gibt es in einer beliebig gewihlten Umgebung U (b) C Tubs(A) von b
ein i.e.S. regulédres Blatt, das die Scheibe Ss(a) mehrfach trifft. Wegen lokal konstantem
Abstand der Blatter muss dieses Blatt U (b)N.Ss(a) mehrfach schneiden, denn sonst géibe
es weitere Punkte aus B in Ss(a). Nach Definition ist also auch B ein Ausnahmeblatt.

Dies gilt fiir jedes B € (J,c 4 7a N Tubs(A). Innerhalb von X,¢g ist ¥a,s abgeschlossen,
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2 Figentlich eingebettete Blatter

also ist auch das Blatt im Rand, B € [J,c 4 7a N Tubs(A), ein Ausnahmeblatt. Uber-
nimmt dieses Randblatt B nun die Rolle von A und wiederholen wir den Beweis (ggf.
mehrfach), so sehen wir, dass alle Blitter zwischen N und A, die |J,c 4 7a schneiden,
Ausnahmeblétter sind.

Wir beobachten: Im lokalen Quotientenraum U liegen die Kiirzesten zwischen belie-
bigen Punkten aus 7y (X,usNU) ganz in 7wy (Xaus NU); diese Menge ist also lokal konvex
und damit (im Inneren) glatt, siche [Wa81]. Als Urbild unter der Submersion 7y ist
dann auch ¥, NU glatt. ]

Proposition 2.2.4 — Die Menge der Bldtter mit trivialer Holonomie, ¥y, ist zu-
sammenhdngend.

Beweis. Angenommen, Yo \ Xaus ist nicht zusammenhéngend. Damit eine Kom-
ponente Z C Y., das Stratum der Blétter mit trivialer Holonomie trennt, muss sie
mindestens (n — 1)-dimensional und ohne Rand sein. Da aber X, dicht liegt, kann Z
auch nur hochtens (n — 1)-dimensional sein. Die Fasern des Normalenbiindels von Z
sind dann eindimensional; lokal kann man zwei Punkte, die in unterschiedlichen Zusam-
menhangskompononenten von Y,y liegen sollen, durch Zuordung von unterschiedlichen
Vorzeichen charakterisieren (man betrachte Z als Nullschnitt im Biindel). Wir wollen
also zeigen, dass Z nicht orientierbar ist, falls dim(Z) =n — 1.

Erster Fall: Ein einzelnes Ausnahmeblatt N (und damit alle regulidren Blétter) hat
Dimension n — 1. Nach der Charakterisierung von Ausnahmeblittern, Lemma 2.2.1,
gibt es in jeder geniigend kleinen, lokalen Tube um p € N ein reguldres Blatt mit
mehr als einem Stiick in der Tube. Trennt N das im engeren Sinn reguldre Stratum, so
trennt N auch die Tube. In transversaler Richtung, also im Raum der Blétter, besteht
die Tube aber nur aus zwei Punkten, denn sie ist wie das Blatt (n — 1)-dimensional,
und diese beiden Punkte haben unterschiedliches Vorzeichen, liegen also, falls NV trennt,
in unterschiedlichen Zusammenhangskomponenten. Sie gehdren aber beide zum selben
reguléren Blatt, also kann N nicht >, trennen.

Zweiter Fall: Die Zusammenhangskomponente Z ist Vereinigung von Ausnahme-
blattern. Es seien p € L, C Z und Tub.(L,) eine globale Tubenumgebung von L,,. Nach
Annahme wird Tub,(L,) "Xy von Z getrennt. Weiterhin gibt es beliebig nahe an p ein
Blatt N C Yiyiv, das S:(p) in mehreren Punkten schneidet. Es seien x,y € N N Sz(p),
und ¢ : [0,1] — N sei ein Weg von = = ¢(0) nach y = ¢(1). In jedem Punkt ¢(t),t € [0, 1],
nehmen wir den Abstand d(c(t), Z). Dieser ist konstant entlang ¢, denn alle Blétter ha-
ben jeweils konstanten Abstand zueinander. Also gilt d(x, Z) = d(y, Z), und weil Z
eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von ¢, ist, liegen « und y in unter-
schiedlichen Zusammenhangskomponenten von Tub.(L;) N X4y, aber im gleichen Blatt
N. Daher kann Z das Stratum der Blédtter mit trivialer Holonomie nicht trennen. [

Aus Bemerkung (iii) zusammen mit den Propositionen 2.2.2 und 2.2.4 folgt:

Korollar 2.2.5 — In einer globalen Tubenumgebung eines Ausnahmeblattes kommen
alle i.e.S. requldren Bldtter gleich hiufig vorbei.

Genauer: Es seien N ein Ausnahmeblatt, v € N und Tub.(N) eine globale Tubenum-
gebung des Blattes N. Dann ist die Zahl der Schnittpunkte eines Blattes mit der Scheibe
Se(x) auf der Menge der im engeren Sinn reguliren Bldtter in Tub.(N) konstant und
grofler als 1. O
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2.3 FEine Stratifizierung von Y., und von M

2.3 Eine Stratifizierung von >,,; und von M

Die Uberlegungen auf den letzten Seiten haben gezeigt, dass sich bei einer singuliren
Riemannschen Blétterung mit eigentlich eingebetteten Bléttern selbst die schwerer
fassbaren Ausnahmeblédtter nicht allzu wild verhalten. Diesen Gedanken wollen wir
ein wenig weiter verfolgen.

In Anbetracht des Korollars 2.2.5 kénnen wir den folgenden, wohldefinierten Begriff
einfiithren:

Definition 2.3.1 — Der Typ des Ausnahmeblattes N, ist die natiirliche Zahl
an :=#{S:(z) N L | L C Bgyiy N Tub(N)}.

Aus der lokalen Beschreibung einer singuldren Riemannschen Blétterung kombiniert
mit dem Tubensatz 2.1.1 und Korollar 2.2.5 folgt sofort:

Lemma 2.3.2 — Es sei N ein Ausnahmeblatt vom Typ an (bzw. i.e.S. regulir) mit
globaler Tubenumgebung Tub.(N). Dann ist die orthogonale Projektion

7w : Tub(N) — N

eingeschrinkt auf ein beliebiges Blatt L C Tub.(N) eine Z—f—fache Uberlagerung (bzw.
ein globaler Diffeomorphismus). O

Ehe wir die Differenzierung von ¥,,s nach den Typen der Blétter genauer untersu-
chen, zunéichst ein Lemma allgemeinerer Art. Im Kapitel 4 werden wir die Antwort der
folgenden, in den hiesigen Kontext passenden Frage benétigen: Wenn ¢ : (—¢,e) — M
eine horizontale Geodétische ist, was konnen wir iiber die Lage von Ausnahmebléttern
oder aber Bldttern mit trivialer Holonomie, die ¢ schneiden, sagen?

Lemma 2.3.3 — Ist ¢(0) sowohl Héiufungspunkt von Ausnahmepunkten auf c als auch
Hiufungspunkt von i.e.S. requliren Punkten auf ¢, so ist ¢(0) singuldr.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei angenommen, dass € > 0 so klein gewahlt wur-
de, dass zum einen Tub.(Ny) eine globale Tubenumgebung ist, und dass zum anderen
auf ¢|(_.,0) nur Ausnahmepunkte und auf c|( ) nur i.e.S. reguléire Punkte liegen. Dass
letzteres moglich ist, folgt aus Lemma 2.2.3: Liegt ein Ausnahmeblatt innerhalb einer
globalen Tubenumgebung eines anderen Blattes, so sind alle Blétter, die eine hori-
zontale Verbindungs-Geodétische dieser Blétter treffen, Ausnahmeblétter. Ferner sei
angenommen, dass Ny ein Ausnahmeblatt ist.

Nun sei € Yy Ne mit d(x, ¢(0)) = §. Das zugehérige Blatt N, schneidet die Tube
Tub. (No) mehrfach, ndmlich an,-mal (fiir dies und alles Weitere siehe auch die nach-
folgende Skizze). Alle diese Schnittpunkte {z;} mit einer Scheibe durch ¢(0) liegen auf

der Abstandssphiire SE(O) (Bemerkung (iv) zu Lemma 2.2.1). Es gilt y := ¢(—%) € Zaus
und natiirlich d(z,y) = 5. Wir verschieben diesen Abstand entlang des Blattes IV,
zu den verschiedenen Punkten {z;}. Es folgt, dass auch das Ausnahmeblatt N, die
Tube Tub.(Ng) mehrfach trifft; wegen der Abstandsbedingung zu Ny miissen auch
die Schnittpunkte {y;} von N, mit der Scheibe durch ¢(0) auf der Abstandssphére

SZ(O) liegen. Aus d(z,y) = § = d(x;,y;) fir alle i folgt weiterhin, dass y; jeweils
4
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2 Figentlich eingebettete Blatter

der Antipodenpunkt zu x; ist. Aber N, ist ein Ausnahmeblatt, also treffen i.e.S. re-
gulédre Blétter eine globale Tubenumgebung von IV, mehrfach. Diese Umgebung kénnen
wir nun so klein wéhlen, dass weder ¢(0) noch einer der Punkte z; darin enthalten
ist. Ein i.e.S. reguléires Blatt, das eine solche Tube ay,-mal schneidet, schneidet die
globale Tube Tub.(Ny) um Ny dann also mindestens an,an,-mal, ein Widerspruch.

g

Zwar haben wir von Anfang an die Menge 3,5 ein Stratum genannt, aber uns bisher
noch nicht klar gemacht, dass diese intuitive Begriffswahl (modulo Zusammenhangs-
komponenten) im genauen Sinn der Definition auch angebracht ist. Es sei hier zunéchst
kurz wiederholt, was man unter einer Stratifizierung einer Mannigfaltigkeit versteht:

Eine lokal endliche Partition einer Mannigfaltigkeit M in lokal abgeschlossene, zu-
sammenhéingende Untermannigfaltigkeiten M; (i € I) von M, die Strata, heifit eine
Stratifizierung, falls folgende Bedingung erfiillt ist: Fiir jedes ¢ € I gilt fiir den Ab-
schluss M; in M, dass

M, = M; U U M;, wobei I; € I'\ {i} und dim M; < dim M; fiir alle j € I;.
JEL;

Man nennt diese Partition eine Whitney-Stratifizierung, falls zusétzliche Regularitéits-
bedingungen erfiillt sind:

a) Fir jedes i € I,j € I; und jede Folge {x,} C M; mit lim, .o 2, = € M; und
lim, o0 T, M; = L im Grassmannbiindel von T'M gilt: T, M; C L.

b) Sind {z,} eine Folge wie in a) und {y,} eine Folge im Grenzstratum M so, dass
limy, = z und y, # x, fiir alle n, dann ist jede Grenzgerade der eindimensionalen
Unterrdume R - A(zy,, y,) von T, M fiir n — oo enthalten in L. Dabei ist \ ein Dif-
feomorphismus von einer offenen Umgebung der Diagonalen in M x M auf eine offene
Umgebung des Nullschnittes in 7M. (Die Menge der Grenzgeraden héngt offensichtlich
nicht von der Wahl von A ab.)
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2.3 FEine Stratifizierung von Y., und von M

Fiir den Spezialfall, dass eine singuldre Riemannsche Blatterung die Orbitblatterung
einer eigentlichen Gruppenwirkung ist, ist bekannt, dass die Unterteilung in Orbittypen
die Bedingungen an eine Whitney-Stratifizierung erfiillt. Wir vermuten, dass dies auch
im Allgemeinen fiir eine singulére Riemannsche Blétterung mit eigentlich eingebetteten
Blédttern der Fall ist.

Hier zeigen wir, dass diese Unterteilung in Blatttypen zumindest eine Stratifizierung
ist; die wichtigste Zutat dafiir ist das folgende Lemma:

Lemma 2.3.4 — Ist p Héaufungspunkt von Ausnahmepunkten {p;}°, und nicht sin-
guldir, so ist Ny, ein Ausnahmeblatt, und es gilt fiir den Typ des Blattes:

an, > limsup{ay, }, wobei ay, := an,, -

Ferner ist die Funktion x — ay, entlang jeder horizontalen Geoddtischen ¢ C ¥ays bis
auf isolierte Punkte konstant, d.h. fast alle Bldtter, die ¢ schneiden, sind vom gleichen
Typ, die tibrigen sind von hoherem Typ.

Beweis. Zu jeder Tubenumgebung von p gibt es ein ig € N, so dass die Ausnah-
mebldtter {Np, }i>i, die Tubenumgebung schneiden. Damit gibt es fiir jedes i > 1o
regulidre Blétter, die diese Tubenumgebung mindestens ap,-mal schneiden, némlich
i.e.S. reguldre Blétter, die sehr nahe an N,, liegen und dessen Typ definieren. Da die
Blétter eigentlich eingebettet sind, ist die Zahl a, und damit auch die rechte Seite der
Ungleichung endlich, und es folgt die erste Behauptung.

Beschrinken wir uns auf eine zusammenhéngende Teilmenge U C Y45, s0 kénnen
wir darin die Menge der Ausnahmeblédtter von minimalem Typ betrachten; es folgt aus
dem eben bewiesenen, dass diese Menge offen in U ist. Mit den Methoden des Bewei-
ses zu Proposition 2.2.2 (Tubenumgebungen dritteln, Absténde verschieben, iterieren)
sieht man leicht, dass diese Bldtter aufgefasst werden koénnen als reguldr in U, d.h. in
Tubenumgebungen von Ausnahmeblédttern hoheren Typs miissen diese mehrfach vorbei
kommen. Héufen sich also entlang einer horizontalen Geodétischen in ¥, zwei ver-
schiedene Typen von Ausnahmebléttern, so konnen wir den Beweis des Lemmas 2.3.3
auf diesen Fall {ibertragen und es folgt, dass der Haufungspunkt singulér sein muss, ein
Widerspruch. O

Mit diesem Lemma folgt sofort

Proposition 2.3.5 — Die Unterteilung von Y,ys beziigliches des Typs der Bldtter

Yaus = UaN{N ist vom Typ an}

ist eine Stratifizierung. O

Wie in Kapitel 1 erwéhnt, ist nach Molino die Unterteilung von (M;F) beziiglich
der Dimension der Blétter eine Stratifizierung. In Verbindung mit Lemma 2.3.4 und
Proposition 2.3.5 folgt schliefflich:

Satz 2.3.6 — Die feinere Unterteilung von (M, F) in die Menge der i.e.S. reguldren
Blitter, Typenstrata der Ausnahmeblitter und Dimensionsstrata der singuldren Blitter
ist eine Stratifizierung. O
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3 Die Eigenschaft ,,ohne horizontal konjugierte
Punkte*

Nach den allgemeinen Aussagen iiber singulidre Riemannsche Bliatterungen im zweiten
Kapitel stellen wir von nun an die weitere Forderung an die Blatterung (M, F), sie moge
keine horizontal konjugierten Punkte haben. Diese Einschrénkung erweist sich als dank-
bare Moglichkeit, Aussagen iiber die globale Geometrie der Bldtter zu machen: Satz
3.2.3 gibt eine dquivalente, sehr geometrische Beschreibung dieser Bedingung, ndmlich
dass singulidre Punkte genau die Fokalpunkte sind. Damit kénnen wir schliefflich die
im vierten Kapitel diskutierte Tautheit der reguldren Blédtter beweisen. Ein Beispiel
fiir singuldre Riemannsche Blédtterungen ohne horizontal konjugierte Punkte ist die
Orbitblatterung einer variationell vollstandigen, isometrischen Wirkung.

Zeitgleich und unabhingig von der vorliegenden Arbeit untersuchten Lytchak in
[Ly07a], [Ly07b], sowie der selbe in Zusammenarbeit mit Thorbergsson in [LThO07],
aber auch Alexandrino und Tében in [AT07] singulére Riemannsche Blatterungen teils
unter den selben Zusatzvoraussetzungen mit teilweise gleichen und umfassenderen Er-
gebnissen wie in diesem dritten Kapitel.

Fiir Proposition 3.1.5 vereinfacht die Einschréinkung auf Blétterungen ohne horizon-
tal konjugierte Punkte den Beweis wesentlich und macht ihn insbesondere geometrisch
anschaulich. Korollar 3.1.6 wird in [AT07] nur fiir Blétter mit trivialer Holonomie ge-
zeigt; die Verallgemeinerung auf alle Blatter beruht auf dem Trick, Homothetien nicht
nur entlang von Normalenvektorfeldern sondern als global in einer Tube definiert zu
betrachten. Dass bei singuldren Riemannschen Blédtterungen ohne horizontal konjugier-
te Punkte die singuldren Punkte genau die Fokalpunkte mit Indizes wie in Proposition
3.2.2 sind, wird mit anderen Methoden in [LThO7] gezeigt; einzig die Riickrichtung in
Satz 3.2.3 ist in jener Arbeit nicht zu finden.

Ausgangspunkt dieses Teils der Arbeit ist der Artikel [LTh05], in dem der Begriff
von horizontal konjugierten Punkten das erste Mal eingefiihrt wird. Es gibt zwei, nicht
offensichtlich dquivalente Definitionen:

(Def. I) Eine singulidre Riemannsche Bléatterung (M, F) heit ohne horizontal konju-
gierte Punkte, falls fiir alle horizontalen Geodétischen v C M und alle horizontalen
Jacobifelder X entlang ~ gilt: Gibt es zwei Punkte ¢1,%2 in denen X tangential zum
entsprechenden Blatt ist, d.h. X(t1) € Ty, Ny, und X (t2) € Ty, Vi, so ist X immer
tangential zu den von v getroffenen Bldttern. Dabei ist ein horizontales Jacobifeld ein
Variationsvektorfeld von + einer Variation durch horizontale Geodétische.

(Def. II) Eine singuldre Riemannsche Blétterung hat die Eigenschaft ohne horizontal
konjugierte Punkte, falls fiir alle Blidtter N und alle Geodétischen ~ senkrecht zu N
gilt: Jedes N-Jacobifeld J entlang ~y, das tangential zu einem anderen Blatt als IV ist,
ist zu jedem von - getroffenen Blatt tangential.

Es ist leicht zu sehen, dass die erste Definition die zweite enthélt. Im Folgenden arbeiten
wir durchgehend mit der scheinbar enger gefassten zweiten Definition. Die Aquivalenz
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der beiden Definitionen wird in [LThO7] gezeigt.

Wir nennen einen Punkt ¢ € M entsprechend der zweiten Definition horizontal kon-
jugiert zu p falls es eine horizontale Geodétische v : [0,1] — M mit y(0) = p,v(1) = ¢
und ein N,-Jacobifeld J entlang v gibt, so dass J(0) € T,Np, J(1) € T,;N,, aber J ist
nicht zu jedem von ~ getroffenen Blatt tangential.

3.1 Tangentiale Jacobifelder; Homothetien

Es sei (M, F) eine singulére Riemannsche Bldtterung. Ferner sei v eine Geoditische, die
orthogonal zu einem und damit zu allen von ihr getroffenen Bléttern ist. Entsprechend
der Notation in [LThO5] definieren wir:

J = U{J | J ist Np-Jacobi-Feld zu v} und K := ﬂ{J | J ist Np-Jacobi-Feld zu v},
t t

wobei ¢ den Definitionsbereich von « durchlduft. Es gilt, dass K ein Vektorraum ist, J
ist es im Allgemeinen jedoch nicht.

FEin Jacobifeld J entlang v nennen wir diberall tangential, wenn es fiir alle ¢ tangential
zum Blatt N; ist:

J(t) € Ty Ny fiir alle t.

Insbesondere ist jedes Jacobifeld J € K iiberall tangential. Es stellen sich die folgenden
Fragen:

4 Ist ein iiberall tangentiales Nyp-Jacobifeld entlang ~ schon in K enthalten, also ein
Ni-Jacobifeld fiir jedes von v getroffene Blatt N;?

4 Spannen die iiberall tangentialen Jacobifelder in jedem Punkt (¢) den Tangential-
raum 7%,y Ny auf?

Die zweite Frage wird in [LTh07], Abschnitt 4.5, fiir singulédre Riemannsche Blétte-
rungen (ohne die Zusatzvoraussetzung ,,ohne horizontal konjugierte Punkte*!) wie folgt
beantwortet:

Lemma 3.1.1 — Es sei (M, F) eine singulire Riemannsche Blitterung, und es sei
v i (—00,00) — M eine horizontale Geoddtische. Ferner sei W7 der Raum von hori-
zontalen Jacobifeldern entlang v, die von Variationen stammen, in denen alle Geoddti-
schen zum selben Zeitpunkt das selbe Blatt wie v treffen. Dann spannt W7 in jedem
Punkt t € (—o0,00) den Tangentialraum des Blattes Ny auf:

{J(t) | J e W’Y} = T'y(t)Nt-
Insbesondere gilt J(t) € TN fir alle t.
Die erste Frage ist zumindest fiir singuldre Riemannsche Blédtterungen ohne hori-
zontal konjugierte Punkte positiv zu beantworten, sieche Lemma 3.1.3. Dieses Lemma

vervollstéindigt den Beweis von Proposition 3.1.2 (Proposition 3.1 in [LThO05]).

Proposition 3.1.2 — In der Notation wie oben gilt T, )Ny = {J(t) | J € K}.
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3.1 Tangentiale Jacobifelder; Homothetien

Im genannten Artikel wird Folgendes bewiesen: Zu jedem ty aus dem Definitionsbe-
reich von v und zu jedem v € T4V, existiert ein Ny,-Jacobifeld J, das in jedem
Punkt 7(t) tangential zum entsprechenden Blatt ist. Dazu wird innerhalb einer Tube-
numgebung von y(tg) eine Kurve a C N, mit &(0) = v mit Hilfe der lokalen Riemann-
schen Submersion 7y, hochgehoben in ein nahes Blatt B. Die Verbindungsgeodétischen
dieser beiden Kurven bilden eine horizontale Variation f : (—¢,e) x R — M von 7. Das
zugehorige Jacobifeld J entlang v ist zweimal tangential, ndmlich an NV, sowie an B,
also nach Voraussetzung iiberall tangential.

Da die Kurve o ganz im Blatt Ny, verlduft, erhalten wir sogar eine Familie von Jaco-
bifeldern Js (zu den Geodétischen fy(-)), die fiir alle ¢ tangential zu den Blittern Ny,
sind. Mit dieser Notation gilt fiir singulére Riemannsche Bliatterungen ohne horizontal
konjugierte Punkte

Lemma 3.1.3 — Fualls J ein Ny,-Jacobifeld ist, das zu jedem Blatt durch v tangential
ist, so ist J schon ein Ni-Jacobifeld fiir alle teR, dh JeK.

Beweis. Es sei t fest gewihlt. Wir definieren ¢ : (—¢,e) — M, c(s) := f(s,t), als den
Weg durch die Variation f zum festen Zeitpunkt . Dann gilt

Wir zeigen nun — gegebenenfalls nach Verkleinerung von € —, dass fiir jedes s € (—¢, ¢)
die Geodétische fs(-) in der Variation f von « das Blatt N zum Zeitpunkt ¢ trifft. Dazu
sei sp € (—¢,¢) ein Punkt mit der Eigenschaft:

dim(Ne(sy)) = max{dim(N)) | s € (—¢,¢)}.

O.B.d.A. liege sp im Intervall (—¢,0). Zu diesem Punkt sy gibt es eine Umgebung
in M, die nur von Bléttern gleicher oder hoherer Dimension geschnitten wird. We-
gen Maximalitit der Blattdimension in ¢(sg) entlang c¢ existiert also ein d so, dass
cl(s9—8, 50+8) C Ldim( Netsg))® Die Einschrinkung der singuldren Riemannschen Blétte-
rung F auf ein Stratum, hier also Yqin Ne(sg))? ist eine reguldre Riemannsche Blitte-
rung; fiir diese kénnen wir folgern, dass ein zu den Bléittern tangentialer Weg in einem
festen Blatt verléuft:
Es existiert zu ¢(sp) eine in diesem Punkt zentrierte lokale Karte

Y:Uy, =V xWcCRFxR"™F
so dass 1 (Us, N Ng,) C R¥, und fiir jedes Blatt N mit N N Us, # 0 gilt:
V(N NU,,) C R* x {isolierte Punkte}.

Wir schreiben die Verkettung der Abbildungen ¢ oc : (so — 6,80 +0) — V x W
komponentenweise als (c1,c2). Da ¢(s) € T, (59) Ny, (so)> folgt ¢2 =0 und c(s) € Ny, fiir
alle s € (so — 9, so +9).

Es sei nun 6 maximal, so dass c|( 50—, 50+5) im Blatt N, enthalten ist. Dieses In-
tervall muss offen sein wegen oben genannter Umgebungsdarstellung. Was passiert im
Randpunkt ¢(sgp + 5)7 Auch hier betrachte man eine Tubenumgebung des entsprechen-
den Blattes. Die Stiicke aller Blétter in dieser Umgebung liegen in Tuben um das Blatt

NC(SO L5y insbesondere ist ihr Abstand lokal konstant. Da c|[507s0 +5] kompakt ist, gibt
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3 Die Eigenschaft ,ohne horizontal konjugierte Punkte“

es nur endlich viele Stiicke, in denen c in dieser Zeit verlduft. Damit existiert eine po-
sitive Zahl p so, dass der Abstand von ¢(sg + ) zu ¢(s) fiir alle s € [sg, so + 0) groBer
oder gleich p ist, ein Widerspruch zur Stetigkeit von c. Es folgt, dass ¢ auf dem ganzen

Intervall (—¢,¢) im Blatt N, = Ny = N; verliuft.
Weil fq(-) fiir jedes s orthogonal zu Ny, ist, ist fs(-) auch orthogonal zu N;, denn die
Blétterung ist Riemannsch. Damit ist f eine N; -Variation, und J also N; -Jacobifeld.
O

Im Beweis haben wir, ohne die Einschrankung ,,ohne horizontal konjugierte Punkte*
zu benutzen, gezeigt:

Proposition 3.1.4 — Fliir eine singulire Riemannsche Blitterung (M,F) gilt: Ei-
ne Kurve ¢ C M, die diberall tangential zu den Bldttern verlduft, d.h. fir alle s gilt
é(s) € To(s)Ne(s), liegt ganz in einem festen Blatt. O

Mit Hilfe der Proposition 3.1.2 lésst sich nun folgern, dass singulére Punkte auf einer
zu den Blédttern senkrechten Geodétischen, die ein regulires Blatt trifft, isoliert liegen.
Weiterhin existieren damit die in 1.1.3 definierten Homothetien auch fiir negative A.

Proposition 3.1.5 — Fiir eine singulire Riemannsche Bldtterung ohne horizontal
konjugierte Punkte gilt:

(i) Auf einer horizontalen Geoddtischen gilt bis auf isolierte Punkte

dim N,y = max{dim N, | s € R}.

(i) Die homothetischen Transformationen hy existieren auch fir negative A, und die-
se respektieren die Blitterung. Insbesondere erhdilt also die Spiegelung an einem
Blatt die Bldtterung.

Beweis. Zu (i): Es sei (o) ein Punkt, in dem die Geodétische 7 ein Blatt maximaler
Dimension (entlang -y) senkrecht trifft, v(¢1) sei ein Punkt niedrigerer Dimension. We-
gen der Maximalitdt der Blattdimension in v(¢g) kann ¢; zunéchst so gewahlt werden,
dass Vljt,t) C Edim(Nyy)- L1 v(t1) existiert eine Tubenumgebung des Blattes Vi, in
der nur gleich- oder héherdimensionale Blétter liegen; deren Radius in Normalenrich-
tung sei p. Weiterhin betrachten wir das Stratum Xgim(x,,)- Nach [Mol88], S. 196, ist
der Schnitt der Tubenumgebung mit dem Stratum eine Vereinigung von geodétischen
Bogen der Lénge 2p, die senkrecht auf Ny, stehen. Auch ~ trifft das Blatt Ny, in v(¢1)
senkrecht, also gilt

’Y|(t17p,t1+p) C Edim(N,gl) oder (’Y|(t17p,t1+p) \ {’Y(tl)}) N 2dim(Ntl) = 0.

Ersteres fiihrt zum Widerspruch, da 7|[t07t1) C Xdim N, - Mit der Existenz positiver
Homothetien folgt, dass ein offenes Intervall mit Mindestldnge p ,,nach“ dem singuléren
Punkt (1) ganz in einem Stratum liegt, in dem die Dimension der Blétter hoher ist
als dim(Ny,). Es bleibt also zu zeigen: Es existiert € < p, so dass y(t1 4+ €) € Xgim Nig -

Die entlang v maximale Dimension der Blétter sei mit k bezeichnet, die des Blattes
Ny, mit [. Betrachten wir die Scheibe der Tubenumgebung des Blattes IV;, durch den
Punkt ~(¢1). Der Schnitt dieser mit einem Blatt Ny, _. (bzw. eine Zusammenhangs-
komponente davon) ist (k — [)-dimensional und liegt in einer (dim(M) — [)-Sphére um
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3.2 Singuldre Punkte und Fokalpunkte

v(t1). Nehmen wir alle Geodiitischen, die in «(¢1) beginnen und zur gleichen Zeit wie
v in N¢, . enden, so erhalten wir eine (k — [)-dimensionale Variation durch Geodéti-
sche, die senkrecht auf Ny, _. und damit auf jedem getroffenen Blatt stehen. Da die
Mannigfaltigkeit vollsténdig ist, sind die Geodétischen fortsetzbar; die negativen Start-
vektoren sind tangential zu den negativen Kurven und spannen insbesondere auch eine
(k —1)-dimensionalen Untermannigfaltigkeit von T’ )M auf. Da wir uns innerhalb der
Tubenumgebung befinden, ist die negative Variation bis ¢; + ¢ immer noch (k — [)-
dimensional und wir kénnen die Existenz eindeutiger Geodétischer zu beliebigen zwei
Punkten voraussetzen. Damit ist das zum Zeitpunkt ¢ + € getroffene Blatt mit obiger
Aussage, dass Geoditische einer Variation zu einem festen Zeitpunkt in einem Blatt
sind, mindestens und nach Voraussetzung hochstens k-dimensional, also maximal.

Zu (ii): Der unter (i) gefithrte Beweis zeigt die Existenz der homethetischen Transfor-
mation h_j, also der Spiegelung (geniigend nahe liegender Blétter) an Ny, . Verkettung
mit positiven Homothetien liefert die Behauptung. O

Korollar 3.1.6 — FEs sei N ein beliebiges Blatt in M mit globaler Tubenumgebung
Tub:(N). Dann sind die homothetischen Transformationen

hy: SN — 5%%

(sofern A € (—e, ) und § definiert sind) Diffeomorphismen zwischen Blittern, d.h. fir
ein beliebiges Blatt L1 C Sév ist hyx(L1) =: Ly ein Blatt und hy-1(L2) = L.

Beweis. Aus Proposition 3.1.5 folgt, dass h) lokal offene Mengen von L; diffeomorph
auf offene Mengen in anderen Blittern abbildet. Das Bild hy(c) eines beliebigen Weges
¢ :]0,1] — Ly verlduft tangential zu den Bléttern, weil die entsprechende Variation
durch horizontale Geoditische, entlang der h)|. definiert ist, in L sowie in N tangential
ist. Also bildet h) das Blatt L; in ein anderes Blatt Lo ab. Ferner ist hy : L1 — Lo
injektiv, da innerhalb einer globalen Tubenumgebung definiert.

Angenommen, es gibt einen Punkt « € Lo, der im Abschluss von hy(L1) enthalten ist,
aber nicht im Bild von hy. Dann gibt es eine Variation durch horizontale Geodé&tische
von Ly durch N, deren Endpunkte in Lo gegen x konvergieren. Die Grenzkurve dieser ist
eine Geodéatische v, die in L; beginnt und wegen Stetigkeit horizontal ist und N trifft.
Also ist v(0) € Ly Urbild von z unter hy. Damit ist hy(L1) offen und abgeschlossen in
Lo, also gleich L. O

Bemerkung — In [ATO07] sowie in [LThO7] wird gezeigt, dass die Spiegelung in einer
lokalen Tubenumgebung auch im Allgemeinen die Blitterung respektiert. Da offene
Mengen auf offene Mengen abgebildet werden, kann die Verklebung solcher lokalen Ab-
bildungen innerhalb einer globalen Tubenumgebung nicht die Blédtter wechseln, also
konnen wir mit Hilfe des Satzes 2.1.1 verallgemeinern: Bei einer singuldren Riemann-
schen Bldtterung mit eigentlich eingebetteten Bldttern sind die innerhalb von globalen
Tubenumgebungen definierten Homothetien Diffeomorphismen zwischen den Bldttern.

3.2 Singulire Punkte und Fokalpunkte

Der vorige Abschnitt hat zwei wichtige Eigenschaften singulérer Riemannscher Blétte-
rungen ohne horizontal konjugierte Punkte gezeigt: Singuldre Punkte liegen entlang
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3 Die Eigenschaft ,ohne horizontal konjugierte Punkte“

zu den Bldttern senkrechter Geodétischer isoliert, falls diese mindestens ein regulédres
Blatt treffen, und die iiberall tangentialen Jacobifelder spannen in jedem Punkt den
Tangentialraum zum entsprechenden Blatt auf. Damit lassen sich nun Fokalpunkte von
Bléttern genauestens charakerisieren.

Es sei im Folgenden (M, F) eine singulire Riemannsche Blidtterung ohne horizontal
konjugierte Punkte; es sei v wieder eine Geodétische in M, die zum Zeitpunkt 0 das
Blatt Ny senkrecht trifft. Zusétzlich habe Ny entlang v maximale Dimension. Dann
gilt:

Lemma 3.2.1 — ~(t) ist ein Fokalpunkt von Ny <=  dim N; < dim Ny.

Beweis. ,<*“: Dies folgt klar aus dem Beweis von Proposition 3.1.5: Zu einem Blatt
Nyt nahe bei y(t) finden wir eine (k—1)-dimensionale Variation durch Geoditische, die
in () starten und senkrecht auf den getroffenen Bléttern stehen, so dass die Variation
in Nyye und damit iiberall tangential ist. Ein singulérer Punkt auf v ist also Fokalpunkt
zu jedem von +y getroffenen, hoherdimensionalen Blatt.

,="“: f(s,1) bezeichne eine nichttriviale Variation durch Geoditische, die in Ny senk-
recht starten und und das Blatt NV; in () (senkrecht) treffen. Das zugehérige Jacobifeld
ist tangential in y(0) sowie in (t), also {iberall. Damit ist f(s,#) eine N;-Variation fiir
jedes von v zum Zeitpunkt ¢ getroffene Blatt, mit Fokalpunkt ~(t), falls N; hohere Di-
mension hat als N;. Wir betrachten nun wieder eine Tubenumgebung des Blattes N; um
den Punkt ~(t), in der zu je zwei Punkten eindeutige kiirzeste Verbindungen existieren.
Es sei € so klein gewihlt, dass v(f 4 ¢) in dieser Umgebung liegt. Die Geodétischen der
Variation f(s,t) treffen Ny, immer zum gleichen Zeitpunkt ¢ + ¢, also liegt f(s,t + ¢)
fir alle s in 57 (t), der Normalen-Sphéire mit Radius € um ~(¢). Unter der Annahme,
dass auch N; maximale Dimension habe, hat das Blatt N;,. die gleiche Dimension wie
N¢, und es gilt:

Niye trifft S7 () in héchstens endlich vielen Punkten,

ein Widerspruch dazu, dass die Variation nichttrivial ist und eindeutige Kiirzeste exi-
stieren. Also folgt dim N; < dim Ng. O

Es gilt fiir eine singulédre Riemannsche Blatterung immer, dass singuldre Punkte Fo-
kalpunkte zu nahe liegenden Bléttern sind: Zu einem singuldren Punkt x € L, wéhlen
wir eine Tubenumgebung, auf der exp ein Diffeomorphismus ist. Innerhalb dieser gibt
es ein Stiick eines reguldren Blattes L,, das in einer Tube um L, liegt. Aus Dimensi-
onsgriinden ist L, N.S(x) nicht nulldimensional, dabei sei S(x) die Scheibe von Tub(Ly,)
durch z. Die Menge der geoditischen Verbindungen von p € L, N.S(x) mit = (fiir alle
solche p) liefert eine in x verschwindende, nichttriviale Variation f(s,t) durch Geodéti-
sche, die auf L, senkrecht stehen und dort beginnen; also ist z Fokalpunkt beziiglich
jeder Geoditischen f; zum Blatt L,,.

Bemerkung — Im Allgemeinen kénnen Fokalpunkte in reguldren Bldttern liegen!

Beispiel — (i) ,,Das triviale Beispiel“: Die Sphiire S? mit Standard-Metrik, geblittert
durch Punkte. Dann sind alle Bldtter reguldr, und jede Geoditische ist horizontal.
Konjugierte Punkte sind offensichtlich horizontal konjugierte Punkte und gleichzeitig
Fokalpunkte zueinander.
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3.2 Singuldre Punkte und Fokalpunkte

(ii) Polare Wirkungen kompakter Liegruppen auf kompakten symmetrischen Rdumen
vom Rang 1 besitzen im Allgemeinen globale Schnitte, in denen horizontal konjugierte
Punkte liegen: Jede Geodétische ist geschlossen, Schnitte sind totalgeodétisch, und auf
einer geschlossenen, horizontalen Geodétischen ~, die iiber [0, 1] parametrisiert ist, liegt
der zu v(0) horizontal konjugierte Punkt bei %, fast immer erhilt man also horizontal
konjugierte Punkte in reguléren Blittern (siehe hierzu auch [TTh95]).

(iii) Auch eine isoparametrische Bldtterung der Sphéire S™ ist ein Beispiel fiir eine sin-
gulidre Riemannsche Blédtterung mit horizontal konjugierten Punkten; auch hier liegen
diese fast immer in reguléren Blidttern. Eine mogliche Definition ist nach [Te85] bzw.
[PT89] und [HPTSS] die folgende: (S™,F) ist eine isoparametrische Blitterung, wenn
sie singuldr und Riemannsch ist und globale Schnitte besitzt.

Nun aber wieder zuriick zu unserer Situation einer singuléren Riemannschen Bléitte-
rung ohne horizontal konjugierte Punkte. Betrachten wir den Beweis von Lemma 3.2.1
bzw. von Proposition 3.1.5 (i) genauer, so kénnen wir folgern:

Proposition 3.2.2 — Zu jedem singuliren Punkt p in M und jedem reguliren (ge-
nauer: héherdimensionalen) Blatt N gibt es eine Geoddtische v : [0,1] — M mit
v(0) =: ¢ € N,~(1) = p, die senkrecht auf N = Ny steht, so dass p Fokalpunkt von Ny
lings ~v ist mit konstanter Multiplizitdt

v(p) = dim(Ny) — dim(N,).
Insbesondere ist die Multiplizitit von p unabhdngig von der Wahl von ~.

Beweis. Wir fillen das Lot von p auf das beliebig gewihlte regulidre Blatt N: Es sei
v :[0,1] — M eine Geodétische, die senkrecht auf N = N, in ¢ = (0) beginnt und im
singuldren Punkt p endet. Wie im Beweis von Lemma 3.2.1 kann man eine Variation
von v der maximalen Dimension v(p) lokal um p konstruieren und global, also bis in das
Blatt N, fortsetzen. Wére diese in N, nicht auch v(p)-dimensional, so wire ¢ entlang ~
selbst ein Fokalpunkt, ndmlich zu dem Blatt V;y. (in der Notation des obigen Beweises)
— ein Widerspruch dazu, dass N, regulér ist. O

Ist die Blatterung ohne horizontal konjugierte Punkte, so sind Fokalpunkte also sin-
guldr. Umgekehrt sind singuldre Punkte Fokalpunkte. Diese beiden Aussagen lassen sich
kombinieren und verschérfen, so dass wir eine anschauliche Charakterisierung fiir sin-
gulidre Riemannsche Blédtterungen ohne horizontal konjugierte Punkte erhalten. Hierzu
bendotigen wir die in [LThO07] sowie in [AT07] bewiesene Giiltigkeit der Proposition 3.1.5,
Teil (i), fiir singuldre Riemannsche Blatterungen (ohne Zusatzbedinungen).

Satz 3.2.3 — FEine singuldre Riemannsche Bldtterung besitzt genau dann keine hori-
zontal konjugierten Punkte, wenn die singuldren Punkte genau die Fokalpunkte sind.

Dem Beweis des Satzes voran stellen wir noch ein fiir die Riickrichtung benétigtes
Lemma (siehe hierzu auch [Ly07]); es sei vorausgesetzt, dass die singuliren Punkte
genau die Fokalpunkte sind.

Lemma 3.2.4 — Es sei vy : (—o0,00) — M eine horizontale Geoddtische. Gilt fiir
a < b, dass y(b) entlang vy zu y(a) horizontal konjugiert ist, so gibt es fiir jedes geniigend
kleine € > 0 ein 6 > 0 und ein ¢ € (a+ §,b+ ) so, dass y(c) horizontal konjugiert ist
zu y(a+9).
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3 Die Eigenschaft ,ohne horizontal konjugierte Punkte“

Beweis. Es sei 7 die Menge der iiberall tangentialen Jacobifelder entlang ~:
T :={J | J ist Jacobifeld entlang v, J(t) € T, Ni Vit

Analog zu [Wi06], sieche auch [LTh05], erhalten wir ein Biindel V, iiber R, indem wir
T wie folgt in den singuldren Punkten erweitern:

Vi={J) | JeT}®{J(t)|JeT,J({t) =0}

Es gilt {J/(t) | J € T,J(t) =0} = 0, wenn ¢ regulér ist, da nach Voraussetzung Fokal-
punkte nur in singuldren Punkten liegen. Von diesen wissen wir, dass sie isoliert entlang
7 liegen. Damit ist V, ein glattes Biindel, und fiir alle ¢ gilt: dim(V;) = dim(7,) N, ),
wobei (o) ein reguldrer Punkt ist (siche Proposition 3.2 in [LThO05]). Wir definieren
den Horizontalteil H; als das orthogonale Komplement von V; in T,Y(t)Nt und nennen
das entsprechende Biindel H,.

Lytchak und Thorbergsson haben in [LThO05] gezeigt, dass man zu H. eine Morse-
Sturm-Differentialgleichung (siehe hierzu Anhang A) in R* assoziieren kann, so dass
der Losungsraum L derselben gerade die horizontalen Jacobifelder entlang v bestimmt,
die in a verschwinden. Nach dem verallgemeinerten Indexsatz von Morse gilt fiir die
zugehorige Indexform

Lap(V, W) = / "Wy RV W

dass
Ker(Iop) = {Jjap | J € L, J(b) =0} und Ind(Ip) = >  w(t),
te(a,b)

d.h. der Index ist gleich der Summe der zu a horizontal konjugierten Punkte gez&hlt mit
Multiplizititen. Dabei sind V, W aus H}([a,b], R¥), dem Raum der absolut stetigen,
R"™-wertigen Abbildungen auf [a,b] mit quadrat-integrabler Ableitung und Randbedin-
gung V(a) = V(b) = 0; R ist stetig und R(t) ist selbstadjungiert fiir alle ¢. (Fiir Details
siehe [LThO05].)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei nun +(b) der erste konjugierte Punkt zu
v(a). Fiir jedes geniigend kleine ¢ > 0 sei i C H}([a,b + €], R¥) ein maximaler Unter-
raum, auf dem die Indexform negativ definit ist, also

Iop1e(V,V) <O fiir alle V e l.

Die Morse-Sturm-Differentialgleichung und daher auch die zugehérige Indexform sind
stetig abhéngig von den Randbedingungen. Ferner existiert um N, ) eine Umgebung,
in der nur gleich- oder h6herdimensionale Blatter liegen, und es folgt mit dem Indexsatz
fiir alle geniigend kleinen § > 0, dass

Ia+57b+5(f/, f/) <0 firalle Veu,

wobei U C H} ([a+6,b+¢], R¥) mit Randbedingung V (a+6) = V(b+4¢) = 0 ein Unter-
raum der Dimension dim(U) ist. Mit Hilfe des Zwischenwertsatzes und des Indexsatzes
kénnen wir nun folgern:

Jec(atspte) * Y(c) ist horizontal konjugiert zu v(a+d). (%)
O
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Bemerkung — In der Aussage (x) gilt genauer: Fiir den zu 7y(a + ) horizontal kon-
jugierten Punkt v(c) folgt ¢ € [b,b+ ¢).

Nach Annahme liegt zwischen v(a) und ~y(b) kein horizontal konjugierter Punkt, also
gilt fiir alle £ > 0 und alle W € H}([a,b — g],R¥), dass Inp—e(W,W) > 0. War 6 in
(*) geniigend klein gewihlt, so gilt wegen Stetigkeit auch I, 55—2(W, W) > 0. Also hat
v(a +9) auf v|445p) keinen horizontal konjugierten Punkt.

Beweis des Satzes 3.2.3. Mit Blick auf Lemma 3.2.1 bleibt nur noch zu zeigen: Sind
die Fokalpunkte singulér, so folgt, dass die Blétterung keine horizontal konjugierten
Punkte besitzt. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis.

Es sei angenommen, dass horizontal konjugierte Punkte existieren, das heifit: Es gibt
eine horizontale Geodétische v : [0,1] — M, zwei Punkte ¢g,¢t; € [0,1] und ein Ny-
Jacobifeld J entlang v mit J(to) € TNty aber J(t1) ¢ Ty )Ny, - Nach Lemma
3.1.1 existiert ein iiberall zu den Blittern tangentiales Ng-Jacobifeld J entlang ~ mit
J(to) = J(to). Die Differenz J — .J ist ein Ny-Jacobifeld, das in to, aber nicht identisch
verschwindet. Also ist y(tp) ein Fokalpunkt von Njp.

Aus [Wi06] (Anfang Abschnitt 3) kénnen wir folgern, dass fiir das No-Jacobifeld .J —.J
in to gilt: (J —J) (o) € Vs(to) Nto, d-h J — J ist auch ein N, -Jacobifeld. Nun wenden
wir noch einmal das Lemma 3.1.1 an: Es gibt ein J so, dass J — J — J ein nicht-triviales
Ny,-Jacobifeld ist, das in 0 verschwindet. Also ist (0) ein Fokalpunkt von Ny und nach
Voraussetzung singulér.

Lemma 3.2.4 besagt, dass man an horizontal konjugierten Punkten - anschaulich
gesprochen - wackeln kann, d.h. horizontal konjugierte Punkte liegen nicht isoliert.
Jedoch haben wir soeben gezeigt, dass (in der Notation des Lemmas 3.2.4 bleibend)
sowohl «(0) als auch v(0 + §) fiir jedes beliebig kleine 6 > 0 in singuléren Bléttern
liegen miissen. Die singuldren Punkte entlang v liegen aber isoliert, ein Widerspruch!
Damit ist der Satz vollsténdig bewiesen. O

Korollar 3.2.5 — Es sei (M, F) eine singulire Riemannsche Blitterung, so dass die
requldren Bldtter Kodimension eins haben. Dann ist die Bldtterung ohne horizontal
konjugierte Punkte.

Beweis des Korollars. Es sei N ein beliebiges Blatt von F. In [Bol73] wird gezeigt,
dass die kritischen Punkte der normalen Exponentialfunktion exp}v genau die singuléren
Punkte sind, falls die Blitterung ein Blatt mit Kodimension eins besitzt. O

Korollar 3.2.6 — Fine regulire Riemannsche Blitterung hat genau dann keine hori-
zontal konjugierten Punkte, wenn kein Blatt Fokalpunkte besitzt. O
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4 Tautheit

Weiterhin betrachten wir singuldre Riemannsche Blidtterungen (mit eigentlich einge-
betteten Blidttern) ohne horizontal konjugierte Punkte. In diesem Kapitel wollen wir
nun die Topologie regulédrer Blitter genauer untersuchen. Die dazu passende Briicke
zwischen Differentialgeometrie und algebraischer Topologie, die wir begehen werden,
schlagt die Morse-Theorie.

Zunéchst sei an einige im Folgenden benétigte Begriffe erinnert: Es seien (M, g) eine
vollstéindige Riemannsche Mannigfaltigkeit und N — M eine eigentliche Immersion.
Fiir eine Randbedingung B C M x M sei P(M,B) die Menge aller H'-Wege (d.h.
absolut stetige Wege mit quadrat-integrabler Ableitung) ¢ in M mit (¢(0),¢(1)) € B.
Entsprechend ist

P(M,N xp)={c:[0,1] = M in H' | (¢(0),¢(1)) € (N,p)}.

Versehen mit der Metrik
1 1 v v
(V\IWW) = (V(t), W(t))dt + —V,—W )dt
0 o \dt "dt

ist P(M, N x p) eine vollstéindige Riemannsche Hilbert-Mannigfaltigkeit.
Von zentralem Interesse ist nun das Energie-Integral

1
Bys PN xp) = R Byle)i= [ [e(t) .
0

Wihrend néamlich die in der Morse-Theorie auf R™ oder S™ typischer Weise untersuchte
Quadrat-Abstands-Funktion f, : N — R, f(x) = ||z — p||* auf beliebigen Mannigfaltig-
keiten nicht einmal mehr differenzierbar ist, sobald der Schnittort von p nicht leer ist,
ist das Energie-Integral E,, eine Morse-Funktion auf dem Hilbert-Raum P(M, N x p)
genau dann, wenn p kein Fokalpunkt von N ist, also fast immer. Dabei wird nicht
verlangt, dass die Niveaus der kritischen Punkte einer Morse-Funktion unterschiedlich
sind, sondern nur, dass alle kritischen Punkte nicht-ausgeartet sind. E, ist insbeson-
dere nach unten beschrénkt und erfiillt die Palais-Smale-Bedingung. Ferner ist von E,
bekannt, dass ¢ € P(M, N x p) genau dann ein kritischer Punkt ist, wenn ¢ eine pro-
portional zur Bogenlinge parametrisierte Geodétische ist, die in ¢(0) senkrecht zu N
startet. Das Index-Theorem von Morse besagt:

Der Index von E, in einem kritischen Punkt c ist gleich der Summe der Fokalpunkte
von N entlang c|(o,1) gezdhlt mit Vielfachheiten.

Im Raum P(M, N xp) definieren wir fiir alle » € R die folgende Teilmenge von Wegen
mit beschrénkter Energie: N := {c € P(M, N xp) | Ey(c) < r}. Die Zahl pj, kritischer
Punkte vom Index k von Ej, in Ny ist dann endlich. Bezeichnen wir die k-te Bettizahl
von N beziiglich Zo-Koeffizienten mit by, so gelten fiir jedes r die Morse-Ungleichungen

py, > by, fiir alle k.
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4 Tautheit

Eine Morse-Funktion heifit perfekt, wenn fiir alle » und alle k Gleichheit gilt: u;, = by.
Dann also bestimmen die Fokalpunkte von N entlang einer senkrechten Geodétischen
vollstdndig die Topologie des Wegeraumes P(M,N X p). Zum Beispiel vermoge der
Homotopiesequenz fiir Faserungen lassen sich Riickschliisse auf die Topologie der Un-
termannigfaltigkeit N ziehen.

4.1 Taute Einbettungen

Der Begriff der Tautheit wurde fiir immersierte Untermannigfaltigkeiten in R™ und
S™ vermoge der oben genannten Abstandsfunktion eingefithrt: N C R™ (S™) heifit
taut, wenn die Morse-Funktion f, : N — R perfekt ist fiir generisches p. Terng und
Thorbergsson haben in [TTh97] gezeigt, dass dies genau dann der Fall ist, wenn das
Energie-Integral fiir generisches p eine perfekte Morse-Funktion ist. Deswegen verallge-
meinern sie fiir eine beliebige, vollsténdige Riemannsche Mannigfaltigkeit M:

Definition 4.1.1 — Eine eigentliche Immersion N — M heif3t taut, wenn das Energie-
Integral £, : P(M, N xp) — R perfekt ist fiir jeden Punkt p in M, der nicht Fokalpunkt
von N ist. Insbesondere ist ein Punkt ¢ € M ein tauter Punkt, wenn {q} als Unterman-
nigfaltigkeit taut in M ist.

In Anbetracht der Resultate aus dem dritten Kapitel scheint es fiir eine singulére
Riemannsche Blédtterung ohne horizontal konjugierte Punkte Erfolg versprechend, die
Tautheit regulidrer Bliatter zu untersuchen, um die Topologie derselben beschreiben zu
konnen: Wir kennen nicht nur die Fokalpunkte eines regulédren Blattes NV entlang senk-
rechter Geodétischer, ndmlich genau die Punkte aus singulidren Blédttern (Satz 3.2.3),
sondern auch deren Multiplizititen, ndmlich die Differenz der Dimensionen von N und
des entsprechenden singuléiren Blattes (Proposition 3.2.2).

Wie aber lasst sich Tautheit nachweisen? Wir miissen fiir ein Blatt N zeigen, dass das
Energie-Integral E), mit p € ¥,q, perfekt ist, dass also die Morse-Ungleichungen fiir den
Wegeraum P (M, N x p) Gleichungen sind. Deswegen ist es eine mogliche Strategie, fiir
jedes k und fiir jede zu NN senkrecht startende Geodétische vom Index k zu zeigen, dass
es eine ,zugehorige nicht-triviale Klasse der k-ten Homologiegruppe von P(M, N X p)
gibt. Ein Zykel, der eine solche Klasse représentiert, lisst sich in der Tat haufig explizit
aus den in M gegebenen Daten (Fokalpunkte und deren Multiplizitéiten) konstruieren
und wird seiner Funktion entsprechend ergdnzender Zykel, ,linking cycle“, genannt.
Die Idee dieser Konstruktion geht zuriick auf Morse selbst, siche [Mor34], S. 244ff, und
wurde vielfach erfolgreich zum Nachweis von Tautheit angewandt:

= In [STh71], S. 59ff, werden so ergéinzende Zykel auf Sphiren konstruiert;
= Bott und Samelson zeigen damit in [BS58] die Tautheit variationell vollstdndiger
Wirkungen;
> Gorodski und Thorbergsson konstruieren explizite Zykel fiir bestimmte taute, nicht
variationell vollstdndige Darstellungen in [GTh02].
= Eine Anwendung findet sich in [Th83] fiir Dupinsche Hyperflichen,
= in [Ew98] eine fiir dquifokale Untermannigfaltigkeiten.
Eine sehr gute Referenz fiir dieses Thema ist das Buch von Palais und Terng, [PT89],

insbesondere Kapitel 8 fiir Tautheit, Kapitel 9 als Einfithrung in die Morse-Theorie,
Kapitel 10 zur Konstruktion der ergénzenden Zykel.
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4.1 Taute Einbettungen

Auch wir werden im néichsten Abschnitt ergdnzende Zykel beziiglich Zs-Homologie
von P(M, N x p), N ein regulédres Blatt von (M, F), explizit konstruieren. Der Morse-
theoretische Ansatz dazu ist der gleiche wie in [BS58] und [Th83]:

Wie eben sei

N; ={ce P(M,N xp) | Ey(c) <r}

sowie

Ny~ ={ce P(M,N xp)| Eyc) <r}.

Es ist bekannt, dass ./\/];’ homotopiedquivalent zu ./\/'pr ~ ist, wenn r kein kritischer Wert
ist. Ist letzteres der Fall, so gibt es ein £ > 0, so dass

Hk‘(-/\/’;:a-/\/z‘_a) = év

wobei i die Zahl der kritischen Punkte von F), mit Index £ und Wert r ist. Aus der
langen exakten Homologie-Sequenz fiir Raumpaare folgt, dass E, genau dann perfekt
ist, wenn

Hy(N7) — Hy(N7,NT79) (*)

surjektiv fiir alle k ist.
Es sei v ein kritischer Punkt von £, mit Wert r, und es seien

1>t1>...>tk>tk+1:0

so, dass {7(t;)}¥_, genau die Fokalpunkte von N entlang + sind. Dann gilt

ind(7) = 3 v(1(t)-

=1

Um die Surjektivitét von (%) zu zeigen, geniigt es nach den oben genannten Artikeln,
fiir jedes solche v eine kompakte, ind(7y)-dimensionale Mannigfaltigkeit K mit einer
glatten Abbildung

A: K — P(M;N xp)
zu konstruieren, die die folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) A(mg) = ~ fiir genau ein 2y € K, und es gibt eine Umgebung U von ~ so, dass
Alx-1(vy injektiv ist,

(ii) ~y ist der einzige kritische Punkt von E, im Bild von A, und
(iii) Ep(A(z)) < Ep(y) =r fiir alle x € K.

Denn: Das Bild A\(K) ldsst sich dann entlang des negativen Gradientenflusses von E,
in einen glatten Zykel Z., in P(M, N x p) deformieren, der eine nicht-triviale Klasse in
Hina(y) (N, reprisentiert. Wegen der Bedingungen (i) und (ii) ist auch deren Bild unter
(%) nicht-trivial (dies ist mit der , Zugehérigkeit* oben gemeint). Fiir jeden kritischen
Punkt « ist also Z, ein ergéinzender Zykel, Hy(Ny) — Hy(N, N, ~¢) ist dann fiir jedes
k surjektiv, und aus der Beliebigkeit von p,r und ~ folgt die Tautheit von N.
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4 Tautheit

4.2 Die Topologie singuldrer Riemannscher Blitterungen
ohne horizontal konjugierte Punkte

Nun sind geniigend Werkzeuge zusammengestellt, um ebendiese Blétterungen auf Taut-
heit hin zu untersuchen. Zu Beginn beschranken wir uns auf den ,einfachsten“ Fall,
nédmlich kritische Punkte v des Energie-Integrals F, vom Index eins. Daran kann man
den Weg fiir die allgemeinere Konstruktion — und auch die Schwierigkeiten — schon
erkennen. Existieren zu einem Blatt N fiir alle reguldren Punkte p € M ergénzende
Zykel fiir jeden kritischen Punkt vom Index eins in P(M, N X p) so nennt man das
Blatt 0-taut. Wir zeigen:

Satz 4.2.1 — FEs sei (M,F) eine singulire Riemannsche Blitterung ohne horizontal
konjugierte Punkte auf einer vollstindigen Riemannschen Mannigfaltigkeit M. Dann
sind die reguliren Bldtter von (M, F) 0-taut.

Bemerkung — Die im nachfolgenden Beweis ausgefithrte Konstruktion des Zykels
geht genauso fiir jedes regulidre Blatt N und jede horizontale Geodétische mit nur
einem kritischen Punkt, welcher aber beliebigen Index haben kann.

Beweis. Es seien N ein regulédres Blatt und « : [0,1] — M ein kritischer Punkt
von FE), wie oben. Also ist 7 eine horizontale Geodétische, und sie besitzt genau einen

Fokalpunkt ~(p) der Multiplizitdt eins. Wir miissen dazu einen 1-Zykel in Nf ™) kon-
struieren.

Der Punkt «(tp) ist nach Satz 3.2.3 singulér. Deshalb folgt in Verbindung mit Lemma
2.3.3 und Lemma 2.3.4, dass bis auf isolierte Punkte alle Punkte entlang /(g 4] gleichen
Typs sind. Ferner sind jene Ausnahmepunkte von héheren Typen als die iibrigen.

Es sei Tub.(N¢,) eine globale Tubenumgebung. Wir wéhlen 6 < ¢ so, dass y(tg — J)
ein i.e.S. reguldrer Punkt bzw. ein Punkt minimalen Typs entlang ~ ist. Dann ist
Ny(to—s5) N Se(7v(to)) eine kompakte, eigentlich eingebettete Untermannigfaltigkeit der
Dimension v(y(tp)) = 1 von Ny, _s). Ist diese nicht zusammenhéngend, so wihlen
wir die Zusammenhangskomponente — topologisch eine S! —, die v(tg — ) enthilt, und
nennen diese K. Es sei

f(s,to) = vy(tp) fur alle s € K

f: K x[0,to] — M, so dass { und K = {f(s,to — 6) | s € K},

die eindimensionale, glatte Variation durch horizontale Geodé#tische gleicher Linge wie
Ylj0,to]- Diese Variation ist eindeutig, denn die Geodétischen-Stiicke fs|[;,—s,) sind fiir
alle s Kiirzeste in M von K nach v(to).

Der Weg durch die Variation zum Zeitpunkt to — 4 ist zum Blatt N, _s) tangential,

trivialer Weise ist auch % f(s,to) fiir alle s tangential zum Blatt Ny,. Also folgt

aasf(s, t) € Tt 1y Ny ) fiir alle s und alle ¢;

und mit Proposition 3.1.4 gilt f(s,0) € N fiir alle s. Ferner ist die Menge
{f(s,0)| se K} CN

eine kompakte Untermannigfaltigkeit (i.A. nicht mehr eigentlich eingebettet) von N als
stetiges Bild von K wie folgt:
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4.2 Die Topologie singulidrer Riem. Blatterungen ohne horizontal konjugierte Punkte

Wir iiberdecken 7|[g 4,—s) mit globalen Tubenumgebungen &hnlich wie im Beweis von
Satz 2.1.1. Dazu wahlen wir als Zentren der globalen Tubenumgebungen zum einen das
Blatt N sowie genau die Blétter, die hoheren Typ als N, _s) haben und falls notig
noch ein paar i.e.S. regulire Blitter (bzw. Blitter vom gleichen Typ wie N, ,_s)),
so dass jeder Punkt von 7\[07,50_5] in genau einer oder im Schnitt von genau zwei die-
ser Tubenumgebungen liegt. Gleiches gilt dann fiir alle Punkte f(s,t)|o4,—s)- Die Zen-
trumsblitter seien N = No, N1, ..., Ny # Ny4o—s), aber Ny, _5) C Tub(N;). Innerhalb
globaler Tubenumgebungen definierte Homothetien sind nach Korollar 3.1.6 Diffeomor-
phismen, und mit Hilfe dieser Homothetien entlang der Geoditischen f4(t) bilden wir K
sukzessive von N,y _s) in ein Blatt (gleichen Typs) im Schnitt Tub(N;.) N Tub(N,—1),
dann in ein gleiches Blatt in Tub(V,_1) N Tub(/N,_2), usw. bis schlieBlich in ein Blatt
L im Schnitt Tub(N7)NTub(Np) ab. Das Bild von K im Blatt L, d.h. genau die Menge
{f(s,t) | s € K,y(t) € L}, miissen wir im letzten Schritt vermoge der orthogonalen
Projektion 7wy | : L — N nach {f(s,0) | s € K'} abbilden, weshalb im Allgemeinen die
Einbettungs-Eigenschaft verloren geht.

Nun definieren wir eine injektive, glatte Abbildung A : K — P(M, N X p) vermoge

. fs(8), t € [0,t],
A(s)(t) = { y(t), t € [to, (1]]-

Das kompakte Bild A(K) ist ein injektiver Zykel der Dimension v(vy(tp)) in /\/;E ™)
bestehend aus gebrochenen Geodétischen immer gleicher Linge und damit gleicher
Energie. Die einzige nicht-gebrochene Geodétische ist offensichtlich v selbst. Dass die
Untermannigfaltigkeit A\(K) C P(M, N x p) glatt ist, folgt aus dem Beweis der analogen
Aussage fiir P(M, q x p), der zum Beispiel in [Mi63], S. 88ff, gefiihrt wird. Damit sind
die Bedingungen (i) bis (iii) erfiillt, und wir haben Ergénzbarkeit von 7 gezeigt. O

Toben hat in [To04] gezeigt, dass eine singulire Riemannsche Blitterung mit eigent-
lich eingebetteten Bldttern und mit Schnitten in einem einfach zusammenhéngenden
symmetrischen Raum keine Ausnahmeblétter besitzt. Mit Hilfe des soeben Bewiesenen
ldsst sich diese Aussage wie folgt verallgemeinern:

Satz 4.2.2 — Ist M eine vollstindige, einfach zusammenhdngende Mannigfaltigkeit,
und ist (M, F) singulir Riemannsch ohne horizontal konjugierte Punkte (mit eigentlich
eingebetteten Bldittern), so besitzt (M, F) keine Ausnahmeblitter.

Beweis. Es sei N ein Blatt, also zusammenéngend, p € M beliebig. Wir betrachten
folgende Faserung:
P(M, N x p) — Nicr c(0),

wobei ¢ : [0,1] — M ein Weg ist mit ¢(0) € N, ¢(1) = p. Die Faser €,,,(M) iiber einem
Punkt x¢g € N, ndmlich der Raum der Wege von xy nach p, ist homotopiedquivalent
zum Schleifenraum Q,, (M), und dieser ist zusammenhéngend, da M einfach zusam-
menhéngend ist. Aus der Homotopiesequenz fiir Faserungen folgt, dass P(M, N x p)
zusammenhéngend ist:

cor——m1(N) —>7TO(QIHO(M)) ——mo(P(M, N X p)) —>7TO(HN) —0.
0 0

Angenommen, es gibt ein Ausnahmeblatt A C M. Dann sei B ein Blatt mit trivialer
Holonomie, das eine Tubenumgebung von = € A mehrfach trifft. Das Energieintegral
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4 Tautheit

unter der Randbedingung B X z hat dann mindestens zwei lokale Minima. Da der
Wegeraum P(M, B x x) zusammenhéingend ist, ist das minimax-Prinzip anwendbar:

Es existiert ein kritischer Punkt vom Index 1, also eine Geodétische ¢ von B nach
x, die genau einen Fokalpunkt von B mit Multiplizitdt 1 besitzt. Und genau dieser
kritische Punkt verbindet die beiden Zusammenhangskomponenten der zwei lokalen
Minima im Wegeraum Bf ()" Nach Satz 4.2.1 gibt es nun einen ergénzenden 1-Zykel
Z in P(M, B x x) (der topologisch einem Kreis entspricht), mit

E(z) < E(c) furalle z € Z

und mit Gleichheit genau dann, wenn z = c. Dies ist ein Widerspruch, denn Z \ {c}

ist zusammenhéngend und als nicht-trivialer Représentant von Hjp,q(,) (Bf (C)) ein Weg
durch beide Komponenten. ]

Theorem 4.2.3 — FEs sei M einfach zusammenhdngend. Die requldren Bldtter einer
singuldren Riemannschen Blitterung (M, F) ohne horizontal konjugierte Punkte sind
taut.

Bemerkung — Es geniigt im Theorem 4.2.3 anstelle einfachen Zusammenhangs von
M auch schon die technische Voraussetzung, dass Punkte aus Ausnahmeblédttern ent-
lang horizontaler Geodétischer, die ein Blatt mit trivialer Holonomie treffen, isoliert
liegen. Wegen Lemma 2.3.4 gilt das Theorem dann fiir alle Blétter in X,¢. Der nach-
folgend gefiihrte Beweis deckt diese Abschwéichung ab.

Beweis. Es sei N ein regulédres Blatt. Fiir jeden Fokalpunkt x von N entlang ei-
ner Geodéitischen v, konnen wir wie im Beweis zu Satz 4.2.1 in einem nahen Blatt
eine zugehorige Mannigfaltigkeit K, der Dimension v(x) sowie eine globale Variation
fx(s,1),s € Ky durch Geodétische mit fz(s,0) € N, fz(s,1) = = fiir alle s € K, kon-
struieren, denn es gilt Proposition 3.2.2. Die Uberlegung zur Kompaktheit des Bildes
von K, in N ist analog giiltig, sofern auch alle singuléren Blétter entlang -, als Zentren
von Tubenumgebungen der Uberdeckung gewiihlt werden. Liegen auf einer Geoditi-
schen nun mehrere Fokalpunkte, miissen wir diese Methode ,,irgendwie* iterieren; wie
in [BS58] bietet sich eine Faserbiindelkonstruktion an.

Es seien also p ein reguldrer Punkt, F, das Energie-Integral auf P(M, N x p) und v
ein kritischer Punkt von E,. Die Fokalpunkte auf v seien

k
{W(tj)};?:l, 1=ty >t1>... >t >tpr1 =0, mit ind(y) = Zl/
j=1

Fiir jedes j = 1,...,k sei fj(s,-) : [0,t;] — M die globale v(v(t;))-dimensionale
Variation durch Geoditische von N nach v(t;), parametrisiert iber K; wie im Beweis
zur Nulltautheit. Die Variation enthélt alle Kiirzesten von K; nach v(t; ) fortgesetzt bis
zur Lange L(7v|jo,¢,))- Dann gilt

Lemma 4.2.4 — Ist y(t;) auf v Fokalpunkt zu N, so ist fj(s,t;) firj=1,...,i—1
und fir alle s € K; auf fj(s,-) Fokalpunkt zu N mit gleicher Multiplizitit. Ferner gilt

ij(s,t) = N'y(t) firallej=1,...;k+1 und s € Kj,t € [O,tj}.
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4.2 Die Topologie singulidrer Riem. Blatterungen ohne horizontal konjugierte Punkte

Skizze zum Lemma.

Beweis. Dies folgt aus der Variationsformel oder direkt aus Lemma 3.1.3
und Proposition 3.2.2. O

Bemerkung — Mit diesem Lemma ist das in [To04] bemerkte Problem bei der
allgemeinen Zykelkonstruktion durch Iteration, dass sich ndmlich Fokalpunkte
unterschiedlicher Multiplizitdten in der Variation kreuzen kénnten, fiir unse-
ren Fall ausgeschlossen. Dann nédmlich kann man nicht garantieren, dass das
iterierte Biindel eine Mannigfaltigkeit der Dimension ind(7y) ergibt.

Wir wissen nun: Auf allen Geoditischen der Variationen f; liegen an gleicher Stelle
Fokalpunkte gleicher Multiplizitdt wie auf «v. Damit definieren wir

K :={(s1,...,8t) | 51 € K1(7v(1)), 82 € Ka(81),--., 5k € Kr(sk—1)},

wobei K;(s;—1) fiir jedes i die Fokalmannigfaltigkeit der Dimension v(y(¢;)) zum Fokal-
punkt in ¢; entlang der Geodétischen f, ,(t),t € [0,t;—1], sei. Es folgt aus dem Lemma,
dass K eine kompakte Mannigfaltigkeit, ein Faserbiindel, der Dimension ind(7) ist.

Die Abbildung A : K — P(M,N x p) in den Wegeraum sei nun folgender Mafien
definiert:

fsi(t), te [ti,ti+1],i:1,...,k

A(s1,- -0 85)(1) :{ Y1), t € [t1,1].

Der Zykel A(K) besteht aus gebrochenen Geoditischen immer gleicher Linge, die ein-
zige nicht-gebrochene Geodétische und damit kritischer Punkt von E, ist v selbst.

35



4 Tautheit

Skizze zur Konstruktion von A(K) in M.

Ferner ist A(K') von Dimension ind(7y) sowie injektiv im Wegeraum, denn schon jeder
einzelne Iterationsschritt liefert nur unterschiedliche gebrochene Geodétische. Also sind
alle Voraussetzungen erfiillt, um einen ergdnzenden Zykel zu erhalten. Es folgt, N ist
taut, was zu beweisen war. O

Beispiel — Das betrachtete reguldre Blatt N sei ein 2-Torus; der zu erginzende
kritische Punkt im Wegeraum P(M, N X p) sei eine horizontale Geodétische v wie in
Abb. 1). Der Index von  ist gleich zwei, denn es liegen zwei Fokalpunkte, p; und po,
jeweils mit Multiplizitdt eins auf der Geodétischen.
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4.2 Die Topologie singulidrer Riem. Blatterungen ohne horizontal konjugierte Punkte

Die Fokalmannigfaltigkeit K7 kénnen wir als &ufleren Breitenkreis des Torus identifi-
zieren. Im ersten Schritt erhalten wir also eine eindimensionale Variation fs(t),s € K,
durch Geoditische, die in s € K1 C N senkrecht starten und im Fokalpunkt p; enden,
sieche Abb. 2). Jede dieser Geoditischen hat genau einen Fokalpunkt wie py auf ~.

Abb. 2)

Es bezeichne Kj(s) fiir alle s € K die zugehorige, eindimensionale Fokalmannigfal-
tigkeit, die wir jeweils als Léngenkreis (durch s) des Torus identifizieren kénnen.

Der ergénzende, zweidimensionale Zykel im Wegraum P(M, N X p) entspricht somit
topologisch dem Torus und besteht aus gebrochenen Geoditischen wie in der dritten
Abbildung.
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Anhang

A Morse-Sturm-Systeme und das verallgemeinerte
Index-Theorem

Dem Abschnitt 3 des Artikels [GMPT] folgend, wird hier die in 3.2 benétigte Theorie
von Morse-Sturm-Differentialgleichungen und zugehorigem Indextheorem kurz vorge-
stellt. Es handelt sich hierbei um eine sehr allgemeine Fassung der Differentialgleichung
fiir N-Jacobifelder, dem dazu gehorigen Energie-Integral als Indexform, und des ent-
sprechenden Indexsatzes von Morse. Detaillierte Uberlegungen zu Stetigkeit, Differen-
zierbarkeit, kurz: der gesamte analytische Rahmen, werden sehr {ibersichtlich im eben
genannten Artikel diskutiert. Die Entwicklung der Morse-Sturm-Theorie ist aber deut-
lich &lter; sie geht auf Bott und Ambrose zuriick. Ein sehr ausfiihrlicher Artikel iiber
Morse-Sturm-Systeme samt Indexsatz ist der von Edwards, [Ed64].

Man betrachte in (R", g), g eine nicht-ausgeartete, symmetrische Bilinearform, das
folgende System von Differentialgleichungen

JU(t) = R(H)[J ()], t € [0,1],
mit Anfangsbedingungen
JO)e P und J'(0)+ S[J(0)] € PL,
wobei gelte:
(i) R : [0,1] — L(R™ R"™) ist eine stetige Abbildung von g-symmetrischen, linearen
Abbildungen auf R"™, d.h. g(R(t)[z],y) = g(x, R(t)[y]) firr alle z,y € R™,

(ii) P ist ein Unterraum von R”, auf dem g nicht-ausgeartet ist, und P+ bezeichnet
das orthogonale Komplement von P beziiglich g,

(iii) S : P — P ist eine g-symmetrische, lineare Abbildung.

Ein solches System nennen wir Morse-Sturm-Problem. Fine Losung der Differen-
tialgleichung, die die Anfangsbedingungen wie oben erfiillt, heifit (P, S)-Ldisung. Es
bezeichne J die Menge solcher Losungen; J ist ein n-dimensionaler Vektorraum. Fiir
alle ¢t € [0, 1] setzen wir

Jit]:={J@t) | J € T}.

Ein Punkt tg € (0, 1], so dass J[tg] # R", d.h. es existiert ein nicht-triviales J € J mit
J(to) = 0, wird (P, S)-Fokalpunkt genannt. Seine Multiplizitit v(ty) ist die Kodimension
von J[to] in R™, also die Dimension von J[to]*. Es gilt:

Jt|r ={J'(t)|Jed, J(t) =0}

Proposition A.1 — Ist tg ein (P, S)-Fokalpunkt und ist g nicht-ausgeartet auf J[to],
so gibt es eine Umgebung von tg, in der keine weiteren (P, S)-Fokalpunkte liegen. Aus-
serdem gibt es keine (P, S)-Fokalpunkte in einer Umgebung von 0.
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Anhang

Auf dem Sobolev-Raum H'([0, t], R¥) der absolut stetigen, R"-wertigen Abbildungen
auf [0, t] mit quadrat-integrabler Ableitung betrachten wir den Unterraum

H, = {V e HY([0,t],R¥) | V(0) € P,V (t) = 0}.

Dann konnen wir fiir jedes t € (0, 1] die Index-Form I; auf H; definieren als die sym-
metrische Bilinearform

L(V,W) = /0 [g(V'(s5), W'(s)) + g(R(s)[V (s)], W (s))lds — g(S[V(0)], W(0)).
Vermoge partieller Integration folgt
ker(Iy) = {Jjoq | J €J,J(t) = 0}.

Fiir geniigend kleines ¢t > 0 ist I; nicht ausgeartet auf H;. Ferner ist I; dann positiv
definit, falls g positiv definit in R™ ist.

Wir erinnern: Fiir eine symmetrische Bilinearform B auf einem reellen Vektorraum
V ist der Index von B definiert als

ind(B) = sup{dim(W) | W ist Unterraum von V, auf dem B negativ definit ist}.

Dass unter diesen sehr allgemeinen Voraussetzungen sinngemifl der Indexsatz von
Morse gilt, wird in [GMPT] gezeigt. Der Index des Integrals I; ist endlich und gleich
der Summe der (P, S)-Fokalpunkte auf (0, 1] gezéhlt mit Vielfachheiten. Diese Aussage
wird Morse-Sturm-Oscillation-Theorem genannt:

Theorem A.2 — Ist R eine C'-Abbildung und ist g positiv definit auf R", so gilt:

ind(h) = Y v(t).

te(0,1]
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