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Kurzzusammenfassung

Ich studiere einen Prototypen einer anisotropen elliptischen partiellen Diffe-
rentialgleichung. Zu Beginn werden die zugrunde liegenden anisotropen So-
bolevraume definiert und ihre wichtigsten Eigenschaften behandelt. Auch
die entsprechenden Einbettungssétze werden angegeben. Es folgen dann ei-
nige Standardbeispiele von anisotropen Gleichungen samt einiger Existenz,
Eindeutigkeits und Regularitédtsaussagen. Danach widme ich mich den Ma-
ximumprinzipien fiir verallgemeinerte Losungen, wobei sowohl schwache als
auch Viskositdtslosungen behandelt werden. Zum Abschlu8 wird die Har-
nacksche Ungleichung in IR? bewiesen.

Abstract

I consider a prototype of an anisotropic elliptic partial differential equation.
At the beginning the necessary definitions and properties of anisotropic Sobo-
lev spaces will be presented, followed by some main examples of anisotropic
partial differential equations, together with statements about existence, uni-
queness and regularity of its solutions. After this introduction to anisotropic
problems some maximum principles will be proved, both for weak and viscosi-
ty solutions. Finally a Harnack inequality for positive solutions of anisotropic
elliptic partial differential equations in IR? will be proved.
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Kapitel 1

Einleitung

Gegenstand dieser Arbeit sind anisotrope Sobolevraume und partielle Diffe-
rentialgleichungen. Das Adjektiv anisotrop (griech. ,anti“ gegen/nicht, ,isos“
gleich, ,tropos“ Drehung, Richtung) bedeutet, dafl eine Eigenschaft oder ein
Prozef§ richtungsabhéngig ist. Anisotrop ist also das Gegenteil von isotrop.
Der Prototyp einer isotropen partiellen Differentialgleichung ist die La-
placegleichung
Au=0.

Betrachtet man z.B. eine eingespannte, elastische Membran, so lautet das
zugehorige Energiefunktional bei kleinen Deformationen

1
E(u) = 5/{)]Vuﬁdx :

Ein Minimierer dieses Funktionals unter der Nebenbedingung u = wug auf 0f2
erfiillt dann das Dirichlet-Randwertproblem

Au = 0 in Q
u = ug auf 0€) .

Ist das Gebiet 2 eine Kugel mit Radius r und Mittelpunkt z(, so ist die
Energie invariant beziiglich einer Drehung um x,, d.h. fiir die Funktion
v(z) = u(A(r — xo) + x0) gilt E(v) = E(u). Dabei stellt A eine Dreh-
matrix dar. Ist z.B. u harmonisch, so gilt dies auch fiir die Funktion v. Es
handelt sich also um ein isotropes Problem.

Man kann sich aber auch vorstellen, dafl die Membran aus senkrecht zu-
einander stehenden Strangen gefertigt ist, wobei die Strange in jede Richtung
aus einem anderen Material bestehen. Dies wiirde bedeuten, daf sich die Ela-
stizitdt der Membran in jede Richtung der Koordinatenachsen anders verhélt.



Das Energiefunktional hitte dann die Gestalt

sz / |0xz|p e

Da das Energiefunktional nur fiir kleine Deformationen einen physikalisch
realistischen Wert liefert, d.h. wenn die partiellen Ableitungen von u relativ
klein ausfallen, werden die Deformationen in die x;-Richtung mit kleinen
Exponenten p; besonders stark betont. Somit wahlt man den Exponenten p;
klein wenn das Material in die x;-Richtung besonders widerstandsfihig ist
(d.h nur unter grossem Kraftaufwand verformbar).

Das Minimieren von E unter der Nebenbedingung u = wug auf 02 fithrt
diesmal auf die Gleichung

"0 8u ou
pi—2 77"\ in Q
Z &75@ 8351- | 8xi) 0 -

U = U auf 0€) .

Es ist leicht sich davon zu iiberzeugen, dafl bei diesem Problem eine Invari-
anz beziiglich einer Drehung nicht gegeben ist, das Problem ist somit nicht
richtungsunabhéngig und damit anisotrop. Die obige Gleichung gilt sogar
als Prototyp einer anisotropen Differentialgleichung. Um dieses Problem stu-
dieren zu konnen, ist es dariiberhinaus notwendig eine geeignete Funktionen-
klasse zu wihlen. Da im Energiefunktional E die Ableitungen unterschiedlich
stark gewichtet werden, betrachtet man dieses Problem in sogenannten ani-
sotropen Sobolevraumen. Es handelt sich um Funktionenrdume in denen die
schwachen Ableitungen in verschiedenen LPi-Riumen liegen. Die Bezeich-
nung anisotrop ist bei diesen Rdumen gerechtfertigt, da eine Funktion aus
einem anisotropen Sobolevraum, die einer Drehung unterzogen wurde, im
allgemeinen nicht mehr Element dieses Raumes ist.

Das zweite Kapitel dieser Arbeit soll einen Uberblick iiber diese Raume
bereitstellen. Angegeben werden die notwendigen Definitionen, wichtigste Ei-
genschaften und bekannte Einbettungssdtze. Auf Unterschiede zu den iso-
tropen Rdumen wird in diesem Zusammenhang ebenfalls eingegangen. An-
schlieend werden wir uns mit einigen Beispielen von anisotropen partiellen
Differentialgleichungen beschéftigen. Unter anderem soll die Existenz, Ein-
deutigkeit und Regularitat der Losungen studiert werden.

Von groflem Interesse sind aber auch andere Eigenschaften der Losun-
gen. Es ist zum Beispiel bekannt, dal Losungen der Gleichung Au = 0 oder
allgemeiner der p-Laplacegleichung

Dpu=0



(wobei Ayu := div(|Vul[P72Vu), fir p = 2 gilt also Ayu = Au) Holderste-
tig sind, der Harnackschen Ungleichung, dem starken Maximumprizip und
dem Vergleichsprinzip geniigen. Von den aufgelisteten Eigenschaften ist die
Harnacksche Ungleichung die stérkste, da sie in vielen Féllen alle anderen Ei-
genschaften impliziert (z.B. wenn die Gleichung linear ist). Die Harnacksche
Ungleichung besagt dabei, dafi auf Teilgebieten das Supremum jeder nicht-
negativen Losung nach oben durch das Infimum abgeschétzt werden kann,
d.h.

supu < ¢ infu

o Q
fiir jedes Teilgebiet Q" CC © und jede nichtnegative Losung u, mit einer von
u unabhéngigen Konstante ¢ > 0 gilt.

Die Harnacksche Ungleichung behélt sogar fiir eine noch gréfiere Klasse von
Problemen ihre Giiltigkeit, und zwar fiir Gleichungen mit sogenanntem p-
Wachstum. Damit sind Gleichungen der Gestalt

divA(z,u(x), Vu(z)) = B(z,u(z), Vu(x))
gemeint, bei denen A und B den Wachstumsbedingungen
A, u, ) e 2P0, 2 Ay, 2) > 6 2, [Blo,u,2)| < g |2

genigen.

Fiir den Beweis der Harnackschen Ungleichung finden in den meisten Fallen
zwei Standardmethoden Anwendung. Die erste Methode beruht auf Mittel-
wertformeln fiir die Losungen der Gleichung, und wird vor allem bei linea-
ren Gleichungen verwendet. Es ist z.B. bekannt, dal Losungen der Laplace-
Gleichung

Au =0

(also harmonische Funktionen) der Mittelwertformel

umzﬁmwww

geniigen, mit Hilfe deren die Harnacksche Ungleichung leicht bewiesen wer-
den kann. Fiir allgemeine lineare Gleichungen hat man keine Mittelwertfor-
mel im klassischen Sinne wie oben, es konnen aber wie z.B. in [18] Integral-
formeln hergeleitet werden, die denselben Zweck erfiillen. Bei nichtlinearen
Gleichungen (wie z.B. bei Gleichungen mit p-Wachstum) wird hingegen in
den meisten Féllen das berithmte Mosersche Iterationsverfahren verwendet
(siehe [14], [21]). Fiir eine positive Funktion u € L*°(2) gilt namlich

sup |u] = [|ull (o) = lim [lullzs(e)
Q p—00
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beziehungsweise

influ| = lim ([ |[uf? dz)¥ |
Q p——00 Jq

wobei es sich natiirlich um das essentielle Supremum bzw. Infimum handelt.
Fiir die gewiinschte Harnacksche Ungleichung geniigt es dann folglich

zu beweisen. Um dies zu zeigen werden fur die Losungen Ungleichungen der
Gestalt
(f lul ey <c (| Jul> do)s
971 Q2

hergeleitet, wobei p; > po und Q; C €2y ist, und dann iterativ angwen-
det. Diese Beweismethoden lassen sich jedoch nicht auf den anisotropen Fall
iibertragen.

Ein wichtiger Grund fiir die bei der Behandlung von anisotropen Glei-
chungen auftretende Schwierigkeiten ist die fehlende Homogenitéit des Ope-
rators

n

Lu = Z 0 au |Pi*2%)
(99132 8;1:i 0x;
wodurch ein Vielfaches einer Losung von Lu = 0 im allgemeinen keine Losung
mehr ist. Diese Schwierigkeit 148t sich zumindest beim starken Maximum-
prinzip umgehen, wie wir im dritten Kapitel sehen werden. Dort beweisen
wir ndmlich das starke Maximumprinzip fiir Viskositétslosungen von Glei-
chungen mit anisotropem Wachstum. Die Grundlage fiir das Maximumprin-
zip wird mit dem Beweis des Randwertlemmas von Hopf gelegt, aus dem sich
das Maximumprinzip relativ einfach folgern 1&8t. Dabei wird auf ein bekann-
tes Resultat aus [2] fiir homogene Gleichungen zuriickgegriffen, und der dort
prasentierte Beweis entsprechend modifiziert, um die fehlende Homogenitét
zu kompensieren.

Der Bedeutung der Harnackschen Ungleichung wird das gesamte vier-
te Kapitel gewidmet. Um ihre Wichtigkeit zu verdeutlichen, leiten wir eine
Reihe sich daraus ergebenden Folgerungen her (unter anderem das Maxi-
mumprinzip und die Holderstetigkeit). Dabei werden wir die Harnacksche
Ungleichung in einer sehr abstrakten Funktionenmenge studieren, um die
Anwendbarkeit auf eine Vielzahl von konkreten Problemen offen zu halten.

Nach dieser recht abstrakten Abhandlung beweisen wir im fiinften Kapitel
die Harnacksche Ungleichung fiir Losungen von

2

> Oty =0
0xl 0@ (91;1




in Q C IR*. Es wird sich um einen geometrisch gefiithrten Beweis handeln, der
auf der Anwendung des Maximumprinzips und des Vergleichsprinzips basiert,
und der nicht auf hohere Dimensionen {ibertragbar ist. Die Giiltigkeit der
Harnackschen Ungleichung fiir Gebiete Q2 C IR"™ mit n > 3 bleibt in dieser
Arbeit ein offenes Problem.



Kapitel 2

Einfiihrung in anisotrope
Sobolevraume

2.1 Definitionen

Wir beginnen dieses Kapitel gleich mit der Definition der anisotropen Sobo-
levraume.

Seien dazu Q@ C IR" eine offene Teilmenge, py, p1, ..., pn € [1, 0],

ﬁ:: (p07p17 o 7pn)
Analog zu [7] benutzen wir die folgenden beiden Definitionen.

Definition 2.1.1
Der Sobolevraum W1?(Q) ist definiert als

WY(Q) := {u € L**(Q) | u schwach differenzierbar, u,, € LP(Q)}

versehen mit der Norm

n
el 2= Nallzon + 3l Lo
=1

Eine vollig analoge Definition wiire es, den Raum W1#(Q) als die Vervollstindi-
gung von C'(2) beziiglich der oben angegebenen Norm zu betrachten (die
Aquivalenz der beiden Definitionen zeigt man mittels Faltungen und Zerle-
gung der Eins).

Definition 2.1.2
Den Raum W, ”(Q) definieren wir als den Abschlu von C$°(Q) beziiglich
der W% Norm.



2.2 Eigenschaften

Vollstindigkeit und Reflexivitit

Die Riume W'7(Q) bzw. W) 7(Q) sind beziiglich der angegebenen Norm
vollstandig. Die Vollstdndigkeit folgt dabei aus der Vollstéandigkeit der LP-
Réaume.

Sind die Exponenten pg, p1, ..., pn € (1,00), so sind diese Rdume sogar refle-
xiv. Der Reflexivitit wird dabei ebenfalls auf die Reflexivitéit der LP-Rédume
zuriickgefiihrt (siehe z.B. [15]). Dazu definieren wir einen linearen Operator

P WY (Q) — LP(Q)
(wobei LP(Q) := (LP°(Q) x LP1(Q) x ... x LP*(£2))) durch
Pu) := (U, Ugyy - -5 Ug, )

Der Operator P ist normerhaltend, d.h. ||P(u)||;5 = ||w||y1.5, falls der Raum
LP(Q) mit der Norm
lullzs ==Y llwill o
i=0

versehen wird. Damit ist das Bild von W'?(Q) unter P ein abgeschlossener
Unterraum von LP(Q). Sind nun die Exponenten py, py,...,p, € (1,00), so
ist der Raum LP(Q) reflexiv. Dann ist aber auch P(W17(2)) als abgeschlo-
ssener Unterraum von LP(2) ebenfalls reflexiv. Schlieflich erhalten wir die
Reflexivitdt von W1?(Q), da dieser Raum isomorph zum Raum P(W17(Q))
ist.

Dualrdume

Eine weitere interessante Frage im Zusammenhang mit anisotropen Sobo-
levraumen ist die nach der Gestalt der zugehorigen Dualrdume. Mit Hilfe
des Operators P haben wir bereits gesehen, dafi W1?(Q2) isomorph zu einem
abgeschlossenem Unterraum von LP(€2) ist. Damit ist auch der Dualraum
von WHP(Q), den wir mit (W1P(Q))* bezeichnen, isomorph zum Dualraum
eines abgeschlossenen Unterraumes von LP(2). Das Problem besteht jedoch
darin, daB der Unterraum P(W??(Q)) nicht leicht zu charakterisieren ist,
weswegen man auch kaum eine Vorstellung hat wie dessen Dualraum aus-
sehen konnte. Wir koénnen jedoch den Dualraum von LP(Q) beschreiben,
wenn po, p1,---,Pn > 1 ist. Dazu setzen wir ¢ := (qo, q1,-- -, ¢n), wobei die
Komponenten des Vektors ¢’ durch ;% —l—% = 1 definiert sind (dabei ist ¢; = oo

fiir p; = 1). Dann ist der Dualraum von LP(Q) isomorph zum Raum L9()



durch die Zuordnung
T,(u) := Z/ w;v; dx fiir v € LI(Q) und u € LP() .
i=0 V9

Sei jetzt ¢ ein beliebiges Element aus dem Dualraum von W1#(€2). Dann
stellt die Verkniipfung ¢ o P~! ein beschriinktes lineares Funktional auf dem
Raum P(W'P(Q)) dar, das sich mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach zu
einem beschriinkten linearen Funktional ¢ auf dem ganzen Raum LP(Q) fort-
setzen laBt. Das Funktional ¢ kann hingegen mit einem Element v € L(Q)
im Sinne 7, = ¢ identifiziert werden. Damit erhalten wir

QO(UJ) = @(U,le, cee 7uxn) = / Uvg dzr + Z/ Uy, Uy dx
@ i=1 79

d.h. jedes beschrinkte lineare Funktional auf W#(Q) kann mit Hilfe von
Funktionen (vg, vy, ...,v,) € LI(Q) dargestellt werden. Zu beachten ist je-
doch, daf diese Funktionen nicht eindeutig bestimmt sind. Wir nehmen zum
Beispiel eine beliebige Funktion g € C§°(Q2) und setzen

00:ngi und v; = g firte=1,...,n.
i=1

Mittels partieller Integration folgt, dal durch diese Wahl von vy, vy, ..., v,
das Nullfunktional auf W1?(Q) beschrieben wird. Damit kann jedes be-
schriinkte lineare Funktional durch unendlich viele Elemente v € L7()
dargestellt werden. Wie wir ndmlich gesehen haben ist der Dualraum von
WLP(Q) isomorph zum Dualraum eines echten Unterraums von LP((2), nicht
jedoch zum Dualraum von LP(f2) selbst, obwohl die beschrinkten linearen
Funktionale durch Elemente aus L7(Q) darstellbar sind.

Es gibt aber auch eine weitere Moglichkeit den Dualraum von W17(Q)
zu charakterisieren (siehe auch [1]). Zunéchst stellen wir leicht fest, dafl
(W'P(Q))* den Raum L®(Q) enthilt, mit .- + - = 1. In der Tat definiert
fiir ein vy € L () die Abbildung

Ty (u) := /quo dx

ein beschriinktes lineares Funktional auf W1?(Q). Wir kénnen zeigen, daf} der
Raum L%(Q) sogar dicht in (W'?(Q))* liegt. Um dies zu erreichen withlen
wir ein Element 1 aus dem Bidualraum von W1#(€), das sich aufgrund der
Reflexivitit durch ein Element u € W5HP(Q) darstellen 148t, d.h. es gilt

U(p) = p(u)  firalle p € (WH(Q))" .

9



Nehmen wir jetzt an, dal ¢) konstant Null auf dem Unterraum L%(2) von
(WLP(Q))* ist, also gilt

W(Ty,) = Ty (u) = / uvy dr =0
Q

fiir jedes vy € L%(Q2). Nach dem Fundamentallemma der Variationsrechnung
ist dann u = 0 und somit natiirlich auch ¢ = 0. Dies bedeutet, dafl das Null-
funktional auf L%(€2) sich nicht zu einem nicht trivialen Funktional auf ganz
(WLP(Q))* fortsetzen laBt. Damit aber dies der Fall ist, mufl L%(€)) bereits
dicht in (W1P(Q))* liegen.

WF(R") = WP (R")
Dieses fiir isotrope Raume bekannte Resultat 1d8t sich auch auf den ani-
sotropen Fall ibertragen. Wir folgen dabei dem in [1] fiir isotrope Réume
présentierten Beweis. Dazu betrachten wir eine Funktion f € C§°(IR") mit
folgenden Eigenschaften:

i) f(z)=1fur |z| <1

ii) f(z) =0 fiir |z| > 2

iii) |f(x)],|fe;(x)| < M firallex € IR" und allei =1,...,n .
Dann setzen wir f.(x) := f(ex). Die Funktion f. erfiillt:

1) fo(z) =1 fiir || <e!

ii) fo(z) =0 falls |x| > 2¢7!

iii) [fo(@)], |(fe)z; ()] < M falls e <1

Schliefllich definieren wir u.(z) := f.(z)u(z). Die Funktion wu. liegt offen-
sichtlich in W'?(IR") und hat kompakten Triger. Mit Hilfe von Faltungen
148t sich u. durch Elemente aus C§°(IR") approximieren, deswegen geniigt
es u, — u in WHP(IR™) fiir ¢ — 0 nachzuweisen.

Es gilt:

Jue — UHWLI’(IR") < \|U||W1ﬁ({\x|>zs—l}) + flue — u’|W17ﬁ({5_1<|z|<25_1}) .

Wegen (u.)., = (fe)z,u + feuy, erhalten wir die

[te — ullwrse-1<jai<ae1y) < € [ullwrse-1<jaj<ac—1y)

Abschétzung. Also gilt schliellich

||Us - uHWlﬂﬁ(IR”) < CHU||W147({|:E\>2€_1) )

wobei die rechte Seite gegen Null fiir ¢ — 0 strebt.

10



Approximation durch glatte Funktionen

Wir haben den Raum W1#(Q) auf zwei unterschiedliche Arten definiert. Zum
einen als Vervollstindigung von C*(Q) beziiglich der entsprechenden Integral-
norm, und zum anderen iiber die Definition der schwachen Ableitungen.. Den
Nachweis der Aquivalenz dieser beiden Definitionen haben wir ausgelassen,
da dabei genauso wie im isotropen Fall vorgegangen wird. Somit wissen wir,
daB stetig differenzierbare Funktionen dicht in W?(Q) liegen. Es stellt sich
jetzt die Frage, unter welchen Zusatztvoraussetzungen an den Rand von €2,
sich die Elemente aus W'7(Q) durch bis auf den Rand stetig fortsetztbare,
glatte Funktionen approximieren lassen, d.h. wann C'(Q) dicht in WP(Q)
ist, wobei

CHQ) = {ueCYQ) | u,up,,...,u,, gleichmiBig stetig auf Q } .

Bei der Behandlung dieser Frage ergeben sich keine Unterschiede zu den
isotropen Sobolevrdaumen, d.h. es miissen die gleichen Voraussetzungen an
den Rand gestellt werden (dies ist damit begriindet, daf die Approximation
mittels Faltungen bei anisotropen Rdumen vollig analog funktioniert). Die
Approximation durch C(€) ist zum Beispiel moglich wenn 92 von der Klasse
C' ist. Diese Bedingung ist jedoch zu restriktiv. In [1] wurde die Approxi-
mierbarkeit fiir allgemeinere Gebiete, die einer sogennanten Segmentrand-
bedingung geniigen, durch Funktionen aus C§°(IR") nachgewiesen (d.h. die
Einschrinkung aller Funktionen aus C§°(IR") auf € liegt dicht in W17(Q)).
Dasselbe Resultat wurde in [16] fiir sternformige Gebiete gezeigt.

Analog zum isotropen Fall gibt es auch fiir die anisotropen Sobolevraume
eine Reihe von Einbettungssétzen, iiber die jetzt eine Ubersicht angegeben
werden soll.

2.3 Einbettungssitze

Einbettungssatz 1
Sei Y1, 1% > 1. Dann existiert eine Konstante c(n,py,...,pn) > 0, so daf
fiir alle w € WYP(IR™) die Ungleichung

n
lulls < e Y llus,
i=1

LPi

n

gilt, wobei q := ST
i=1 D

11



Beweis:

Wir folgen dem in [20] prisentierten Beweis. Wie bei isotropen Sobolevrau-
men gilt auch hier W'7(IR") = Wy ?(IR"), und aus diesem Grund geniigt
es die obige Ungleichung nur fiir C§°(/R") Funktionen nachzuweisen. Mit
dem Dichtheitsargument folgt dann die Aussage fiir ein beliebiges u. Sei also
u € C§°(IR"™). Fiir positive Zahlen oy, ...,0, > 0 mit Y o; = 1 erhalten wir

n
uqu:/ uq‘”dxg/ sup |ul? dx .
f e e= [ TIw [[spo

Mittels Anwendung des Lemmas von Gagliardo (siehe [9]) folgt dann

n

/ H sup |u‘qol dr < H/ sup |u|qm‘(n—1) dx(i)]ﬁ

1 meR n—1 z,€R

wobei wir mit 2 = (21,...,2;_1, %1, ..., T,) bezeichnen. Wegen

. = 9 .
() ¢ 1>g/ o, i, 5, )] ds

0 i

/Rn|u|qu§£[/ /

und somit

/ uf? dz < H / gos(n — 1)|ul =Dy,

Jetzt wenden wir die Holderungleichung an, und gelangen zu der Abschéitzung

L i i —1 1
/ lul? dz < H[qaz-(n—l)(/ |u|(qa(”_1)_1)% dm)ppl(/ g, |7 dx)pll]ﬁ '
" i=1 "

n

folgt

)| ds du ’)]

da:]ﬁ .

Anschlieflend setzen wir
1 1

o; = —(n—l—i—Z——i)

wodurch 377 0y = Lund (go;(n—1)—1)-25

die Voraussetzung » }% > 1 ins Spiel, da dadurch o; > 0 gewéhrleistet ist).
Fiir unsere Ungleichung bedeutet dies:

/ |ul? d$<cH / |ul? dx) e

12

= ¢ gilt (an dieser Stelle kommt

Ll‘%]L1

|uxz



also ist

n—1
LPi

( / 0l o)t < [ e,
B’n

=1

mit g = —= > p’T:l. Wegen 1 — p = -t ergibt sich die Ungleichung

i)

n
lullzo < e (] I,
i=1

Da das geometrische Mittel durch das arithmetische Mittel nach oben ab-
geschiitzt werden kann, folgt dann damit die Ungleichung aus dem Einbet-
tungssatz 1.

Bemerkungen:

- Die Bedingung z%i > 1 ist im isotropen Fall (d.h. p; = ... = p, = p)
dquivalent zu der dort bekannten Bedingung p < n.

- Firp =n(d], pli)_l, d.h. p ist das sogenannte harmonische Mittel der
Zahlen pq, ..., p,, erhdlt man q = n”—_’;.
Anhand dieser beiden Bemerkungen ist ersichtlich , daf3 der Einbettungssatz
1 die natiirliche Verallgemeinerung des bekannten Sobolevschen Einbettungs-

satzes fiir isotrope Raume ist.

Es ist auch leicht zu zeigen, dafl zumindest die Abschéitzung der L? Norm von
u durch das Produkt der Normen der partiellen Ableitungen nur fiir das an-
gegebene ¢ gelten kann. Dazu betrachten wir ein nicht triviales u € C§°(IR"),
und definieren fiir ein beliebiges A > 0 die Funktion u*(x) := u(\z), auf die
wir diese Abschéitzung anwenden und erhalten

n
Ao lfullo = fuMlze < e[ ().
1=1

n
5 L
= N ([l m) 7
i=1

Damit diese Ungleichung fiir alle A > 0 gelten kann, miissen die Exponenten
von A auf beiden Seiten der Ungleichung iibereinstimmen, d.h. ¢ muss dem
im Einbettungssatz angegebenen Wert entsprechen.

n

Lm)i = C(H )\1_”%

=1

U || i)™ =

Eine einfache Folgerung ist der folgende Einbettungssatz fiir beliebige, nicht
unbedigt beschréinkte Teilmengen von IR".

Einbettungssatz 2

Sei Q C IR" eine offene Teilmenge und Z:‘:li > 1. Dann existiert eine
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Konstante c(n,py,...,pn) > 0, so daf8 fir alle u € Wol’ﬁ(Q) die Ungleichung

n
lulle < ) llus,
i=1

LPi

n

qilt, wobei q := -
i=1p,

Beweis:

Man setze u € W, 7(Q) auBerhalb von  mit Null fort, und wende Einbet-
tungsatz 1 an.

Jetzt widmen wir uns Einbettungen fiir beschrinkte Gebiete zu. An dieser
Stelle kommt eine Besonderheit der anisotropen Raume ins Spiel. Im isotro-
pen Fall ist ndmlich der kritische Exponent n”—_";), sofern definiert (d.h. p < n),
stets grofler als p. Analog dazu wiirde man erwarten, dafl im anisotropen Fall
q > max{p,...,p,} gilt, was jedoch im allgemeinen nicht der Fall ist. Sei
0.B.d.A p, = max{py,...,p,}. Dann ist ¢ > max{py,...,p,} dquivalent zu

der Ungleichung
—1
-1
Z — 1<t/
— Pn

Gilt bereits Zn_l 1% > 1 so kann p,, gro genug gewdhlt werden damit die

=1
Ungleichung verletzt ist. Fiir n = 2 ist dies offensichtlich nicht méglich, je-

doch kann fiir n > 3 z.B. p; = py = %, p3 = 7 gewahlt werden. Dann ist
q = 6.3 <max{p,...,pn}. Diese Eigenschaft zusammen mit dem folgendem
Lemma zeigt, dafl der kritische Exponent bei Einbettung fiir beschriankte Ge-
biete im anisotropen Fall grofler ausfallen kann als ¢ wie im Einbettungssatz
2 definiert.

Lemma 2.3.1

Sei 0 C IR"™ eine offene Teilmenge die beziiglich der i-ten Komponente be-
schrankt ist, d.h. es existieren Zahlen —oco < a < b < oo mit
Qc{zelR"|a<ux; <b}. Dann gilt fir jedes u € Wy 7(Q) :

lullzri < (b= a) |z, || i

Beweis:

Der Beweis ist fiir eine glatte Funktion u recht einfach. Dazu wird u zunéchst
mit Null auflerhalb von €2 fortgesetzt. Es gilt jetzt ndmlich:

u(z) =u(r) — w1, .., i1, A, Tip1,y ey ) =

14



z;
_/ uxi(xlw"JIZ'—hS?xi-i-la"'vxn) ds
a

b
und somit |u(x)| < / |t | ds.
a

Nun folgt mittels der Hélderungleichung

b p1 [P
@) < ([l ds <1005 ([

b
— (b o / ot

Schliefllich erhalten wir

it

und somit ist die gewiinschte Ungleichung bewiesen. Mit Dichtheitsargumen-
ten erhalten wir diese Ungleichung fiir ein beliebiges u € VVO1 P und der Beweis
ist erbracht.

pids)p%]pi —

Pids.

pidx

Pide < (b— a)pi/ [,
Q

Besonders hervorzuheben ist die Tatsache, daf§ die Konstante linear von der
Breite des Gebietes 2 abhéngt.

Mit Hilfe dieses Lemmas 148t sich der nichste Einbettungssatz aus [7] leicht
beweisen

Einbettungssatz 3
Sei 2 C IR" eine beschrdnkte Teilmenge. Wir setzen

q* = maX{Lapla <. 7pn}
e

i=1p;

falls Y77 1/p; > 1, beziehungsweise wir wihlen ¢* > 1 beliebig grof8 fir den
anderen Fall 3~ 1/p; < 1. Dann existiert fir jedes ¢ < ¢* eine Konstante
c(n,q, 2, p1,...,pn) >0 mit

n
lulle < e ) s, len
i=1

fir alle uw € WyP(Q). Gilt ¢ < ¢*, so ist die Binbettung von Wy?() nach
L1(QY) sogar kompakt.

15



Beweis:

Wir betrachten zunéchst den Fall " 1 5; > 1. Die Funktionen aus W7 (Q)
werden wie gewohnt auflerhalb von € mit Null fortgesetzt. Anschlielende
Anwendung vom Einbettungssatz 2 liefert die Einbettung von Wy #(Q) nach

L9(Q2) mit g = ﬁ Andererseits folgt aus dem Lemma 2.3.1 dieselbe
=1 D
Einbettung nur diesmal mit ¢ = max{pl, . ,pn} Insgesamt erhalten wir

also eine stetige Einbettung von W’ (Q) nach L¢". Aus der Beschrinktheit
der Teilmenge Q ergibt sich dann die gewiinschte Ungleichung fiir alle ¢ < ¢*.
Der Fall Y7 1 -~ > 1 ist somit abgehandelt.

Ist nun )", < 1, so wahlen wir Exponenten q1,...,q, > 1 mit ¢; < p;
und > 2 o > 1 Dies fiihrt wegen Einbettungssatz 2 auf die Ungleichung

n n
lullze < e Y lus e <& ) llus,
i=1 i=1

mit ¢ = =—+—. Dabei wird ¢ bei geigneter Wahl von ¢, ..., g, beliebig

zlql

grof (es muf Slchergestellt werden, daf§ der Term > | 2 o1 beliebig klein
wird).

Fiir die Kompaktheit der Einbettung im Falle ¢ < ¢* siehe z.B. [6]. Dort wird
zwar die Kompaktheit fiir isotrope Raume bewiesen, doch es bedarf keine
grundlegenden Modifikation um den dort préasentierten Beweis auch auf den
anisotropen Fall zu {ibertragen. Die Grundidee besteht darin, zunéchst mit
Hilfe von Faltungen die kompakte Einbettung nach L'(2) zu zeigen. Mittels
der Interpolationsungleichung

LPi

luall e < MlullZe, lJull 3,

mit a € [by,by] und 0 = 0(a, by, bs) € [0,1] ergibt sich dann die kompakte
Einbettung fiir alle ¢ < ¢*.
Damit wére der Beweis von Einbettungssatz 3 erbracht.

Ob max{p,...,pn} oder - den kritischen Exponenten fiir diese Ein-

> =
bettung darstellt, hangt ab VOIl der Verteilung der Exponenten py,...,pn.
Liegen py,...,p, weit auseinender, so stellt max{p,...,p,} den kritischen

Exponenten dar, wenn hingegen die Exponenten dicht beieinander liegen, so
kommt man dem isotropen Fall ndher und es gilt ¢* = #
Pq

Die bisher vorgestellten Einbettungsitze behandelten den Raum Wy7(€),
d.h. den Abschlu8 von Cg° bzgl. der W!P-Norm. Wegen Nullranddaten war
auch keine Voraussetzung an die Regularitéit des Randes von €2 erforderlich,

16



was sich jedoch bei Einbettungen fiir die Réume W?(2) dndert. Bereits
im isotropen Fall ist es zum Beispiel notwendig eine Kegelrandbedingung an
den Rand von €2 zu stellen. Im anisotropen Fall ist es notig diese Bedingung
nochmals zu verschérfen.

Einbettungssatz 4:
Sei Q= (0,1)" C IR" und py > max{py,...,pn}. Wir setzen

« n

T =< 14
Zi:lpli_l

falls D77, pii > 1, beziehungsweise wdhlen ¢* > 1 beliebig grof fiir den Fall
> p%_ < 1. Dann existiert fiir jedes q < q* eine Konstante
c(n,q,Q,p1,...,pn) >0 mit

[ulle < ¢ flullwiaq)

fiir alle w € WYP(Q). Gilt ¢ < q*, so ist diese Einbettung von W'P(Q) nach
L9(QY) sogar kompakt.

Fiir den Beweis siche [16], [17]. Der Beweis verlduft dabei recht &hnlich zum
Beweis von Einbettungssatz 1, auch hier steht das Lemma von Gagliardo
im Mittelpunkt. Das Lemma von Gagliardo ist auch der Grund weshalb der
Beweis fiir Q2 = (0,1)™ erbracht wird, da nur fiir Gebiete solcher Gestalt das
Lemma giiltig ist.

Mit Hilfe einer Reskalierung 148t sich diese Einbettung natiirlich auch fiir
Wiirfel beliebiger Seitenlidnge in IR™ iibertragen. Mit einem Uberdeckungs-
argument kann dieses Ergebnis dann fiir noch allgemeinere Gebiete gezeigt
werden, und zwar fiir Gebiete 2 die folgende Bedingungen erfiillen:

i) es existieren Teilgebiete Qy, ..., mit Q = UF_ Q;
ii) zu jedem Teilgebiet €2; existiert ein Wiirfel @); der Seitenlénge h > 0 mit

dem Nullpunkt als eine Ecke, so daf fiir alle x € §2; die Inklusion =+ @Q; C 2
gilt.

Die Bedingung an das Gebiet €2, welche die Giiltigkeit des Einbettungssatzes
4 sichert, stellt sich als relativ restriktiv heraus. Ein Standardbeispiel fiir
ein Gebiet, welches der Bedingung nicht geniigt ist zum Beispiel eine Ku-
gel. Fiir die Einheitskugel Q = B;(0) C IR* stellen zum Beispiel die Punkte
(1,0),(0,1),(—1,0),(0,—1) ein Problem dar, da genau in diesen Punkten die
geforderte Bedingung nicht erfiillt werden kann.

Mit Hilfe eines Gegenbeispiels mochten wir uns davon iiberzeugen, dafl die
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Einbettung fiir anisotrope Réume tatsdchlich fiir eine Kugel nicht gelten
kann. Sei also © = By(0) € IR? und u(z,y) = (1 — )~3 Dann gilt:

i) u € L?(B(0))

ii) u, € L*(B1(0))

iii) u, € L=(B1(0)) .

Wenn wir nun annehmen, dafl der Einbettungssatz 4 in diesem Fall gilt, so
wiirde fiir (po, p1,p2) = (2,1,2) ¢* = 4 folgen. Weitere Anwendung von Ein-
bettungssatz 4 mit (po, p1,p2) = (4,1,4) ergibt dann ¢* = 8. Mehrmalige
iterative Anwendung wiirde dann v € L?(B;(0)) fiir alle p > 1 implizieren.
Dies ist jedoch nicht der Fall und es folgt ein Widerspruch.

Das Scheitern der Einbettung in diesem konkreten Fall ist damit begriindet,
dafl die partielle Ableitung nach y im Punkte (1,0) aufgrund der Geometrie
der Einheitskugel keinen nennenswerten Beitrag zur hoheren Integrierbarkeit
von u leisten kann. Die Voraussetzung, daf} jeder Punkt zugleich die Ecke ei-
nes in diesem Gebiet enthaltenen Wiirfel ist, wirkt genau dem entgegen.

Die Einbettungssétze 1,...,4 zeigen, dafl die Existenz und Integrierbarkeit
schwacher Ableitungen eine héhere Integrierbarkeit von der Funktion selbst
zur Folge hat. Im isotropen Fall gibt es aber auch eine Einbettung in den
Raum der Holderstetigen Funktionen fiir den Fall p > n. Aquivalent dazu im
anisotropen Fall ist die Bedingung "7 , z% < 1, die jedoch nicht ausreicht
um den Raum W' in den Raum der Holderstetigen Funktionen einzubetten
(die soeben behandelte Funktion u(z,y) = (1 — z)73 stellt ein geeignetes
Gegenbeispiel dar). Um dies zu erreichen muf} (sehr ristriktiv) py,...,p, > n
verlangt werden. Mit dieser Voraussetzung 148t sich einfach das folgende Re-

sultat zeigen.

Einbettungssatz 5:

Sei ) ein glatt berandetes beschrinktes Gebiet und po, p1,...,pn > n. Dann
existiert eine Konstante c¢(n,$, po,...,pn) > 0 mit

||u||C°*°“(Q) <c ||U||W17ﬁ(9)
fir alle uw € W'P(2), wobei a = 1 — g mit p = min{py, ..., pn} ist.

Beweis:

Der Raum W17(Q) ist stetig in W1P(2) eingebettet. Dann folgt die Aussage
aus dem entsprechenden Einbettungssatz fiir isotrope Raume.
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2.4 Existenz, Eindeutigkeit und Regularitat
fiir einige ausgewihlte Beispiele

Nachdem wir uns mit grundlegenden Definitionen und Sétzen vertraut ge-
macht haben, méchten wir zu einigen Standardbeispielen fiir anisotrope par-
tielle Differentialgleichungen iibergehen.

Beispiel 1
Eines der einfachsten Beispiele ist das elliptische Dirichlet-Randwertproblem
fiir ein beschrinktes Gebiet 2 C IR":

"0 u ou
pi—2 = in Q 2.1
Z@wl 0x1| axi) f(z,u) in (2.1)

U = U auf 0Q)

wobei f: ) x IR — IR eine stetige Funktion ist, die

i) der Wachstumsbedingung | f(z,v)| < c1]y|? ™" + ¢ (mit ¢1, ¢y > 0) geniigt,
ii) und fiir die dariiberhinaus [/ f(x, s)ds > ¢3 fiir alle y € IR, z € Q gilt
(mit ¢ € IR).

Jetzt definieren wir, was unter dem Begriff einer schwachen Losung fiir (2.1)
zu verstehen ist.

Definition
Eine Funktion u € WP(Q) heifit eine schwache Losung von (2.1) falls fol-
gende beiden Bedingungen erfiillt sind:

u—UOEWOlp(Q)

au a(p . 1—»
pi—2 _ p . I S~
/Z|8xl| aiUz T dx /Qf(l",U)SO x ir alle p € W), ( )

Die Existenz einer schwachen Losung dieses Randwertproblems 143t sich rela-
tiv einfach mit direkten Methoden der Variationsrechnung zeigen (siche z.B.
[15]). Dazu betrachtet man das auf W'?(Q) definierte Funktional

1 au
/sz (9@ F(z,u)dx

das unter der Randbedingung

U= U auf 0}

minimiert werden soll. Dabei ist F' eine Stammfunktion von f beziiglich vy,

dh. F(z,y) == [} f(z,s)ds.
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Die Bedingung ii) an f sichert die schwache Unterhalbstetigkeit von F,
wéahrend der Einbettungssatz 3 hingegen die Koerzitivitit von E' liefert. Der
dann existierende Minimierer von E 16st das Randwertproblem (2.1).

Ist ferner die Funktion f = f(z,y) monoton fallend in der y-Komponente
(fiir fast alle z € ), so ist die schwache Losung von (2.1) sogar eindeutig.

Beispiel 2
Als zweites Beispiel betrachten wir im Gegensatz zum vorangegangenem eine
allgemeinere Version eines elliptischen anisotropen Randwertproblems:

"9 du, L0
—Zuzaxl a;ypiza—;) — @)+ flz) WmQ  (2.2)

u = 0 auf 00 .

Dieses Problem wurde sehr ausfiihrlich in [19] behandelt, und von dort stam-
men auch alle hier angegebene Resultate.

Fiir dieses Problem wurde in [19] ein Losungsbegriff in verschérter Form ein-
gefiihrt:

Definition

Eine Funktion u heifit eine verallgemeinerte Losung (Originaltext: generali-
zed solution) des Problems (2.2) falls u € W(Q), v = 0 auf 99 und fiir
alle o € W, (Q) mit 1 <7 < oo

/Z“’ prd 238; &pl :/Q(C(x)g(u)—!—f(:v))gp(a:)dm

gilt.

Nach der Definition des Losungsbegriffs listen wir eine Reihe von Voraus-
setzungen auf. Es wird p; > 0,p; > 2 und ¢, f € L*(Q) vorausgesetzt.
0.B.d.A wird

QC {l‘ean | T; € (—ll,ll), 1= 1,...,n}
angenommen. Die Funktion ¢ soll Folgendes aufweisen:
g(0) =0, g(z) >0 falls z > 0, |g(2)] < g(C) fiir |2] < C

wobei C' eine beliebige (aber feste) positive Zahl ist. Dariiberhinaus wird die
Existenz einer Konstanten M > 0 angenommen, so daf3

312+ 21

(cog(M) + fo)( )p‘H < u(p+ 1)Mp+1
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erfiillt ist. Dabei ist p = p;; — 2 = max{p1,...,Pn} — 2, 1t = iy, L =1
co = supg |c(x)], fo = supq | f(z)].

%09

Satz 2.4.1

Sind alle oben angegebenen Voraussetzungen erfillt und ist zusdtzlich die
Funktion g Holderstetig auf dem kompakten Intervall [—M, M|, sowie das
Gebiet ) strikt konvex, dann besitzt das Problem (2.2) eine verallgemeinerte
Losung. Ist dariiberhinaus die Funktion ¢ < 0 und die Funktion g monoton
steigend, so ist diese Losung sogar eindeutiq.

Beweis:

Wir mochten die Vorgehensweise beim Beweis in [19] nur kurz skizzieren.
Zunéchst betrachtet man das regularisierte Problem

= (U, A+ )P g ), = co()g(u) + fo(x)

=1

mit o € (0, 1), so daB (u )P/* = |u,, " (2.B. a = 2/3). Die Funktionen c., f.
sind dabei Holderstetig und konvergieren gegen c, f bzgl. der L* Norm. Zu
diesem regularisierten Problem betrachtet man klassische Lésungen, deren
Existenz aus [10] folgt. Fir die klassischen Losungen wu. lassen sich a priori
Abschétzungen sowohl fiir die Funtionen u, selber als auch fiir die ersten Ab-
leitungen herleiten. Mit Hilfe dieser Abschitzungen kann zum Limes € — 0

iibergegangen werden und man erhélt eine verallgemeinerte Losung von (2.2).

Bemerkung

Die an die rechte Seite der Gleichung gestellten Voraussetzungen (d.h. an
die Funktionen c, g, f) erscheinen auf den ersten Blick recht uniibersicht-
lich, werden jedoch von vielen Standardproblemen erfiillt. Die Vorasuset-
zungen sind zum Beispiel erfiillt falls ¢ = 0 unf f € L*> ist. Sie werden
ebnefalls erfiillt wenn ¢ = 1,g(u) = u? (oder g(u) = |u|?" u), f € L™ und
max{pi,...,pn} + 1> q gilt.

Beispiel 3
Jetzt kommen wir zu einem Beispiel fiir ein anisotropes Eigenwertproblem.
Dazu erinnern wir uns zunéchst an den Einbettungssatz 3. Die Existenz der
Konstante ¢ aus dem Einbettungssatz 3 ist offensichtlich dquivalent dazu,
dal das Funktional

E:WyP(Q)\{0} — IR

LPi

[l o
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nach unten durch eine positive Konstante beschrankt ist.

Sei u € W}P(Q) ein Minimierer von E. Ohne Beschriinkung der Allgemein-
heit darf v > 0 angenommen werden, da mit u offensichtlich auch |u| das
Funktional minimiert.

Dann ist natiirlich die erste Variation fiir jedes ¢ € C§°(€2) gleich Null, also

d
th(u +t9)jt=0 =0 .

Das Ausrechnen dieser Gleichung fiihrt direkt zu der Identitét

n
_ZHUIZ Z”uxz

|| 12 =
Aus diesem Grunde ist es sinnvoll im Zusammenhang mit der anisotropen
Einbettung das Eigenwertproblem

|—2
1—p;

LPi a

\uxl pi— uml Lri = =0.

—ZH% ipf’l (e, P 2us) = Alulfu®™ Q)
> 0 in 0 (2.3)
0 auf of2

fiir ¢ < ¢* und A > 0 zu betrachten (mit ¢* wie im Einbettungssatz 3).
Nun definieren wir den Begriff der schwachen Losung fiir das Problem (2.3).

Definition: )
Eine Funktion u € W,”(Q) heiBt eine schwache Lésung der Gleichung (2.3)
genau dann wenn u > 0 fast iiberall in € ist, und

anw [l e = Al [ s
Q
fiir alle p € Wol’p(Q) gilt.

Bei der Gleichung (2.3) taucht mit der Norm der partiellen Ableitungen ein
nicht lokaler Term auf. Aus diesem Grunde kann man eine schwache Losung
von (2.3) auch als eine schwache Losung des Problems

—ch (i up,) = Al in Q

0 in (2.4)
= 0 auf 00
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mit geeigneten positiven Konstanten ¢y, ..., ¢, auffassen.

Das Problem (2.4) hingegen ist dquivalent zum Problem

—Z 8895 (|t [P 2uy,) = Aud™! in Q

i=1
0 in Q (2.5)
0 auf 9 .

Dies kann relativ einfach mittels Koordinatentransformation gezeigt werden.
Man definiere @(z) := u(éz1,...,¢x,), mit geeignet gewihlten, positiven
Konstanten ¢y, . .., ¢,, um eine schwache Losung von (2.5) in eine schwache
Losung des Problems (2.4) zu {iberfiithren. Zu beachten ist lediglich, daf} sich
die Geometrie des Gebietes dabei dndert. Das Gebiet {2 wird nédmlich in Rich-
tung der Koordinatenhauptachsen gestreckt.

Der Begriff der schwachen Losung fiir (2.4),(2.5) wird analog zum Problem
(2.3) definiert.

Die erste wichtige Frage ist die der Losbarkeit des Problems (2.3). Dabei
stellt sich die Frage fiir welche Werte A > 0 und welche Werte ¢ < ¢* dieses
Problem eine Losung besitzt.

Satz 2.4.2

Sei g < q* und py < ¢ (p'= {po-p1,-..,pn}). Dann existiert ein X\ > 0 fiir
das eine schwache Lisung des Problems (2.3) existiert.

Beweis:

Wir werden die Existenz eines Minimierers des Funktionals

LPi

() = 2zt Uil

[l o

nachweisen. Dieser Minimierer, den wir mir v bezeichnen, erfiillt dann (2.3)
fiir ein spezielles A\, und zwar fiir

A\ = izt |Vallzee = E(v) .
V]l 2o

Sei (u,) eine Minimalfolge fiir das Funktional £, d.h.

inf F = lim E(uy,) .
wir\oy e
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Dabei kann 0.B.d.A ||u,||« = 1 fiir alle n € N angenommen werden. Aus
der Eigenschaft als Minimalfolge ergibt sich die Beschranktheit der Folge
(un) in W3P(Q) (da py < ¢*), und somit somit die Existenz einer schwach
konvergenten Teilfolge u,, — v (da der Raum W, 7(Q) reflexiv ist). Wegen
der kompakten Einbettung

Wol’ﬁ(ﬂ) —— L1(Q)

besitzt (u,,) aber auch eine in L?((2) stark konvergente Teilfolge. O.B.d.A
nehmen wir bereits die starke Konvergenz von (u,, ) gegen ein 0 € L?(§2) an.
Offensichtlich ist ||0]|z« = 1 wegen Stetigkeit der Norm. Die schwache Kon-
vergenz in W1P(Q) impliziert insbesondere schwache Konvergenz in L?((2),
weswegen v = U ist. Unter Ausnutzung der Tatsache, daf eine Norm schwach
unterhalbstetig ist, ergibt sich dann:

() =3 Joallon < limint > (),
=1

i=1 =

v = liminf E(u,,) = inf E.

Damit ist v ein Minimierer von E, und somit eine Losung des Problems (2.3)
fiir
A= inf E .
Wy
Dieses A, das der Minimierer von FE liefert, ist das kleinstmogliche X fiir
welches (2.3) eine nicht triviale Losung besitzt, d.h. A ist der erste Eigenwert
des Operators in (2.3).

Sei z.B. \ ein weiterer Eigenwert und u die zugehorige FEigenfunktion. Das
Testen von (2.3) mit @ selbst liefert uns

n ~
D M lloe = M| o
i=1

also ist

5= e e o
|| Lo -

Bemerkung: zu beachten ist, dafl sowohl die linke als auch die rechte Sei-
te der Gleichung (2.3) homogen vom Grad Null ist, d.h ein Vielfaches einer
Losung ergibt eine neue Losung. Dies unterscheidet das Problem (2.3) von
(2.4),(2.5), bei denen diese Eigenschaft nicht zutreffend ist.

Ist Q eine sternformige Menge, so 1d8t sich eine Beziehung zwischen den

Normen der partiellen Ableitungen des Minimierers v und zugehorigen Ex-
ponenten pq, ..., p, herstellen.
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Zur Erinnerung: die Menge 2 heifit sternférmig beziiglich eines Elementes
z €, falls fir alle y € Q und alle ¢t € (0,1) tz + (1 —t)y € 2 ist.

O.B.d.A. nehmen wir an, dafi {2 beziiglich des Nullpunktes sternformig ist.
Fiir a > 0 definieren wir v®(z) := u(az), und es gilt v* € W, 7(Q) falls o > 1
ist.

Dann gilt die folgende Ungleichung:

Z?:l al_pi"

_n
a vz

n
baller _ ey > B(w) = —Dﬁv“ff—: =

oder dquivalent formuliert (unter der Annahme ||v||z« = 1)

n

_ 1., n
Fla) =Y ("% 1)y, e 20,

i=1

wobei f auf dem Intervall [1,00) definiert ist. Wegen f(1) = 0 folgt dann
(1) >0, also

- 1 n

S0 = Dol 0.

i1 pi q

Gilt sogar dist(supp v,0€) > 0, so konnen wir f auf einem Intervall (1—¢, 00)
betrachten und erhalten sogar die Gleichheit f'(1) = 0.

Wie sieht es mit Existenz einer Losung bei (2.4),(2.5) aus 7 Dazu sei der
folgende Satz aus [7] prisentiert.

Satz 2.4.3

Zu jedem q < q* existiert ein A > 0, so daf$ (2.4) und (2.5) eine schwache
Lésung besitzt.

Gilt sogar q* > max{pi,...,pn} so existiert fir jedes X > 0 und jedes
max{piy,...,pn} < q < q* eine schwache Lisung des Problems (2.4) bzw.

(2.5).

Beweis:

Die erste Aussage erhélt man wie im Beweis des Satzes 2.2 mittels der kom-
pakten Einbettung VVO1 7, L[4, Um die Losbarkeit zu einem beliebigen A > 0
zu erhalten, bedarf es der zusétzlichen Voraussetzung aus der zweiten Aus-
sage des Satzes. Der Beweis beruht dann auf dem Mountain-Pass Theorem
(fiir genaueres siehe [7]).
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Nach dem Beweis der Existenz stellt sich die Frage der Regularitét der Losun-
gen. Dazu verweisen wir auf ein Resultat aus [8].

Satz 2.4.4
Sei Q glatt berandet, py,...,p, > 2 und > i, = > 1. Dann liegt jede schwa-

=1 p;
che Losung von (2.5) mit ¢ < ¢ bzw. q = q* falls > 1% > max{pi,...,pn} in
WE(Q). Ist Q ein konvezes Gebiet so ist die Losung sogar aus WH(£2).
Bemerkung: > " i > 1 impliziert zusammen mit p; > 2, dafl die Raum-
dimension mindestens n = 3 betrégt.

In [7] wurde dieses Resultat zwar fiir Losungen der Gleichung (2.5) formuliert,
148t sich jedoch mittels einer Koordinatentransformation auch auf schwache
Losungen von (2.4) anwenden. Eine schwache Losung von (2.3) stellt dann
insbesondere eine schwache Losung des Problems (2.4) dar mit Koeffizienten
i = I, 7

SchlieBlich méchten wir noch zeigen, dafl ein Minimierer von

LPi

() = 2zt [Uaillire

[l o

unter bestimmten Bedingungen nicht radialsymmetrisch sein kann (ein nicht
iiberraschendes Ergebnis angesichts der Anisotropie des Problems).

Damit wére auch gezeigt, dafl (2.5) zumindest eine nicht radialsymmetrische
Losung besitzt.

Sei jetzt die Raumdimension n = 2, Q = B \ Bz mit 0 < R < R und
zusatzlich gelte max{p1,p2} < ¢ < ¢*. Zu beachten ist, daf§ im Falle n = 2
stets max{p, p2} < ¢* gilt.

Um die Behauptung nachzuweisen fithren wir einen Widerspruchsbeweis.
Wir orientieren uns dabei am in [12] fiir den isotropen Fall préisentierten Be-

weis.

Angenommen es existiert ein radialsymmetrischer Minimierer u € WO1 P
Dann gilt fiir jedes o € W, (Q):

d
EEW +1p)i=0 = 0

2

d
ﬁE(U +tp)i=0 <0 .
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Wir fithren folgende Bezeichnungen ein:

2(w) = s,

N(u) == [[ul| o

LPi

2

d
Z" = ﬁZ(u + tp)i=o

Analog definiert man E” und N”.

Fiir die zweite Variation gilt nun

7" _ EN"

El/ —
N

Bei der Herleitung dieser Identitdt wird bereits die Identitét
LE(u+ tp)i—o = 0 ausgenutzt.
Jetzt definieren wir eine spezielle Testfunktion

o(x,y) :=u(r)cosb,

wobei 6 den Winkel des Vektors (z,y) mit der z-Achse bezeichnet.
Fiir die partiellen Ableitungen von ¢ gilt:

x
Yr = —u, cosf + gusin@
r r

) T .
@y = =u,cost — —usinf .
r r

Mit dieser Hilfsfunktion erhalten wir folgende Integralswerte:

/|Ux|pllux90xd<x>y) = 0 = / ‘uy|p271uy90yd<x7y)
Q Q

/ ult2upd(z, ) = 0

Q

_ 1
| ey = 5 [ luPdtey)
0 Q
/Q |u$|p1’2uuTi—g sinf cosfd(x,z) =0 = /Q ]uy|p2’2uu7.% sin @ cos 0d(x, y)
und somit

2
x

/ |ug|P 2 p2dz = / |uw|pl_2uf—2 cos? Odz +
Q 0 r
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x
+ 2/ |ux\p1’2uur—‘g sin 0 cos Odz + / ]ugc|p1’2u2£4 sin® 0dz <
Q r Q r

ol lull e <

3 u? 1
S/Q|um|p1 2C0826dz+/g|ux‘p1 zﬁd2< ||Ux||Lp1 R2|

_H y|LP1 RzH“ﬂﬁ’Lm

Analog

| b < Sl + gl

Die Terme Z” und N” schauen wir uns nun etwas genauer an (an dieser
Stelle kommt die Voraussetzung pq, ps > 2 ins Spiel, da sonst die Terme Z”
bzw. N” eventuell nicht wohldefiniert sind, siehe auch [12]).

Das Berechnen der zweiten Variation fithrt auf die folgenden Identitéten:

2
m/mwz%w{ﬂ%
Q

2" = (pi=1)|u,
Pi—2 2 dz

1*2171

LPi p172uzfc¢§0w¢d'z>2] =

’U/xl
=1

2
zzm%mﬁ/w%
1=

1
N = m—WW”Q/wMQM/wmw /wNww

1
= 5(a= 1)l

Nun konnen wir das Vorzeichen der zweiten Variation von E bestimmen:

1
7" —EN" < (p1 — 1)||Ux||mf”[—||uxlm E2||u56|LP1]
1—p2 1
+ lluyll 2 [ [y 75 + EQH“?J”LPz] = 5 = D(llusllze + [luyllzr) =

52— a) + (P2 — 1)%] :

1 1
= l[ualln [5(p1 = @) + (p1 — 1)E ] Ny l[ze: |

Bei der Konstante ¢ handelt es sich um die Konstante aus dem Lemma 2.3.1
, und wie dem Beweis des Lemmas entnommen werden kann, héngt sie linear
von der Breite des Gebietes ab. Dies und die Tatsache py, ps < ¢ impliziert,
daf} der Ausdruck Z” — EN" fiir groles £ negativ wird, und damit folgt ein
Widerspruch.
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SchluBbemerkung: Den groben Uberblick iiber den anisotropen Raum
WLP(Q) beenden wir mit der Bemerkung, dafi dieser Raum nicht den all-
gemeinen anisotropen Sobolevraum darstellt, sondern als eine Art Prototyp
angesehen werden kann. Um anisotrope Rédume in grofiter Allgemeinheit zu
studieren, ist es notwendig sich mit der Theorie der Orlicz-Sobolev Raume
zu befassen (siehe z.B [5]). Ein Einbettungssatz fiir allgemeine, also voll ani-
sotrope Sobolevrdume wird zum Beispiel in [4] behandelt.
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Kapitel 3

Maximumprinzipien fiir
elliptische anisotrope partielle
Differentialgleichungen

Nach dem groben Uberblick iiber anisotrope Sobolevriume und anisotro-
pe elliptische Differentialgleichungen im vorigen Kapitel werden wir jetzt der
Frage nachgehen ob das schwache, oder vielleicht sogar das starke Maximum-
prinzip fiir Losungen von elliptischen, anisotropen Gleichungen gelten kann.
Dabei mochten wir uns nicht nur auf klassische Losungen beschréanken, son-
dern auch verallgemeinerte Losungsbegriffe zulassen. Die beiden bekanntes-
ten verallgemeinerten Losungsbegriffe sind der Begriff der schwachen Lésung
beziehungsweise der Begriff der Viskositéitslosung, die wir beide in diesem
Kapitel behandeln werden.

Im Mitelpunkt dieses Kapitels steht der Prototyp eines auf dem Raum W17(Q)
definierten elliptischen anisotropen Operators

Lu = — Z Ci|umi pi_Qumifﬂi - Z : (‘umz pi_2uri)

i=1 Pl O

mit ¢1,...,¢, > 0.

Fiir den Raum W?(Q) nehmen wir fiir den gesamten Verlauf des Kapitels an,
dafl die Exponenten p1,...,p, > 2 sind, und €2 eine offene und beschrinkte
Teilmenge von IR" ist. Die Annahme p; > 2 ist im Hinblick auf die Definition
einer Viskositéatslosung sinnvoll.
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3.1 Schwaches Maximumprinzip fiir schwache
Losungen

Im Mittelpunkt dieses Abschnitts steht die Gleichung
Lu = f(x,u) in Q C IR" (3.1)

fiir die wir Losungen im schwachen Sinne betrachten.
An die Funktion f stellen wir folgende Voraussetzungen:
(i) f: Q2 x IR — IR ist stetig und monoton fallend in der u-Komponente

(ii) es existieren Konstanten «, 5 > 0 mit |f(x,u)| < o + [|u|P.

Jetzt definieren wir den Begriff der schwachen Losung.

Definition 3.1.1

- EBin u € WY2(Q) heifit eine schwache Unterlosung der Gleichung (3.1)
(Bezeichnung Lu < f) falls

Zci/ U, [P %, 0, — f (2, u) 0 dz < 0
i=1 /O
fiir alle ¢ € Wol’ﬁ(Q) mit ¢ > 0 fast tberall gilt.

- Einu € WYP(Q) nennen wir eine schwache Oberlésung der Gleichung (3.1)
(Bezeichnung Lu > f) falls

i=1 /O
fiir alle @ € WyP(Q) mit @ > 0 fast diberall gilt.

- Schlieflich bezeichnen wir ein u € WYP(Q) als schwache Lisung von (3.1)
falls es sich sowohl um eine Unter- als auch Oberlésung handelt, d.h. wenn

n
E Ci / ‘ulz
i=1 Q

fiir jedes @ € WoP(Q) gilt.

pi_quigozi — flz,u)p dx >0

p"’2uxig0xi — flz,u)p de =0

Bemerkung: falls u € C?(f) ist, so sind die Begriffe der schwachen und
starken Unterlosung dquivalent, also ist die Bezeichnung Lu < f fiir ei-
ne schwache Unterlosung gerechtfertigt (das gleiche gilt fiir den Begriff der
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Oberlésung).

Das Ziel dieses Abschnitts wird es sein das schwache Maximumprinzip fiir
Unterlésungen nachzuweisen. Um dies zu erreichen beweisen wir zunéchst das
Vergleichprinzip fiir den Operator L, aus dem sich dann fiir spezielle rechte
Seiten f das schwache Maximumprinzip einfach folgern 1&8t. Das Vergleichs-
prinzip besagt dabei, daf eine Ungleichung v < v auf 0f2 sich in das Innere
des Gebietes (2 fortsetzt, falls v eine Ober- und w eine Unterlsung ist. Ein
Problem besteht jedoch darin, daf es sich bei den Elementen aus dem Raum
WLP(Q) um Aquivalenzklassen handelt, deren Reprisentanten lediglich fast
iiberall eindeutig sind. Aus diesem Grund muss der Relation v < v auf 02
fiir u,v € WLP(Q) erst einmal ein Sinn verliehen werden. Dies tun wir mit
folgender Definition.

Definition 3.1.2
Seien u,v € WY(Q). Dann sagen wir u < v auf 8Q falls (u—v)* € WiP(Q)
ist (dabei ist (u—v)* := $(Ju — v| +u —v) der positive Anteil von u —v).

Mit Hilfe dieser Definition kénnen wir jetzt das Vergleichsprinzip fiir den
Operator L formulieren.

Satz 3.1.3 (Vergleichsprinzip)

Seien u,v € WYP(Q) mit Lu < f < Lv und u < v auf dem Rand von Q (die
Relationen sind dabei im Sinne der Definitionen 3.1.1 bzw. 3.1.2 zu verste-
hen, d.h. u ist eine Unterlosung, wihrend v eine Oberlésung darstellt). Dann
ist u < v fast dberall in Q.

Beweis:

Da (u—v)" € W) P(Q) gilt, so ist diese Funktion als Testfunktion zugelassen.
Wegen Lu < f und Lv > f erhalten wir somit

n
E Ci / |u$z
i=1 Q

beziehungsweise

n
> ] e
=1 /O

Addition dieser beiden Ungleichungen liefert uns dann

n
> [ (s
i=1 Q

Pi2y, ((w— ) ), — flo,u)(u— o) de <0

P, (0= 0) e, + fla ) — ) d <0

piiQU%‘)((u - U)+)33i +

Pi—2 —
Uy — |
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+ (f(z,v) = fz,u)(u—v)" de <0

Bei der Integration geniigt es sich auf die Menge {u > v} zu beschrénken,
d.h. es folgt dann

Sef (u
= (f,0) = @, uw)(w—v)+ de <0
Es ist leicht zu zeigen (z.B. in [15]), daB ein Ausdruck der Gestalt

piiQU%‘)(”%‘ - vxi) +

Pi—2 _
Uy — |

(lal™*a — [b"~*b)(a — b)

fiir @ # b und p; > 1 positiv ist. Dies zusammen mit der Tatsache, dafl
die Funktion f monoton fallend in der u Komponente ist, impliziert die
Nichtnegativitidt des Integranden auf der Menge {u > v}. Da das Integral
selbst jedoch nicht positiv ist, folgt

(|t [P, — |02, [P2) (U, — V) = 0 fast iiberall auf {u > v}

und damit u,, = v,, fast iiberall in {u > v}. Damit ist aber (v — v)* gleich
Null fast iiberall in 2. Dies ist aber nur dann moglich wenn {u > v} selbst
eine Nullmenge ist, also wenn u < v fast iiberall in  gilt.

Wie schon erwahnt wurde, ist das Vergleichsprinzip starker als das schwache
Maximumprinzip. Dies ist Gegenstand des néchsten Satzes.

Satz 3.1.4 (Schwaches Maximumprinzip)

Sei f <0 in Qx IR und u € WHP(Q) eine stetige Unterlosung der Gleichung
(83.1), die sich dariberhinaus stetig auf den Rand von ) fortsetzen lafst. Dann
qilt:

sSupu = maxu .
Q o0

Beweis:

Wir betrachten die konstante Funktion v := maxgq u. Offensichtlich gilt dann
Lv > f und v < v auf 0Q2. Anwendung des Vergleichprinzips ergibt dann
u < maxpg u in ganz 2. Das Maximum von u wird also auf dem Rand an-
genommen. Die Voraussetzung der Stetigkeit der schwachen Unterlosung ist
dabei notwendig damit der Ausdruck maxyq u einen Sinn ergibt. Dies ist au-
tomatisch der Fall wenn z.B. py,...,p, > n ist.

Es stellt sich auch die Frage ob ein schwaches Minimumprinzip fiir die Glei-
chung (3.1) vorliegt, d.h. ob vielleicht auch das Minimum auf dem Rand
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angenommen wird. Diese Frage konnen wir fiir Oberlosungen von (3.1) posi-
tiv beantworten.

Satz 3.1.5 (Schwaches Minimumprinzip)

Sei f >0 in Q x IR und u € WYP(Q) eine stetige Oberldsung von (3.1), die
sich stetig auf den Rand von ) fortsetzen lafit. Dann nimmt u das Minimum
auf O an, d.h. es gilt

infu = minu
Q E9)

Beweis: Wir setzen v := mingg u. Dann ist Lv < f und v < wu auf 0f).
Anwendung des Vergleichsprinzips liefert dann v < u in ganz (2.

3.2 Maximumprinzipien fiir Viskosititslosun-
gen

Nach dem Begriff der schwachen Losung moéchten wir in diesem Abschnitt
den Begriff der Viskositétslosung abhandeln.

Zu Beginn stellen wir eine Reihe von Voraussetzungen auf.

Sei
F:QxIRxIR"x S(n) — IR

eine stetige Funktion, wobei mit S(n) der Raum der symmetrischen n x n
Matrizen bezeichnet wird. Diese Funktion soll nun folgende Bedingungen
erfiillen:

(A1) VzeQqelR", XeSn): s<r = Flx,s,¢,X) < F(z,7r,q,X)
(A2)VzeQ,s€lR,qeIR": X<Y = F(x,s,¢Y)<F(z,s,q,X)
(Hierbei handelt es sich um die klassische Relation auf der Menge der sym-
metrischen Matrizen, d.h. X <Y < X — Y negativ semidefinit).

Die Bedingungen (Al) und (A2) sind notwendig um den Begriff der Vis-
kositétslosung einfiithren zu kénnen. Die eigentliche, fiir die Herleitung der
Aussagen notwendige Strukturbedingung an F' wird jetzt prasentiert:

(A3) Es existieren Konstanten ¢; ...c, > 0, und p; ...p, > 2, so daf fiir alle
r e s€ IR qe IR", X € S(n) die Ungleichung

n

F(%S»(L X) Z _Zc’i|qi|pi_2xii

i=1

erfilllt ist (d.h. F' hat ein stérkeres anisotropes Wachstum als der Operator
L aus Abschnitt 3.1).
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Unter den angegebenen Voraussetzungen (A1l),(A2),(A3) betrachten wir die
Gleichung
F(z,u(z), Du(x), D*u(x)) =0 in Q. (3.2)

Als Erinnerung sei an dieser Stelle die Definition einer Viskositétslosung auf-
gefiihrt.

Definition 3.2.1

- Fine oberhalbstetige Funktion u : 2 — IR heifst Viskositdtsunterlosung der
Gleichung (3.2), falls fiir jedes o € C*(Q2) mit der Eigenschaft, daf u— ¢ in

xo € Q) ein lokales Mazximum annimmt, die Ungleichung
F(wo,u(x0), Dp(20), D*p(0)) < 0

erfillt ist.

- Eine unterhalbstetige Funktion u : 2 — IR heifit Viskositdtsoberlosung falls
fiir jedes p € C*(Q) mit der Eigenschaft, dafi u — ¢ in xg € Q ein lokales
Minimum annimmt, die Ungleichung

F (o, u(xo), Dp(x0), D*@(x0)) > 0

gilt.

- Schliefllich bezeichnen wir ein stetiges u als eine Losung von (3.2), wenn
es sich sowohl um eine Unter- als auch um eine Oberlosung handelt.

Die wichtigsten Werkzeuge fiir den Beweis des Maximumprinzips fiir Visko-
sitdtslosungen sind das Randwertlemma von Hopf und das sogennante Propa-
gationslemma, denen wir uns jetzt widmen. Diese beiden Lemmas wurden in
[2] fur homogene Operatoren bewiesen. Wir werden uns an den dort présen-
tierten Beweisen orientieren, allerdings sind in unserem Fall wegen fehlender
Homogenitét einige Modifikationen erforderlich.

Lemma 3.2.2 (Das Randwertlemma von Hopf)

Sei u eine Viskosititsunterlosung der Gleichung (3.2). Ferner ezistiert ein
Punkt xy € 02 mit folgenden Figenschaften:

(i) u(xg) > u(x) fir alle v € Q (insbesondere lifit sich u in xqy stetig fort-
setzen)
(1) es existiert eine Kugel Br(y) C 2 mit 0Bg(y) N0 = {x}.

Dann gilt:
1
lim sup ;[u(xo +t(y — x0)) — u(zg)] <O .

t—0t
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Bemerkung: existieren die Richtungsableitungen im Punkt xq, so gilt sogar

%
ow

(o) <0 mit w =1y — zg .

Beweis:
Im Mittelpunkt des Beweises steht die folgende Hilfsfunktion:

v(w) := exp(—7R?) — exp(—y Z(Jh — )% -

i=1
Diese Hilfsfunktion weist folgende Eigenschaften auf:

(a) v =0 auf 0Bg(y)

(b) v(z) € (—1,0) fir jedes x € Bgr(y)

() va, () = 2y exp(—y Do (@ — ye)*) (2i — ¥i)

(d) Vo, () = 2y exp(—y 225, (o — yi) ) (1 — 29(2: — wi)?) -
Bei v kann also 7 > 0 so gewéahlt werden, daf3

n

Lv(zg) = — Z ci|vg, (o)

i=1

pi_vaimi (x0) >0

gilt. Aus Stetigkeitsgriinden existiert dann ein » > 0 mit » < R und

n

Lo() = = aifu, (x)

=1

P2, (2) >0 (3.3)

fir jedes x € B,(x).
Wir definieren die Menge X := B,.(xo) N Bgr(y).

&
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Aufgrund fehlender Homogenitét ist jetzt im Gegensatz zum in [2] présen-
tierten Beweis eine Fallunterscheidung notwendig.

1. Fall: (z¢); # y; fir jedes i = 1,...,n ((x9); = i-te Komponente des Vek-
tors xp).

In diesem Fall konnen wir r > 0 klein genug wéhlen damit
x; £ Y fiir jedes = € B,(xo)
ist. Jetzt sind wir in der Lage v > 0 grofl genug zu wihlen um
Vg, () >0 auf B, (xq)

zu erreichen. Dann kénnen wir von der Funktion v zu ev iibergehen, und trotz
fehlender Homogenitét gilt dann die Ungleichung (3.3) auch fiir ev, d.h.

n

L(ev)(z) = — Z e’ lei|vg, ()

i=1

P2 s (2) > 0 (3.4)

fir alle z € B,(x). Wir wihlen € > 0 klein genug damit
ev > u — u(zy) auf 0X (3.5)

gilt. Dies ist moglich, da einerseits ev auf X N Bg(y) verschwindet (und
u — u(xg) dort negativ ist), andererseits u — u(zg) auf 90X \ 0Bg(y) ein
negatives Maximum annimmt (da u — u(zg) oberhalbstetig ist und somit auf
kompakten Mengen ihr Maximum annimmt).

Wir konnen jetzt zeigen, dafl die Ungleichung (3.5) sogar fiir alle x € X
ihre Giiltigkeit hat. Angenommen dies wire nicht der Fall. Dann existiert ein
z € X mit

u(Z) — u(zo) — ev(T) = m)z(xx(u —u(xg) —ev) >0
d.h. u(zg) + ev kann als Testfunktion fiir die Unterlosung w an der Stel-

le  genommen werden. Daraus ergibt sich zusammen mit der anisotropen
Wachstumsbedingung (A3) an F":

n
=3 cileva(2)
=1

Dies widerspricht jedoch der Ungleichung (3.4) fiir ev, also ist die Relation
(3.5) tatséchlich fiir alle x € X giiltig.

Pim2e0,.0,(Z) < F(Z,u(Z), Dev(Z), D*cv(z)) <0 .
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Fiir w := y — z fiihrt diese Relation nun auf die Ungleichung
1 1
Z(u(xo + tw) — u(xp)) < 6;1)([)30 + tw) fiir ¢ > 0 klein genug .

Auf der rechten Seite erhalten wir fiir ¢t — 0:

1
lime-v(zp + tw) = 5@(%) =

t—0 t Jw
= —2e7 > _exp(—y > _((zo)x — ux)*)((w0)i — 1:)* < 0.
i=1 k=1

Dies impliziert die zu beweisende Ungleichung.

2. Fall: min{py,...,p,} < min{p; | (z0); = v:}

Hier lassen wir die Ubereinstimmung einiger Komponenten von z, und y zu,
allerdings mit der Einschrankung, dafl die zugehorigen Exponenten p; nicht
zu klein sind. Wir wissen, daf die Ungleichung (3.3) auf der Kugel B, (x)
gilt, im Gegensatz zum Fall 1 kann diese Umgebung aber nicht so gewé&hlt
werden, daf alle Summanden dort negativ sind. Fiir ein ¢ € {1,...,n} mit
(70); = y; nimmt némlich der Ausdruck |v,,|P""%v,,,. in jeder, auch beliebig
kleiner, Umgebung von z( auch positive Werte an. Aus diesem Grund ist es
nicht moglich ohne weitere Uberlegungen von der Funktion v zu ev iiber-
zugehen. Wir beobachten jedoch, daff alle Summanden in (3.3) auf B, (zo)
betragsméfBig beschrankt sind, und fiir ¢ € {1,...,n} mit (z¢); # y; ebenfalls

Pi—2
T Vg, < 0

sup |ug,
Br(zo0)

gilt (falls 7 klein und ~ grofl genug ist). Nach Voraussetzung existiert ein
Index j € {1,...,n} mit (z9); # y;, so daB p; < p; falls (x¢); = y; ist. Fir
e > 0 klein genug dominiert dann ?~! den Term ePi~!. Somit gilt

Pim2, 0. () > 0

L(ev) = — Z cie? o, (2)
i=1

in B,(xo) falls € klein genug gewéhlt ist (da der Summand mit ¢ = j das richti-
ge Vorzeichen hat und die anderen Summanden dominiert). Analog zum Fall
1 soll dann ev > u — u(xg) auf X gelten, und wir konnen dann genauso wie
im Fall 1 weiter verfahren.

3 Fall: min{p,,...,p,} = min{p;|(zo); # vi}

Dies ist genau der Fall, wo die fehlende Homogenitét des Operator L grofie
Schwierigkeiten bereitet. Es ist ndmlich nicht moglich eine Losung (bzw. ei-
ne Unterlosung) einer anisotropen Gleichung unter Beibehaltung dieser Ei-
genschaft mit einer beliebigen (moglichst kleinen) Konstanten zu skalieren.
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Dieses Problem &t sich jedoch teilweise umgehen indem die Komponenten
einer Losung mitskaliert werden. Sei w eine Funktion auf Q mit Lw = 0 (oder
allgemeiner Lw < 0). Fir ein A € IR und Ay, ..., A, > 0 definieren wir

w(z) == Ao\, ..., Ay, auf O

mit
Q= {(\wy,. . N t) |2 € Q)
Dann gilt
Lut = — Z NI g, (A1, - M) [P T W00, (M T - AT

=1

Es ist also moglich fiir ein vorgegebenes A € IR die Konstanten Aq,..., A, >0

so zu wéhlen, daf3
APTINPL — = AP iPe

gilt (z.B. indem man \; = A7! setzt) und damit
Luw* =0 (bzw. Lw* < 0) auf Q*

ist (d.h. die fehlende Homogenitét 1a8t sich nur teilweise kompensieren, da
beim Skalieren von v sich das Gebiet ebenfalls dndert).

Mit Hilfe dieser Skalierung kénnen wir den Beweis des Lemmas zu Ende
bringen. Dabei kann 0.B.d.A. xy = 0 angenommen werden.

Zu einem e > 0 definieren wir v. := ev. Fiir ein x € 90X \ 0Bg(y) ist dann
die Richtungsableitung:

aUE n n
5 (0) = =27eexp(=y Y _4) ) wa <0
k=1

k=1

(zu beachten ist, daf das Skalarprodukt von x und y positiv ist). Wir wihlen
jetzt € > 0 klein genug, so daf

881;5 (0) > u(x) — u(0) fir jedes © € X \ 0Br(y)

ist.

Es ist jetzt nicht klar ob Lv. > 0 in B,(0) gilt. Auf jeden Fall existiert
aus Stetigkeitsgriinden ein ' > 0 mit Lv. > 0 auf der Kugel B,/ (0) (da
(Lv:)(0) > 0 ist).

Wir definieren jetzt

M) = AN )

€
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und erhalten fiir A > 5
Lv} >0  in B,(0).
Ferner gilt fiir ein festes © € 0X \ 0Bgr(y):

A
€

() = lim v-(A"tr) — v (0) _ v,

li
1m v e )\ o

A—00

(0) > u(x) —u(0) .

Somit erhalten wir fiir ein hinreichend grosses A eine Funktion v2 mit Lv} > 0
in B,.(0) und v} > u —u(0) auf X. Nun kann der Beweis analog zum Fall 1
zu Ende gebracht werden, d.h. analog zum Fall 1 kann mittels Widerspruchs-
annahme gezeigt werden, daf§ diese Ungleichung sogar in ganz X gilt, woraus
sich die Abschéitzung fiir die Richtungsableitung von u im Punkte xq leicht
folgern 1a83t.

Im néchsten Schritt méchten wir das starke Maximumprinzip fiir Sublésun-
gen nachweisen. Fiir den Fall, daf uns eine klassische Sublosung vorliegt, d.h.
u € C?*(Q), ist der Beweis recht einfach. Es ist ndmlich eine einfache Folge-
rung aus dem gerade bewiesenen Randwertlemma. Doch der allgemeine Fall
168t sich leider daraus nicht ableiten. Dafiir ben6tigen wir zunéchst folgendes
Lemma.

Lemma 3.2.3 (Propagationslemma)

Sei u eine Viskosititsunterlosung der Gleichung (3.2), die in einem Punkt
xo € Q ein Mazimum annimmt. Dann enthdlt jede Kugel Br(xo + Rw) C €
mit ||w|| = 1 ein Element xp # xo mit u(xg) = u(xg), d.h. das Mazimum
setzt sich im Inneren von ) fort, weswegen die Bezeichnung Propagations-
lemma gerechtertigt ist.

Beweis:

Wir fithren wieder einen Widerspruchsbeweis durch, und nehmen an, dafl
eine Kugel Br(xo + Rw) C  existiert, so dafl die Ungleichung u(x) < u(xg)
fir alle © € Bgr(zo + Rw) erfiillt ist (zu beachten: zy € Bgr(zo + Rw)).

Jetzt betrachten wir wieder die Hilfsfunktion

v(x) = exp(—yR?) — exp(—y Z(ﬂfi — )%

i=1
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mit y := x¢+ Rw. Analog zum Beweis des Randwertlemmas von Hopf wihlen
wir 7 > 0 hinreichend grofl damit

n

Lo(zo) = — > il g, (0)["" Vg, (29) > 0
i=1
gilt. Aus Stetigkeitsgriinden existiert ein > 0 mit » < R und

n

Lv=— Z Ci|vg, ()

i=1

pi_vaixi () >0

fiir jedes x € B, (o).

Analog zum Randwertlemma von Hopf definieren wir die Menge X := B,.(x¢)N
Br(y).

Diesmal nehmen wir jedoch ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, daf

bereits
v > u— u(xg) auf 0X

gilt, da sonst wie im Beweis des Randwertlemmas von Hopf die Funktion
v entsprechend modifiziert werden kann um diese Relation zu erhalten. Auf
0X \ 0B,(x) gilt dies trivialerweise, da dort v verschwindet. Es bleibt also
analog zum Lemma 3.2.2 diese Ungleichung auf 0 X NOB,(zy) sicherzustellen.
Dann zeigt man (wie im Lemma 3.2.2), dafl diese Ungleichung sich in das
Innere von X iibertriagt. Aus der Tatsache, dafl die Funktion v aulerhalb von
Br(y) positiv ist, kann man sofort entnehmen, dafl die in B,(xy) definierte
Funktion
O(x) :=u(z) —v(x)

in 2y ein Maximum annimmt, also kann v als Testfunktion fiir die Unterlésung

u im Punkte xg verwendet werden.

Unter Ausnutzung der Tatsache, daf es sich bei v um eine Unterlésung der
Gleichung (3.2) handelt, erhalten wir die Ungleichung

n

Lv(zg) = — Z ¢ilva, (o)

i=1

pi’%xixi(:co) < F(xo,u(xo),Dv(xo),D%(zo)) <0

die der Wahl der Funktion v widerspricht.

Somit ist dieses Lemma bewiesen.

Mit Hilfe dieses Hilfslemmas 1é8t sich das starke Maximumprinzip problem-
los nachweisen.
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Satz 3.2.4 (Das starke Maximumprinzip)

Sei u eine oberhalbstetige Viskosititsunterlosung der partiellen Differential-
gleichung (3.2), mit der Eigenschaft, daff ein xq € Q) existiert mit

u(zgy) = max u.

Dann ist u konstant.

Beweis:

Der Beweis erfolgt wieder iiber eine Widerspruchsargumentation, also neh-
men wir an, dafl die Menge

M :={z € Q| u(x) = u(xy) }

eine echte Teilmenge von € ist (d.h. u ist nicht auf ganz € konstant).

Die Funktion w ist oberhalbstetig, also ist die Menge Q\M offen, und wir
nehmen einen Punkt y € Q\M mit der Eigenschaft

dist(y, M) < dist(y,09).

Somit existiert eine Kugel Br(y) C Q\M, mit dem Radius R > 0 so gewéhlt,
daB sie die Menge M beriihrt, d.h. 9Bg(y) N OM # 0.
Fiir ein zq € 0Bg(y) N OM gilt dann offensichtlich:

u(xo) > u(z) fir alle z € Br(y) .

Nach dem zuvor bewiesenem Propagationslemma existiert jetzt ein Element
rr € Br(y) mit u(xgr) = u(zg), woraus sich g € M ergibt. Dies ist aber
offensichtlich ein Widerspruch zu Bg(y) N M = 0.

Bemerkung:

Wie bereits erwdhnt wurde ist der Beweis des starken Maximumprinzips
sehr einfach wenn es sich bei u um eine klassische Unterlosung handelt. Man
betrachtet ndmlich dieselbe Menge M (echt in Q enthalten) und dieselbe
Kugel Bgr(y) wie im Beweis zuvor, und erhélt mittels des Hopfschen Rand-
wertlemmas die Existenz von negativen Richtungsableitungen im Punkt xg.
Andererseits ist der Gradient der Funktion u in xy offensichtlich gleich Null
und wir bekommnen einen Widerspruch. Wir haben also das Maximumprin-
zip nachgewiesen ohne auf das Lemma 3.2.4 zuriickgreifen zu miissen. Das
Randwertlemma ist somit fiir klassische Sublésungen stirker als das Maxi-
mumprinzip.
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Aus dem bewiesenen starken Maximumprinzip 148t sich leicht das schwa-
che Maximumprinzip ableiten.

Satz 3.2.5 (Das schwache Maximumprinzip)

Sei u eine oberhalbstetige Viskosititsunbterlosung der partiellen Differenti-
algleichung (3.2), die auf den Rand von Q) fortsetzbar ist. Dann wird das
Mazximum von uw am Rand angenommen, d.h.

Sup u = max .
Q o0

Beweis:

Die Losung v nimmt als eine oberhalbstetige Funktion auf der kompakten
Menge Q ihr Maximum an. Falls das Maximum im Inneren von € angenom-
men wird, so ist u wegen dem starkem Maximumprinzip konstant, also wird
in diesem Fall das Maximum auch auf dem Rand angenommen.

Nachdem wir das starke Maximumprinzip abgehandelt haben, stellt sich
die Frage nach dem Minimumprinzip, d.h. kénnen wir folgern, dafl eine
Losung konstant ist falls sie im Inneren des Gebietes ein Minimum annimmt.

Bevor wir uns jedoch dieser Fragestellung widmen, stellen wir einige Voriiber-
legungen an.

Beobachtung

Sei u eine Viskositédtsoberlosung der Gleichung
F(z,u(z), Du(z), D*u(x)) =0

wobei F' stetig ist und den Strukturbedingungen (A1) und (A2) geniigt.
Dann ist die Funktion —u eine Viskositatsunterlosung der Gleichung

F(z,u(z), Du(x), D*u(x)) =0

mit 3

F(ZL‘,S,Q,X) = _F(x7_37_Q7 _X)

Davon méchten wir uns kurz iiberzeugen.

Sei also u eine Viskositiitsoberlosung der ersten Gleichung und ¢ € C?(2),
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so daBl —u — ¢ im Punkt z( ein lokales Maximum annimmt. Dann nimmt
offensichtlich die Funktion u + ¢ dort ein Minimum an, womit die Funktion
—p als eine Testtfunktion fiir die Viskositdtsoberlosung u in xy in Frage
kommt, und wir erhelten auf Grund dessen die Ungleichung

F (20, u(x0), —Do(x0), —D*p(x) >0 .

Aus der Definition von F' folgt dann

F(xo, —u(xo), Dp(x0), D*p(20)) < 0

und somit ist die Funktion —u eine Viskositdtsunterésung der Gleichung
F=0.

Jetzt konnen wir uns dem starken Minimumprinzip widmen. Um dies nach-
weisen zu kénnen muf} jedoch die Strukturbedingung (A3) abgedndert wer-
den.

Wir betrachten wieder ein stetiges F' mit den Eigenschaften (A1) und (A2),
aber statt (A3) wird jetzt die folgende Eigenschaft vorausgesetzt:

(A4) Es existieren Konstanten ¢;...¢, >0, > ¢; >0und p;...p, > 2, so
daB fiir alle z € ,s € IR, q € IR", X € S(n) die Ungleichung

n

F(z,s,¢q,X) < —Zcz’|%

=1

2
P2

erfiillt ist.
(d.h. im Vergleich zur Bedingung (A3) hat sich die Relation umgedreht)

Satz 3.2.6 (Das starke Minimumprinzip)

Sei u eine unterhalbstetige Viskositdtsoberlosung der partiellen Differential-
gleichung
F(z,u(z), Du(x), D*(z)) = 0

wobei F' die Voraussetzungen (A1),(A2),(A4) erfillt. Ferner existiert ein
xo € Q mit
u(zg) = inn u.

Dann ist u konstant.
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Beweis:

Wir beweisen diese Behauptung indem wir sie auf das starke Maximumprin-
zip zuriickfiithren.

Es wurde gezeigt dafl —u eine Unterlosung der Gleichung
F(z,u(z), Du(z), D*u(x)) = 0

darstellt, die im Punkt zy ein Maximum annimmt.
Wegen der Bedingung (A4) ist

n

F(.Z',—S,—q,—X) S ch|qz

=1

P2y

Daraus folgt

n

F(:I:,s,q,X) = _F(xa_s>_Q7_X> 2 _ch‘qz

i=1

Pi 2

Somit erfiillt F die Strukturbedingung (A3), also ist das starke Maximum-
prinzip anwendbar. Dies liefert uns dafli —u und damit u konstant ist.

Wie bei den Maximumprinzipien l&8t sich auch hier aus dem starken das
schwache Minimumprinzip herleiten.

Satz 3.2.7 (Das schwache Minimumprinzip)

Sei u eine unterhalbstetige Viskositdtsoberlosung der partiellen Differential-
gleichung (3.2),die auf den Rand von §) fortsetzbar ist. Dann wird das Mini-
mum von u am Rand angenommen, d.h.

inf v = min .
Q EY)

Beweis:

Die Oberlésung u nimmt als eine unterhalbstetige Funktion auf der kom-
pakten Menge € ihr Minimum an. Falls das Minimum im Inneren von
angenommen wird, so ist u wegen starkem Minimumprinzip konstant, also
wird das Minimum auch auf dem Rand angenommen.

3.3 Das starke Maximumprinzip fiir
schwache Losungen

Im ersten Abschnitt des Kapitels haben wir das schwache Maximumprin-
zip fiir schwache Losungen bewiesen. Im zweiten Abschnitt waren wir in der
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Lage dieses Resultat sogar zu verbessern, indem wir das starke Maximum-
prinzip hergeleitet haben, allerdings fiir Viskositétslosungen. Es bleibt also
noch die Giiltigkeit des starken Maximumprinzips fiir schwache Losungen zu
kldren, also ob das fiir Viskositétslosungen bewiesene Resultat sich auch auf
schwache Losungen iibertragen 1a8t. Dazu muss geklart werden unter wel-
chen Umsténden eine schwache Losung insbesondere eine Viskositétslosung
darstellt. Diese Fragestellung mochten wir fiir eine Klasse von Problemen
kléaren.

Dazu betrachten wir eine stetige Funktion F' : IR" x S(n) — IR die der
Elliptizitatsbedingung

F(¢,X)—F(¢,Y)<0 falls X >Y

genlgt.

Ferner sei f : 2 x IR — IR eine auf dem ganzen Definitionsbereich stetige
Funktion, die der Wachstumsbedingung | f(z,u)| < a+ SlulP* (mit a, 8 > 0)
geniigt, und monoton fallend in der zweiten Komponente ist.

Wir nehmen nun an, dal zu der Funktion F' eine differenzierbare Abbildung
A IR" — IR"™ exisitert mit der Eigenschaft, daf fiir jedes u € C?%(Q)

—divA(Du) = F(Du, D*u)

gilt d.h. es ist

n

F(g.X) =) (A)a,i

ij=1
(zur Erinnerung: X = (2 ;)i j=1,..n)-

Nun kénnen wir sowohl den Begriff der schwachen als auch den Begriff der
Viskositétslosung fiir die Gleichung

F(Du, D*u) = f(x,u) in Q (3.6)
definieren.

Definition 3.3.1
-Ein u € WYP(Q) heifit eine schwache Unterlosung von (5.6) falls

/QA(DU)Dap — flz,u)p de <0

fiir alle ¢ € Wol’ﬁ(Q) mit ¢ > 0 fast tberall gilt.
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-Ein u € WYP(Q) nennen wir eine schwache Oberlisung von (5.6) falls
/ A(Du)Dyp — f(z,u)p dz >0
0

fir alle p € Wol’ﬁ(ﬂ) mit ¢ > 0 fast tiberall gilt.

-Schlieflich bezeichnen wir ein uw € WYP(Q) als eine schwache Lisung der
Gleichung (3.6), falls es sich bei u sowohl um eine Unter- als auch um eine
Oberlésung handelt.

Damit die obigen Begriffe der schwachen Losung wohldefiniert sind, miissen
Wachstumsbedingungen an A und f gestellt werden, etwa:

i) |[A(z) x| <Y aylz; P + B; mit positiven Konstanten o, 5;

i) |f(z,u)| < afulPo 4+ § mit «, 5 > 0.

(mit * bezeichnen wir das euklidische Saklarprodukt auf IR")

Die Begriffe der Viskositatsunter- beziehungsweise Oberlosung von (3.6) wer-
den wie zu Beginn des Kapitels definiert fiir Die Funktion

F(JJ,U,Q,X) = F(Q7X) —f(a:,u)

Nun sind wir in der Lage unter einer Zusatzforderung an A nachzuweisen, dafl
der Begriff der schwachen Losung stiarker als der Begriff der Viskositétslosung
ist.

Satz 3.3.2
Ist die Abbildung A : IR" — IR™ monoton, d.h.

(A(z) — A(y)) « (x —y) >0 fir alle z,y € IR" |

so ist eine stetige schwache Unterlosung u € WYP(Q) von (3.6) insbesondere
eine Viskosititsunterlosung desselben Problems (beziehungsweise eine stetige
schwache Oberlisung von (3.6) ist insbesondere eine Viskosititsoberlisung).

Beweis:

Wir folgen dem in [3] prisentierten Beweis. Zuerst zeigen wir, dafl eine schwa-
che Unterlosung u insbesondere eine Viskositédtsunterlosung ist. Sei dazu
p € C*Q),zo € Q mit der Eigenschaft, dal uw — ¢ in zy ein lokales Ma-
ximum annimmt, d.h.

(u = ¢)(wo) = max (u—¢) .

By (z0)
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Jetzt withlen wir eine Funktion ¢ € C%(IR") fiir die gilt:
a) ¢(xo) =0

b) ¢ > 0in IR"\ {xo}

c) (D¥)(wo) = (D*¥)(x0) =0

(z.B. man setze ¥ = |z — xo|*).

Mit Hilfe von v wird dann die Funktion

pi=p+y+ max (u—¢@—1).

T zO)

definiert. Damit ist sichergestellt, dal u — ¢ in x( ein striktes Maximum
annimmt, (v — @)(xg) > 0 und v — ¢ < 0 auf dem Rand von B, (z) gilt.
Wegen der letzten Eigenschaft liegt dann (u — @) in Wy (B, (x)).
Bemerkung: (u — @)™ bezeichnet den positiven Anteil von u — ¢, d.h.
2u—@)" =lu—@l+u—2a.

Um die Behauptung zu zeigen, dafl u eine Viskositédtsunterlosung ist, fithren
wir jetzt einen Widerspruchsbeweis und nehmen

F(Dg(x0), D*@(w0)) — f (0, u(w0)) = F(Dep(0), D*¢(x0)) — f (20, u(wo)) > 0

an. Aus Griinden der Stetigkeit gilt diese Ungleichung auch auf einer ent-
sprechend kleinen Umgebung des Punktes zy. O.B.d.A kénnen wir

F(Dp(z), D*@(z)) — f(z,u(z)) >0  fiir jedes v € B,(z)

annehmen (da sonst r kleiner gewéhlt werden kann). Dann gilt mit Sicherheit
auch

/B ( )[F(DSZ?, D*3) — f(a,w)](u— @) dz >0

da (u— )™ nicht konstant Null ist, und mittels partieller Integration schlief3-
lich

/B L ADAD( =)~ fl (=) >0,

Andererseits stellt u auch eine schwache Unterlosung des Problems (3.6) dar,
womit auch

/B ( )A(DU)D((u @) — flau)(u— @) de <0

gilt (die Testfunktion (u—@)* kann mit Null auflerhalb von B,.(z) fortgesetzt
werden). Die Differenz der beiden Integrale ergibt dann

/{ ~}[A(Ds?a) — A(DW)](Du — D@) dz >0 .
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Der Operator A ist jedoch als monoton vorausgesetzt worden, womit der In-
tegrand kleiner oder gleich Null ist und wir erhalten einen Widerspruch.
Damit ist gezeigt, dafl eine schwache Unterlosung insbesondere eine Visko-
sitdtsunterlosung ist.

Um nachzuweisen, daf es eine schwache Oberlésung auch eine Viskositéts-
oberlosung darstellt, gehen wir genauso vor wie bisher.
Wenn u — ¢ in © ein lokales Minimum (fiir ¢ € C*(2)) annimmt, d.h.

(u — @) (o) = Brp(i;;)(u - )

so konnen wir mit dhnlichen Uberlegungen wie bisher (u — ¢)(z) < 0 und
u— > 0 auf dem Rand von B, (zy) annehmen. Dann ist (¢ — )" eine nicht
negative, zuléssige Testfunktion, die nicht konstant Null ist.

Die Annahme

F(Dp(x0), D*p(x0)) — f(20, u()) < 0

fiihrt dann auf
| FDe0%) - o - )" dz <o
By (zo)

fiir r hinreichend klein.
Da (¢ — u)* eine zuldssige Testfunktion fiir die schwache Oberlosung u ist,
folgt

A(DU)D(( — u)*) — fz, u)(p —u)* dz > 0

By (o)

und die Differenz dieser beiden Integrale liefert
/ [A(Dg) — A(Duw)](Dg — Du) dx < 0 .
{u>@}

Dies steht jedoch im Widerspruch zur Monotonie der Abbildung A, und der
Beweis von Satz 3.3.2 ist damit vollstindig.

Die im Satz 3.3.2 wesentliche Voraussetzung der Monotonie wird zum Bei-
spiel vom Operator

Lu:=— Z Ci’uxi piizufbifbi = - Z . (‘U’Iz piiQUfEi)

i=1 - P~ 1 Oz,

erfiillt, den wir im ersten Abschnitt des Kapitels behandelt haben.
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In der Tat gilt ndmlich in diesem Fall fiir die Abbildung A:

1 Cn

A = n=2q . pn=2 .
Also ist
- C; o P
(Ax) = AW) x (x —y) = — 7 (™ 2w — [y Py (@ — yi) > 0
i=1 **
fiir x # y.

Damit kénnen wir das Resultat aus dem dem Abschnitt 3.1 verbessern und
nicht nur das schwache, sondern sogar das starke Maximumprinzip fiir schwa-
che Losungen beweisen.

Satz 3.3.3 (Das starke Maximumprinzip fiir schwache
Ldsungen)

Sei u € WYP(Q) eine stetige schwache Unterlisung der Gleichung (3.1) mit
rechter Seite f < 0 auf Q x IR (siehe Abschnitt 3.1), die im Inneren von
ein Mazximum annimmt. Dann ist u konstant.

Beweis:

Die schwache Unterlosung w ist nach Satz 3.3.2 insbesondere eine Viskositéts-
unterlosung. Wegen der Voraussetzung f = f(z) < 0 ist auch die Bedingung
(A3) erfiillt, d.h. wir wenden Satz 3.2.6 fiir Viskositétslosungen an.

Bemerkung: Analog wird auch das starke Minimumprinzip fiir stetige schwa-
che Oberlosungen der Gleichung (3.1) mit f > 0 auf Q x IR gezeigt, d.h. eine
schwache Oberlosung ist konstant, falls sie im Inneren des Gebietes ihr Mi-
nimum annimmt.

3.4 Anwendung auf ein Beispiel

Wir koénnen das starke Minimumprinzip auf schwache Losungen des Eigen-
wertproblems

u -0
_ _1;1% P2 ) = A 1-q, ¢—1 in Q
>l g P ua) = Al
> 0 in Q
= 0 auf 02

anwenden (siehe dazu Abschnitt 2.4, Beispiel 3). Dies liefert uns die Erkennt-
niss, daf} eine schwache Losung u iiberall in €2 positiv ist (konstant Null kann
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sie wegen des Terms ||u,, |17 und p; > 2 nicht sein).

Mit Hilfe des Maximumprinzips 148t sich auch eine Aussage iiber die erste
Eigenfunktion des Operators

n
Lu:=—=>|lug,
=1

mit Dirichlet-Randdaten machen.

I—p; 9

DPi—2
LPi 8517 ‘ u%)
1

Das Minimieren des Funktionals

LPi

() = 2zt [Uaillire

[l o

im Kapitel 2 hat ergeben, dafl der erste Eigenwert

= Sl o

1] Lo

ist, wobei @ einen Minimierer von E bezeichnet (und somit insbesondere eine
Eigenfunktion von L ist).

Wir betrachten jetzt eine beliebige Figenfunktion v zum ersten Eigenwert
Al

Das Testen der Gleichung
Lu = M\ ||ul| pa|ul??u
mit der Funktion u selbst ergibt

Wy

weswegen u ebenfalls das Funktional £ minimiert.

Jetzt behaupten wir, dafl die Eigenfunktion u auf €2 das Vorzeichen nicht
wechseln kann, d.h. u ist entweder auf ganz €2 positiv oder negativ.

Angenommen u hétte einen Vorzeichenwechsel. Mit u ist |u| ebenfalls ein
Minimierer von FE, der wegen des Vorzeichenwechsels von u eine Nullstelle
besitzt. Das Maximumprinzip impliziert dann aber sofort, dafl es sich bei u
um die triviale Funktion © = 0 handeln muf, also erhalten wir einen Wider-
spruch.
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Kapitel 4

Einfiihrung in die Harnacksche
Ungleichung

4.1 Definition der Ungleichung

Sei u eine in 2 C IR™ harmonische Funktion. Dann ist allgemein bekannt,
daB zu jedem relativ kompakten Teilgebiet @ CC € eine nur von diesem
Teilgebiet abhidngende Konstante ¢ existiert mit

supu < ¢ infu .
o o

Abschétzung dieser Art wird als Harnacksche Ungleichung bezeichnet und ist
nicht nur auf Losungen der Laplace-Gleichung beschréankt. Sie gilt z.B. auch
fiir p-harmonische Funktionen, d.h. fiir Losungen der p-Laplace Gleichung

Apu = div(|VulP~?Vu) =0 .

Der p-Laplace Operator 143t sich wiederum zum sogennanten pseudo-p-Laplace
Operator modifizieren

.0  Ou ou
— 227

Auch fiir diesen Operator behélt die Harnacksche Ungleichung ihre Giiltig-
keit. Allgemeiner 1483t sich zeigen, dafl die Harnacksche Ungleichung fiir Losun-
gen von Gleichungen mit sogenanntem p-Wachstum erhalten bleibt. Damit
sind Gleichungen der Gestalt

divA(z,u(x), Vu(z)) = B(z,u(z), Vu(x))
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gemeint, wobei A bzw. B im folgenden Sinne einer Wachstumsbedingung
geniligen:

|A(I,u,2)| <a ’Z|p_1 Z: A(.T,U,Z) > C ‘z|p |B(ZE,U, Z>| < c3 |Z|p :

Die Harnacksche Ungleichung ist von immenser Bedeutung, da sich aus ihr
eine ganze Reihe von interessanten Ergebnissen ableiten la8t. Dies zu unter-
suchen ist das Ziel dieses Kapitels. Da die Harnacksche Ungleichung, wie wir
gesehen haben, fiir eine grofie Zahl von Problemen gilt, werden wir versuchen
dies fiir eine moglichst abstrakte Klassen von Funktionen zu tun.

Sei Q C IR" zusammenhéngend und offen. Die von uns zu untersuchende
Funktionenklasse bezeichnen wir mit X, und definieren sie als eine Menge
von reellwertigen Funktionen, welche die folgenden Eigenschaften aufweist:

(a) die Nullfunktion liegt in X

(b)ue X = (u+A)eX firale A€ IR
(c)ue X = IueX firjedes A € IR

(d) fiir alle u € X und jede Kugel B,.(z) CC  gilt:

sup u < 0o und inf u > —o0 .
B.(z) By (z)

Definition 4.1.1

Wir sagen die Funktionenklasse X erfillt die Harnacksche Ungleichung ge-
nav dann wenn fir alle offenen Mengen Q. Q" C Q, mit Q' CC ", eine
Konstante ¢ = c¢(Y, Q") > 0 ezistiert, so daf fir jede auf Q" nicht negative
Funktion uw € X die Ungleichung

supu < c¢ infu
Ql Q/

gilt.

Es existiert auch eine andere, vollig analoge Definition.

Definition 4.1.2

Die Menge X geniigt der Harnackschen Ungleichung, falls fiir alle offenen
Mengen V', Q" C Q mit QO CC Q" eine Konstante c¢(,Q") > 0 existiert, so
daf fiir jede auf Q" nicht negative Funktion u € X, fir die ein xq € € mit
u(xg) = 1 existiert, folgende Ungleichung gilt:

b <) < ¢ Ve e QY.
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Man sieht relativ leicht, daf3 die beiden aufgefiihrten Definitionen aquiva-
lent sind. Erfiillt z.B. die Klasse X die Harnacksche Ungleichung aus der
Definition 4.1.1, so erhalten wir:

1 =wu(zg) <supu<c igfu < cu(z),
ol '

und dies impliziert ¢! < u(x) .
Andererseits gilt aber auch:
u(z) <supu <cinfu<c.

o/ 94

Somit erfiillt die Menge X die Ungleichung aus der Definition 4.1.2.

Wenn wir hingegen von der Giiltigkeit der Ungleichung aus der Definition
4.1.2 ausgehen, so betrachten wir ein v > 0 in Q") zy € Q' mit u(zy) > 0
(fiir = 0 ist ndmlich nichts zu zeigen). Die Harnacksche Ungleichung aus
der Definition 4.1.2 kénnen wir auf die Funktion —*~ anwenden.

u(zo)
Daraus ergibt sich ’

oder dquivalent

und schlie3lich

supu < c u(zg) < ¢ igfu :
(0% '

Dies ist die Ungleichung aus Definition 4.1.1 mit der Konstante c2.

4.2 Folgerungen aus der Harnackschen Un-
gleichung

Nun widmen wir uns den aus der Harnackschen Ungleichung resultierenden
Konsequenzen. Die erste davon ist die lokale Holderstetigkeit der Elemente
aus der Menge X. Bevor wir jedoch zur eigentlichen Aussage kommen, be-
trachten wir ein fiir den spéateren Beweis notwendiges Lemma.

Definition 4.2.1

Fiir eine Funktion u : Q) — IR und eine in ) relativ kompakte Kugel
B, (xz) CC Q definieren wir die Oszillation von u auf B,(x) als

w(z,r):=sup |u(y) —u(yz)| -

y1,92€Br(x)
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Lemma 4.2.2

Sei u : Q0 — IR eine beliebige Funktion mit folgender Eigenschaft:
VaoeQ3Ire>0,ae(0,1) Ve B (r)Vs<r:

w(z,s) < es”.

Dann ist w lokal Holderstetig mit Ezponent o (insbesondere soll natirlich
By, (xg) in Q liegen damit der Ausdruck w(x,z) definiert ist).

Beweis:

Seien yi, Y2 € B,(z9) beliebig. Dann gilt

Y1, y2 € Bs(%(yl +y2))  mit s:= %Iyl — 2| <7
Daraus leiten wir ab:
[u(yr) — uly2)| < w(%(yl +4a),8) < es® <clyr —yol*
Somit ist u € C%(B,(z0)).

Die Holderstetigkeit bedeutet also nichts anderes, als daf die Oszillation auf
einer Kugel B, (x) sich wie eine Potenz vom Radius verhilt.

Mit Hilfe des Lemmas 4.2.2 148t sich jetzt der folgende, in [14] prisentierte
Satz beweisen.

Satz 4.2.3 (Lokale Holderstetigkeit)

Unter der Voraussetzung, dafS die Funktionenklasse X die Harnacksche Un-
gleichung erfiillt, sind alle Elemente aus X lokal Holderstetig.

Beweis:

Sei u € X und Bs,(xg) eine in Q relativ kompakte Kugel. Wir wéhlen ein
x € B—r(xg) (also ist insbesondere b,(z) C Ba,(z0)) und definieren folgende
Grofen:
M(s) := sup u w(s) := inf u
Bs(z) Bs(z)

Nach den Eigenschaften (b) und (c) fiir die Menge X wissen wir, daf die
Funktionen M (r) —u und u— u(r) auf B,(x) nicht negative Elemente aus X
darstellen.

Somit sind wir in der Lage die Harnacksche Ungleichung auf die Kugel
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Br/2)(x) anzuwenden. Dies resultiert in folgenden Abschitzungen:

M(r)—pu(r/2)= sup (M(r)—u) < ¢ inf (M(r)—u)=
B, 2 (o) By/2(2)

=c (M(r) = M(r/2))

und

M(r/2) = p(r) = sup (u—p(r)) < ¢ inf (u—p(r)) =c(u(r/2)—pr)).
B, /3(x) Brj2(@)

Addition der beiden Ungleichungen mit anschlieender Umordnung ergibt:

C (M) = ()

Mit der Notation aus der Definition 4.2.1 ist

M(r/2) — u(r/2) <

w(z,r/2) < 0 w(x,r)

mit § = (¢ —1)/(c+ 1) < 1 eine dquivalente Formulierung.

Iterative Anwendung dieser Ungleichung impliziert:
w(z,27%r) < 0% w(a,r) (ke N).

Seien jetzt 0 < s < r und k € N mit 277! < s/r < 27% Wegen 6§ < 1
existiert ein o > 0 mit § = 27*.
Dann gilt:

5

w(z,s) = w(z,r(s/r)) < w(x,27%r) <27 % (2, r) < 671 (;)O‘w(x,r).

Insgesamt erhalten wir also eine Ungleichung von der Gestalt:
w(z,s) < és”.

fir alle s < r mit ¢ = Or w(z,r).
Wir kénnen nun w(z, ) durch w(xg, 2r) nach oben abschitzen, und die Kon-
stante # als unabhéngig von der Kugel B, (z) betrachten (da 6 nur von der
Konstante ¢ aus der Harnackschen Ungleichung abhéngt).
Damit folgt

w(z,s) < és®

fiir alle z € B,(xo) und alle s < r.

Damit ist das Lemma 4.2.2 anwendbar, und wir erhalten die gewiinschte
Holderstetigkeit.

56



Fiir den weiteren Verlauf des Kapitels nehmen wir an, daf§ die Funktionen-
klasse X stets der Harnackschen Ungleichung geniigt.

Satz 4.2.4 (Starkes Maximumprinzip)

Seiu € X eine Funktion, die im Inneren von 2 ein Maximum annimmt, d.h.
es existiert ein xo € € mit

u(zo) = max u .
Dann ist u konstant.

Beweis:
Sei € eine beliebige, in 2 relativ kompakte Menge die den Punkt zy enthélt.
Wir betrachten die nicht negative Funktion (u(zo) —u) € X, auf die wir die
Harnacksche Ungleichung anwenden. Dies liefert

sup (u(zg) —u) <c¢ igf (u(zg) —u) =0

Q' '
also ist u = u(xy) auf dem Teilgebiet €. Da  zusammenhingend und €/
eine beliebige Teilmenge ist, folgt dal u sogar auf ganz €2 konstant ist.

Neben dem starken gibt es auch das sogenannte schwache Maximumprin-
Zip.

Satz 4.2.5 (Schwaches Maximumprinzip)
Sei uw € X mit der Eigenschaft, daf$ es sich stetig auf den Rand von §2 fort-

setzen lafit. Dann gilt:

SuUp = maxu
Q o0

Beweis:

Es wurde im Satz 4.2.3 die Stetigkeit von v bewiesen. Nach Voraussetzung
148t sich dann u stetig auf den Rand von ) fortsetzen, also nimmt es in €
in einem Punkt zy das Maximum an. Liegt xy im Inneren von €, so ist u
nach Satz 4.2.4 konstant. In jedem Fall wird also das Maximum auch auf
dem Rand von () angenommen.

Bemerkung:

Analog 148t sich auch das starke, bzw. schwache Minimumprinzip formuie-
ren und beweisen, d.h. auch das Minimum wird stets auf dem Rand von 2
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angennomen. Der Beweis 1d8t sich auf das Maximumprinzip zuriickfiithren,
indem statt u die Funktion —u betrachtet wird.

Die letzten beiden Resultate des Kapitels behandeln den Spezialfall Q = IR".

Satz von Liouville 4.2.6

Sei Q = IR", und die Harnacksche Ungleichung in einer verschdrften Form
qiiltig, d.h. die Konstante ¢ aus der Ungleichung soll unabhdingig vom be-
trachtetem Teilgebiet wahlbar sein. Dann ist jedes nach oben bzw. nach unten
beschrdnktes u € X konstant.

Beweis:
Wir nehmen 0.B.d.A an, dal u nach oben beschrankt ist. Sei M := supp» u,
dann ist die Funktion M — u auf jeder Kugel B, (0) nicht negativ. Auf diese
Kugel wenden wir die Harnacksche Ungleichung an und erhalten

sup (M —u) < ¢ inf (M — w.

BT(O)( )< jnf( )
Die rechte Seite dieser Ungleichung konvergiert offensichtlich gegen Null fiir
r — 00, woraus sofort u = M folgt.

Selbst wenn die Funktion u nicht beschrankt ist, so erlaubt uns die Harnack-
sche Ungleichung eine Aussage iiber das Verhalten von u nahe oo zu machen.

Satz 4.2.7

Analog zum Satz 4.8 nehmen wir an, daf§ die Konstante aus der Harnack-
schen Ungleichung unabhdngig vom betrachteten Teilgebiet gewdhlit werden
kann. Fir ein u € X mit = IR" definieren wir

M (r) = maxu p(r) =minu .

|z|=r |z|=r

Dann gilt: M(r) — pu(r) strebt gegen oo fiir r — oo falls w nicht konstant ist.

Beweis:

Wir folgen dem in [14] prisentierten Beweis. Aus dem Maximumprinzip 148t
sich ableiten, dafl M (r) monoton wachsend und p(r) monoton fallend in 7 ist.
Um zeigen zu konnen, dafl die Differenz beliebig grof§ wird betrachten wir die
auf der Menge |z| = r nicht negativen Funktionen M (2r) —u und u — pu(2r).
Anwendung der Harnackschen Ungleichung auf die Funktion M (2r)—u ergibt
dann

(M(2r) — p(2r)) < ¢ (M(2r) — M(r))
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(da M(2r) — pu(r) = sup(M(2r) —u) und M (2r) — M(r) = inf(M(2r) — u)
auf der Menge |z| = r ist).

Anschlieflend wenden wir die Harnacksche Ungleichung auf v — p(2r) und
erhalten

M(r) = p(2r) < e (p(r) — p(2r))

(wegen M (r) — pu(2r) = sup(u — p(2r), bzw. p(r) — w(2r) = inf(u — p(2r) auf
lz| =7).
Addition dieser beiden Ungleichungen liefert

c+1

M(2r) — u(2r) > 1

(M(r) = pu(r)) ,

oder mit der Notation aus der Definition 4.2.1

1
L w(0.7)

0,2r) >
w(0,2r) > =

mit w(0,r) = M(r) — u(r). Iterativ folgt nun

w(0,2"r) > (

— 1)"w(0,r).
Ist u eine nicht konstante Funktion, so ist w(0,r) # 0 fiir r hinreichend gross.
Da % > 1 ist, folgt dann M (r) — u(r) — oo fiir r — co.

4.3 Geschichtlicher Hintergrund

Zum Abschlufl des Kapitels werfen wir noch einen kurzen Blick auf die Ge-
schichte der Harnackschen Ungleichung, die nach dem deutschen Mathema-
tiker Carl Gustav Axel von Harnack benannt ist (fiir einen ausfiihrlichen
Bericht siehe [11], von dort stammen auch alle hier angegebenen Informatio-
nen). Die Zwillinge Carl Gustav Adolf von Harnack und Carl Gustav Axel
von Harnack kamen am 7. Mai 1851 in der estonischen Stadt Tortu zur Welt.
Nach dem Abschlufl seines Studiums an der Universitédt in Tortu im Jahre
1872 zieht Axel von Harnack nach Erlangen um, wo er Schiiler von Felix Klein
wird und im Jahre 1875 promoviert. Weitere Stationen seiner wissenschaftli-
cher Laufbahn sind die Technische Universitdt Darmstadt und schlieflich die
Technische Universitéit Dresden. Seine Forschungsinteressen lagen im Bereich
der Analysis. Er arbeitete auf den Gebieten der Funktionentheorie, Fourier-
Reihen und der Mengenlehre. Seit 1882 leidet er an gesundheitlichen Pro-
blemen, die ihn immer wieder zu ldngeren Kuraufenthalten zwingen. Axel
von Harnack verstirbt im Jahre 1888. Sein Bruder Carl Gustav Adolf von
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Harnack wird ein beriihmter Theologe und wurde erster Président der im
Jahre 1911 gegriindeten Kaiser-Wilhelm-Gesellschaft, aus der 1948 die Max-
Planck-Gesellschaft hervorging.

Axel von Harnack formulierte die nach ihm benannte Ungleichung zu-
néchst nur fir harmonische Funktionen in IR% Diese Formulierung hatte
auch noch nicht die allgemeine Form wie in Definition 4.1 angegeben, sondern
wurde auf folgende Art und Weise prasentiert:

Fiir eine nichnegative harmonische Funktion u auf Br(xy) C IR? gilt

R—r R—+r
R—l—ru(x) < u(wo) < R—r

u(z)

fiir jeden beliebigen Punkt x € Bg(xo).

Der Beweis dieser Ungleichung ergibt sich aus der Poissonschen Darstellungs-
formel fiir harmonische Funktionen.

Im Laufe der Zeit wurde dann die Harnacksche Ungleichung auf immer
allgemeinere Probleme und héhere Dimensionen formuliert. Erst mit der Zeit
entwickelte sich auch die bekannte Formuliereung aus der Definition 4.1
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Kapitel 5

Harnacksche Ungleichung fiir
den zweidimensionalen Fall

5.1 Harnacksche Ungleichung fiir klassische
Losungen

In diesem Kapitel beweisen wir die Harnacksche Ungleichung fiir klassische
Losungen einer anisotropen Gleichung in IR?. Es handelt sich um einen geo-
metrisch gefithrten Beweis, der eine Modifizierung des Beweises aus der Ar-
beit von James Serrin [18] darstellt, in der die Harnacksche Ungleichung fiir
lineare Operatoren hergeleitet wurde. Die Modifizierung besteht darin, die
jeweiligen Beweisschritte an die fehlende Linearitédt anzupassen.

Auf einem Gebiet Q C IR? betrachten wir wieder die bekannte Differential-
gleichung

—Lu = ey |ug [P Uy, + cofuy [Py, = 0 (5.1)
mit py,ps > 2 und ¢y, ¢ > 0.
Der Operator L 14t sich auch schreiben als

c
—(|u$‘p172u1) + 2

Das wichtigste Werkzeug beim Beweis wird das im Kapitel 3 bewiesene Ver-
gleichsprinzip (Satz 3.1.3) sein, das im Beweis mehrfach angewendet wird.

Das Resultat dieses Kapitels lautet dann:

Satz 5.1.1

Die Menge der positiven, klassischen Lisungen von (5.1) geniigt der Harnack-
schen Ungleichung, d.h. fiir jedes Teilgebiet Q' CC Q ewistiert eine Konstante
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¢ >0, die nur von Q und Q' abhdngt, mit

supu < ¢ infu
o Q/

fiir jede nicht negative klassische Losung uw von (5.1).

Beweis:

Fiir die Harnacksche Ungleichung geniigt es fiir jeden Punkt (zg,yo) € € die
Existenz einer Umgebung U, (xg, o) (die nicht zwingend eine Kugel sein muf})
und einer Konstante ¢ > 0 (die nur von der Umgebung U, (xg, yo) abhéngt)
nachzuweisen, so daf3

u(z,y) < cul(t,y)
fiir alle (x,y), (Z,79) € U.(xo,yo) und fiir jede nicht negative Losung u gilt.

Eine relativ kompakte Teilmenge ' CC Q kann dann von endlich vielen
solchen Umgebungen iiberdeckt werden.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit darf U (zo,yo) = B1(0) angenommen
werden, da man sonst eine lineare Transformation der Gestalt

(z,y) = (a1(z — 20), a2(y — yo))

anwenden kann.

Der Operator L ist nicht homogen, von daher ist es notwendig die beiden

Komponenten unterschiedlich stark zu skalieren, damit die Gleichung (5.1)
erhalten bleibt. Dazu muB as = o ~"/®>™ gelten. Mit dieser Transforma-
tion 148t sich eine Ellipse in die Kugel B;(0) transformieren.

Der Beweis von Satz 5.1.1 wird darauf beruhen mit einer geschickt gewéhlten
Vergleichsfunktion zu arbeiten. Dazu betrachten wir die Ellipse

2 2
2. L Y
TEEt RS

wobei 0.B.d.A a > b angenommen ist, und die Funktion
o(x,y) = exp(—vyo?) — exp(—7) mit vy > 0.

Wir betrachten ¢ jedoch nicht auf der ganzen Ellipse, sondern lediglich auf
der Menge

1
R::{(x,y)EZR2|02§1undx2§a}

die eine bei z = % senkrecht abgeschnittene Ellipse beschreibt.

Offensichtlich ist © gleich Null auf dem gekriimmten Teil des Randes von R,
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und zwischen Null und Eins im Inneren.

Fiir die partiellen Ableitungen gilt jeweils

v
Uy = —21'? exp(—y0?)

~ 2
b, = —2y— exp(—yo?)

b
Ve = 2 % exp(—702)(2m2% -1)
Dyy = 2 Z—2exp(—702)(2yzb12 -1).

Somit:

—Li = 1|0, P s + 0|57y, =

2
= ol g I e expl?(py — )20 75— 1) +

2Y \po—1y, |pa— Y
Sl P P expl 10y — D)2 — 1)
Der erste Summand ist auf R wegen der Bedingung x > %a durch ein € > 0
nach unten beschrénkt sofern v grof§ genug ist, d.h. es gilt dann

C1|TpP 20y > >0 fiir alle (z,9) € R.

Dies trifft jedoch nicht auf den zweiten Summanden zu, weswegen die Funk-
tion © im allgemeinen keine Unterlosung auf R darstellt (Wir nennen eine
Funktion ¢ Unterlosung falls Lo < 0 ist).

Der zweite Summand ist jedoch betragsméfig beschréankt. Um dies auszu-
nutzen definieren wir die Funktion

V= AU mit A > 0 .
Jetzt erhalten wir
—Lv = NP e |5, [P 20, + )\p27102|17y\p2’217yy.

Nun kann man durch entsprechende Wahl der Konstante A\ die Giiltigkeit
von Lv < 0 auf R sicherstellen (fiir p; > py wahlt man z.B. A grof§ genug, im
Falle p; < po wahlt man A\ hingegen sehr klein, d.h. es wird mittels A dafiir
gesorgt, dafl der erste Summand den zweiten dominiert).

Mit der Funktion v erhélt man also eine Unterlosung auf R, die gleich Null
auf dem gekriimmten Rand von R ist, und 0 < v < k fiir ein festes £ > 0 im
Inneren.
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Nun wéhlen wir a = 3, b = % und setzen

@+3 =33

a? b2

Ry :={ (2,9) € IR? |

<1l,z>-1}

bzw. ey L3

(-3 (y-1V3)
T <1l,z<1}

d.h. die Ellipse R wird um den Vektor (—32, $1/3) verschoben um R; zu be-

kommen, und anschlieend fiir Ry noch zusétzlich an der y-Achse gespiegelt.

Ry = { (z,9) € IR* |

hy

R1 R2

0\

Bild 1

Zu diesen beiden Gebieten R;, Ry betrachten wir die zugehorigen Vergleichs-
funktionen

we,y) = v+ 2y~ V3 ole,y) = o2 —ay — VB)

Durch diese Verschiebung bzw. Spiegelung dndert sich natiirlich nichts an
der Tatsache, daf} es sich in beiden Féllen um Unterlosungen auf R; bzw. R
handelt.

Schlieilich wahlen wir noch fiir b = 2 + % 3,a = % ein drittes Gebiet

22 (y—(1+3V3))? 1
Ry (e me | o UTLERIN o Loy

R3 beschreibt ebenfalls eine abgeschnittene ellipse, mit der eigenschaft, daf3
der gerade Rand von R3 im Durchschnitt der Gebiete Ry und R, verlauft.
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R1 R2

v

R3

Bild 2

Auch fiir dieses Gebiet mochten wir eine Vergleichsfunktion vy definieren.
Dabei ist jedoch eine Fallunterscheidung notwendig.

Wie gewohnt setzen wir zunichst
- 1
03 :=v(z,y — (1 + 5\/5))

und anschlieend
V3 = )\’(73

um mit Hilfe der Skalierung mit A\ > 0 die Funktion v3 zu einer Unterlosung
auf R3 zu machen. Dies funktioniert genauso wie bei v; bzw. vy, d.h. in
Abhéngigkeit davon, ob p; < py oder py < p; gilt, wihlt man A grofl bzw.
klein genug.

Falls ps < py zutrifft, so kann \ auBlerdem klein genug gewahlt werden um
vy < min{vy, ve} (5.2)

auf dem geraden Rand von Rj3 zu erhalten.

Gilt jedoch p; < po (d.h. A muB grofl gewéhlt werden), so ist die obige Un-
gleichung eventuell verletzt. Dieses Problem l&t sich umgehen indem die
Funktionen vy, vo ihrerseits mit einer hinreichend groflen Konstante multipli-
ziert werden damit (5.2) gilt.

Dies kann jedoch zu Folge haben, dafi die Eigenschaft von vy, vs als Un-
terlosung verloren geht. Um dies zu verhindern kann jedoch bei vy, vs der
Exponent v grofl genug gewahlt werden.
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Zusammenfassung:

wir haben drei Vergleichsfunktionen vy, vy, v3 auf drei Gebieten Ry, Ro, R3,
wobei die Funktion v3 auf dem geraden Rand von R3 unterhalb der Funktio-
nen v, vz liegt.

Sei jetzt u eine beliebige positive Losung von (5.1). Wir zeigen, dafi u im
Nullpunkt normiert werden kann, indem wir mittels einer Fallunterscheidung
eine Funktion @ definieren.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf an dieser Stelle p; < p, ange-
nommen werden, da sonst zu einer Funktion w(z,y) := u(y, x) ibergegangen
werden kann, bei der sich die Rolle von p; und p, vertauscht.

1. Fall: u(0) > 2k
Dann setzen wir:
a(%?/) = )\1U(937>\2?J) .

Fiir u gilt dann
—Lu = )\€1_101 ‘u:z:()‘lxv y) ‘pl_2ua::13()\1$7 y)+)\1102_1)‘127262’uy<)‘2x7 y)‘pz_Quyy()\Qm’ y>

und @ ist ebenfalls eine Losung von (5.1) wenn
P1—P2
Ay i= A 7
gilt.
2. Fall: u(0) < 2k

Dann definieren wir
u(z,y) = Mu(Aez, y)

und erhalten
—Lu = /\11)1_1)\1271 C1 |Ux()\2xa y) |p1_2uxac()\2$7 y)+)\]1]2_102|uy<)‘2x> y)|p2_2uyy()‘2x’ y) :

Nun ist u ebenfalls eine Losung ist, falls man

pP2—P1

Api= A 7

setzt.

Jetzt ist es moglich die Funktion u mittels der Konstante A\; nach Belieben
zu skalieren.

Wir wihlen einfach \; := % um die Normierung @(0) = 2k zu erreichen.
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Durch die Fallunterscheidung haben wir erreicht, dafl die Skalierung der je-
weiligen Komponente mit einer Zahl Ay > 1 geschieht.

Die Skalierung wie soeben vorgenommen scheint etwas kompliziert zu sein.
Das Problem besteht darin, dafl der Operator L nicht homogen ist, und
dies veranlasst uns dazu die Komponenten mitzuskalieren um die Gleichheit
Lu = 0 zu erhalten.

Ein bei Skalierung dieser Art auftretendes Problem ist die Tatsache, dafl
Ag eventuell zu groB wird, d.h. (Aez,y) bzw. (x, A2y) nicht mehr in Q liegt.
Dies 1é83t sich jedoch umgehen, indem vor der Skalierung zu einer Funktion
w(z,y) := u(ax, By) ibergegangen wird. Fir a = ﬁ% ist dann w ebenfalls
eine Losung von (5.1) auf einem grofleren Gebiet, wenn o, < 1 gewihlt
werden.

Sei jetzt
G ={(z,y) € Bi(0) | a(z,y) > k}

Aus dem im dritten Kapitel bewiesenen Maximumprinzip folgt, dafl eine ste-
tig differenzierbare, sich nicht schneidende Raumkurve I' existiert, die den
Nullpunkt mit einem Randpunkt der Kugel B;(0) verbindet (da sich sonst
ein Widerspruch zum schwachen Maximumprinzip ergibt).

1Y

R1 R2

v

Bild 3

O.B.d.A. kann hier angenommen werden, daf es sich um den Punkt (0,1)
handelt.

Dies ist moglich da es lediglich darauf ankommt, daf§ der Randpunkt weder
in R; noch in Ry liegt. Dies zusammen mit der Tatsache, da} die Gebiete
R1, Ry, R3 genauso gut um 90 Grad gedreht angeordnet werden konnen, er-
laubt uns diese vereinfachende Annahme.

Sei jetzt P ein beliebiger Punkt im Durchschnitt der Gebiete Ry und R,. Es
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tritt jetzt einer der beiden Félle auf:

- der Punkt P wird vom gekriimmten Rand von R; und der Kurve I einge-
schlossen

- P liegt in einem Gebiet, das vom gekriimmnten Rand von R und I' beran-
det ist.

0.B.d.A. nehmen wir an, daf} der erste Fall auftritt und bezeichnen das ent-
sprechende Gebiet mit D.

Auf dem gekriimmten Rand von R; gilt trivialerweise 4 > vy, da dort vy
konstant Null ist. Auch auf I' N R; haben wir ebenfalls diese Ungleichheit,
weil da

U Z k Z U1
gilt.

Anwendung des Vergleichsprinzips liefert dann
U > 0 auf ganz D
und somit insbesondere
@(P) > min{vy(P),va(P)}.

Da P ein beliebiger Punkt im Durchschnitt der Gebiete Rq, R ist, erhalten
wir

@ > min{vy, ve} > v3
auf dem geraden Rand von Rj3 (nach Konstruktion von vs).

Da natiirlich @ > v3 auf dem gekriimmten Teil des Randes von Ry gilt (vs ist
dort konstant Null), ist das Vergleichsprinzip jetzt auch auf das Gebiet Rj
anwendbar.

Daraus folgt

%> minvy=d >0 da B1(0) CC Ry
B, (0 g
und damit
d
w(zr,y) >d= 2—&(0) fiir jedes (z,y) € B%(O) .

Die Funktion @ geht aus v durch Multiplikation mit A\; und lineare Transfor-
mation T'(z,y) = (ayx, asy) hervor, wobei die Konstanten a;, as im Intervall
[1, 00] liegen.
Daraus leiten wir ab:

(0)

u(T(e,y)) = X0, 0) = S Dar,y) > u(0)
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fiir alle (z,y) € B1(0).
Wegen B%(O) C T(B1(0)) folgt dann

1
3

d
u(z,y) > %U(O) fir alle (z,y) € B%(O) :
Um den Beweis zu vervollstdndigen bleibt jetzt noch die umgekehrte Unglei-
chung zu zeigen.
Sei (g, y0) ein beliebiger Punkt in By/4(0). Die gleiche Argumentation laft
sich jetzt auf die Kugel Bs/4((20,%0)) C Bi1(0) anwenden, woraus die Unglei-

chung
d

u(r,y) > %U(%,yo)

fir alle (z,y) € B.((xo,y0)) mit r =

Insbesondere also

13 _ 1

d

ﬁ“(%, Yo) < u(0).

SchlieBlich gilt
U(.’L’,y) < _U(i,g) fiir alle (I,y), (.fi',g) € Bi(o)

und die Harnacksche Ungleichung ist damit bewiesen.

5.2 Harnacksche Ungleichung fiir schwache
Losungen

Die zuvor bewiesene Harnacksche Ungleichung gilt zundchst nur fiir klassi-
sche Losungen von (5.1). Zum Abschlufl des Kapitels méchten wir der Frage

nachgehen, ob dieses Resultat auch fiir schwache Losungen seine Giiltigkeit
behalt.

Die Definition einer schwachen Losung von (5.1) wurde bereits im Kapitel 3
angegeben. Zur Erinnerung:

Definition

Unter einer schwachen Losung von (5.1) verstehen wir ein u € WHP(Q) mit

/ ta P g0 + [y P2y, ddy
Q
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fiir alle ¢ € WHP(Q).

Entscheidende Hilfe beim Beweis der Ungleichung fiir klassische Losungen
lieferte das im Satz 3.1.3 (Kapitel 3) bewiesene Vergleichsprinzip, das bereits
fiir schwache Losungen formuliert worden ist (d.h. an dieser Stelle kann auf
die Glattheit der Losungen verzichtet werden). Eine weitere wichtige Figen-
schaft, die in dem Beweis der Harnackschen Ungleichung eine Rolle spielte
war die Stetigkeit der Losung u, zum Beispiel sind wir davon ausgegangen,
daB die im Verlauf des Beweises definierte Menge G offen ist. Die Stetig-
keit der Losung kann durch die Zusatzvoraussetzung py, po > 2 sichergestellt
werden. Unter dieser Zusatzvoraussetzung kénnen samtliche Schritte des Be-
weises auch fiir schwache Losungen vollzogen werden, d.h. in diesem Fall gilt
die Harnacksche Ungleichung auch fiir schwache Losungen.

70



Literaturverzeichnis

1]
2]

3]

[10]

[11]

R.A. Adams, Sobolev Spaces, New York Academic Press, 1975

M. Bardi, F. Da Lio, On the strong mazimum principle for fully nonline-
ar degenerate elliptic equations, Arch. Math. (Basel) 73, 1999, 276-285

M. Belloni, B. Kawohl, The pseudo-p-Laplace eigenvalue problem and
viscosity solutions as p — oo, ESAIM Control Optim. Calc. Var. 10 ,
2004, 28-52

A. Cianchi, A fully anisotropic Sobolev inequality, Pacific J. Math. 196,
2000, 283-295

T.K. Donaldson, Orlicz-Sobolev spaces and imbedding theorems, J. Func-
tional Analysis 8, 1971, 52-

L. C. Evans, Partial differential equations, American Mathematical So-
ciety, 19

I. Fragala, F. Gazzola, B. Kawohl, Fxistence and nonezistance results
for anisotropic quasilinear equations, Ann. Inst. H. Poincaré Anal. Non
Linéaire 21, 2004, 71

I. Fragala, F. Gazzola, G. Lieberman, Regularity and nonexistence re-
sults for anisotropic quasilinear elliptic equations in convexr domains,
Discrete Contin. Dyn. Syst., suppl., 2005, 280-286

E. Gagliardo, Proprieta di alcune classi di funzioni in piu variabili, Ri-
cerche Mat. 7, 1958, 102-137

D. Gilbarg, N. Trudinger, Elliptic partial differential equations of second
order (2nd. ed.), Grundlehren Math. Wiss., Springer-Verlag 1983

M. Kassmann, Harnack Inequalities: An Introduction, Boundary Value
Problems 2007, Hindawi Publishing Corporation

71



[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

21

B. Kawohl, Symmetry results for functions yielding best constants in
Sobolev-type inequalities, Discrete Contin. Dyn. Syst. 6, 2000, 638-690,
siehe auch Erratum, ibid. 17, 2007, 690

P. Marcellini, Regularity and existence of solutions of elliptic equations
with p,q-growth conditions, J. Differential Equations 90, 1991, 1-30

J. Moser, On Harnacks theorem for elliptic differential equations, Comm.
Pure Appl. Math. 14, 1961, 577-591

O. Plura, Variationsprobleme in anisotropen Sobolevrdumen, Diplomar-
beit, angefertigt am mathematischen Institut der Universitidt zu Koln,
2003

J. Rakosnik, Some remarks to anisotropic Sobolev spaces I, Beitrage zur
Analysis 13, 1979, 55-68

J. Rakosnik, Some remarks to anisotropic Sobolev spaces II, Beitriage
zur Analysis 15, 1981, 127-140

J. Serrin, On the Harnack inequality for linear elliptic equations, J. Ana-
lyse Math. 4, 1955/56, 292-308

Alkis S. Tersenov, Aris S.Tersenov, The problem of Dirichlet for aniso-
tropic quasilinear degenerate elliptic equations, J. Differential Equations
235, 2007, 376-396

M. Troisi, Teoremi di inclusione per spazi di Sobolev non isotropi, Ri-
cerche Mat. 18, 1969, 3-24

N. S. Trudinger, On Harnack type inequalities and their application to
quasilinear elliptic equations, Comm. Pure Appl. Math. 20, 1967, 721-
747

72



Ich versichere, daf§ ich die von mir vorgelegte Dissertation selbstdndig an-
gefertigt, die benutzten Quellen und Hilfsmittel vollsténdig angegeben und
die Stellen der Arbeit - einschliellich Tabellen, Karten und Abbildungen -, die
anderen Werkzeuge im Wortlaut oder dem Sinn nach entnommen sind, in je-
dem Fall als Entlehnung kenntlich gemacht habe, dafl diese Dissertation noch
keiner anderen Universitat zur Priifung vorgelegen hat, dafl sie noch nicht
veroffentlicht worden ist sowie, dafl ich eine solche Veroffentlichung vor Ab-
schlul des Promotionsverfahrens nicht vornehmen werde. Die Bestimmungen
dieser Promotionsordnung sind mir bekannt. Die von mir vorgelegte Disser-
tation ist von Prof. Dr. Bernd Kawohl betreut worden.

Olgierd Plura

73



Danksagung

Ich moéchte mich herzlich bei Herrn Prof. Dr. Bernd Kawohl fiir das Uber-
lassen dieses interessanten Themas, fiir alle Anregungen und Ratschlidge beim
Erstellen dieser Dissertation bedanken.

74



Lebenslauf

Personliche Daten

Name:
Vorname:
Geburtsdatum:
Nationalitat:

Bildung

1981-1987
1987-1988
1989-1994
1996-1999
1999-2003
26.11.2003

Plura
Olgierd
02.09.1974
deutsch

Volksschule in Schammerau

Volksschule in Grof§ Peterwitz

Gymnasium Fiihlinger Weg in Kéln
Wirtschaftsinformatikstudium an der Universitat zu Koln
Mathematikstudium an der Universitiat zu Koln
Abschlufl des Studiums mit dem Grad
Diplom-Mathematiker

Berufliche Tatigkeiten

1994-1995
10.2002-11.2003

12.2003-09.2005

10.2005-7.2008

Zivildienst beim DRK

Studentische Hilfskraft am Mathematischen Institut

der Universitit zu Koln

Wissenschaftliche Hilfskraft am Mathematischen Institut
der Universitat zu Koln

Wissenschaftlicher Mitarbeiter am Mathematischen Institut
der Universitat zu Koln

75



