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Zusammenfassung I1I

Zusammenfassung

Wir haben das chirale O(2) Gittermodell, das sich als ein Quasispinsystem bzw. System
von wechselwirkenden Rotoren verstehen und durch eine Gitteranordnung von Joseph-
son Kontakten in zwei rdumlichen Dimension realisieren 1dft, im Rahmen der Theorie
der korrelierten Basisfunktionen (CBF) fiir eine quantitative und qualitative Beschrei-
bung der Eigenschaften seiner Quantenzustidnde und des Phaseniibergangs untersucht.
Ausgehend von einem Satz geeigneter korrelierter Testwellenfunktionen, der die korre-
lierten Grundzustdnde approximativ beschreiben kann, wurde der Erwartungswert des
Hamiltonoperators als Funktion der Einteilchendichte p() und der winkelabhingigen
Zweiteilchen-Verteilungsfunktion g(n;pq, @2) ausgedriickt. Das gelingt mit Hilfe einer
hypernetted-chain (HNC/0) Analyse. Durch Anwendung des Minimalprinzips werden
zwei Euler-Lagrange Gleichungen, die renormierte Hartree Gleichung und die renormier-
te Schrodingergleichung, hergeleitet. Die Beschreibung der Elementaranregungen wird
in der Feynman-Approximation behandelt, die zur Feynman Eigenwert-Gleichung fiihrt.
Numerische Rechnungen wurden auf einem einfachen quadratischen Gitter mit periodi-
schen Randbedingungen durchgefiihrt. Mittels Iterationsverfahren lassen sich die nume-
rischen optimierten Losungen der Euler-Lagrange Gleichungen bestimmen und damit
alle physikalischen Gleichgewichts-Grofen. Vorgelegt werden Resultate fiir die Grund-
zustandsenergie pro Gitterpunkt, den Ordnungsparameter M,, die Einteilchendichte,
die Zweiteilchen-Funktionen , die Anregungsenergie und die Strukturfunktion des nied-
rigstliegenden Zweiges. Die numerischen Resultate zeigen, daf die Grundzustidnde fiir
0 < A < A, eine geordnete (ferromagnetische bzw. supraleitende) Phase beschreiben,
wahrend fiir A > )\, eine ungeordnete (paramagnetische bzw. normale) Phase vorliegt.
Am kritischen Punkt des Kopplungsparameters A\, ~ 3.1 tritt ein Phaseniibergang zwei-
ter Ordnung auf. Das asymptotische Verhalten der Korrelationsfunktion G(n) zeigt eine
langreichweitige Ordnung. Sie strebt fiir [n| — oo zum Grenzwert M? in der geordne-
ten Phase und féllt kurzreichweitig in der ungeordneten Phase ab. Dabei ist M, der
zugehorige Ordnungsparameter fiir die geordnete Phase, der die chirale bzw. O(2) Sym-
metriebrechung dieser Zustinde beschreibt.
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Summary \Y

Summary

We have studied the properties of an O(2) chiral lattice model at zero temperature, that
may be interpreted as a system of interacting spin rotors or can be realized through
a configuration of two-dimensional Josephson junction arrays, within the framework
of the Correlated Basis Function (CBF) theory for a quantitative and qualitative des-
cription of the physical properties of its quantum ground states and phase transition.
Starting from an ansatz of a suitable set of correlated trial wave functions that describes
approximately the correlated ground state we have expressed the expectation value of
the Hamiltonian in terms of the single-particle density p(y) and the angle dependent
two-particle distribution function g(n; ¢y, ¢2). This has been done with the help of the
hypernetted-chain technique in the so-called HNC/0 approximation. By implementati-
on of the minimum principle for the energy, two Euler-Lagrange equation are derived,
the renormalized Hartree equation and the renormalized Schrodinger equation. The de-
scription of the elementary excitations is treated in Feynman approximation and leads
to a Feynman eigen-value equation for the optimal wave functions of the excitations and
their energies. The numerical calculations are performed for simple quadratic lattices
with periodic boundary conditions. The optimal numerical solutions of both equations
are determined by an iteration procedure and therewith all the physical equilibrium
quantities of interest. The excitation energies and states are determined by the solu-
tion of the Feynman eigen-value equation. Presented are the ground state energy per
lattice point, the order parameter M,, the one-particle density, the two-particle func-
tions, the excitation energy and the structure function of the low-lying excited mode.
The numerical results show that the ground states for 0 < A < A. describe an ordered
(ferromagnetic or superconducting) phase while for A > A, they represent a disordered
(paramagnetic or normal) phase. At the critical coupling parameter A, ~ 3.1 occurs
a second-order phase transition. The asymptotic behavior of the correlation function
G(n) displays long-range order. It approaches the limiting value M2 in the ordered pha-
se and decreases toward zero in the disordered phase. Thereby, the associated order
parameter M, characterising the ordered phase demonstrates the chiral and the O(2)
symmetry-breaking in these ordered states.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Das O(n) Gittermodell [1] ist ein Beispiel fiir stark-wechselwirkende Vielteilchensysteme.
Dieses Modell beschreibt fiir n = 2 eine quantisierte Version des XY-Spingitters [2, 3]
oder Systeme granularer supraleitender Netzwerke [4, 5, 6] bzw. Josephson Junction
Arrays [7, 8, 9, 10]. In der Kern- und Mesonfeld-Theorie [11] ist das chirale O(n) Gitter-
modell von Interesse. Von besonderer Bedeutung ist das durch Phasenfluktuationen und
Korrelationen verursachte Verhalten des Quantengrundzustands dieses Modells, das von
der Stérke eines Kopplungsparameters abhingt [12, 13]. Dieser Parameter bestimmt die
Starke der Fluktuationen und Korrelationen und die Konkurrenz zwischen kinetischen
und potentiellen Effekten des Modells. Die kinetische Energie wichst mit der Kopplungs-
konstanten, die eine dhnliche Rolle wie die Temperatur spielt und zu Fluktuationen der
Phasen bzw. Winkel fiihrt, welche den Verlust einer eventuellen langreichweitigen Ord-
nung verursachen kénnen. Das O(2) Modell weist einen Grundzustand mit langreich-
weitiger Ordnung und spontaner O(2)- bzw. chiraler Symmetriebrechung fiir geniigend
kleine Werte des Kopplungsparameters auf. Am kritischen Kopplungsparameter ver-
schwindet diese iiber einen Quanten-Phaseniibergang zweiter Ordnung [14, 15, 16] und
geht in einen ungeordneten Zustand iiber.

Im allgemeinen ist das kritische Verhalten der Vielteilchensysteme von der Stdrke des
Kopplungsparameters und damit der auftretenden Korrelationen abhéngig. Eine mog-
lichst genaue quantitative Beschreibung dieser Korrelationseffekte ist eine wichtige Auf-
gabe der Physik der kondensierten Materie [17]. Zur quantitativen Beschreibung des
mikroskopischen Verhaltens dienen moderne Quantenvielteilchentheorien, wie z. B. die
Theorie der korrelierten Basisfunktionen (CBF-Theorie) [18, 19, 20] und die “Coupled
Cluster” (CCM) Methode [21, 22|, die die im System vorhandenen Korrelationen be-
riicksichtigen konnen.

Insbesondere erlaubt die CBF Theorie bei tiefen Temperaturen eine quantitative ab-
initio Analyse des Grundzustandes und der Anregungszustinde eines korrrelierten Quan-
tensystems. Beispiele dafiir sind Quantenfliissigkeiten [23, 24] wie fliissiges Helium und
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2 Kapitel 1. Einleitung

Kernmaterie. Diese Theorie wurde z. B. mit grofem Erfolg auf das U(1)-Gittereichmodell
der Quantenelektrodynamik [25, 26] und auf das Ising Modell im duferen Magnetfeld
bzw. das dazu duale Z(2)-Modell [27] angewandt. Numerische Resultate dieser Anwen-
dungen zeigen, daf die CBF Theorie das Potential hat, die physikalischen Eigenschaften
fiir alle Werte des Kopplungsparameters mit grofer Genauigkeit zu gewinnen, sofern man
nicht zu nahe am Phaseniibergang ist. Erfolg und Fahigkeit der CBF Theorie ermutigen
uns deshalb, das O(2) Gittermodell in zwei rdumlichen Dimension in einer systemati-
sche Analyse zu untersuchen. Das O(2) Modell ist von besonderem Interesse zur Un-
tersuchung des kritischen Verhaltens und des Phaseniibergangs in einer Vielzahl von
Problemen und ihrer zugehorigen rdumlichen Ordnungs-Unordnungsphinomene [28].
Insbesondere spielt das O(2) Modell eine wesentliche Rolle in der Theorie zweidimen-
sionaler Systeme. Zum Beispiel wird es angewendet, um Ladungseffekte und induzierte
Quantenfluktuationen in einem Netz von Josephson Kontakten zu beschreiben [29, 30].
Fiir Temperaturen 7" > 0 ist das Verhalten des O(2) Modells durch das Zusammenspiel
von thermischen und Quantenfluktuationen bestimmt. Bei verschwindender Temperatur
zeigt das Modell aufgrund der Konkurrenz der kinetischen und potentiellen Energiebei-
trage ein auferordentlich reiches Verhalten.

Bei nicht-verschwindenden Temperaturen aber geringer Kopplung ergibt das Modell ei-
ne langreichweitige Ordnung, die einem ferromagnetischen bzw. supraleitenden Zustand
entspricht. Bei Temperaturerh6hung zerstéren dann langwellige Magnonen (Spinwel-
len) die langreichweitige Ordnung. Hierbei handelt es sich an der kritischen Temperatur
T = Ty um einen Kosterlitz-Thouless-Berezinskii (KTB) Phaseniibergang|31, 32, 33|.
An diesem Ubergang 16sen sich Wirbel der geordneten Tieftemperaturphase zu freien
Wirbeln auf, was zur ungeordneten Hochtemperaturphase fiihrt. Diese kann als quasi-
paramagnetisch bezeichnet werden, d.h. die Korrelationen sind kurzreichweitig und ihre
Starke fallt exponentiell mit dem Abstand ab.

Die Mehrheit der Studien bei endlichen Temperaturen sind im Rahmen der Stérungs-
theorie, der Molekularfeld-Ndherung [34, 35] und harmonischer Aproximationen [36, 37|
durchgefiihrt worden. Die Molekularfeld-Naherung [38, 39, 40, 41] gibt Hinweise dar-
auf, daft Systeme fiir A > 4.0 in zwei Dimensionen und A > 6.0 in drei Dimensio-
nen nicht mehr geordnet sind. Jedoch beriicksichtigen konventionelle Methoden wie die
Molekularfeld-Ndherung und harmonische Modelle keine Teilchenkorrelationen und sind
deshalb nur qualitativ. Wahrend die harmonische Ndherung auch die Phasenperiodizi-
tat verletzt, vernachléssigt die Molekularfeld-N&dherung [42] rdumliche Korrelationen und
Kopplungseffekte der Gitterpunkte. Diese Theorien sind deshalb nicht befriedigend und
liefern keine quantitativ korrekten Resultate. Eine Reihe von Arbeiten iiber das O(2)
Rotormodell versucht, solche Korrelationen ndherungsweise zu erfassen. Benutzt wer-
den dafiir verschiedene Methoden, wie storungstheoretische Entwicklungen in Potenzen
der Kopplungsstirke [43], Renormierungsgruppen-Theorie [9], numerische Simulationen
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[44, 45], Quantum-Spherical Approximations [46], u.a. Die Anwendung der letzteren N&-
herung ergibt z. B. einen Wert A\, ~ 2.43 fiir den kritischen Kopplungsparameter A im
zugrunde gelegten Hamilton-Operator auf einem einfachen Quadratgitter (siehe Kapi-
tel 2, G1.(2.2)), der vom kritischen Wert A, = 4 der Molekularfeld-Naherung [35, 42]
wesentlich abweicht. Dritte-Ordnung Storungstheorie liefert zum Vergleich A\, ~ 2.52
[43]. Das Ziel der vorliegenden Analyse ist deshalb, diese N&dherungen durch bessere zu
ersetzen und das Modell im Rahmen der CBF Theorie zu untersuchen.

Nach einer Vorstudie des Modells in Molekularfeld-Naherung beginnt die Untersuchung
mit der formalen Berechnung des Erwartungswertes des Hamiltonoperators beziiglich ei-
ner Vielteilchenwellenfunktion von Hartree-Jastrow Form. In Verbindung mit hypernetted-
chain Gleichungen wird das Energiefunktional bestimmt. Das Variationsprinzip der
Energie wird benutzt, um die Einteilchendichte und das Pseudopotential zu optimieren.
Die Bestimmung der angeregten Zustinde wird in Feynman-Ndherung durchgefiihrt.
Optimale physikalische Grofien werden mit ihrer Hilfe berechnet.

1.2 Kapiteliibersicht

Im Kapitel 2 wird das O(n) Gittermodell vorgestellt. Hier werden Eigenschaften wie
Symmetrien, Ordnungsparameter und Anwendung des Modells erldutert. Im Kapitel
3 wird eine Molekularfeld-Analyse des Modells durchgefiihrt. Verschiedene physikali-
sche Grofien werden ausgewertet und mit Resultaten der Storungstheorie verglichen.
Im Kapitel 4 wird die explizite Form eines korrelierten Grundzustands vom Hartree-
Jastrow Typ vorgestellt. Der Erwartungswert des Hamilton-Operators beziiglich dieses
korrelierten Zustands wird als Funktion der Einteilchendichte und der Zweiteilchen-
Verteilungsfunktion angegeben. Mittels der HNC/0-Naherung werden die auftretenden
reduzierten Dichtematrizen aus dem vorgegebenen korrelierten Grundzustand berech-
net. Im Kapitel 5 wird durch Variation des Energiefunktionals bei festem Kopplungspa-
rameter nach der Wurzel der Teilchendichte eine der Euler-Lagrange Gleichungen, die
renormierte Hartree Gleichung, fiir die optimale Einteilchendichte und das zugehdorige re-
normierte Hartree-Potential hergeleitet. Hergeleitet wird auch die zweite Euler-Lagrange
Gleichung, die Paired-Phonon Gleichung (PPA), durch Variation des Energiefunktionals
nach der Korrelationsfunktion. Schlieflich wird der Formalismus zur Berechnung der
Anregungsenergie vorgestellt und die angeregten Zustdnde in Feynman-Naherung be-
stimmt. Im Kapitel 6 werden die Losungen der gekoppelten Euler-Lagrange Gleichungen
untersucht, die den optimalen Zustand beschreiben. Hier wird das angewandte numeri-
sche Iterationsverfahren beschrieben. Im Kapitel 7 werden die numerischen Ergebnisse
vorgestellt und diskutiert. Kapitel 8 beschliefst die Arbeit mit einigen Schluffolgerungen

und einem Ausblick.
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Kapitel 2

Allgemeine Eigenschaften des Modells

In diesem Kapitel wird das chirale O(n) Gittermodell vorgestellt und eine Einfiihrung in
das Verhalten des Modells gegeben. Die Merkmale dieses Vielteilchensystems, das eine
langreichweitige Ordnung besitzen kann, kann durch makroskopische Grofien beschrie-
ben werden, aus denen sich viele Informationen gewinnen lassen. Dazu gehoren z. B. der
Ordnungsparameter, die Korrelationsfunktionen und Symmetrieeigenschaften, die sich
in verschiedenen physikalischen Grofen bemerkbar machen.

2.1 Das Modell und seine Interpretationen

Das chirale O(n) Gittermodell in zwei rdumlichen Dimensionen 14dft sich durch den
Hamilton-Operator|1]

H=+- ZA”cos /\Z{

]

(n — 2) cot go,}ai (2.1)

i

(9(,0Z

beschreiben. Dieser Hamilton-Operator ist auf einem Quadratgitter mit den Gitterpunk-
ten ¢ =1,2,..., N und auf dem Winkelraum {¢;} mit —7 < ¢; < 7 definiert. Der Faktor
A ist der Kopplungsparameter, definiert auf dem Intervall 0 < A < oco. Das Potential
A;; = A(n) hangt nur vom relativen Abstand n = r; — r; der Gitterpunkte 7, j ab und
gibt die Wechselwirkungsstdrke zwischen den Spins der Gitterpunkte ¢ und j.

Zur Beschreibung eines Pionenfeldes wird n = 4 gewéhlt, die Wahl n = 2 definiert das
quantisierte O(2) Gittermodell (bzw. XY Modell), das zur Beschreibung des Verhal-
tens idealer Josephson Kontakte auf einem Gitter dienen kann. Der Hamilton-Operator
lautet in diesem Fall [9, 39]

— _/\Z ZA” cos( ©;) - (2.2)

8(101 z]

Die Variable ¢; charakterisiert die makroskopische Phase der Wellenfunktion auf der
“Insel” i. Sie ist kanonisch konjugiert zum Zahloperator [; = —10/0¢;, der die Anzahl der
Cooper-Paare auf der Insel 7 angibt. Diese zwei Operatoren erfiillen die Kommutator-

5



6 Kapitel 2. Allgemeine Eigenschaften des Modells

Relation |I;, ;] = —idy;, die zur Unscharfe AlAg > 1 fiihrt.

Der Kopplungsparameter kann interpretiert werden durch A = 2DU/J, wobei U =
e?/2C, die Ladungsenergie, J die Josephsonkopplung, Cy die Eigenkapazitit (Kapazi-
tat zu Grund) einer Insel auf einem D-dimensionalen Gitter sind. Der Kosinusterm in
GL. (2.2) kann als ein Drehmoment interpretiert werden, das diskrete Quanten (Bosonen)
vom Gitterpunkt ¢ zum Gitterpunkt j transportiert. Die Gesamtheit der Josephson
Kontakte zeigt das Verhalten einer normalen Phase fiir grofte Werte des Kopplungspara-
meters und eine global-supraleitende Phase unterhalb einer kritischen Kopplungsstéirke
Ac (0 < X < A.). Die Konkurrenz zwischen den Energien U and J bestimmt das Leitungs-
verhalten des Systems [47]. Im Grundzustand und fiir U >> J sind die Ladungseffekte
geniigend grof, um die Cooper-Paare auf den einzelnen Inseln zu lokalisieren. Hier ist
wegen der Unschirfe Al << 1 und Ay >> 1. Die Inselphasen sind unkorreliert und
ein Suprastrom kann nicht wegen der Coulomb-Blockade entstehen. Damit ist in diesem
Bereich das System der Josephson Kontakte in der normalen Phase.

Andererseits ist fiir J >> U die Unschirfe Al >> 1, d.h. die Zahl der Cooper-Paare
auf einer Insel ist unbestimmt. Die Anordnung befindet sich deshalb in einem makro-
skopisch phasenkohirenten (global-supraleitenden) Zustand. Ist U =~ J, sind Phasen-
fluktuationen geniigend stark und verursachen eine Zerstérung der Supraleitfidhigkeit.
Ein kontinuierlicher Phaseniibergang zum normal-leitenden System ist die Folge. Dieses
kritische Verhalten der Josephson Kontakte kann experimentell beobachtet werden, da
die Kopplungskonstante A experimentell geindert werden kann.

Der Hamilton-Operator (2.2) kann auch als eine Version des XY Spin-Modells interpre-
tiert werden. In dieser Interpretation beschreibt das Modell dann die Dynamik wechsel-
wirkender Rotoren bzw. Spins. Der Spinvektor S; = (S¥,S}) am Gitterpunkt ¢ hat die
Lange |S;| = 1, seine Richtung in der XY-Gitterebene ist durch den Winkel ¢; fest-
gelegt. Eine Drehung des Spins in der XY-Ebene wird durch den Drehimpuls-Operator
[, = —10/0¢p; erzeugt. Die Stirke dieser Drehung wird durch den Kopplungsparameter
A geregelt. In dieser Spin-Interpretation l&ft sich ein von Null verschiedener Ordnungs-
parameter als spontane Magnetisierung interpretieren. Am kritischen Wert A, besitzt
das Modell einen Phaseniibergang zweiter Ordnung. Fiir 0 < A < ), ist die geord-
nete Phase ein ferromagnetischer Zustand, fiir A > A, ist die ungeordnete Phase ein
paramagnetischer Zustand, wenn wir den Spinvektor mit einem magnetischen Moment

verbinden.

2.2 Symmetrien des Hamilton-Operators

2.2.1 Gittertranslations-Symmetrie

Der Hamilton-Operator (2.2) ist invariant unter Translationen im Gitter. Wegen Be-
schrinkung auf “homogene” Systeme in dieser Untersuchung sind auch die Wellenfunk-
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tionen gittertranslationsinvariant. Alle Einteilchenfunktionen sind damit unabhingig
von allen Gitterpunkten. Beispiele dafiir sind die Einteilchendichte und der Ordnungs-
parameter. Zweiteilchenfunktionen hingen dagegen vom relativen Abstand n zweier
Gitterpunkte ab.

2.2.2 0O(2)-Symmetrie

Der Hamilton-Operator (2.2) hat eine globale Symmetrie der Rotationgruppe O(2) (Ro-
tationen in der XY Ebene) und ist invariant gegeniiber simultanen Drehungen ¢ aller
Winkel ¢; um eine vertikale feste Achse. Er ist nicht invariant unter individuellen loka-
len Drehungen um einzelne Gitterpunkte. Diese Drehungen werden durch eine unitire
globale Transformation

WS i; .
Ul =e Ei:l = Wb (2.3)

erzeugt. Die Erzeugende L =3 1;der Drehungen vertauscht mit dem Hamilton-Operator
i

(2.2):

LA - g ;m Z[z st~ ).

DN | .

( Ayjsin(pr — @j) — Z Ay sin(p; — @k)) )

DO | .

Zk: (Z Agjsin(pr — ;) — ZJ: Ajisin(p; — %)) =0. (2.4)

J

Dementsprechend gelten die folgenden Beziehungen,
d » A
U@),H| =0, H=UWHU'(Y)=H und i L= [L,H]=0.

Wegen der Vertauschbarkeit (2.4) ist offensichtlich, daff H unter O(2) Rotationen ein
invarianter Operator und L eine Erhaltungsgrofe ist. Wir merken an, daf H nicht
invariant unter lokalen Drehungen ist, d.h. [I;, H] # 0. Wir werden im Folgenden deshalb
zundchst symmetrisierte Zustinde untersuchen, die die gleiche Symmetrie des Hamilton-
Operators besitzen und danach solche, die die O(2) Symmetrieeigenschaften brechen.
Brechung der Gittertranslationssymmetrie wird nicht zugelassen, da wir nur “homogene”
Systeme betrachten wollen.

2.2.3 Spiegelungen

Der Hamilton-Operator ist auch invariant unter Spiegelungen sowohl an der x-Achse als
auch an der y-Achse, d.h. er besitzt eine Reflexionssymmetrie beziiglich der Operationen
P? und PY mit P*(z,y) = (z,—y) = (p = —p) und P¥(z,y) = (-z,y) = (p —
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m — ). Die Spiegelsymmetrie an der y-Achse impliziert die chirale Symmetrie des O(n)
Gittermodells.

2.3 Der Ordnungsparameter

Die dynamischen Eigenschaften des Modells (2.2) sind durch die Phasenoperatoren ¢;
und die zugehorigen Operatoren [; bestimmt. Der Ordnungsparameter, der die ma-
kroskopische Ordnung des Systems beschreibt, wird als Erwartungswert des Operators
> ‘% definiert, der durch Richtung und Betrag charakterisiert wird. Wir schreiben

i

1 1 R ) ..
M = Nzi:<ew’>:Nzi:(<cosg0i>+z<sm<pi>),

1 i . 1 1 o
= 2 (Mi+iMy) = S 3TV e (2.5)

Der Winkel «; stellt die mittlere Ausrichtung des Spins M; am Punkt ¢ dar und |M;|
seinen Betrag. In einem “inhomogenen” System hdngen |M;| und «; vom Gitterpunkt
¢ ab. Sie dndern sich von Gitterpunkt zu Gitterpunkt, so daf sie ortsabhingig werden,
a; = a(r;) bzw. M; = M(r;). In unserem Fall hingen diese beide Grofen wegen der
angenommenen Erhaltung der Translationssymetrie nicht vom Ortsvektor r; des Gitter-
punkts 7 ab, sondern sind durch eine Konstante gegeben,

1 . .
M o= <30 [Mm)| €0 = M| e
= M, +1M,. (2.6)
Der Grundzustand hat die Symmetrie

Y({-¢}) = ¥({¥}), (2.7)

d.h. es besteht Reflexionssymmetrie beziiglich der Operation P, : (¢ — —¢). Wegen
dieser Eigenschaft des Grundzustands verschwindet der Erwartungswert des Sinusanteils
des Feldoperators e*¥ bzw. die Komponente M, denn:

<VU|sinp|¥ > = < VU|P;'P,sinpP, ' Pp|¥ >= — < ¥|P; 'sin 9P, | ¥ >,

= — < V¥|sinp|¥ >=0. (2.8)

Dagegen kann die Reflexionsymmetrie des Grundzustands beziiglich der Operation P, :
(¢ — ™ — @) (chirale Symmetrie) gebrochen werden. In diesem Fall ist

M, = <V|cosp|¥ >,

= < VY|P, 'P,cospP, ' P,|¥ >,
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= — <VU|PcospP|¥ >0, (2.9)

i.e. Pj|¥ ># |¥ >. Der Ordnungsparameter ist dann durch M, =< cos¢ ># 0
gegeben. Er gibt die mittlere Orientierung der Phasen in X Richtung. Fiir M, = 1
richten sich alle Phasen parallel zur X-Achse aus.

Da die Phasenfluktuationen mit wachsender Kopplung A zunehmen, verringert sich die
Wahrscheinlichkeit fiir eine parallele Ausrichtung. Am kritischen Punkt A, ist diese
Wahrscheinlichkeit so klein, daf das System in einen ungeordneten Zustand {ibergeht.
Dieser Grundzustand ist invariant gegeniiber Drehungen um eine Achse, d.h. er ist rich-
tungsunabhéngig.

Im Gegensatz zu dieser Phase ist der Grundzustand der geordneten Phase richtungs-
abhingig und bricht deshalb die Invarianz des Hamilton-Operators gegeniiber der O(2)
Symmetrie.

Ein einfaches Argument zeigt diesen Sachverhalt mathematisch formal: Der Grundzu-
stand ist durch einen nicht-verschwindenden Ordnungsparameter M, charakterisiert.
Daraus folgt

M = <l
= <¥|(UTU)) e (U @)U ®))|T >,

v > mit < ¥|U >=1,

= < WU (V) U 9) U@ >,
= < ¥ (V) e* U (9))]¥ >,
- < \m(ewi i e—wi)|\1~, >,
= < Ul e T >
= e <P | >, (2.10)
bzw.
< Ule? | T >
< Y| >

M = e <O ¥ >M M = (2.11)

Wire |¥ > invariant bei Drehungen, dann miifte ¥ >= const|¥ > sein, also miifite
folgen M = M und damit

e’ =< U|¥ > .

Da < \il|\il > reell ist, kann diese Gleichung nur fiir ¥ = 0, 27, ... erfiillt sein. Also ist
die Annahme |¥ >~ |¥ > widerspriichlich und es gilt [ ># |¥ >
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2.4 Phaseniibergange

2.4.1 Quanten-Phaseniibergang im Grundzustand

Eine gemeinsame Eigenschaft der durch Gl. (2.2) beschriebenen Systeme ist das Auftre-
ten eines kontinuierlichen Phaseniiberganges zweiter Ordnung am kritischen Kopplungs-
parameter, der durch eine spontane O(2) Symmetriebrechung charakterisiert ist [49].
Dieser Phaseniibergang trennt Grundzustdnde mit unterschiedlichen Symmetrien: eine
geordnete (ferromagnetische bzw. supraleitende) Phase mit niedrigerer Symmetrie ver-
glichen mit den erhaltenen Symmetrien des Hamilton-Operators und eine ungeordnete
(paramagnetische bzw. normale) Phase mit gleicher Symmetrie zum Hamilton-Operator.
Der Hamilton-Operator besitzt eine globale O(2)-Symmetrie und ist invariant unter den
Operationen P, P, und ist rotations- und spiegelungsinvariant. Der ungeordnete Grund-
zustand besitzt die volle Symmetrie des Hamilton-Operators, wihrend die geordnete
Phase die Symmetrie des Hamilton-Operators bricht. Die geordnete Phase mit gebro-
chener O(2)-Symmetrie wird durch einen von Null verschiedenen Ordnungsparameter
M, charakterisiert, dessen Wert vom Kopplungsparameter A stetig abhéngt. Fiir A = 0
nimmt M, den Wert 1 an, da die Fluktuationen der Phase bzw. des Winkels verschwin-
den (Abb. 2.1).

Fiir A > 0 nimmt der Ordnungsparameter M, mit zunehmendem Kopplungsparame-

Abbildung 2.1: Die Abbildung zeigt den Gundzustand der geordneten Phase des XY-
Spin Modells im Grenzfall A = 0 mit Ordnungsparameter M, =< cosp >= 1.

ter ab und verschwindet am kritischen Kopplungsparameter .. Fiir A > A, handelt
es sich dann um ungeordnete Zustinde, wo die Spins bzw. lokalen Phasen unabhingig
voneinander sind. Der Zustand ist deshalb paramagnetisch bzw. normal.
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2.4.2 Phaseniiberginge bei endlichen Temperaturen

Bei endlichen Temperaturen kann eine inhomogene Anderung des Grundzustands auf-
treten. Aufgrund lokaler thermischer Fluktuationen kénnen sich die Phasen (bzw. Win-
kel) ¢ lokal dndern, ¢; = ¢(r;), so dak eine ungleichméRige Orientierung der Phasen
entstehen kann. Diese konnen die langreichweitige Ordnung des Zustands zerstoren,
indem sie eine quasi-langreichweitige Ordnung etablieren, bei der die rdumliche Kor-
relationsfunktion algebraisch mit dem Relativabstand abnimmt [50]. Topologische De-

I NN foS N N
S/~ N0\ /N N N
VA N — = /N =
VAN N
NN~ — /) ~N NN/ S
NN — ) NN NS S

Abbildung 2.2: Wirbel-Konfigurationen der lokalen Phasen ¢(r;) auf einem zweidimen-
sionalen Gitter mit “Ladungen” +1 (links) und -1 (rechts). Die Phase ¢(r;) &dndert sich
bei Umlauf um den Wirbelkern um +2x.

fekte in der Form von Wirbeln (Abb. 2.2) kénnen bei Temperaturerhohung gebildet
werden, wenn ¢(r;) eine Singularitidt hat. Solche Anregungen ermdoglichen dann einen
kontinuierlichen Kosterlitz-Thouless Phaseniibergang, bei dem Defektpaare (gepaarte
Wirbel) sich auflésen und freie Wirbel entstehen. In dieser Hochtemperaturphase fallt
die Korrelationsfunktion exponentiell mit dem Abstand |r| ab, und verschwindet die

quasi-langreichweitige Ordnung des Systems.
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Kapitel 3

Molekularfeld-Naherung

Néaherungsweise 1dft sich ein wechselwirkendes Vielteilchensystem wie das zu untersu-
chende O(2) Gittermodell durch analytische und numerische Verfahren behandeln. Dazu
gehoren Storungsentwicklungen und Molekularfeld-Naherungen.

In Molekularfeld-Approximation werden Korrelationen zwischen den einzelnen Kon-
stituenten des Systems vollstdndig vernachléssigt. In diesem Fall wird der zugehorige
Vielteilchen-Hamilton-Operator auf eine Summe von effektiven Einteilchenoperatoren
reduziert. Der Einfluss der Teilchen-Teilchen Wechselwirkung wird hierbei durch ein
mittleres Feld beschrieben. Trotz dieser Beschrankungen kann man damit einige quali-

tative Informationen iiber das Verhalten des Phasendiagramms eines Systems gewinnen.

3.1 Grundzustande

In Molekularfeld-Ndherung wird als N-Teilchen-Testwellenfunktion |¥, > ein Produkt
aus normierten Einteilchenfunktionen |¢); > angenommen: |¥, > = ﬁwz >. Der Er-
wartungswert des Hamilton-Operators (2.2) beziiglich des zugehorigen ZGrundzustandes
berechnet sich dann zu

52

E/N = =A< ¢|8—Q02

|9 > +D(1— < 9| cos gl >?), (3.1)

wobei D die rdumliche Dimensionalitdt des Systems angibt. Fiir quadratische Gitter ist
D = 2. Minimierung des Erwartungswertes (3.1) beziiglich der Funktionen |¢; > ergibt
als Euler-Lagrange Gleichung die Hartree-Gleichung
52

_(’\872 +4M, cos ) () = nip() . (3:2)
Der Lagrange-Multiplikator p ist so zu wéhlen, daf die Normierungsbedingung < ¥,|¥, >=
1 erfiillt ist. Gleichung (3.2) wird numerisch gel6st und die Komponente des Ordnungs-
parameters M, und die Energie p als Funktionen des Kopplungsparameters werden
selbstkonsistent bestimmt. Die Grundzustandsenergie folgt aus dem Energiefunktional

13
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(3.1) zu
E/N = 2(1+ M?2)+u. (3.3)

Ist A = 0 dann ergibt sich M, =1, y = —4 und E/N = 0. Im Grenzfall des “strong-
coupling limit”, A — 0, haben wir [41] in O(v/})

1 /A )
M, = 1->4/2, _ 432,
1\ 2 H 33

2M,
E/N = V2, 1/)((,0)0(6_%“’2, mit k = ‘

N

(3.4)

Eine Storungsentwicklung am kritischen Punkt A = A, zeigt, daf A\, = 4 ist. Im Grenzfall
(Ae —A) — 0 erhélt man:

2 4 3
MZ = ?(AC_)\)) /Lg__(Ac_)‘)a w1:4_?(>‘6_>‘)’

E/N = 2-— %(Ac—,\)z, Y(p) 1+,/%(,\C—,\) Cos . (3.5)

In der ungeordneten Phase A > )\, verschwindet der Ordnungsparameter, M, = 0, und
die optimalen Einteilchenzustinde sind |¢); >= 1/v/2m wegen < ¥,|¥, >= 1. Aus dem
Energieerwartungswert (3.3) ergibt sich die minimale Energie zu E/N = 2 fiir alle A > 4.
Im Grenzfall des “weak-coupling limit”, A — oo, ergibt sich in Storungstheorie bis zur

zweiten Ordnung:

D 1 o
E/N = D =2-  fir D=2. (3.6)

3.2 Elementare Anregungen

Zur ndherungsweisen Beschreibung der Anregungszustinde kann man den verallgemei-
nerten Dichtefluktuationsoperator

1
Y(r;)

einfithren {23, 25]. Die Quantenzahlen k = (k,, k,) sind durch den Wellenvektor der er-
sten Brillouinzone des reziproken Gitters gegeben, ¥(¢;,,) sind die Einteilchenzustinde in

Qa(k’ {90}) = Z etk (I)a(ka Qol‘i) (3'7)

Hartree-Ndherung. Wegen der angenommenen rdumlichen Translationsinvarianz hingen
die lokalen Einteilchenzustiande v (¢,,) nicht vom Abstandsvektor r; ab. Die Funktion
D, (k, ¢r,) = Po(k, ) mub die Bedingung

[ 0)®alk, p)dp = 0 (39)

2 -
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erfiillen [26]. Der a-Zweig der elementaren Anregungszustinde
Uy >= 04(k) ¥, > (3.9)

liefert damit die Dispersionsbeziehung

€a

o(k) = : 3.10
=50 (3.10)
Die Strukturfunktion S, (k) ist gegeben durch den Ausdruck
< Wl (k) oa (k)| ¥, >
Sa(k) = 1 : 3.11
(k) N(1—M2) <9,|¥, > (3.11)
Der Zahler €, in Gl. (3.10) ist die Hartree-Einteilchenenergie
€ — < \IIOHQIU[Ha Qk]]|qlo| >
« 2N(1—M2)<\Il|\Il|>
= _i (1 _ M2 Z / aga( ) {QD}) 8Qa(ka {(,0})
N Oy dp;
2 0
= A(1-25) / dprol(k, {}) 5— ( (901)8—Qa( {e}). (3.12)

Wegen der Orthogonalitit (3.8) und der Normierung < ®,|®s >= o4 nimmt die Struk-
turfunktion die einfache Form an:

1
= (-7 [ dp ) Rale). (3.13)
e 2w J—x @ “
Minimierung von w, beziiglich der Funktion ®,(¢), ergibt die folgende einfache Feynman
Gleichung:
A0 0 D,(p)
— = waPq . 3.14
O EA PR Bl 319
Mit Hilfe der Hartree Gleichung erhalten wir weiter
A0 0 Pu(p ) 0? 1 0%yY(p)
L
W 5e” Wague) ~ Nag ) o )™
82
()\% + 4 M, cos(p) + u) D,(p) - (3.15)

Damit schreibt sich die Gl. (3.14) in der Form

2

(/\% + 4 M, cos(p) + u)@a(go) = wa®Pa(p). (3.16)
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Losung dieser Differential-Gleichung gibt die Eigenwerte w, und die Eigenfunktionen
..

Die Anregungsenergie (3.10) hingt offensichtlich wegen Ergebnis (3.13) in dieser Ni-
herung nicht von k ab. Am kritischen Parameter A = A, = 4 ist wi(k) = A\, = 4.
Im Grenzfall A — 0 erhalten wir mit dem Stérungsergebnis (3.4) aus der Feynman
Gleichung (3.14) fiir A — 0 die Relation

0P, 0%®,
2v/2X 8;“’) —A &;;Sp) = wa®a(p), (3.17)

bzw. in niedrigster Ordnung

w222 _ 0. (3.18)

Mit ®4(p) ~ pe~ 3¢ erhalten wir fuer den niedrigsten Anregungszweige o = 1
wi(k) =2v2A+ O()). (3.19)
Im ungeordneten Zustand mit M, = 0 reduziert sich Gl. (3.16) auf

82(1)01(90)

—-A
0p?

— (o). (3.20)
Die Losungen sind gegeben durch ®,(p) ~ €? bzw. e mit « = n = 1,2,3, .... Die
zugehorigen Eigenwerte und Strukturfunktionen sind damit

S.(k) = 1, wn(k) = n?\. (3.21)

Gleichung (3.11) der Hartree-N&herung zeigt uns, daf die berechneten Grofen keine
Korrelationen enthalten. Das trifft aber nicht zu in der Physik eines wechselwirkenden
Vielteilchensystems, dessen Zusténde korrelationsabhingig sind. Moderne Vielteilchen-
verfahren wie die CBF-Theorie stellen nun eine Moglichkeit dar, die mikroskopische
Struktur der korrelierten Systemzustinde zu behandeln und damit die Teilchenwechsel-

wirkung zu beriicksichtigen, worauf wir in den Kapiteln 4 und 5 eingehen werden.

3.3 Numerische Ergebnisse der Hartree-Niherung

Im Rahmen der Hartree Approximation wurden numerische Ergebnisse fiir den Ord-
nungsparameter M,, den Lagrangeparameter p und die Energie F als Funktion von
A berechnet. Die Ergebnisse sind in Abb. (3.1) dargestellt. Die Grundzustidnde fiir
0 < X < A = 4 beschreiben eine geordnete Phase, wahrend fiir A > A\, = 4 eine un-
geordnete Phase vorliegt. Am kritischen Punkt A\, = 4 (in Hartree-N&herung) tritt ein
Phaseniibergang zweiter Ordnung auf. Die Einteilchen-Grundzustandswellenfunktion,

die zugehorige Energie und die Anregungsenergie als auch der Ordnungsparameter wur-
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Abbildung 3.1: Ergebnisse fiir die optimalen Grofen (a) Gitterenergie E/N, (b) An-
regungsenergie w,(k) bei k = 0, (¢) Ordnungsparameter M,, (d) Lagrangeparameter
i als Funktion des Kopplungsparameters A, in Molekularfeld-N&dherung. Die durchbro-
chenen Kurven zeigen die Ergebnisse in niedrigster nichtverschwindender Ordnung der
Storungstheorie.

den fiir beide Phasen berechnet. Die Ergebnisse der Stérungstheorie in den Bereichen
A — 0 und A — A, sind zum Vergleich mit den Resultaten der Molekularfeldtheorie
in Abb. (3.1) eingezeichnet. In diesen Grenzfillen stimmen die Hartree-Resultate mit
den Storungstermen iiberein. Sie geben dadurch einen Hinweis auf die Richtigkeit der
numerischen Behandlungen der Molekularfeldgleichungen (3.1)-(3.3), (3.10) und (3.21).
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Kapitel 4

CBF-Formalismus

Fiir eine mikroskopische Analyse des Grundzustands des O(2) Modells wird die Theorie
der korrelierten Basisfunktionen (CBF) angewandt. Ausgehend von einem geeigneten
Testgrundzustand, der von Einteilchen- bzw. Zweiteilchen-Korrelationen abhingt, und
durch Anwendung der Hypernetted-Chain Gleichungen (in HNC/0-Niherung) wird das
Energiefunktional des Hamilton-Operators durch die Diagonalelemente der reduzier-
ten Ein- und Zwei-Teilchen Dichtematrix ausgedriickt. Diese Diagonalelemente werden
durch das Minimalprinzip fiir die Energie optimal bestimmt. Sie ergeben sich als Losun-
gen der zugehorigen Euler-Lagrange Gleichungen fiir die lokale Einteilchendichte und

die Paarverteilungsfunktion.

4.1 Hartree-Jastrow Ansatz

Der Grundzustand eines korrelierten Vielteilchensystems wie des O(2) Modells wird
durch einen Hartree-Jastrow Ansatz |27, 51| gen&hert,

1
|\Il >= ) exp {m Z ua(k)gl(ka {(pri})ga(ka {(prj})}|\llo > . (41)
k,a
Der Dichtefluktuations-Operator g, (k, {¢r,}) in Gl. (4.1) ist explizit gegeben durch

o(k, {o}) = Ze““ ——=%a(k, ¢r,) - (4.2)
p(sor,)
Der Zustand |¥, > ist das N-fache Produkt aus Einteilchenzustdnden und der Index
a charakterisiert einen Satz von weiteren Quantenzahlen. Wegen der angenommenen
rdumlichen Gittertranslationsinvarianz hingen die lokalen Einteilchenfunktionen nicht
vom Abstandsvektor r; ab. Sie hdngen nur von der Variablen ¢; ab. Ansatz (4.1) kann
auch geschrieben werden als ein Ausdruck im Orts- und Winkelraum

Zua k, {pi})oa(k, {9;}) Zua k) Y efklrs )

19
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1
X—(I)T i q)a i)
oty = ) Bele)
1 1
= — Uq(Njj —(I)L i (I)a 7)o
4Nza:%: (0:s) p(0:)p(p;) (#) Balie)

1

= IN [Z u(0, ;) + ;U(ni]’; %‘,%‘)] . (4.3)
i i#£J

Damit kénnen wir den Exponenten in Gl. (4.1) als Summe iiber Ein- und Zwei-Teilchen

Pseudo-Potentiale in Analogie zur Theorie des fliissigen Heliums schreiben. Dabei wird

der Einteilchenanteil dem Einteilchenzustand |¥, > zugeschlagen. Das Pseudo-Potential

u(n; @;, p;) besitzt die Eigenschaften:

u(n7 (;01790]) = u(—n, (;017()0]) ) (44)
’U,(Il, Pis (pj) = u(n, Pis (pz) ) (45)
u(n7 Pi, QOJ) = U(Il, — ¥4, _QOJ) ) (46)

wobei n der Relativvektor (r; —r;) ist.

4.2 Funktional der Grundzustandsenergie

Wir berechnen nun den Erwartungswert des Hamiltonoperators H beziiglich des kor-
relierten Zustands (4.1) und erhalten

V| H|T A < YT >
E/N wzg__ = ey T T
N < 9| > N5 <VU\¥>
1 < ¥ cos(p; — ;) |¥ >
Ay J i 4.7
+2NZ ! <U¥ > (4.7)

i#]
Unter Anwendung der Jackson-Feenberg Identitdt [23]

1

\Ilv2\11:4

(V2% + 9% % In ¥?) (4.8)
kénnen wir die erste Summe in Gl. (4.7) umschreiben auf

_i <\Il|a‘9—¢?|\ll>_
N4 <¥lv>

/\ 1 82 82
— doy...d U2 4 p? In¥?). 4,
4N<\Il|\Il>(27r)N/ i QDNzi:(&p% YT ) (4.9)

)
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Da ¥? periodisch ist, folgt weiter

A <\Il|a‘9—;|\11> A i
A i - depy...dpnT?
N4 <UW>  2N<UU > (2 / pre-den Za 2

)

Da nun

In¥ =lnQ+= Z n; ¢;, ;) +In ¥,

z<]
N
und ¥, = [] |[¢; > gilt, wobei |¢; > Einteilchenzusténde sind, folgt

by i
dy...d 02
T AN < T[T > (2 /“01 “ONZ 02
- A /d Ay Z InQ
T AN < O[T > (2 Pre PN )

+= Z wi,wj)Jernz/)i)-

z<]

Wir nutzen die Beziehung

82 2
a 9 Z 9027901 Za 2 ( ) Qi Pj +Za 2 9027901)]

8(,01, i<t

z<j i<j
bzw.

52 10

o > u(m; 9i, ) D uln; @i ;)
0 z% i<j ’ 28 % i#] ’
02 0?
7(u(n, ©i, ;) + u(n; @;, %)) =3 EJ: (890

J#i J#i

|
N |
1Nd
o5}
SN

i J
aus und schreiben fiir (4.12)

A 1 o
- dpr..dpy T~ InT
ON < T[T > (27) NZ/ PPN T g
by 2
_ vl
2 < > ( /dso1 dpn 2 n Y1

4 Z/d d \1/(32+3_2)(_ )
8N< \11|\I/ >(2’]T N #1--- 0PN 3§0 ) 2 uln; @i, Yj),

i ¥
(ln 1/)1)
07

= ———/dsl?lp 901)

0? 0?

A 1
~3 gﬁ:o @) /d%d(ﬁz p(e1)p(p2)g(n; o1, <P2){8—(p% + 8—%}“(“, P1,02) -

5 T 8—902)U(n; ©i, ;)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)
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In Gl. (4.15) haben wir die Einteilchendichte

1 1
< U > (2m)N

p(p1) = /d(P2---dQ0N v’ (4.16)

eingefiihrt, die die Eigenschaften besitzt

p(p) > 0,
plp) = p(—9p),
[dente) = 1. (4.17)

Ebenso ist in Gl. (4.15) die winkelabhingige Zweiteilchen-Verteilungsfunktion g(n;pq, p2)
benutzt worden. Sie ist definiert durch

1
< U > (

plen)pl(p2)g(ns o1, p2) = sy | devedon 2. (4.18)

Wichtige Eigenschaften dieser Funktion sind die folgenden:

9(0,01,2) = 0, (4.19)
g(n;p1,02) > 0, (4.20)
9501, 02) = g(—m501,92), (4.21)
9(m501,02) = g(m;p2, 1), (4.22)
g(m;01,02) = g(n;—p1, —2). (4.23)
Fiir die Normierung gilt

/d902 p(p2) g(n; @1, 02) = 1. (4.24)

Durch Anwendung der Bogoliubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon (BBGKY) Beziehung [52]

1 1
dps...d U2
< UT > (2m)N-1 / P2 0PN T

1 1 3 2 umieingj), 5 2
= > \Il|\Il > (27T)N*1 /d(pngON (6 i<j ) ‘1:[77/)1

fiir die Einteilchendichte p(¢;) konnen wir die Ableitung der Dichte nach dem Winkel
folgern

p(er) =

(4.25)

> u(nipipj)
dps...dpn{ e 2 [To: 11 1/11
12 i#l

9 o) = —
0o, "V T 9w > (2n)N

(n;04,5) 0
_i_‘Hz/) ‘ ez<] Za—(plU(n,Wl,@j)}a
J
j#1
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1 1 /d p ;U(n;w,w;) 02 (1 )
TS s 2my 1) N © ° 9y e

0
+\Il2 Z 8901“'(11’ P1, (;0])} )
J'?Jél

0 Ou(n; @y,
=2 p(sol)ago (Ineh1) + p(p1) — /dwzp ©2)9(1; 01, 02) > %- (4.26)
n#0

Gl. (4.26) erlaubt, die Ableitung des Logarithmus In; in die Form zu bringen

8 1{ 1 9p(er) 1 Ou(n; 9017902)}
7 (lngy) = = Y |4 n; 1, gy) D POy o7
e = 3| s el = 5 o [ deantenatos o 0 2 (427
Eine partielle Integration ergibt dann die Beziehung
Al ?(lny) A1 0 d(In 1)
59 d%ﬂ(‘ﬁl)w = —55/6&,01 Bor (P(‘Pl) Do )
1 01 ) 2 dp1 dp1
Einsetzen von Ergebnis (4.27) im Integranden der Gl. (4.28) ergibt
Op(e1) O(lngyy) }{ 1 (3p(<p1))2
dp1 Op 2 p(e1) N O
3p(901) , Ou(n; 1, ¢2)
EPS = 27r/ @2 p(p2)9(0; @1, @2) 81 . (4.29)

Zur Berechnung des Integrals (4.28) mit Hilfe von (4.29) fiihren wir eine partielle Inte-

gration durch:

*(nyy) A1 Op(p1) O(In )
22 [y o) _ 22 [g
/ e1p(p1) Op? 227 / P 1 o1

A1 1 /0p(p1)y2
_Z{ﬂ/d%p(%)( 01 )

1 0
-y (2n) / d%ﬂ@ﬂ(‘ﬁz)%g(n; ©1,92)
n#0

= %{% /d¢1%(8p(¢1))2 -3 %)2 fdsoldsoz p(e1)p(2)

pp1) N Opr a0 (2

1

Oou(n; 1, @2) }

xg(n; 901,902)[ (1 )321 (P(Wl)au(nézll’§02)) _ 0 U(f;:’%bm)]},

p(e1)
427r/ PLolon) p(e1) 8@11)
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+2 g;o /d<p1d<p2p(901)p(soz)g(n;901,902)[D(1)+83_g;]u(n;901,902),
Al 1 ,0p(p;
:Zﬂ/d%@( g(% ) +3 Z /dsoldsoz
xp(ip1)p(102)9(1; 01, 2) [ D(1) + D(2) + 88_90% + 8%3]“(“; o on). (4.30)

Ergebnis (4.30) setzen wir in Gl. (4.15) ein und erhalten

2
R <\Il|a‘9—¢?|\ll>
N4 <¥|¥>

Al 02(1 A
= Gae [ dewte) g -5 ¥ e
0? 0?
9( ('01’902){&,01 8—%}”(11; 901,902),
DY L 9p(p1)y2 A
_Zﬂ/d%p(%)( O ) e
< p(0)plip2)g(m 01, 02) [D(l) " D<2>] u(ns o1, 03) (431)

In Gl. (4.31) haben wir zur Abkiirzung den Differential-Operator D(y;) = D(i) einge-
fiihrt:

1 0 0

D(ypi) = oS 3%0(%) Bor (4.32)
Dieser ist hermitisch

/ dpp(e) f(#) D(p) 9(p) = / dep(p) 9(p) D(¢) f(¥) (4.33)
und es gilt

[ der(e) £(#) Dig) g0) = [ don() 8, 9(¢) 8, £ (), (4:34)
denn:

—/dwpr(w)ngdsofaw(p@wg),
:/dgo(?@(fpawg)—/d@(awf)P(awg)a
z—fdsoa f p(a g),
=~ [dp (2, 9) 0 (9 1),
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:—/d(p@w gpo, f +/ds09<9@ (pagof),

= [ 90, (00, f) = = [dopgD(e) 1. (4.35)
Der Ausdruck fiir die potentielle Energie kann auch geschrieben werden:
1 i} < ¥ cos(ipi — ;)| ¥ >
2N #J <U|¥ >
=3 Z A(n) (2—;)2 /d%d(ﬁz p(o1)p(02) g(1; 01, 02) cos(p1 — @2) . (4.36)

Damit ergibt sich fiir die Energie pro Gitterpunkt:

Al 1 9p(p1)y2
E/N = 242 [ 4
/ 427 (’019(901)( 01 )
1 1 .
+= —Z/dsol dpy p(p1)p(p2) 9(n; @1, 2) v* (10501, ¢02) (4.37)
2 526 (2m)

mit dem Jackson-Feenberg Potential

00 1,0) = o 2) + | D) + D)l g, ). (4.8

Die Komponente v,(n;¢q, p2) beschreibt das Teilchen-Teilchen Potential A(n) cos(p;—
¢2). Eine Umformung des ersten Integrals in Gl. (4.37),

éi/d% 1 (3p(s01))2 _ gi/d%p((pl)(alnp(%)){

4 2m p(p1) N Op1 1

1 0 2
- /\g/dsol(a—% p(sol)) :
Ao fdsol \/ pler)5 \/ 901 /dsol\/p (1) 9 2\/p (1)
= —A% /dsol\/p(sol)a—@%\/p(sol), (4.39)

fiihrt uns dann zum Ergebnis

E/N = 2- /\i/d%\/P(Wl)a—ZZ\/P(%)

S Z / dp1dips p(p1)p(p2) 9(0; @1, 02) v* (1501, 02) - (4.40)

n;éO
Das Energiefunktional Gl. (4.40) ist exakt fiir den Ansatz (4.1). Der Zusammenhang
zwischen dem Pseudo-Potential u(n; ¢y, ¢2) und der winkelabhingigen Zweiteilchen-
Verteilungsfunktion g(n;pq, @) ist in geschlossener Form mittels der HNC Gleichun-
gen gegeben. Unter Vernachldssigung aller elementaren Diagramme erhalten wir die
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so-genannte HNC/0-Approximation [53, 54|. Der Satz dieser HNC/0-Gleichungen 14t
sich durch die direkte Korrelationsfunktion X (n; ¢, ¢2) und die Funktion N(n; @1, 2)
ausdriicken und erlaubt ihre Berechnung und die der Funktion g(n;;,¢s) bei vorge-
gebenem Pseudo-Potential u(n;pq, pa).

4.3 Hypernetted-Chain Analyse

Um das Minimalprinzip fiir die Grundzustandsenergie anzuwenden, fassen wir die Gro-

fen p(p) und g(n; e, ps) als unabhingige Funktionen auf und eliminieren das Pseudo-
Potential u(n; 1, ¢2) mit Hilfe einer Hypernetted-Chain Analyse [55]. Die HNC-Gleichungen
(in der HNC/0-N&herung) lauten:

9(0,01,92) = 0, (4.41)
g(m;01,02) = 1+ X(n;01,02) + N(0j01,92), (4.42)
X(n; 901,(’02) _ e{U(n;wl,soz)JrN(n;m,m)} . N(n; (’01,@2) 1, (4.43)
N(n;p1,02) = ;ﬁ/dww(ws)ﬁf(n—m; ©1,¢3)

X (X (m; 03, 02) + N (m; 03, 02)) - (4.44)

Das Pseudo-Potential u(n; ¢y, ¢2) hat die Eigenschaft

1
o= | dezplez) ulnion,0) = 0. (4.45)

Deswegen ist es vorteilhaft, zwei Funktionen X'(n;¢i,¢s) und N'(n;pq,ps) zu defi-
nieren, die die Funktionen X (n;¢;,¢s) und N(n;¢;, ¢2) ersetzen und in Analogie zu
Gl. (4.45) die Bedingungen erfiillen:

1
g/ dps p(p2) X'(0;01,02) =0, (4.46)

1
o= | dezplee) N'nir,02) = 0. (447)

Die Nutzung der Eigenschaften der Verteilungsfunktion g(n;¢1,¢s), Gln. (4.19) und
(4.24), fiihrt zu den Relationen

% / dps pl(p2) (9(m5 1, 05) — 1) = =dng (4.48)

und

#/ dsol d902 9(901) 9(902) (g(n, ©1, (,02) — ]_) = —51170 . (449)
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Wir haben:

L[4 (X N(n; )=-0o 4.50
%/ @2 p(p2) (X (1501, 92) + N(1;5 01, 2) ) = —0njo, (4.50)

1
@) / dipy dipz p(p1) p(2) (X (05 01, 02) + N (15 01, 02)) = —np, (4.51)

bzw.
X(n;¢1) + N(n; 1) = —nyo, (4.52)
X(n;92) + N(n; 92) = —bno (4.53)
X(n) + N(n) = —0np. (4.54)

Anhand der Gleichungen (4.52)-(4.54) sehen wir, daf die Funktionen X'(nj;¢p1,ps)
und N'(n; @1, @2) durch

X'(m501,02) = X(m501,02) — X(m501) — X(0592) + X(n), (4.55)
N'(n;1,02) = N(nj1,92) — N(n;01) — N(n;92) + N(n) (4.56)
ausgedriickt werden kénnen. Fiir die Funktion g(n; ¢y, ¢2) gilt
g(m;01,02) =1 — dno + X'(m501,02) + N'(n501, 02).- (4.57)
Da g¢(0, 1, p2) = 0 erhalten wir schlieklich

9(501,05) = (1= dup) (1 + X'(m501,02) + N'(n;01,02)) (4.58)

u(n;p1, N'(n;p1,
X'(n; 9017902) = (1 - 5n,0) [6{ (nip12) N (g1 W)} - 1] - N’(n; 901a902)a (4-59)

N'(n;p1,92) = Zﬁ/d%p(%)ﬁf’(n—m; ©1,P3)

m

X (X' (mm; 3, 02) + N'(m; 03, 2) ) - (4.60)

Wir eliminieren nun das Pseudo-Potential u(n; ¢y, ¢2) in der Korrelationsenergie

=3 Z / dprdpap(p0)p(2) 9(m; 01, 2)
n;éO

(D) + D(2))u(n; 1, @2)] ,

A~ >

X [vo(n; ©1,92) +

_ % %; / dp1dpap(1)p(02) 9(1; 01, 02)

(D) + D@){In gln; o1, 02) — N'(n: sol,m}] ()

A~ >

X [Uo(n; ©1,92) +
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Wir merken an, daf gilt

9591, 02) D(1) In g(n; 1, ¢2)

= —g(n; 1, p2)

= —g(n; 1, p2)

1
e
g(n; 1, 2)

9y, (p(sol) 0y, 9(n; 01, @z))

= —g(n; @1, p2) 0y, 9(1; 1, @z)) ,

1 1
p(p1) 9(n; 01, 02)

1 —0,, 9(1; @1, @2)
—g(1; 1, p2) ——p(p1) Oy (15 01, 2) —2
p(p1) o g(n; 1, 2)?

= —g(n; 91, ¢2)

1
g(n; o1, 02)

= D(1) g(n; @1, p2) + 4(8301 g(n; @1, 902))2 (4.62)

= D(1) g(n; o1, 92) + (21/9(105 01, 02)9p, 1/ 9(135 01, 3))?

und

1
27)?

1
g}o (2m)2

L2
"3

| >

/d§01d§02p(‘f71)ﬂ(9‘72) g(n; o1, 02)D(1) In g(n; 1, ©2)
n#0

(
- 2 (p1)ol02) D(1) g (051, 02) (4.63)

0\/g(n; @1, 92) 2
O —

Y

Z /dsoldsozp(<p1)p(soz) 4.
n#0

0 n; Y1,P2)\2
) (oot (VLT P02 (4.6)

g;o (2m)?
Mit Gl. (4.34) haben wir dann

\ ) 01/ g(n; 01, 0a) 2
. ,;0 o / dp1dpap(p1)p(p2) ( Do, )

=3 = g [ dedenntoten Votos g D)ol 2 wos)

und

2y / ;[ derdeap(e1)o(e2) g(m; 1,02 DN (15 01, 02)
n;éO
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_ A 0g(n; 1, 2) ON'(n; 1, ¢2)
= Z / di1dep2p(p1)p(p2) 3o, 90, : (4.66)

Mit diesen Ergebnissen schreiben wir die Korrelationsenergie (4.61) als

1

E./N = 5 gﬂ ﬁ / dprdpap(e1)p(p2) g(n; 01, o)

X lvo(n; 1, p2) + 2(19(1) +D(2)){1In g(n; e1,2) — N'(n; 01, <P2)}] :

1 1
=53 e | dndenloelen) o o) vems 01, )
n#0

+)\ (o)p(ca) (8\/g(n; wl,wz))z N (3 g(n; wl,wz))2
2 ¥1)P P2 D E7
A 9g(n; 1, p2) ON'(n; ¢1, p2)
L 991301, 02) ON'(m; @1a902)] , (4.67)
02 0o
bzw.
1 1
E/N = 5 > )2 (p1)p(2) lg(n; P1, P2) Vo(1; 01, 2)
n#0 T
FAF(n; sol,m] | (4.65)
Die Funktion F' ist darin gegeben durch
0y/g9(n; 01, 02)\2 04/ 9(0501,02) 2
F(Il, 9017()02) = ( 8@1 ) +( a(p2 )
_l{ag(n; ©1,02) ON'(105 01, 02) | Og(m; 01, 02) ON'(; 01, 03) } (4.69)
4 01 01 Op2 0p2 ' .
Unter Benutzung von Gln. (4.33) und (4.34) folgt
F(n;01,02) = 4/g(n; 9017902)[D(1) +D(2)} g(n; @1, 2)
]' !
— 90501, 02) [ D(1) + D(2)|N'(1; 01, 02) (4.70)
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Das Energiefunktional lautet schlieflich

E/N = 2— /\%/d@n/p(‘;ol) 88—90% Ve(er)

1 1
+5 2 @) fdsoldwz p(p1)p(p2) lg(n; 1, 02) Uo(1; 01, 92) + AF (0501, 00) | . (4.71)
n#0

Um das Minimalprinzip der Energie zur Optimierung anzuwenden, gehen wir von dieser
Gleichung (4.71) aus.
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CBF Optimierung

Um die optimalen Funktionen p(¢) und g(n, ¢, 92) zu bestimmen, nutzen wir das
Minimalprinzip fiir die Energie £/N und konstruieren die zugehorigen Euler-Lagrange
Gleichungen. Zunédchst bilden wir die Variation der Energie ausgehend von der Gleichung
(4.71):

(0E)/N = —2A%/d9015\/p(901)88—; V(1)

1
+ D o [ deidps 5p(p1) p(p2) g(1; 91, 02) ve(0; 01, 02)
27r

n7£0
+3 Z /dsoldsoz p(p1) p(p2) 09(0; @1, p2) vo(m; 01, 02)
Y s [ dewden p(en) o) Flnsin, )
n;éO
+§I§OW / dprdps p(1) p(p2) OF (05 01,¢2) - (5.1)

Die Variation der Funktion F(n; @1, ¢2), Gl. (4.69), ergibt

0:/9(1; 1, 02) 04/g(n; 01, 2)
4
dp1 dp1
_ 104g(n;p1,2) ON'(n; 01, p2)
2 8(,01 8(,01

_10g(n;91,p2) O5N'(n; 01, ¢2)
2 o1 dp1 '

SF(n;p1,p2) =

(5.2)

Mit der Definition (4.70) erhalten wir

SF(n501,02) = 264/9(n; 01, 02) [D(1) + D(2)]1/g(m; o1, 02)

_i 5g(n; 901,902)[D(1) + D(2)}N’(n; 1, P2)

31
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_i g(n;01,02)[D(1) + D(2)|6N'(n; 01, 02) (5-3)

5.1 Renormierte Hartree Gleichung

Da die Funktionen p(p) und g¢(n, i, ¢2) unabhingig variiert werden koénnen, erhalten
wir zwei Euler-Lagrange Gleichungen. Die Funktionalableitung der Energie nach der
Waurzel der Dichte, 4/p(¢1), bei festgehaltener Verteilungsfunktion g(n; 1, ¢2) mit der
Nebenbedingung 5= [ dp1p(1) = 1 liefert die renormierte Hartree Gleichung

5(% - u%/d% p(<p1)> =0 (5.4)

mit dem Lagrange-Parameter p. Zur Gewinnung expliziter Ausdriicke fiir Gl. (5.4)
variieren wir die Energie pro Gitterpunkt (4.71) nach der Grofe /p(p1):

E 0?

)
N —2A EP] p(e1)

d4/p(p1) g

1
+ 3 — [ dps p(2) g(n; 01, 02)v6(15 01, 02) 24/ p(1)
oy 2w

1
+A Y. — [ dpa p(p2) F(n; 1, 02) 24/p(e1)
2
n#0

A
_ZZ

n#0

1 9g9(n; a,p3) 0 IN'(n; s, p3)
(27)? /d902 dps p(p2)p(ps) 90, 902 5u/p(p) . (5.5)

Unter Benutzung von Gl. (4.70) erhalten wir weiter

E 0?

)
N —2A 8—90% P(‘Pl)

64/p(p1) g

1
+ 3 — [ dpapp2) g(m; o1, 02)vo(m; 01, 92) 24/ p(01)
0 2T

+A Y % /dst p(p2) F(0;01,02) 24/ p(¢1)
n#0
A 1 . ON'(n; 03, @3)
_Z rgé:o (27r)2 / d<,02d§03 p(QDZ) p(¢3) g(na ()02aQ03) D(3) W . (56)

Die Funktionalableitung der Funktion N'(n; s, ¢3), die die Knotendiagramme erfafit,
nach der Wurzel (/p(¢1) kann mit Hilfe der Ornstein-Zernike-Relation berechnet wer-
den [56]. Diese Relation ist identisch mit der Chain-Gleichung
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1
N'(n; @q, @3) 22—/ p3p(p1) X' (n — m; s, 1)

X (X' (m; 01, 03) + N'(m; 01, 03) ) (5.7)

Wir kénnen diese Gleichung im k-Raum unter Benutzung der Fourier-Transformierten

X'(k;01,00) = Y e X (1501, 02), (5.8)
N'(k;p1,02) = > e ™ N'(n; 01, 92), (5.9)
X'(n;01,92) = %Zk: elan k; o1, 92), (5.10)
N'(n;1,05) = %Xk: ™™ N'(k; o1, 2) (5.11)

und der Identitaten

3 ekrm) — N§(n—n'), (5.12)
k
3 ek k) = N§(k — k') (5.13)
schreiben:

Nk o2, 00) =203 e‘“‘“% / dip1p(p1) X' (0 — m; 02, 1)
X (X'(m; ©1,3) + N'(m; o1, 903)) )

B gn:zn: % /d%p(qn) e_ikn% ; e X (K'; 2, 1)
X (X'(m; o1, 03) + N'(m; 1, <P3)) ;

= zﬂ;zﬂ: % /d@lp(%)% %: O  STENH)

X (X' (m; 01, 05) + N'(m; 01, 03))

1 .
- %/ de1p(i1) X'( 02, 01) 3 €™ (X! (m; o1, 03) + N'(m; 01, 03)) - (5.14)
Die Ornstein-Zernike Beziehung hat deshalb im k-Raum die bequemere Form

N'(k; g2, 03) = —/ diprp(i01) X'(K; 02, 01) (X' (ks 01, 03) + N'(K; 01, 03)). (5.15)
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Damit ist die Funktionalableitung dieser Gleichung gegeben durch

! ]' ! ! !
ON'(k; 2, 03) = g/dwl{éf)(%)X (k; 2, 1) (X' (ks 01, 03) + N'(k; 01, 03) )
+ p(p1)X (k5 0, 01) (X' (k5 1, 05) + N'(k; 01, 03))
b a0 ST ) (5.10

Wir haben in Gl. (5.16) die Chain-Gleichung (4.58) und die Definition der winkelabh&n-
gigen Zweiteilchen-Strukturfunktion

Sk;pi,p2) = 1+ Y e (g(n; 1, 2) — 1+ 5n,o> (5.17)
n=0

benutzt. Wir setzen nun die Variation § X'(k; @1, ¢2) in Gl. (5.16) ein, also erhalten wir

ON'(k; 03, 03) /dsol{fSp(sol) '(K; 02, 01) (X' (k; 01, 03) + N'(K; 01, 03))
+p(<p1)(55(k; ©2,01) = ON'(K; 02, 1) ) (X' (K 01, 03) + N'(K; 01, 03))
+p(p1) X' (K; 02, 1) 0S(k; 1, 903)} , (5.18)

bzw.

o [ N s 0) (31 = 02+ o) (X s, 0) + Nk )

1 , ; ,
+p(i01) 88 (k; 2, 01) (X' (s 01, 03) + N'(K; 01, 03))

+o(p1) X' (k; 2, 1) 65 (k; Q01,<P3)} : (5.19)

Wir multiplizieren die Gleichung (5.19) beiderseits mit 4/p(¢2)p(ps) und benutzen die
folgenden Definitionen

g(n;g02,903) = \/9(902)9(903)9(11;9027903),
X'(m;00,03) = 1/p(02)p(3) X' (1; 03, 03)
N'(n; 02, 03) = 1/p(02)p(03)N'(0; 02, 03) . (5.20)

Es folgt dann fiir (5.19)

Y

1 - - -
g /d9015N’(k; ©2, Q1) (5(901 — ¢3) + X'(k; 1, 03) + N'(k; @1, 903)>
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1 , . .
= g/d¢1{2 p(02)0\/p(01) X' (k; 02, 01) (X' (K; 01, 03) + N'(K; 01, 03))

+35(k; 02, 01) (X'(k; 01, 03) + N'(k; 01, 03) ) + X'(K; 02, 01) 65 (ks 01, 903)}- (5.21)
In Matrix-Schreibweise hat diese Gleichung die Form
ON's (14 X'+ N') = Kx*(X'+N)+065x (X +N')+X 58, (5.22)

Die Matrix K in Gl. (5.22) ist gegeben durch

= 2/p(p2) 6/ p(i01) X' (ks o1, 032) - (5.23)

Da wir die Variation der nodalen Funktion bei fester Funktion g(n; 1, s) durchfiihren,
konnen wir Gl. (5.22) vereinfachen zu

ON'% (14 X'+ N') = K % (X' + N"). (5.24)
Mit Hilfe der Ornstein-Zernike Relation, die in Matrixform geschrieben werden kann als
N'= X'« (X' 4+ N), (5.25)
erhalten wir die folgenden beiden Identitdten
X'+ N =X'x(1+ X' +N), (5.26)
(1-X)«(1+ X' +N) =1. (5.27)

Gleichungen (5.26) und (5.27) ergeben sich durch beiderseitige Addition von X' bzw.

- -\ -1
Eins zur Gleichung (5.25). Wir multiplizieren Gleichung (5.24) mit (1 + X'+ N’) ,
wenden Gln. (5.26), (5.27) an und erhalten

SN' = K X' (5.28)
Diese Gleichung kann in expliziter Integralform geschrieben werden
SN'(K; 3, p3) = 2@%/@15 p(01) X' (k; @2, 01) X'(k; 01, 93) , (5.29)
bzw.
o(22)p(s) SN0 02, 05) = p(o2)pls)y - [ i

x 21/ p(e1)81/ p(p1) X' (k; 02, 1) X' (k; 01, ¢3) - (5.30)
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Daraus folgen die Beziehungen

5N'(k; ©2, 903)

= 24/p(p1) X'(k; 2, 01) X'(k; 01, p3) (5.31)
d1/p(1)
und
ON'(n; @2, ,
5 202 ) 24/p (¢1) ZX n —m; g, 1) X' (m; e, ;). (5.32)

Wir konnen das letzte Integral in Gleichung (5.6) in der Form schreiben

1 n: IN'(n; 3, 3)
3 Gy | derdernlen)olien) olmsenen) D= S

=2 (2—71r)2 /d902 dipsp(p2)p(i03) (9(1; 0, 03) — 9053, 03) )

ON'(n; @2, 3)
d4/p(¢1)

—2/ole) ¥ sz [ derdean(enle) o o)
xD(3) (X'(n = m; 03, 01) X'(m; 01, 05)) - (5.33)

In GI. (5.33) haben wir nun die Wirkung des Operators D auf das Produkt X' X’ zu
berechnen. In Kurzschreibweise finden wir:

-1 0
p(p1) Oy
0X'(13)

3<,01 3‘/91

, 0 0X'(13) 0X'(12) 0X'(13)
= X' (12 +
{ ( )3s01p((p1) 01 pl1) 0p1  O¢y
0 0X'(12) 0X'(12) 0X'(13) }
+X'(13 )
( )890 pler) dp1 01 dp1
0X'(12) 0X'(13)
01 01 .

xD(3)

D(1)X'(12) X'(13) = ( (¢ )8‘91)( (12) X’(13)> ,

0X'(12) } |

+ p(p1)X'(13)

_ —{pm)X'(lz)

+ p(e1)

= X'(12) D(1) X'(13) + X'(13) D(1) X'(12) — 2

(5.34)

Daraus folgt

D(3)(X'(n — m; 03, 1) X' (m; 01, 03)
= X'(n — m; s, 01)D(3) X' (m; 1, 3) . (5.35)
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Durch Benutzung der Gleichungen (5.33), (5.35), (4.58) und (4.60) folgt

X o | Aostontienptien atnson.gs) D(3) 2 TLELS

=2 n / dipadpsp(92)p(3) 915 02, 03)
><X'(n —m; 03, 01) D(3) X" (m; 01, 03) 21/ p(ip1) ,
=2 oo / dipadips p(i02)p(p3) X'(n — m; 3, 1)
X (1 + 6n,0 + X' (13 02, 3) + N'(15 02, 03)) D(3) X" (mm; 1, 03) 2/ (1)
= %/dwsp(wa)%: N'(m; @1, p3) D(3) X'(m; 01, 03) 21/ p(e01) (5.36)

Mit diesem Ergebnis kénnen wir Gl. (5.6) in die Form bringen

§ E 82

——| = = —2X 55/p(p1)
64/ p(p1) gN ¢l

+2 5 /dsogp p2) 9(0; 01, 02)v (15 01, 02) 24/p(01)

n7£0
+AZ /dwzp (¢2) F(n; 01, 02) 24/p(p1)
n;éO
4 Z o /d% p(is) N'(m; 1, @3) D(3) X'(m; 3, 01) 24/p(¢1) - (5.37)

Als Endergebnis folgt damit aus Gl. (5.4) die renormierte Hartree-Gleichung fiir die
Waurzel der Teilchendichte,

[— ) 33—;+vd<so)+ve<¢>] o(@) = /o). (5.38)

Das renormierte Hartree-Potential [vd(gol) + ve(gol)] ist zusammengesetzt aus den Kom-
ponenten

va(p1) = /dsoap ©2) 9(1n; 91, P2)vs(1; 1, P2),
n;éO
V(1) = AZ /dwzp ©2) F(n; 91, 02)
n;éO
1
1 Z o /d903 p(ps) N'(m; o1, ps) D(3) X' (m; s, ¢1). (5.39)

Ausgehend von einem geeigneten Pseudo-Potential u(n;pq,p2) zusammen mit den
Hypernetted-Chain Gleichungen (in HNC/0-N&herung) ermoglicht Gleichung (5.38) dann
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eine optimale Bestimmung der Einteilchendichte p(¢p).

5.2 Renormierte Schrodingergleichung

Die Euler-Lagrange Gleichung fiir die optimale Paarverteilungsfunktion gewinnen wir
aus der Variation des Energiefunktionals nach der Funktion g(n;¢;, ¢2) bei fester Dichte
p(¢). Ausfiithren der Variation gibt:

SE| 1 1
N = 2 Z W /d901d902 p(p1)p(p2)
p n#0
><{5g(n; P15 92) Vo(0; @1, P2) + AOF (n; 1, soz)} : (5.40)

Durch Einsetzen der Variation von 6 F(n;pq, p2) aus Gl. (5.3) erhalten wir damit

oF
—| = —Z /d%dwzp(wl) p(p2) {8g(n; 01, 92) vo(n; 01, 02)
N p n;éO

42 )\5\/M[D(l) + D(Q)} g(n; 1, pa)

_% 5g(n; 1, 02) [D(l) + D(2)]N’(n; ©1, P2)

—% 9(n; 01, 92) [ D(1) + D(2)|§N'(m; 1, 902)}- (5.41)

Die Variation nach der Wurzel y/g(n’; ¢1, p2) ergibt weiter

SE/N 1

= §p (2 g ()01,(;02 vo ()01,()02
04/ 9(0'; 1, p2)

+2 A [D(1) + D(2)]y/g(n; 1, 02)
_2 9 \/M[D(l) + D(2)]N’(n; ©1, w))

—3 1;0(2—71)2 / dpsdipap(p3)p(04)9 (05 03, 04) [ D(3) + D(4)]

ON'(n; @3, @4)
d1/g(n’; @1, @a)

Die Funktionalableitung der nodalen Funktion N'(n; 3, ¢4) nach der Wurzel

(5.42)

g(n’; 1, ¢7) bei fester Teilchendichte p(¢) gewinnen wir aus Gleichung (5.22) durch
Variation,

SN x (14 X4 NY) = X 268 16§ (X0 4+ ). (5.3
Mit Gln. (5.26) und (5.27) 1aft sich Gl. (5.43) auch schreiben

SN' = X’*(SS*(l—X’)—i—(SS*X’,
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= 055 X'+ X' %65 — X' %05 % X/, (5.44)
bzw.
- 1 - -
ON'(k; @3, 04) = g/dwl{&?(k; @3, 1) X' (k; 1, ¢4)

+X'(k; 03, 01) 3S(k; 1, a) — X' (k; 03, 1) 55 (k; o1, 2) X' (k; 2, s04)} . (5.45)

Da die Ableitung nach §5(k; @y, ;) ausgefiihrt werden soll, wird Gleichung (5.45) so
umgeformt, daf auf der rechten Seite auch nur &5 (k; 1, p9) auftritt. Mit der Dirac

0-Funktion gelangen wir zu folgendem Ausdruck:

~ 1 - -
ON'(k; 3, 04) = ()2 /d(;old(PZ 05 (k; 2, 1) X'(k; 01, 04) 8(p2 — @3)

1 ~ -
+ —(27r)2 /d901d<,02 X'(k; 3, 01) 0S(k; @1, 02) 6(p2 — ©4)
1 ~ ~ -
MNCTSE /dgpldgp2 X'(k; 03, 01) 65 (k; 01, 02) X'(k; 02,04) . (5.46)

Fiir die Funktionalableitung nach S(k; ¢y, @2) ergibt sich deshalb

SN'(K; 03, 4)

- = X'(k; o1, d(p2 —
és(k;%,w) ( ©1 904) (902 903)

+ X'(k; 3, 01) 6(02 — 0a)

— X'(k; 3, 01) X'(Kk; 02, 04) - (5.47)

Wir gehen nun von (den Tilde-Grofen) Gl. (5.47) zur Variationsableitung

p(p3)p(pa) ON'(k; 3, ¢4)
p(p1)p(p2) 6S(k; 1, @2)

= { p(p1)p(pe) X' (k5 1, a) 6(02 — 3)

+1/0(03)p(01) X' (k; @3, 01) 0(02 — ©4)

o) nlen)plen) X' (; o, o1) X'(k; %@4)} (5.48)

iiber und erhalten

ON'(k; 3, p1)

X'(k; 01, 04)0(p9 —
55(1{, (Pl,Q02) p(gol) ( ¥1 (:04) (Q‘)? §03)

+p(p1) X' (k; 03, 01)0(p2 — ¢4)
— plp1)p(w2) X' (k; @3, 01) X' (k; 02, 04) - (5.49)
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Mit Hilfe der Gleichungen (5.8-5.13) erhalten wir

ON'(n; 1, 2) 259 m'; s, ¢4) (ﬂ(%)X'(n —m’; 01,04) 6(p2 — 3)
+p(p1) X'(n —m'; @3, 01)8(p2 — 1)
—p(p1)p(2) Y X' — ol — 10 o3, 1) X (105 0, m) | (5.50)

Damit ergibt sich die Variation

ON'(n; @3, ©4)

— XI _ /., -
dg(n'; o1, o) plpr) X'(n = 1501, 04) 02 = 0)

+p(p1) X'(n —n'; 03, 01) 6(2 — @a)

p(p2) D X'(n —n' —m; s, 1) X'(m; 02, 04) . (5.51)

Nun berechnen wir mit Hilfe der Gleichungen (5.34), (5.51) und der Chain-Gleichung
(4.58) das Integral

L 0 _ (0. ON'(n; ¢3, pa)
g;o(%)2/dwgdmp(sag)p(%)(g( s 03, 04) — 9(0; 903,904)) D(4)5 FECTNS

24/9(0'; 01, 02 Z / dp3dpap(p3)p(pa)g(n; @3, pa) D(4)

X (p(%) X'(n—n'501,04) 6(02 — @3) + p(e1) X' (n — 1503, 01) 6(p2 — @4)

—p(p1)p(p2) D X'(n —n' —m; 3, 1) X' (m; s, 904)> : (5.52)

Als Néchstes bestimmen wir nun die in Gl. (5.52) auftretenden drei Integrale.
Erstes Integral:

p(p1) Xn:fdwsdww(soa)p(m)g(n; ©3,04) D(4) X'(n — 05 01, 04) (02 — )

= p(en) S [ desdoup(es)plon) X' = ns 01, 01) Bz — os) D) 905 3, 04),
= p(p1)p(p2) Enj/dsow(m) X'(n—n'501,04) D(4) g(1; 02, 04) ,

= ple1)ol2) - [ dpaplion) X'(m— nls 01, 1) DY)

X (X' (0502, 00) + N' (1 02, 04) ) - (5.53)
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Zweites Integral:

ple1) Y / dpsdpsp(p3)p(@s) g(1;5 03, 04) D(4) X'(n —1'; 03, 01) 6(02 — 4)

= p(1) Z/dwgdmp(so?,)p(m) X'(n—n';03,01) 6(p2 — 1) D(4) g(n; 03, ¢4)

= p(1) Z/dwgdmp(so?,)p(m) 0(p2 — @4) D(4) X'(n — 105 @3, 1) g(n; 03, 04) ,

= p(e1)ple2) 3 [ disples) D(2) X'(n = n's 03, 01) gl 03, 02)

= p(p1)p(p2) D(2) ;fdwsp(soa)X'(n —n';3,01) 9(0; 93, 92)
= p(p1)p(p2) D(2) N'(n'; o1, 02) .
Drittes Integral:

~plen)ele) [ desdiosples)olen) g(ns s, 1) D(4)
xX'(n —n' —m; g3, 1) X' (m; 02, 04)

= —p(1)p(p2) nXﬂ; / dip3dpap(p3)p(pa) X'(n — (n' + m); 3, 1)
xg(m; 3, 0a) D(4) X'(m; 02, 04),

—p(p1)p(p2) nEr; / dipsdpsp(ps)p(s) X'(n — (0’ + m); 03, 1)

X (1 + 0n0 + X' (0; 3, 04) + N'(n; @3, 904)) D(4) X' (m; @2, @4) ,

—p(p1)p(p2) Z / dpap(ps) N'(n' — m; @1, 04) D(4) X'(m; 3, ¢4),
p(p1)p(p2 Z/dsow ©1) N'(n501, 04) D(4) X' (n — 0’5 02, p4) .

Mit diesen Ergebnissen erhalten wir fiir Gl. (5.52) den Ausdruck

ON'(n; 3, @4)

~3 5 e [ dendonnlon) lon) (i 00 [D(B) + D) 5\/o(mi g1, 02)

A IN'(n; o3,
ZZ / dpsdpap(p3)p(pa) 9(n; @3, pa) D(4) (1 3, 4)
. 04/ g(n'; o1, @2)

H>|>’

—=p(p1)p(p2 (Z /d904p (¢a) X'(n —n'; 01, 04) D(4) X'(10; 92, 04)

D) N'(n';gol,m) 2 /ot pnr o).

(5.54)

(5.55)

(5.56)



42 Kapitel 5. CBF Optimierung

Die Variationsableitung Gl. (5.42) schreibt sich nun:

__SE/N = %P(%) p(p2) {2\/mvo(n; ©1, P2)

g(n; 1, o)

+2X[D(1) + D(2)]4/g(n; ¢1, ¢2)

_2 21/g(n; o1, ©2) [D(l) + D(2)] N'(n; o1, ¢2)
_% 2/g9(n; @1, p2) (Z % /d<P4p(s04)X'(n —m; 91, 4) D(4) X' (m; 4, 02)

+D(2) N'(n; 01, @2))} : (5.57)
Wir erhalten somit die renormierte Schrédinger Gleichung
)‘[D(l) + D(2)} 9(n; 01, p2)
+<Uo(n; o1, p2) +w(n; o1, 902)> g(n;01,05) = 0. (5.58)

Das in Gl. (5.58) auftretende induzierte Potential w(n; ¢y, ¢2) ist definiert durch den
Ausdruck

w(ns g1, 02) = —5 [D(L) + DRV (1 o1, )

2

A 1
=53 5= [ des ples) X' (m = mi 01, 03) D(3) X' (m; 03, 2),

, A
=—AD(1) N'(n;¢1,¢2) — EC(H; ©1,pa) - (5.59)
Die Grofe
1 !
C(n;¢1,p2) = 52 /dsoap 03) X'(n —mj; 1, p3) D(3) X'(m; @3, 02),  (5.60)

die in Gl. (5.59) auftritt, wurde zur kiirzeren Schreibweise eingefiihrt.
Um die Korrelationseffekte in der optimalen Verteilungsfunktion g(n; 1, ¢2) einfacher
zu analysieren, definieren wir die gemittelte Korrelationsfunktion [57]:

< VUlcos(p; — )V >

1
0o+ Y 755 [ derdez p(e1)p(p2) 9(1; 01, @2) cos(pr — p2)
o (2m)

= Ono+G(n)| (5.61)

n#0 )

Fiir grofe rdumliche Abstdnde (n — 0o) verschwindet diese Funktion im Grenzfall des
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“weak-coupling limit” A — oco. Im Grenzfall des “strong-coupling limit” (A — 0) ist diese
Funktion langreichweitig und geht asymptotisch fiir (n — 0o) gegen das Quadrat des
Ordnungsparameters M. Deshalb kénnen wir die Funktion G(n) schreiben als

G(n) = M2+ G4(n), n#0. (5.62)

Die Funktion G(n) ist kurzreichweitig, d.h. geht asymptotisch fiir (n — oo) gegen Null.

5.3 PPA Gleichung

Die Schrédinger Gleichung (5.58) kann mit Hilfe der Hypernetted-Chain Gleichungen
(in HNC/0-Approximation) in die aus der Theorie der Quantenfliissigkeiten bekannte
“paired phonon” (PPA) Gleichung iiberfiihrt werden. Wir beginnen mit der Umformung

g(n; 1, 02) D(1) /g(n; @1, 92)

1 0 0
p((pl) 8@1 g(na ©1, ()02) )

= —/g(n; <p1,s02)p((p1) 9o,

1 9 (o) (89(11; 1, P2) 1 ) |

p(p1) 01 91 2,/g(n; 01, @)

0g(n; <p1,<pz)> B (39(11; o1, <pz)>2 —1
01 01 49(n; @1, 2)

A\/9(n; o1, ¢2) )2 (5.63)

01

= —/g9(n; 91, ¢2)

1 0

~ 2p(p1) 91 (p(gol)

= %D(l) 9(n; ¢1,02) + (

und merken an, daf Gl. (5.58) geschrieben werden kann als

20/ 9(n; 01, p2) D(1) 1/g(n; 01, 02) = —g(n; @1, p2) (vo(n; @1, P2)
+w(m; @1, @z)) : (5.64)

Anwendung der Gln. (4.58), (5.63) liefert dann

AD(1) g(n; 1, ¢0) = —g(n;sol,soz)<vo(n;901,soz)+w(n;901,902)>
0\/g(n; 01, 02)\ 2
~2)( ) (5.65)
8901
bzw.

AD(1) X'(n; p1,92) = —g(n; 1, @2) (vo(n; ©1,92) + w(n; o1, <pz)>
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0 n; 1, Y2 2
—u( Volnse W) — A D(1) N'(n; o1, 03) - (5.66)

01

Gleichung (5.66) wird durch Addition des Terms —A\C(n;¢;,¢2)/2 und Anwendung
von Gl.(5.59) umgeformt auf

A
AD(1) X'(n; 1, 02) — ZC (0501, p2) = —g(n; 1, 2) (vo(n; @1, p2) +w(n; o1, w))

2
01/g(n; 01, 2)\ 2 ) A
~2\( o ) = AD(L)N'(n; 01, 02) — 5O (m; 01, 02),

= —{(g(n; o1, 92) — 1)w(n; 91, 05) + g(0; 01, 02) v (1 1, 03)

+A<(8\/m)2 N ("’mf) } . (5.67)

(9901 3Q02

Mit der Abkiirzung

Von (1391, 02) = (9(15 01, 02) — 1) w(ns 01, 02) + 915 01, 92)vo (1 01, 02)

I <(8\/g(n; ©1, 902))2 N (3\/9(10; @1, 902))2> (5.68)

(9901 3Q02

konnen wir Gl. (5.67) schreiben
A[D(1) + D(2)| X' (05 01, 2) = AC (1501, 02) = =2 V(05 01, 02) - (5.69)

Die Grofe Vpi(n; @1, 2) kann mit dem Teilchen-Loch Potential identifiziert werden [58],
das durch den Ausdruck

Von(m; 01, 02) = X'(05 01, 22) — 2 [D(1) + D(2)| X' (ms 01, 02). (5.70)

definiert ist. G1. (5.70) enthilt den sogenannten direkten Anteil X'(n; @1, @s) der verall-
gemeinerten Verteilungsfunktion g(n, ¢1, 2, 3), die in Abschnitt (5.4) ndher analysiert
wird. Unter Verwendung dieser Definition erhalten wir aus Gl. (5.68) die Beziehung

X005 01, 02) = =5 [D(1) + DR)]X (5 01,0) + 5 C05 1, 02) 6.11)

GL. (5.65) kann man mittels Gl. (4.62) durch die Funktionen In g(n; ¢y, ¢2) und N'(n; 1, p2)

ausdriicken:
) 04/ 9(1; 01, 02) \ 2
390001, 02) D(1) Ing (13 01, 02) — 2A( \/7)

= —g(n; 1, 2) v (15 01, P2) + Ag(n; 1, 2) D(1)N' (15 @1, @)
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04/ g(1; @1, )
01

A 2 A
+29(0501,02)C (15 01, 02) — 2A( ) - 5 D) g(n; 01, 02) (5.72)

2

Daraus erhélt man mit (4.38) und (4.58)

9(n; 01, 09) (vo(n; P1,¢2) + % D(1) <1n 9(n; 01, 2) — N'(n; 1, w)))

A A
=3 g(n; @1, 02) D(1) N'(n; 91, 02) + 3 g(n; 1, p2) C(n; 01, 2)
A
2

D(1) g(n; ¢1, ¢2) (5.73)

bzw.

A
g(n; o1, P2)v*(0; 1, o) = 3 g(n; ¢1, p2) (D(l) g(n; @1, 02) — D(1) X'(n; @1, ¢2)

A
+C (n; ¢4, @2)) ~ 5 D(1) g(n; o1, 92) ,

(9(n; @1, 02) — 1) D(1) g(m; 01, 02) + (3 1, 02) X' (15 01, 02)
(9(n; 1, 02) = 1) D(1) g(m; 01, )
+9(1; 01, 02) (905 01, 02) — N'(13 01, 03) ) - (5.74)

Als Endergebnis erhalten wir

_ A
g(n;01,02) + = D(1) g5 01, 02) = g(n;91, 92)

2
<(dtmi1,00) + 5 D) g1, (5.75)
bzw.
0301, 92) + 5 [D(1) + D) o051, 02) = 0. (5.76)

Diese Gleichung is das Analogon zur paired-phonon (PPA) Gleichung formuliert im
Ortsraum. Sie ist in der Theorie der Quantenfliissigkeiten bekannt. Die Punktgrofe
g(n; o1, p2) ist die Ableitung einer verallgemeinerten rdumlichen Verteilungsfunktion
g(n, o1, @2, 8) und kann durch den Ausdruck

p(p1)p(p2)g(m; 1, 2) =

2 ﬁ / dpsdprplis)plips) SLE £ 23).

v*(n; @y, 5.77
n7£0 5U(n’,<p1,soz)‘ﬂ (051, 02) 577)
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definiert werden. Die Verteilungsfunktion g(n;¢1, s, 3) und ihre Ableitung wird im
folgenden Abschnitt weiter behandelt.

5.4 Bestimmung der verallgemeinerten Verteilungsfunk-
tion

Zur Berechnung der Funktion g(n; o1, ¢2) geht man von einem verallgemeinerten Pseudo-
Potential aus:

u(n, 1, 2, 8) = u(n; 1, p2) + Bv*(n; o1, pa) . (5.78)

Uber die HNC Gleichungen sind damit verallgemeinerte Funktionen g(n; ey, @2, f),
X'(n; @1, 92,08) und N'(n; @1, @2, 3) festgelegt. Zur Berechnung des Ausdrucks (5.77)
benutzen wir die Vertauschbarkeit der Funktionalableitung

0g(n; 03, 04) | dg(n; p1, pa)
p(p3)p(pa) Su(a o1, 02) \p = p(1)p(p2) Su( 23, 04) \p (5.79)
und bringen das Integral (5.77) auf die Gestalt
g(n; 01, 02) = Z /dsoad%M\ *(05 01, 92) - (5.80)
n;éO ou ( a9037904)
Nun formen wir die auftretende Funktionalableitung um:
Og(n; o1, 02) _ Og(m; 01, 02) Fu(n; @1, ¢3)
Ou(n', g3, p4) Ou(n; p1, p2) Ou(n', @3, 1)’
0 :
= QL) 5, )i — )i (am). (5.81)
( <,01,902)
Aus der Definition (5.77) bzw. (5.80) erhalten wir damit
. 6g(mn; o1, 2)
: = dipsdp,———L 20| *(p;
g(n; 01, @2) é:ﬁ / Padipars (n’,<p3,s04)‘ (05 1, @2)
dg(n; ¢,
- o/ dwadmw\ (5 01, 2)8(1 — )32 — )5
n# 8 ( ’9017(;02)
89(11; 901,902) .
=3 . vy ) )
Ou(n; o1, p2) (05 1, 2)
~ 0g(n; 91, p2,8) B (.
- 0B ‘ﬂ=°[3U(n; pron )]’ L)
0g9(n; 1, 92, B
_ 9! a}} 2 )‘“. (5.82)
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Die Groke g(n; i, pq) lakt sich demnach durch die Ableitung der verallgemeinerten
Funktion g(n; o1, @2, 3) nach dem Parameter 8 berechnen. Indem wir die hypernetted-
chain Gleichungen (in HNC/0 Niherung) nach dem Parameter 3 ableiten, erhalten wir
die sogenannten HNC/0 Punkt-Gleichungen:

9(0;01,2) =0, (5.83)
9(0; 01, 05) = 915 01, 02) [v*(1; 01, ) + N'(m; 1, 2] (5.84)
X'(n; 01, 02) = (15 01, 02) — N'(m; 01, 02) , (5.85)
N5 1, 902) =)o /dwsp(soa)X’(n —m; 1, 3) (X (m; 3, 02) + N'(m; 03, 02) )
1 : :
+2 5 /d903p(903)X'(n —m; o1, 03) (X (5 03, 02) + N'(1m; 03, 02) ) (5.86)

Durch Multiplikation der G1.(5.76 ) mit 1/p(¢1)p(p2) erhalten wir also

. A \/plp1)plp2)
eotion) (dtmionon) + 5100 + D) AL i g1, )) =0, (55
\/p(e1)p(e2)
bzw.
: A .
(501, 92) + 4 [Ho(1) + H,(2)]d(n; 91, 02) = 0. (5.88)
Der Operator H, (i) in Gl. (5.88) ist definiert durch
1 0 g 1
H,(1) = ———=—=7—p(¢i) 5 ——F7——" (5.89)
plei) 007 0%0i\[p(ps)
Zur besseren Schreibweise fiihren wir die Grofe
G(n; 01, 02, 8) = p(sol)p(soz){g(n; 1, 92, 8) — 1} (5.90)
ein und haben damit
G(0; 01, 02) = 1/ p(01)p(2) g5 01, 2) (5.91)
Mit Hilfe der Gl. (5.91) kénnen wir deshalb Gl. (5.88) auf die Form bringen
. A
G001, 02) + [Ho(1) + Ho(2)|G(m; 1, 02) = 0. (5.92)

Diese ist in der Theorie des fliissiges Heliums als PPA Gleichung bekannt [23, 59]. Zur
numerischen Losungen dieser Gleichung wird ihre dquivalente Form (5.69) durch das in
Kapital 5 beschriebene Iterationsverfahren gelost.
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5.5 Optimale Elementaranregungen

Zur Beschreibung der elementaren Anregungen des Systems definieren wir in Analogie
zur CBF-Theorie der Quantenfliissigkeiten den verallgemeinerten Dichtefluktuations-
operator [23, 26]

k {(,0} Zezkr W

Die Quantenzahlen k = (k,,k,) sind auf die Vektoren der ersten Brillouinzone des

———=%a(k, ¢r,) - (5.93)

reziproken Gitters beschriankt, der Index o charakterisiert einen Satz von eventuell not-
wendigen weiteren Quantenzahlen zur vollstdndigen Charakterisierung aller Anregungs-
zweige. Die Einteilchenwellenfunktionen ®,(k, ¢;,) sind reell und auf Eins normiert,

]_ s
— do ®(k, o) =1 5.94
| de @iki0) =1, (5.94)

auferdem sind sie orthogonal zum Einteilchen-Grundzustand, der durch 4/p(¢) charak-
terisiert ist,

% [ de/ol) @alk,0) = 0. (5.95)

Mit Hilfe der Operatoren (5.93) sind die Anregungen in Feynman-Approximation gege-
ben durch den Ausdruck

Wax >= 0a(k, {})[¥ > . (5.96)

Die zugehorige Anregungsenergie berechnet sich damit aus

< VoxlH|\Vokx > —F
wa(k) — 7k| | 7k ,
< \Ila,k|\11a,k >

< 9| ol (k,{¢}) (H — E.) 0a(k, {})|¥ >
< 0| oh(k, {})0alk, {¢}) [¥ >

< ¥l [ah(k, (), [ H ealke {o})] | 19 >
ON(1 — M2)S,(k) < O[T > ’

Y

Ea

= i 5.97
5.8 (590
Die statische Strukturfunktion zum Anregungszweig « ist durch
< U|of (k « (K, v >

N(1—M?) < 0¥ >
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definiert. Die renormierte Hartree-Energie ist durch

<] [gh(k, (o), [H, eallc {o})] ] 19 >
fa ™ ON(1— M2) < U|T >

(5.99)

gegeben. Der Doppelkommutator 1a#t sich auf einfache Weise berechnen und ergibt

<0 [ehtk 1) [H. 2ol (D] [0 = 2 3 < w2l LN 00 {oD g
_ 2/\21; % /d%p((pi)ael(;;i{w}) 3Qa((;<(;i{<ﬂ}) O,
=255 [ dpinleel (e (e Dtk fo}) < w1w >,
= 2N A % [ de1®al, ) H.(1)®a(k, 1) < ¥ >, (5.100)

wobei der Operator H,(1) durch (5.89) definiert ist. Wir berechnen nun das Integral

< ol (k; {p}) 0a (k, {9)|¥ >

< YU >
=N(1+ g;oeik" (271T)2 /d%dwa\/p(sol)p(soz) 9(0; 01, 92) Ba(k, 01)8a (K, 2)).(5.101)

Aufgrund der Orthogonalitétsrelation (5.95) haben wir

1
(27)2 /d901 d@z\/ p(p1)p(92)Pa(k; p1)Pa(k; p2) = 0. (5.102)
Damit folgt

< ¥lol(k, {¢})ealk, {o})|¥ >
< VU|¥ >

=N+NY eikn(27lr)2 /d901d902\/ p(p1)p(p2) (g(n; ©1,P2) — 1)‘I’a(k, 01)®a(k, p2) ,

n#0

—ikn 1
=N+N %; e & (27)2 /dSO1d902 G(n; ¢1, p2) Pa(k, p1) Palk, p2),
n#0

= N<1 + (2—71r)2 /d901d902 G(k; 1, 02) Pa(k, ¢1) u(k, 902)> : (5.103)

Unter Ausnutzung der Resultate (5.100) und (5.103) ergibt sich fiir die Strukturfunktion

S.(k) — 1+ ﬁ [dpidps G(k; @1, @) Pa(k, 1) Pa(k, 2) (5.104)
¢ (1—M2) '
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und fiir die Anregungenergie folgt

)‘i f d(,01 (I)a(ka 901) HO(I) (I)a(ka 901)

wa(k '
(k) L+ oy [ dio1 dp2 G5 1, 02) Pa(k, 1) Balk, 02)

(5.105)

Durch Variation nach der Funktion ®,(k, ;) erhalten wir die Feynman-Gleichung fiir
die optimale Anregungsenergie w,(k) und den Eigenzustand ®,(k, 1) . Diese Eigenwert-
Gleichung lautet

ML) (k1) = o) (Balk ) + 5 [ dnGlkion ) Balkopn)) . (5106
In Dirac-Schreibweise der angeregten Zustinde, d.h.,

la, k >«— ®,(k, ), (5.107)
liest sich Gl. (5.106),

AHo o,k >=wa(k)(1+G)lo k> . (5.108)

Mit Hilfe der Ornstein-Zernike-Relation (5.27) konnen wir diese Gleichung auf die dqui-
valente Form bringen

A(1= X Holok >= wa(k)|a,k > (5.109)
Explizit lautet Gl. (5.109)
)\{H (1)@a(k, 1) — —/ dp2/ p(p1)p(p2) X' (k; ¢1, p2) (2)‘I)a(k7902)}
= wa(k)Py(k, ©1) - (5.110)

Diese Gleichung ist fiir numerische Anwendungen am Besten geeignet. Zweckmaifig for-

men wir den Operator H, (i) wie folgt um:

H.(p) = —#ip(@i !
’ o) 0900 [o(p)
1 0 0 1 1 9
0? 8 2
S '/ W’ gl s}

() Op? Oy 3s0 3s0 8@

o 1 Fyele) (5.111)

99\ p(p) 0¥’
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Die zweite Ableitung der Wurzel der Dichte erhalten wir aus der Losung der renormier-
ten Hartree Gleichung (5.38). Unter Benutzung der Gl. (5.38) konnen wir die zweite
Ableitung ersetzen durch

1 0*/p(p) 1

= T (vale) +velp) — 1) = F(p)/A. (5.112)
ply) 9¢° A
Die Feynman-Gleichung hat fiir jeden Wellenvektor k in der Brillouinzone die spezielle
Lésung
D, (k, ) = 1/p(e), wo(k) =0, (5.113)

die den Grundzustand charakterisiert.

5.6 Die ungeordnete Phase

Fiir die ungeordnete Phase reduzieren sich die erhaltenen Ergebnisse der Kapitel 4 und 5,
da die renormierte Hartree Gleichung entfillt. In diesem Gebiet ist die Einteilchendichte
konstant, p(¢;) = 1. Deswegen vereinfacht sich die Energieformel (4.37) auf

1 1
E/N = 2+ Z — /dgol dps g(n; 1, 02) v (0501, p2) . (5.114)
2 576 (2m)

Das Jackson-Feenberg Potential ist reduziert auf

)\[ 0? 0?

v*(n; 01, 02) = A(n) cos(p1 — @2) + 1la2 + a—(p%]u(n; ©1,92) - (5.115)

Die PPA-Bedingung (5.69 ) 14ft sich ebenfalls vereinfachen und schreibt sich nun

0? 0?
_/\|:8—(p% + 8—(’0%] X,(n; ©1, 902) + )\C(n, ©1, 902) =2 %h(n; P1, 902) (5116)
mit
1 1 , 2
Clms1,02) =5 o /dwgp(so?,) X'(m; 01, 3) 2— X'(n — m; 3, ¢3) (5.117)
2 2 8903
und
: A 0? 0?
Vo (5 01, 02) = X' (1501, 02) — 1 [8—@% + 8—90%] X'(n; 01, @2) - (5.118)

Auferdem sind in der ungeordneten Phase alle Zweiteilchen-Funktionen nur vom Re-
lativwinkel ¢ = 1 — s (0 < ¢ < 27) abhéngig, da wegen M, = 0 keine Richtung
ausgezeichnet ist. Wir konnen deshalb eine Funktion F(n;pq,p2) = F(n, ) nach har-
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monischen Funktionen entwickeln :

1
Z Fi(n) cos(lp), Fy(n) = Py /F(n; ©) cosp. (5.119)
l=—00 m

Zerlegung des Feenberg Potentials (5.115) mit v*(n; @1, ¢2) = v*(n; ) in eine harmoni-
sche Reihe ergibt die Komponenten

ur(n) = A(n)dy — %z? w(n). (5.120)

In dhnlicher Weise ist die [-te Komponente des Dichtefluktuationsoperators gegeben
durch

= 3 ekrigilei (5.121)

Fiir die Anregungsenergie des Anregungszweiges a = [ ergibt sich damit

2
- /\Z \IJ|8Q’ )ag’;l o > % = S/,\(lk) . (5.122)
Die Zerlegung der Strukturfunktion S(k;¢) ist gegeben durch
Skjp) = 1+ %:0 e (g(n;0) — 1),
= 1+ (X'(k9) + N'(k 9)),
= 1+ Z ( +Nl(k)) cos(lp),
I=—o0
= 1+ i (Si(k) — 1) cos(lp), (5.123)
I=—o0
mit
Si(k) =1+ X;(k) + N/ (k). (5.124)

Die Komponenten Sj(k) sind:

1
_ t
Sk = < Pl ()T > e

_ il
= 1+) e+ 5 / 1)6 ¢,

n#0

= 1+ —/dgo ) = 1) cos(lp) (5.125)



5.6 Die ungeordnete Phase 53

Fiir die PPA-Gleichung (5.88) erhalten wir in Komponenten-Schreibweise
: A
Si(k) + 5 17 (Si(k) —1) =0. (5.126)

Mittels der HNC/0-Gleichungen der Komponenten kénnen wir die Funktion S’l(k) be-
rechnen. Das Ergebnis liefert die Gleichungen

N (k) % , (5.127)
Ny(k) = = 2 Xi(k) = X"(f)z X (k), (5.128)
(1 - Xi(x)
Sik) — %X,(k) (5.129)
Wir haben deshalb
Si(k) = X'1(k)S* (k). (5.130)

Die PPA-Gleichung (5.126) kénnen wir nun in Termen der direkten Anteile der Kom-

ponenten ausdriicken und erhalten

2X'(k) S*(k) = —I> A X;(k) Sy(k), (5.131)
bzw.
2X"(k) = —1* A X (k) (1 - X (k)) (5.132)

Gleichungen (5.126) und (5.132) ist zur numerischen Berechnung der optimale Grofien
in der ungeordneten Phase am besten geeignet.
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Kapitel 6

Numerische Losungsverfahren

Die numerischen Berechnungen der Grundzustandseigenschaften des Modells beruhen
auf den Euler-Lagrange Gleichungen (5.38) und (5.69), den HNC/0 Gleichungen (4.58)-
(4.60) und den HNC/0 Punkt-Gleichungen (5.83)-(5.86). Die Numerik wird fiir einfach
quadratische Gitter der Grofe (L x L) mit periodischen Randbedingungen und kon-
stanter Gitterkonstante ¢ = 1 durchgefiihrt. Die Variable ¢; wird im Phasenraum
—m < ¢; < m mit n = 31 Stiitzpunkten diskretisiert. Dadurch wird die Rechenzeit
des Programms auf ein annehmbares Maf reduziert, da es sich um (n x n) x (L x L)
Zweiteilchenwerte und n Einteilchenwerte handelt, die in jedem Iterationsschritt aus den

zugehorigen Gleichungen berechnet werden miissen.

6.1 Losungsverfahren fiir die Hartree Gleichung

Die Euler-Lagrange Gleichungen (5.38) und (5.69) bilden in Verbindung mit den HNC
Gleichungen (4.58)-(4.60) (in HNC/0 N&herung) ein abgeschlossenes Gleichungssystem
fiir die Dichte p(¢) und die rdumliche Verteilungsfunktion g(n;¢1, ¢s). Zur Losung muf
ein geeignetes Iterationsverfahren gewihlt und in einem Rechenprogramm implementiert
werden.
Im ersten Schritt eines Iterationsverfahrens geben wir ein parametrisiertes Pseudo-
Potential vor und bestimmen den optimalen Parameter durch Berechnung des Ener-
gieminimums. Dazu gehen wir wie folgt vor:
1) Fiir vorgegebenen Wert A losen wir die Hartree Gleichung fiir die Einteilchendichte
p(¢) in Molekularfeld-Naherung (u(n; @1, p2) = 0),
52

_(/\3—<p2 +4M,cos(p))\/p(e) = my/p(). (6.1)
Wir teilen das Winkelintervall in n Punkte auf and stellen p(¢) durch 31 diskreti-
sierte Punkte mit der Randbedingung p(—7) = p(7) dar. Aufgrund der bestehenden

%)



56 Kapitel 6. Numerische Losungsverfahren

Symmetrien gilt

p(n+1—j)=p(), 1<j<n. (6.2)

Mit p(j) bezeichnen wir den Wert der Dichte am Punkt j im ¢-Raum, ¢ = ¢(j) =
—m+(j —1)(2n/(n — 1)). Fiir die Darstellung von p(¢) im Intervall [—7, 7] brauchen
wir nur die im unteren Halbraum —m < ¢ < 0, also 1 < j < n+ 1/2 =: m gelegenen
Werte.

2) Nun wihlen wir das Pseudopotential

u(n) = a(l — 8uo)A(n), (6.3)

mit A(n) = —1 fiir ndchste Nachbarn und A(n) = 0 sonst, wobei der Parameter «
bei gegebenem Kopplungsparameter A durch das Ritz’sche Verfahren optimiert werden
soll. In diesem Fall treten eine Reihe von Zweiteilchen-Funktionen auf, die auf dem
Gitter diskretisiert werden miissen. Dazu werden die Winkel ¢; und ¢;, von denen die
Zweiteilchen-Funktionen abhidngen mit n x n Punkten diskretisiert. Solche Funktionen
F(p1(7),p2(4)) = F(i,7) werden in folgender Weise diskretisiert:

F(i,j)=F(j,i))=F(n+1—in+1—j)=F(n+1—jn+1—1). (6.4)

Es geniigt, die Funktion F fir —7 < ¢; < 0 und —|¢1| < @2 < |¢1], also die Werte
F(i,j) fir 1 <i<mund i <j <n-+1-1zu betrachten.

3) Bei festgehaltenem Anfangswert A\ wird der Parameter « variiert und optimal so
bestimmt, daff die Grundzustandsenergie (4.71) bzw. (4.37) ein Minimum annimmt.
Mit der Einteilchendichte in Molekularfeld-N&dherung und dem parametrisierten
Pseudo-Potential u(n; g1, ¢2) werden nun die HNC Gleichungen (4.58)-(4.60) iterativ

durch Standardverfahren gelost, indem wir fiir vorgegebene Werte A und o | und mit

der Naherungslosung p(p) in der geordneten Phase, wo p(p) # 1) die zugehorigen
Groken X'(n; @1, 92), N'(n;@1,¢92) und g(n; ¢, ps) berechnet werden. Im Einzelnen
gehen wir folgendermaften vor: Durch Vorgabe einer geeigneten ersten Approximation
N'®) berechnen wir aus der Gleichung (4.59) die direkte Korrelationsfunktion X'(),
Dann 18sen wir die Gleichung (5.15) nach der geniiherten nodalen Funktion N mit
Hilfe des Programms DL2NRG der IMSL-Programmbibiothek im k-Raum auf. Fiir unser
diskretisiertes System nimmt diese Gleichung die Form an:

> Ml ) (8 — P30 X(,1)) = 3 Kill DpsXl, ), s) = Bgr (69

Mit den berechneten Daten Ny (i,7) = N'(k, ¢1(4), v2(j)) wiederholen wir diese Prozedur
bis wir Konvergenz erreichen.

4) Mit den vorher berechneten Funktionen ist nun die renormierte Hartree Gleichung
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unter der Nebenbedingung
[W plp)dp =1 (6.6)

zu losen. Da die Potentiale v, () und vg(¢p) selbst von der Dichte p(y) abhéngen, handelt
es sich bei der renormierten Hartree Gleichung um ein nichtlineares Problem, das am

giinstigsten durch ein Newton-Iterationsverfahren gelost wird. Dazu ersetzen wir in der

Gleichung (5.38) die Dichte y/p() durch 1/ p(p)+84/p(p), beziehungsweise den Lagrange

Parameter p durch p+du und entwickeln die in Gl. (5.38) enthaltenen Grofen bei fester
Paarverteilungsfunktion g(n; ¢, ¢2) bis zur ersten Ordnung in der Variation §,/p(¢p) um

\/p(p). Wir erhalten das Ergebnis

(u 3 2~ i) - wl))a o)

—2\/ 1 / \/ <6vd ) &)e (o1 )5\/ p(p2)dpy + VP (p1)0p

— ( 8822 +va(p1) + V(1) — u) p(e1) (6.7)

mit

[ 7; Vp(©)8y/p(p)dp =0. (6.8)

Wir haben nun die im Integral der GL.(6.7) stehende Funktionalableitung bei fester
Verteilungsfunktion zu berechnen. Unter Benutzung von Gl.(5.39) erhalten wir:

5'1),1
)0 (10 01, 6.9
5l 2) ;ﬂg ;P15 P2)Uo(15 01, P2) (6.9)
und
dve(p
=AY F(n; ¢,
5P(902) ,%;0 %91, 92)
6F(n;s01,<p3)
+A d —_—
é / ©3p(p3) 5p(2)
B > ON'(m; 1, p3) X' (m; @3, 1)
4 = O3 O3
Aeo 1 gm 0 ON'(m; o1, p3) 0X'(m; g3, 1)
- — d
4 %; 27 /—7r Papls) Op3 p(p2) O3
Aem 1 g7 ON'(m; p1,03) 0 6X'(m; 01, 03)
AN [Ty : 6.10
120 ) ) T T B aple) (610
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Mit der Beziehung

0 SN'(m; 1, ¢3) _ 0 6X'(m; 1, p3) (6.11)
s Op(p2) dps  Op(p2)

konnen wir G1.(6.10) auf die Gestalt bringen:

dve(ip
= A ) F(n;p1,02)
5P(€02) nz;,;o nre

5F(n; ©1,93)
+A dpsp(ps) ——F——
gs:o / A 6p(p2)

A T ON'(m; p1, p3) OX (m; 3, 1)
4 m 8903 3(,03
A

0 ON'(n; 1, p3)
dps  dp(p2)

4 0 ! (...
1 Zﬂ/_w d903p(903)3—¢3(N (15 01, 93) — X' (13 01, 3)) - (6-12)

Zur Bestimmung der Funktionalableitung der Grofe F'(n; 1, ¢2) wenden wir nun Gl.(4.69)
an und erhalten

F(n; ¢y,
AY o /dwgp 03) —( o1, ¢3)

a0 2 6p(p2)
B dg(n; o1, 03) 0 IN'(m; 1, p3)
N nz;é:o despls) dp1 0p1  0p(p2)
3( ;01,03) 0 ON'(m; 0y, 03)
A d . 6.13
gg% / eaplis) Ops3 O3 6p(p2) ( )

Beriicksichtigen wir noch, daf ¢(0, 1, p2) verschwindet, so konnen wir weiter schreiben:

F(n; o,
AY oo /d903P ©3) —( o1, ¢3)

nZ0 2 6p(p2)

_ A O (i o & ON'(n;p1,p3)

- Z 77r ()03p Q03) 8 (X (na P1, Q03) + N (na P1, (;03)) 8901 5;)(902)
A 0 , d ON'(n;p1,¢3)

_Z X'(n: N'(n: (6.14
1 Z / dpsp(es) ( (0501, 03) + N'(0; 01, 03)) Gor do(od (6.14)

Durch Einsetzen dieser Beziehung in Gl. (6.12) folgt fiir die Variationsableitung

dve (1
—>\ F(n; 1, ¢2)

5p(sp2) §0 nr

ézaN' n; o1, p3) 0X (n; ps, 1)

44 O3 O3

A 0X (n;p3,01) 0 ON'(n;01,93)
~IN [ 4

2 /* <,03p(g03) 3903 3§03 5P(§02)
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0 ON'(n; 1, p3)
dp1  dp(p2)

A 1 o - ,
-7 Z%/_W d903P(903)8—(’01(X (n; 01, 03) + N'(n; gol,gog)) . (6.15)

Aus Gl. (5.32) ergibt sich dann

(o g]
4
®

(901 = A Z F n; e, QDZ
n#0

(n; 01, 93) 0X (n; 03, 01)
Op3 03

=3
i)
—~
)
N
~

QD

=

=[]

0X (n; 3, 1) 0X'(m; g, ©3)
03 Ops

T
3 3

dpsp(p3) X (n — m; 1, @s)

5
8

> o> >

5
8

X ¥

T
N

a ! !
_ d903p(903)8—(pl(X (1501, 3) + N'(n; 01, 903))

8X’(m; ©2, 901)
O, '

xX'(n — mj; 3, ps) (6.16)

SchlieRlich liefert die Benutzung der HNC Gleichung (4.58) den Ausdruck

(=2
<
o

_AZF §01a902
) n#0

ON'(n; @1, p3) OX'(n; 3, 1)
03 O3

ON'(1; 01, p2) X (n; 02, 1)
3@1 8901

=3
i)
—~
N

=[]

=[]

N 8XI n; y 8X’ m, ,
dipsp(ips) X' (n — m; 1, 02) (13 03, 1) OX(m; 03, a)
T 8903 8(,03

[N N N I %

5
8

(6.17)

l\D|H

5) Wir formulieren nun die Gleichungen (6.7) und (6.8) im Rahmen des diskretisierten
Systems. Wir beriicksichtigen, daR die Anderung d./p eine symmetrische Funktion ist
und nutzen die Formel fiir die zweite Ableitung der Anderung d/p:

5ol +1) = 20,/o(i) + 8y/pli = 1) (6.18)
(Ap)? ' |

Mit 1<i<m=(n+1)/2 kénnen wir schreiben

y?

m+1

> d(i, 5)AV/p(4), 1<i<m. (6.19)

J=1

Die (m + 1) x (m + 1)-Matrix d mit den Elementen d(¢, j) ist gegeben durch

41, 1) = (Ap)?’
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2

d(1,2) = ,

2) (Ap)?

.. 5i+1'_25i'+5i—1' . .
dZ,j = . S ’]a 2§Z§m_]—a1§]§ma

6.3) (Ap)?

2 (017 — Om;)

d(m,j) = ; 1<j<m,

(m.3) (Ap)?
dim+1,7)=d(i,m+1)=0. (6.20)

Die Differenz A,/p ist durch eine (m + 1) komponentige Grofe dargestellt, deren Kom-
ponenten fiir 1 < j < m die Anderung der Wurzel der Dichte d./p angeben und dessen
(m + 1)-te Komponente die Anderung du := A,/p(m + 1) ist.

Das nachfolgende Integral wird durch eine Summe ersetzt:

1 m+1

—25/ p(01)p(2)0vr (1, 02)81/p(p2)dp2 = 2 (i, 5)A/p(j) (6.21)
,,r 2
mit 1 <i¢<m. Die (m+1) x (m+ 1)-Matrix h ist definiert durch

(i, 3) = ~2\/p(i)p(3) (Bvr (i, 1)) (), (6:22)
fir 1<i<m,1<j<m-1,
h(i,m) = —2y/p(i)p(m)ur (i, m), (6.23)
fir 1<i<m,
h(i,m+1) = h(m+1,5) = 0. (6.24)
Mit
dva(s) | dve(pi)

D) = S0t00) T Boley) (6:25)

schreiben wir schlieflich Gleichungen (6.20) und (6.22) in der Form eines linearen Glei-
chungssystems fiir die Groke A,/p

m+1

> U3, 5)Ap(5) = r(3), 1<i<m+1. (6.26)

j=1

Die Elemente (7, j) der Matrix I sind explizit gegeben durch:
fir 1<i<m,1<j<m+1,

I(m+1,5) = 2/p(j)s(j), Gl (6.6) (6.28)
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fir 1<j<m-1,

I(m+1,m) =1/p(m)s(m), (6.29)
I(m+1,m+1)=0. (6.30)

Auf der rechte Seite der Gl. (6.24) treten die Komponenten

r(9) = =X 23], (6) — o) (6.31)

r(m+1)=0 (6.32)

auf (1 < i < m) mit G(i) = ve(i) + vg(i). Gleichung (6.26) kénnen wir mit Hilfe der
IMSL-Programmbibliothek DL2NRG numerisch 16sen.

6) Die Beziehungen (5.39), (6.9) und (6.17) liefern das zu der vorgegebenen Startgrofe
zugehorige Hartree Potential v, und das Potential vgund deren Funktionalableitung nach
der Dichte p. Damit 16sen wir die Gleichungen (6.7) und (6.8) nach den Anderungen
dy/p und 6 auf. Mit der neuen Dichte p + dp und neuem Wert u + du wiederholen wir
die Rechnungen. Damit erhalten wir in jedem Schritt neue Werte fiir die eingegebenen
Funktionen, bis die Betriige der Anderungen 0,/p und 6u den Konvergenzkriterien ge-
niigen. Schrittweise werden dadurch korrigierte Zweiteilchenfunktionen bestimmt. Von

Neuem wird der Parameter « variiert, bis die Energie ein Minimum angenommen hat.

6.2 Iterationsverfahren zur CBF-Optimierung

Wir wenden uns nun dem Losungsverfahren der PPA Gleichung zu. Hier handelt es sich
darum, den abgeschlossenen Satz von Gleichungen in einem geeigneten Iterationsver-
fahren zu losen. Die HNC Gleichungen, die renormierte Hartree Gleichung, die HNC
Punkt-Gleichungen und schlieflich die PPA Gleichung miissen in einem selbstkonsi-
stenten Verfahren gleichzeitig gelost werden. Das Ergebnis liefert dann das optimale
Pseudo-Potential u(n; i, ¢s) und die optimale Dichte p(¢) (im Fall des geordneten
Zustandes).

Folgende fiinf Schritte werden dabei ausgefiihrt:

1) Bei festgehaltenem Pseudo-Potential u(nj;pq,ps) wird die Hartree-Gleichung fiir
die optimale Einteilchendichte, wie in Abschnitt 6.1 erlautert, iterativ gelost. Die Itera-
tion wird solange fortgefiihrt, bis Konvergenz fiir p(p) erreicht ist. Mit diesen Ergeb-
nissen berechnen wir daraufthin die zugehorigen Zweiteilchen-Funktionen g(nj;pq, p2),
X'(n; @1, ¢2), etc.

2) Uber die HNC Punkt-Gleichungen (5.83)-(5.86) bestimmen wir die Funktion

X (k; 01, 05) und N(k; @1, ). Aus Gleichung (5.70) erhalten wir das Teilchen-Loch
Potential V,u(k; @1, p2).
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3) Mit diesem Ergebnis fiir V,u(k; @1, ¢2) wird die PPA Gleichung (5.69) in Termen
der Funktion X (n;pq,ps) mit Hilfe eines Relaxationsverfahrens iterativ geldst [60],
womit wir eine Ndherung fiir die Funktion X (n; ¢y, ¢2) bekommen. Dabei wird die PPA
Gleichung ndherungsweise fiir jeden Relativabstand n durch eine Differenzen-Gleichung
ersetzt, die auf n x n Punkten im Raum der zugehorigen Winkel formuliert ist. Die
zweite Ableitung wird durch endliche Differenzen in der iiblichen Art dargestellt, z.B.
durch

A[Ho(1) + Hao(2)] X' (15 01, 02) = BoP (an(i +1,5) + X'a(i — 1,7)

P53 1)+ Kalid ~ 1)~ 4X(00)) + (F0)+ £0)) Xl
= \Ca(i,7) — 2VPR(i, §), 1<i,j<n. (6.33)
Die Elemente Cy(%, j) sind dabei gegeben durch

Cn(l,j) = C(Il, 901(7’))902(.7))
1 m -~ ~
- Azgﬁwd@3X’(n—m, ()017(103) H0(3) X,(m, @3)@2))

1 7 -
- Z%/_ deps asosX'(n_m;§01,<,03)3¢,3X’(m;<p3,¢2)

1 7 - -
+ Z o dps X'(n —m; @1, 3) F(ps) X' (m; @3, 02) . (6.34)

-

Durch fortlaufende Abzdhlung der Punkte im zweidimensionalen Winkelraum der Varia-
blen ¢1, (3 in einer eindimensionalen Anordnung und Anwendung periodischer Randbe-
dingungen kann man Gleichung (6.33) in Matrixform fiir einen Vektor X’ = {X"(])}, | =
(t—1)(n+1)+ 4, s =1,n bringen. Die entstehende Matrix-Gleichung ist

A-X'=b. (6.35)

Diese wird am besten durch eine Relaxationsmethode gelost. Die "Sparse’-Matrix A in
Gl. (6.35) besteht aus Elementen von n x n Blocken, jeder Block ist durch eine n x n
Matrix gegeben, somit hat die Matrix A (n? x n?) Elemente. In unserem Problem mit
n = 31 Punkten im Winkelraum an jedem Gittervektor n und (31 x 31) Werten der
direkten Korrelationsfunktion X’ mu® man daher bei jeder Iteration fiir jeden Punkt im
n-Raum eine (991 x 991) ’Sparse’-Matrix invertieren. Dies ist der komplizierteste Schritt
der Aufgabe. Es ist ndmlich schwierig, mit der so formulierten Matrix A Konvergenz zu
erzielen. Geeignete Relaxationsverfahren ermoglichen eine gut konvergierende Iteration.
Das schafft man durch eine Aufteilung der A-Matrix in eine invertierte Matrix E und
eine Restmatrix F. Durch Anwendung eines geeigneten Startvektors X' kann man
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die Iteration sukzessive mittels der Vorschrift
E-X"=F.-X""1b (6.36)

durchfiihren. Gl. (6.36) liefert die n-te Approximation des Vektors X’ aus der (n—1)-ten
Néaherung.

4) Aus der erhaltenen Niherung fiir die Funktion X'(n; ¢, @) berechnen wir die zu-
gehorige Fouriertransformierte X'(k; o1, ¢2) und mit Hilfe der Ornstein-Zernike Relati-
on die Funktion N'(k; o1, p2). Daraus gewinnen wir die Funktionen N'(n; 1, ps) und
g(n; o1, @s) fiir n # 0. Aus diesen genidherten Grofen konstruieren wir eine verbesserte
Approximation fiir die Hartree-Jastrow Funktion u(n; ¢1, ¢2) mittels der Gleichung

u® (n; 01, 0) = ln[g(n; 01, 92) — N'(n; ¢4, <P2)} : (6.37)

Damit ist der erste Schritt des Iterationsverfahrens beendet. Mit dem verbesserten
Pseudo-Potential Gl. (6.37) als Eingangsgrofe werden die Iterationsschritte solange
wiederholt, bis im n-ten Schritt u( (n;p;, ;) erhalten wird. Wir brechen das Ite-
rationsverfahren ab, wenn sich das Ergebnis im néchsten Schritt um weniger als 0.05 x
u™ (n; ¢y, ) dndert. Mittels der berechneten GroRen ergeben sich alle optimalen phy-
sikalischen Gréfen von Interesse fiir vorgegebenen Kopplungsparameter .

5) Die optimalen Grofen werden als Eingangsdaten benutzt, um fiir einen benachbarten
Wert des Kopplungsparameters A das Verfahren in analoger Weise durchzufiihren. In
hier durchgefiihrten Rechnungen gehen wir in Schritten AX = +0.01 vor. Fiir kleine
Werte 0 < A < 0.2 zeigt sich, daft Konvergenz mit abnehmenden Werten A immer
schwieriger zu erreichen ist, da die Matrixelemente des Operators H, fiir kleine A sehr

kleine numerische Werte annehmen.

6.3 Losung der Feynman-Gleichung

Zur Losung der Feynman Eigenwert-Gleichung (5.108) bzw. (5.109) verwandeln wir die
Integro-Differentialgleichung in eine Summen-Differenzen Gleichung, die in der Form
einer Matrixgleichung geschrieben werden kann. Der in Gl. (5.89) auftretende Operator
Hoo)= -2 e (6.39)

AP = 0p? A v '
mit der Definition (5.112) fiir () kann durch Ersetzung der Differentiation durch
Differenzen auf Matrixform gebracht werden. Die Diskretisierung ergibt:

A
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fir 2<i<n—-—1,1<j7<n und

A

AHJLﬂ::(Amx—2&]+2&0+f(ﬁu, 1<j<n, (6.40)
A
AH,(n,j) = (AW( 20, 15+ 20n;) + F(j)0nj, 1<j<n. (6.41)

Fiir das Integral schreiben wir eine entsprechende Summe

= [ olenple) Xi(ms o1, 02) H(2)dpaalk, 02)
~ = 3 plioli (; X DH(13) ) s) B0 ). (6.42)

1<i,j<n.

Die Feynman Gleichung in diskretisierter Form kann damit als Matrix-Eigenwertproblem
behandelt werden:

AH,(1-X7) 8y (k) = wi(k) &i(k). (6.43)

Gl. (6.43) liest sich in expliziter Form

S AL H.(0.9) Vo) (3 X)L (,0)s) i )

j=1

= we(k)®(k, ) - (6.44)

Die Energien wy(k) und Zustdnde ®,(k, j) lassen sich mit Standard-Verfahren fiir die
Loésung von Matrix-Eigenwertgleichungen berechnen.

In der ungeordneten Phase féllt die Hartree Gleichung weg, die Einteilchendichte ist
konstant, p(¢;) = 1, und der Ordnungsparameter veschwindet ,M, = 0. Ausgehend vom
optimierten Ansatz (6.3) 16sen wir die HNC Gleichungen (4.58)-(4.60) am Anfangswert
A = 10 des Kopplungsparameters fiir das vorgegebene Pseudo-Potential u(n,p) =
u(n) cos . Die Komponenten X/(n) bzw. X/(k) lassen sich einfach aus der originalen
Funktion X'(n,¢) berechnen (GIl. (5.119) und damit die Komponenten N;(n) bzw.
Nj(k) ). Durch die PPA-Gleichung (5.92) bzw. (5.126) ergeben sich neue Funktionen
Si(k) und X;(k) und damit neue Groken X'(n,¢) und u(n,p). Die Iteration wird
solange wiederholt, bis wir eine stabile optimale Lésung erreicht haben.



Kapitel 7

Ergebnisse und Diskussion

Die Eigenschaften des O(2) Modells im Grundzustand kénnen wir im Rahmen des XY-
Spinmodells aber auch des Modells fiir Josephson Kontakte quantitativ beschreiben. Zu
den wichtigsten Eigenschaften gehoren das Auftreten einer ungeordneten, einer geord-
neten Phase und eines kontinuierlichen Phaseniibergangs, der das kritische Verhalten
des Systems charakterisiert.

In diesem Kapitel wird iiber die numerischen Ergebnisse des untersuchten Modells fiir
den optimalen Ordnungsparameter und die optimale Einteilchendichte in der geordneten
Phase, die minimierte Grundzustandsenergie, die Korrelationsfunktionen, die Struktur-
funktion und die Anregungsenergie in beiden Phasen berichtet.

7.1 Optimaler Ordnungsparameter

Das Verhalten des Ordnungsparameters kann in zwei Grenzféllen analytisch erfaftt wer-
den. Im Grenzfall des “ Weak-coupling limit’ (A — oo) werden die Korrelationseffekte be-
liebig klein. Die Grundzustandswellenfunktion ist deshalb unkorreliert, ¥(¢py, ..., pn) =~
1, und fiir die Einteilchendichte gilt p(y;) = 1. Diese Wellenfunktion beschreibt damit
im XY-Modell einen Zustand, in dem alle Spins im S-Wellen Zustand der Operatoren
l; = 1; = 0 sind.

Im Grenzfall des “strong-coupling limit” (A — 0) dominiert der Wechselwirkungsterm im
Hamilton-Operator. Fiir A ~ 0 ist die Einteilchendichte durch die Dirac-Deltafunktion
p(p) = 2md(p) gegeben, die eine perfekt-orientierte Phase beschreibt. Alle Spins sind in
Richtung ¢ = 0, d.h. parallel zur X-Achse ausgerichtet. Damit hat der Ordnungspara-
meter den Wert M, = 1. Aufgrund der Unschérferelation ist der Wert fiir den Operator
l; wegen der genauen Festlegung der Variablen vollig unbestimmt. Bei Zunahme des
Kopplungsparameters A beginnen dann die Quantenfluktuationen in ¢; und damit die
Moglichkeiten fiir eine ungeordnete Richtungsdnderung der Spins. Abb. 7.1 zeigt das
numerische Ergebnis fiir den optimalen Ordnungsparameter M, als Funktion des Pa-
rameters A. Mit zunehmendem Kopplungsparameter A fillt der Ordnungsparameter ab
und verschwindet am kritischen Wert A\, ~ 3.1.

65
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Abbildung 7.1: Numerische Ergebnisse (in HNC/0-N&herung) fiir den optimalen Ord-
nungsparameter M, als Funktion des Kopplungsparameters A (durchgezogene Linie).
Die gepunktete und die gestrichelte Linie zeigen Resultate der Stérungstheorie bzw. der
Molekularfeld-Approximation. Die langreichweitige Ordnung verschwindet am kritischen
Kopplungsparameter A\, ~ 3.1.

7.2 Optimale Einteilchendichte

Die optimale Einteilchendichte p(p) gibt die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen (Spin) in
einer Richtung anzutreffen, die durch den Winkel ¢ gegeben ist. Mit wachsendem Kopp-
lungsparameter A weicht die Dichte p(y) mehr und mehr von der Form einer §-Funktion
ab, wird flacher und n&hert sich einer Konstanten an. Dabei fallt mit wachsendem A
der Ordnungsparameter stetig gegen Null ab, wo der Zustand in eine ungeordnete Phase
ibergeht. Fiir A = A, ~ 3.1 ist die Dichte gleichmifig, p(¢) = 1. Das Verhalten der
optimalen Ergebnisse fiir die Dichte p(¢) im Zwischenbereich ist in Abb. 7.2 dargestellt.
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Abbildung 7.2: Numerische Ergebnisse fiir die optimale Einteilchendichte p(y) fiir ver-
schiedene Werte des Kopplungsparameters .

7.3 Phasen-Phasen Wahrscheinlichkeitsdichte

Die Wahrscheinlichkeit die Phase ¢; und die Phase ¢, entsprechend am Gitterpunkt 1
und 2 zu finden, ist durch die Funktion P(n;¢1, p2) = p(¢1)p(92)9(n; @1, ¢2) gegeben.
In Abb. 7.3 ist diese Funktion fiir ndchste Nachbarn in Abhingigkeit vom Relativwinkel
© = @1 — o fiir einige Werte von A aufgetragen. Fiir die geordnete Phase ist ¢ = ¢1 — o
so gewdhlt, dafs die Summe ¢; + @ = 0 ist. Fiir den Relativwinkel ¢ = 0, i.e., p; =
—p9 = 0, nimmt diese Funktion einen maximalen Wert an. Anschaulich bedeutet das,
dak zwei parallele Rotoren stark in der (4+x) Richtung orientiert sind. Rotoren in der
(-x) Richtung sind unwahrscheinlich. Mit zunehmendem Kopplungsparameter nimmt
die Wahrscheinlichkeit fiir parallele Rotoren in der (+x) Richtung ab. Fiir groke Werte
von A > )\, ist diese Funktion P(n; 1, ¢2) konstant. Die Rotoren sind deshalb in dieser
Phase unabhéngig und ihre Richtungen gleich wahrscheinlich.
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Abbildung 7.3: Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P(n; @1, ¢2) = p(p1)p(@2)g9(n; @1, ©2)
als Funktion des Relativwinkels ¢ = ¢; — @9 fiir verschiedene Werte des Kopplungspa-
rameters A und ndchste Nachbarn, |n;| = 1.

7.4 Grundzustandsenergie

Die numerischen Ergebnisse der CBF Theorie (in HNC/0-N&herung) fiir die minimierte
Energie des Grundzustandes pro Gitterpunkt sind in Abb. (7.4) dargestellt. Die Ener-
giekurve zeigt im gesamten A-Bereich ein glattes Verhalten. Der Phaseniibergang zweiter
Ordnung tritt bei A ~ 3.1 auf. Fiir Werte A > A, ist p(¢) = 1 und M, = 0. In die-
sem Bereich weicht die Korrelationsenergie stark vom Molekularfeld-Ergebniss ab. Hier
herrschen starke Phasenfluktuationen, die Phasen ¢; sind unbestimmt und kénnen mit
gleicher Wahrscheinlichkeit jeden Wert im Interval [—m, 7] annehmen. Ist A geniigend
grofs, wird die Korrelationsenergie vernachlédssighbar und kann durch die Storungstheorie
in zweiter Ordnung gut approximiert werden. Das Ergebnis ist:

/N = (7.1)
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Abbildung 7.4: Minimale Grundzustandsenergie pro Gitterpunkt als Funktion des Kopp-
lungsparameters A. Gezeigt sind numerische Ergebnisse der CBF Theorie.

In dieser Phase lassen sich die Rotoren approximativ als freie Bosonen in S-Wellen-
Zustidnden (lAZ = 0) verstehen. Im Rahmen des Modells fiir granulare Materie inter-
pretiert man diesen Fall dadurch, daf sich keine Cooper-Paare (keine Ladung) auf den
Inseln befinden. Im Bereich A < A, nimmt die Korrelationsenergie mit fallendem Wert
des Kopplungsparameters A ab. Es existiert eine langreichweitige Ordnung, an die die
Richtungen ¢; stark gebunden sind. Diesen geordneten Zustand kann man auch als
ein Kondensat von Bosonen (Quasiteilchen) mit Spin 1 interpretieren. Eine andere In-
terpretation ist, den Zustand als Cluster von Spinrotoren mit unbestimmten Einzel-
Drehimpulsen zu beschreiben. Im Bild der Josephson Kontakte bedeutet das, daf die
Zahl der Cooper Paare auf der Insel unbestimmt und die Anordnung supraleitend ist.
Mit zunehmendem Kopplungsparameter nimmt die Abstofung durch die kinetische Be-
wegung der Rotoren zu, die die Clusterung (bzw. langreichweitige Ordnung) am kriti-
schen Wert A, zerbricht und nun iiber die anziehende Wechselwirkung dominiert.
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7.5 Raumliche Verteilungsfunktion

Die Korrelationseffekte im betrachteten System kann man durch die winkelabhidngige

raumliche Zweiteilchen-Verteilungsfunktion g(n; ¢1, ¢2) beschreiben.

L4 f
13 B\
12 f
~LLE
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¢

a(n

0k .
00 10 20 30 40 50 6.02n . .
¢:¢1_¢2:2¢1 ¢:¢1_¢2

(a) geordnete Phase (b) ungeordnete Phase

Abbildung 7.5: Die winkelabhdngige rdumliche Zweiteilchen-Verteilungsfunktion
g(n; o1, ) als Funktion vom Relativwinkel ¢ = ¢; — @9 fiir verschiedene Werte des
Kopplungsparameters A fiir ndchste Nachbarn, |n;| = 1.

In Abb.(7.5) ist die Funktion g(n; ¢y, ¢2) fir ndchste Nachbarn, |n;| = 1, in Abhén-
gigkeit vom Relativwinkel ¢ = ¢; — ¢, fiir einige Werte von A aufgetragen. Fiir die
geordnete Phase ist ¢ = 2¢;. Allgemein sieht man, daf die Funktion g(n;; @1, 2) bei
© = 27 die groften Werte zeigt. Das bedeutet anschaulich im Fall (a), dak zwei paral-
lele Spins mit anti-paralleler Ausrichtung zur x-Richtung maximal korreliert sind und
sich deshalb gegenseitig am meisten beeinflussen. Die Stdrke der Korrelationen nimmt
mit zunehmendem Kopplungsparameter A ab. In Abb.(7.6) ist diese Funktion fiir die
iberndchsten Nachbarn (ny = (1, 1)) fiir einige Werte des Kopplungsparameters A dar-
gestellt. Die Korrelationen sind am stirksten an den Werten ¢ = 0 und 27 und neh-
men mit absteigender Kopplungsstirke A ab. Im Vergleich zum Maximum der Funktion
g(ny, ¢) ist das entsprechende Maximum der Funktion g(ns, ) kleiner. Das Verhalten
der Verteilungsfunktion g(n; @1, ¢s) unter der Transformation ¢; — m — ; (unter der
der Hamilton-Operator invariant ist) kann man an den Figuren (7.5) und (7.6) ablesen.
Die ungeordnete Phase erhélt diese Reflexionssymmetrie, da die Funktion nur vom Re-
lativwinkel ¢ = ¢; — @, abhingig ist. Sie ist deshalb eine gerade Funktion bzgl. ¢ = 7.
In der geordneten Phase ist diese Symmetrie-Eigenschaft des Hamilton-Operators je-
doch gebrochen. Die Verteilungsfunktion ist nun nicht nur abhéngig vom Relativwinkel,

sondern auch von der Summe (@; + ¢5) und die Symmetrie bzw. Spiegelung an ¢ = 7
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Abbildung 7.6: Die winkelabhdngige rdumliche Zweiteilchen-Verteilungsfunktion
g(n; o1, p2) als Funktion vom Relativwinkel ¢ = ¢; — @, fiir verschiedene Werte des
Kopplungsparameters A fiir iiberndchste Nachbarn, |np| = V2.

geht verloren.

7.6 Pseudopotential

Weitere Informationen iiber die Korrelationseffekte lassen sich auch aus dem Verlauf
des Pseudopotentials u(n; 1, ¢2) gewinnen. Anhand der Abbn. (7.7) und (7.8) zeigt
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Abbildung 7.7: Das Pseudopotential u(n; g1, ps) als Funktion vom Relativwinkel ¢ =
1 — o fiir verschiedene Werte des Kopplungsparameters fiir nachste Nachbarn, |n;| = 1.
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Abbildung 7.8: Das Pseudopotential u(n; @1, p2) als Funktion vom Relativwinkel ¢ =
1 — g fiir verschiedene Werte des Kopplungsparameters A fiir iibernéchste Nachbarn

ns| = V2.
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Abbildung 7.9: Die winkelabhdngige rdumliche Zweiteilchen-Verteilungsfunktion
g(ny; o1, ¢2) und das Pseudopotential u(ny; ¢, p2) beim Kopplungsparameter A = 3.0
in der geordneten Phase und A = 3.1 in der ungeordneten Phase als Funktion des Rela-
tivwinkels ¢.

diese Funktion ein ganz dhnliches Verhalten wie die entsprechende Verteilungsfunktion
g(n; o1, p2). Die Korrelationen fiir nachste Nachbarn sind am stérksten und in der ge-
ordneten Phase geniigend grof zur Ausrichtung der Spins. Sie verschwinden fiir grofie
Kopplungsparameter A. Das Verhalten der Funktion u(n; ¢, ¢2) unter der Transforma-
tion ¢; — m — ¢y ist dhnlich dem der Funktion g(n;¢1,¢2). Die ungeordnete Phase

ist invariant unter chiraler Symmetrie sowie der O(2) Symmetrie. Diese Symmetrie-
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Eigenschaften sind in der geordneten Phase gebrochen. Zum Vergleich sind die Funktio-
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Abbildung 7.10: Die winkelabhdngige rdumliche Zweiteilchen-Verteilungsfunktion
g(n;p1,p2) als Funktion des Gitterabstands |n| fiir verschiedene Werte des
Kopplungsparameters A\ beim Relativwinkel ¢ = 1 — g = 27 (1 = —pg = 7).

nen g(ny; @1, p2) und u(ng; @1, 2) in Abb. (7.9) gegen den Relativwinkel ¢ aufgetragen
(fiir A = 3.0 in der geordneten Phase und A = 3.2 in der ungeordneten Phase). Am
kritischen Kopplungsparameter A. ~ 3.1 gehen diese Funktionen ineinander iiber.

Abbn. (7.5)-(7.8) zeigen, daf die Funktionen g(n;;,¢2) und u(n;¢;,¢,) maximale

u(n;¢)
u(n;¢)

(a) geordnete Phase (b) ungeordnete Phase

Abbildung 7.11: Das Pseudopotential u(n; @1, ¢2) als Funktion des Gitterabstands |n|
fiir verschiedene Werte des Kopplungsparameters A beim Relativwinkel ¢ = ¢ —¢py = 27

(p1 = —pa = ).
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Werte beim Relativwinkel ¢ = 0 und 27 annehmen. In Abbn.(7.10) und (7.11) sind
diese Funktionen gegen den Gitterabstand |n| fiir p; = —ps = 7 (¢ = 27) aufgetragen,
d.h. Spin 1 und Spin 2 sind parallel und zeigen in negativer x-Richtung. Diese Abbildun-
gen zeigen, dak die Funktionen g(n;pq, p2) und u(n; @y, ¢2) am stirksten fiir nichste
Nachbarn und fiir iiberndchste Nachbarn von Eins bzw. Null abweichen. Die Funktion
g(n; o1, p9) fiir o3 = —py = 7 zeigt, dak die Korrelationen zwei Spins mit paralleler
Ausrichtung in der (-x) Richtung viel grofer in der geordneten Phase sind als in der
ungeordneten. Die Funktion u(n; @1, ¢s) ist fiir kleine Werte des Kopplungsparameters
groft und nimmt mit wachsendem A ab. Am kritischen Kopplungsparameter geht diese

Funktion stetig von einer Phase zur anderen.

7.7 Korrelationfunktion G(n)

Um die Abhéngigkeit der Korrelationseffekte vom Abstand noch besser zu erkennen, ist
die Zweiteilchen-Korrelationsfunktion G(n), Gl.(5.61), gegen den relativen Gitterab-
stand |n| in Abbn. (7.12) und (7.13) fiir verschiedene Werte des Kopplungsparameters

0.3
0.2
0.1

aufgetragen.

0.8 nARARAAALE RAAAAAAARE RAARALAARY RAARARAAN RARRARRRRS
07 F :
- A=1.0 .
0.6 =
05 F :
= B e AZ20 :

o 0.4 -

Abbildung 7.12: Die gemittelte Korrelationsfunktion G(n) als Funktion des Relativab-
standes |n| fiir verschiedene Werte des Kopplungsparameters \.
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Abbildung 7.13: Der kurzreichweitige Anteil G4(n) der Korrelationsfunktion G(n) als
Funktion des Relativabstandes |n|, fiir verschiedene Werte des Kopplungsparameters A.
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Abbildung 7.14: Die inverse Korrelationsldnge « der Korrelationsfunktion G(n), die
durch die Steigung der Funktion In |n| G5(n) gegeben ist, fiir verschiedene Werte des
Kopplungsparameters A in Abhéngigkeit vom relativen Abstand |n|.

Diese Funktion verschwindet bei n = 0, hat einen maximalen Wert bei |n;| = 1 und
geht danach asymptotisch auf den Wert 0 in der ungeordneten Phase bzw. auf M? in der
geordneten Phase. Beispielsweise fallt diese Funktion fiir A = 1 bzw. A = 3 auf 0.628 bzw.
0.227, was im Vergleich mit den M? Daten iibereinstimmt. Daraus kann man zwei Dinge
schlieRen: Erstens, das asymptotische Verhalten M2 > 0 zeigt eine langreichweitige
geordnete Phase an, zweitens, sind die Korrelationen fiir ndchste Nachbarn am stérksten
und sind unterschiedlich groR. Abb. (7.13) zeigt, daf die rdumliche Korrelationsfunktion
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Abbildung 7.15: Die Korrelationsfunktion G(n;) und ihr kurzreichweitiger Anteil G4(n;)
fiir ndchste Nachbarn, n; = (0,1), als Funktion des Kopplungsparameters .

G(n) zerlegt werden kann, G(n) = M? + G,(n),fiir n # 0. Die Funktion G,(n) ist
stets kurzreichweitig und besitzt ungefihr Yukawa-artiges Verhalten

Go(n) ~ C0erinl (7.2)

[

Der Parameter !

charakterisiert die Korrelationslange der Funktion G4(n), welche
wegen Gl. (7.2) durch den Logarithmus In|n|Gs(n) = [In Gy — k|n|| bestimmt werden
kann, Abb. (7.14).

In Abb. (7.15) sind die Korrelationsfunktionen G(n) und G4(n) fiir den Gitterabstand

In;| = 1 gegen den Kopplungsparameter \ aufgetragen.

7.8 Die Strukturfunktion S(k; 1, ¢»)

In Gleichung (5.17) haben wir die winkelabhéngige Zweiteilchen-Strukturfunktion als die
Fouriertransformierte der Verteilungsfunktion g(nj;pq,p2) eingefiithrt. In Abbn. (7.16)
und (7.17) ist diese Funktion gegen den Relativwinkel aufgetragen, bei verschwindendem
Wellenvektor k; = 0 und bei |ky| = 1. Die im System vorhandenen Korrelationen kénnen
natiirlich auch durch diese Strukturfunktion charakterisiert werden. Abbn. (7.16) und
(7.17) zeigen, daf die winkelabhédngige Zweiteilchen-Strukturfunktion das Verhalten der
winkelabhdngigen Zweiteilchen-Verteilungsfunktion widerspiegelt. Anhand dieser Ab-
bildungen findet man, daf die Strukturfunktion S(k; 1, @2) bei den Wellenvektoren
k; = (0,0) und ky = (0,1) mit wachsendem Kopplungsparameter abnimmt. Fiir grofe
Werte von A ist diese Funktion fast gleich Eins.
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Abbildung 7.16: Die winkelabhédngige Zweiteilchen-Strukturfunktion fiir den Wellen-
vektor k; = (0,0), aufgetragen gegen den Relativwinkel ¢ = @1 — s = 2¢p;, mit
(p1 + @2 = 0)in beiden Phasen des Grundzustands.
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Abbildung 7.17: Die winkelabhdngige Zweiteilchen-Strukturfunktion fiir den Wellen-
vektor ko = (0,1), aufgetragen gegen den Relativwinkel ¢ = @1 — s = 2¢p;, mit
(1 + 2 = 0) in beiden Phasen des Grundzustands.

7.9 Anregungsenergie

Die in dieser Arbeit analysierten Anregungen wurden fiir die ungeordnete Phase in
Feynman Naherung berechnet. Abbildung 7.18 zeigt die Anregungsenergie des tieflie-
gendsten Zweiges (o = 1) bei verschwindendem Wellenvektor k = 0 als Funktion des
Kopplungsparameters .

Fiir die geordnete Phase wurde die Feynman Gleichung nur qualitativ untersucht. Grund-
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Abbildung 7.18: Die Energieliicke des ersten Anregungszweiges w;(k) bei verschwin-
dendem Wellenvektor k; = (0,0) in Feynman-Approximation. Die gepunkteten und
gestrichelten Linien zeigen Resultate der Storungstheorie erster Ordnung bzw. der
Molekularfeld-Approximation.

zustdnde und Anregungen des O(2) Modells sind durch Phasenfluktuationen charakteri-
siert, die das Verhalten des Modells iiber den gesamten Bereich des Kopplungsparame-
ters bestimmen. Dieser bestimmt die Stérke dieser Fluktuationen und der Korrelationen
des Systems. Nach der Unschérferelation zwischen den Operatoren l; and ¢; ist das Sy-
stem nicht fahig, eine definierte Phasen-Konfiguration auszuwéahlen, statt dessen nimmt
es einen Durchschnittswert (; mit einer Abweichung A¢p; an. Diese Abweichung Agy;
ist klein in der geordneten Phase fiir 0 < A < A., wéchst dann fiir grofler werdende
Werte A und wird vollig unbestimmt in der ungeordneten Phase. Diese Unbestimmt-

heit verhindert deshalb die langreichweitige Ordnung des Systems in der ungeordneten
Phase.
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7.9.1 Ungeordnete Phase

Die Grundzustdnde dieser Phase sind in Molekularfeld-Ndherung ein Vakuum, wo alle
Teilchen in [; = 0 Zustdnden sind. Die Molekularfeld-Approximation zeigt weiterhin,
dak die Erzeugung eines Anregungszweiges a (o = +1,42,+3,...) eine Energieliicke
von wy(k) = a? A iiberwinden muf. Im Rahmen der CBF Theorie reduziert sich diese
Liicke wegen der Korrelationseffekte auf a? A\/S, (k). In diesem Fall A > A, kénnen wir
den Zustand des korrelierten Systems in Termen der Eigenzustinde des [2-Operators
(I2 = —82/0¢?) darstellen. Die normierten Basisfunktionen sind
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Abbildung 7.19: Energie w;(k) des ersten Aregungszweiges als Funktion des Skalars
A(k) fiir verschiedene Werte der Kopplung A > A, in der ungeordneten Phase.

1

+il;o(r;)
2z e : (7.3)

Blo(r) =< Lilp(r) >=
In Dirac-Schreibweise bezeichnen wir diese Funktionen 1 (¢;) durch den Ket |I; >. Wir
konnen uns vorstellen, daf der erste niedrigstliegende Anregungszweig (« = [ = 1),
dem Zustand eines Spin [ = 1 Quasiteilchens (Quasilochs) entspricht, das sich mit dem
Impuls 7k und der Energie w(k) durch das Gitter bewegt. Theoretisch kénnen diese
Anregungen durch den Operator e**: erzeugt werden. Aus dem Kommutator von I;
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Abbildung 7.20: Die Anregungsenergie der drei niedrigstliegenden Energiezweige in Ab-
héngigkeit von A(k) fiir Kopplungsparameter A = 4.0 und A = 8.0.

und @; ergibt sich [[;, ¢¥*i] = + ¢= und damit:

Dementsprechend wirken die Operatoren e*®: als ob sie ein Quasiteilchen aus dem
Grundzustand, der Bosonen mit /;-Eigenwerten virtuell enthdlt, am Gitterpunkt ¢ er-
zeugen bzw. vernichten. Dieses Teilchen kann sich im System mit einem Impuls Ak und
Energie w; (k) bewegen und von einem beliebigen Gitterpunkt zu einem anderen gelan-
gen. Diese Quasiteilchen konnen angeregt werden, wenn man dem System mindestens
die Energie w;(0) > 0 zufiigt. Nur am kritischen Punkt verschwindet die Energieliicke, so
dak hier diese Teilchen im geordneten Zustand kondensieren. Thre Energie w;(k) hingt
vom Wellenvektor k ab. Durch Einfiihrung der richtungsunabhéngigen Grofse

Ak) = 4+ > Ape™ ™ =4—2(cos(k,) + cos(ky)), (7.5)
n£0

konnen wir vorteilhafterweise w; (k) als Funktion des Skalars A(k) fiir die ungeordnete
Phase auftragen.
In Abb.(7.19) ist die Anregungsenergie des niedrigsten Zweiges w; (k) als Funktion der
skalaren Groke A(k) fiir verschiedene Werte von A > )\, aufgetragen. Die Abhingigkeit
der Anregungsenergie w;(k) von A(k) is fast linear.
In Abb. (7.20) haben wir die Anregungsenergie der drei niedrigstliegenden Zweige in
Abhéngigkeit von der skalaren Grofe A(k) fiir A = 4.0 und A = 8.0 in der ungeordneten
Phase aufgetragen. Die Anregungsenergien dieser drei Zweige steigen mit wachsendem
Wert A(k) im wesentlich an und werden praktisch fiir grofe Werte von A unabhingig
von der Groke A(k).
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7.9.2 Geordnete Phase

Fiir A > A\, konnen Anregungen nur hervorgerufen werden, wenn sie geniigend Energie
besitzen, um die Liicke zu {iberwinden. Wenn A — A, geht, verschwindet diese Ener-
gieliicke und damit entstehen gap-lose Quasiteilchen und Quasilécher im kondensierten
Zustand A < ). Der geordnete Grundzustand kann deshalb als eine Uberlagerung von
diesen kondensierten Quasiteilchen mit anderen virtuellen Anregungen gesehen werden.
Dadurch entsteht eine makroskopische Phasenkohédrenz. Diese langreichweitige Ordnung
des Systems fiir 0 < A < A, wird durch Quantenfluktuationen zerstort, die durch lang-
wellige Spinwellen hervorgerufen werden. Spinwellen verschiedener Zweige zeigen sich
als Anregungen der geordneten Phase und sind durch den Phasen-Fluktuationsoperator
(bzw. Spinorientierungsoperator) g, (k, {¢;}) erzeugt. Ausgehend von A = 0 nimmt die
Energie des ersten Zweiges dieser Moden zu, ab dem Maximum féllt sie wieder auf Null
ab. Dies bedeutet unter anderem, daf mit zunehmendem Wert von A es wieder energe-
tisch glinstiger ist, den Zweig o = 1 der Spinwellen zu erzeugen. Das ist verstdndlich,
wenn wir uns die Einteilchendichte in der geordneten Phase ansehen. Nahe ). ist die
parallele Spinorientierung fast vollig zerstort, so daf eine Spinwelle wieder fast gap-los
entstehen kann. Abb. (7.18) zeigt die Energieliicke w;(0) in der geordneten Phase in

A=0.2
3.0 : : ,

20 —

1.0 —

0.0

@, (¢)

-1.0 - —

-2.0 1

Abbildung 7.21: Der erste angeregte Zustand am Kopplungsparameter A = 0.2 als Funk-
tion von ¢.

den Grenzfillen A — 0 und A — A, die {iberwunden werden muff, um diese Mode zu
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erzeugen. In Abb.(7.21) haben wir die Wellenfunktion des ersten angeregten Zweiges bei
fester Kopplung A = 0.2 gegen den Winkel ¢ aufgetragen. Fiir = 1 bzw. a = 3 sind
die Funktionen ungerade, fiir a = 2 ist die Funktion gerade.

7.10 Strukturfunktion des Anregungszweiges

Korrelationseffekte der angeregten Zustdnde lassen sich durch die statische Struktur-
funktion S, (k) der Anregungszweige bemerkbar machen. Abbildung (7.22) zeigt die
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Abbildung 7.22: Die Strukturfunktion des ersten Anregungszweiges in der ungeordneten
Phase bei verschwindendem Wellenvektor k; = (0,0) in Feynman-Approximation als
Funktion des Kopplungsparameters .

Strukturfunktion des tiefliegendsten Zweiges (o = 1) bei verschwindendem Wellenvek-
tor k; = 0 als Funktion des Kopplungsparameters A fiir die ungeordnete Phase. Die
Strukturfunktion (siehe Abb. 7.23) hingt nicht-linear von der skalaren Grofe A(k) ab.
Fiir grofe Kopplungsparameter ndhert sich diese Funktion Eins an, da fiir grofe Wer-
te von A die Teilchen im System nahezu unkorreliert sind und in diesem Grenzfall die
Verteilungsfunktion gegen Eins geht. In Abb. (7.24) haben wir die Strukturfunktion
der drei niedrigstliegenden Zweige in Abhingigkeit von der Groke A(k) fiir A = 5.0 in
der ungeordneten Phase aufgetragen. Die Strukturfunktion des ersten Anregungszweiges
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(v = 1) zeigt eine Abnahme mit abnehmendem Wert der Grofe A(k). Fiir die andere
zwei Zweige ist sie praktisch konstant.
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Abbildung 7.23: Die Strukturfunktion des ersten Energiezweiges S; (k) als Funktion von
A(k) fiir verschiedene Werte der Kopplung A in der ungeordneten Phase.
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Abbildung 7.24: Die Strukturfunktion der drei niedrigstliegenden Energiezweige S, (k)
in Abhéngigkeit von A(k) fiir den Kopplungsparameter A = 5.0 (ungeordnete Phase).
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Kapitel 8

Schlufsfolgerungen und Ausblick

8.1 Schluflfolgerungen

Wir haben das O(2) Gittermodell, geeignet z. B. zur Beschreibung von XY Spin-Modellen
und supraleitenden Josephson Kontakten, im Rahmen der Theorie der korrelierten Ba-
sisfunktionen (CBF Theorie) in zwei raumlichen Dimensionen untersucht. Das Optimie-
rungsverfahren - Variation des Energiefunktionals in Verbindung mit den hypernetted-
chain Gleichungen (in HNC/0 Niherung)- hat zwei Euler-Lagrange Gleichungen erge-
ben, eine fiir die optimale Einteilchendichte p(p) die andere fiir das Pseudo-Potential
u(n; @1, p2) bzw. die Zweiteilchen-Verteilungsfunktion g(n; ¢y, ¢2) . Die optimalen phy-
sikalischen Grofen des Systems wurden durch Losung dieser Gleichungen numerisch be-
rechnet. Im Rahmen der CBF Theorie ergaben sich numerische Ergebnisse u. a. fiir den
optimalen Ordnungsparameter M, die optimale Einteilchendichte p(¢p), die Verteilungs-
funktion g(m;¢1,¢2), die abhdngig vom Abstand der Gitterpunkte und von den Win-
keln ist, die minimierte Grundzustandsenergie, die Korrelationsfunktionen, die Struktur-
funktionen und die niedrigliegenden Anregungsenergien. Sie wurden soweit moglich mit
Resultaten der Storungstheorie bzw. der Hartree-Ndherung verglichen. Die Ergebnisse
zeigen, dafs der Grundzustand zwei Phasen besitzt. Die Grundzustédnde fiir Kopplungs-
parameter im Bereich 0 < A < A, beschreiben eine geordnete Phase, wahrend fiir A > A,
eine ungeordnete Phase vorliegt. Eine qualitative Analyse des Modells im Rahmen der
Molekularfeld-Ndherung ergibt einen kritischen Punkt A, = 4, wo ein Phaseniibergang
zweiter Ordnung auftritt. Die CBF Theorie fiihrt zu dem kritischen Wert A, ~ 3.1.
Fir A -+ 0 und A — oo stimmen die Resultate der CBF Theorie mit den bekannten
Ergebnissen der Storungstheorie iiberein. Die Ergebnisse dieser Arbeit zeigen, wie man
das Phasendiagramm im Rahmen der Spinsysteme (Spinrotoren) aber auch der Joseph-
son Kontakte interpretieren kann. In der geordneten Phase sind die klassischen Spins
korreliert und ordnen sich fiir Kopplungsparameter 0 < A < A, auf den Gitterpunk-
ten ferromagnetisch. Deshalb ist der Ordnungsparameter M, von Null verschieden und
es liegt eine Symmetriebrechung der O(2) bzw. chiralen Symmetrie vor. Quantenfluk-

tuationen der Spinorientierung nehmen mit wachsendem Kopplungsparameter zu, am
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kritischen Kopplungsparameter A\, ~ 3.1 sind sie geniigend stark, um die ferromagne-
tische Ordnung zu zerstéren und die ungeordnete Phase zu verursachen. Das System
befindet sich dann fiir A > A, in einer paramagnetischen Phase, die die volle Symmetrie
des Hamilton-Operators besitzt.

In anderer Interpretation, ndmlich eines Gitters von Josephson Kontakten, beschreibt
die geordnete Phase 0 < A < A. eine global-supraleitende Phase, fiir die die granula-
ren Inseln schwach korreliert sind, aber eine langreichweitige Ordnung aufweisen. Fiir
A > . sind die Inseln beziiglich ihrer Phase ungeordnet. Deswegen entsteht kein Supra-
strom und die Gesamtheit der Kontakte ist in der normalen Phase. Die physikalischen
Eigenschaften des Modells sind ausfiihrlich im Kapitel 7 beschrieben und diskutiert.
Der Ordnungsparameter M, &ndert sich stetig von seinem Maximum bei A = 0, wo
die renormierte Einteilchendichte p(¢) eine Delta-Funktion ist. Er fillt mit zunehmen-
dem Kopplungsparameter A ab und verschwindet beim kritischen Wert A ~ 3.1, wo die
Einteilchendichte p(¢) ihren konstanten Wert p(¢) = 1 erreicht. Die minimale Energie
nimmt monoton zu. Am Wert )\, ist sie glatt, weicht danach stark von der Hartree-
Néaherung ab und stimmt asymptotisch mit dem Resultat der Stérungstheorie zweiter
Ordnung iiberein. Die rdumliche Korrelationfunktion ist maximal fiir ndchste Nachbarn
(In;| = 1), kurzreichweitig in der ungeordneten Phase bzw. langreichweitig in der ge-
ordneten Phase und hat einen Yukawa-artigen Anteil, der ungefihr exponentiell mit
dem Relativabstand |n| abféllt. Die winkelabhdngigen Funktionen weisen deutlich auf
die Brechung der chiralen Symmetrie in der geordneten Phase hin. In der ungeordneten
Phase ist die Symmetrie erhalten. Die Resultate fiir die Energie des niedrigliegendsten
Anregungszweiges und der zugehorigen Strukturfunktion bei verschwindendem Wellen-
vektor k = 0 zeigen, daf diese Grofen sehr viel besser berechnet worden sind als in der
Molekularfeld-Ndherung. Allgemein konnen wir feststellen, daf die CBF Theorie, obwohl
sie nur Zweiteilchen-Pseudopotentiale beriicksichtigt und im Rahmen der hypernetted-
chain Ndherung (HNC/0) durchgefiihrt ist, eine akzeptable quantitative Beschreibung
des Verhaltens des Modells liefert.

8.2 Ausblick

Eine Erweiterung dieser Arbeit wire, die Theorie auf das O(2) Modell auf einem drei-
dimensionalen rdumlichen Gitter anzuwenden. Ebenso wire es moglich, das Problem
fiir beliebige Wechselwirkungen A(n), z. B. zur Analyse der Frustration der Spins zu
behandeln.

In der vorliegenden Arbeit haben wir das System quantenmechanisch bei verschwinden-
der Temperatur behandelt. Die Anregungen zeigen sich hier als Abweichung vom phy-
sikalischen Vakuum bzw. als Erzeugung und Vernichtung von quantisierten Einteilchen-
Anregungen. Eine zukiinftige Aufgabe ist, das Verhalten des Gittersystems bei endlichen

Temperaturen zu betrachten, um das Zusammenspiel von Quanten- und thermischen-
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Effekten und der von ihnen verursachten Phaseniibergidnge in verschiedenen raumlichen
Dimensionen zu analysieren. Zu dieser Formulierung miiffte die CBF Theorie auf eine
korrelierte Dichtematrixtheorie verallgemeinert werden, die solche Erweiterungen er-
laubt und systematische Studien bei beliebigen Temperaturen ermoglicht.

Eine relativ einfache Erweiterung der gegenwirtigen Studie bestiinde darin, das chirale
O(4) Gittermodell zu untersuchen. Man wére dann in der Lage, einen Phaseniibergang
von Pionen zwischen einer Confinement-Phase und einer normalen Phase modellhaft zu

studieren.
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