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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Biomolekulare Evolution

Die Arbeit hat sich zum Ziel gesetzt, das Verhalten von biologischer Evolution in rdumlichen
Umgebungen zu untersuchen.

Der Begriff der Evolution ist auf Darwin zuriickzufiihren [1], der diesen 1859 definierte.
Er beschreibt die Vorstellung, daB die Lebensformen veridnderlich sind und dies unter dem
Druck der Mutation und Selektion geschieht. Im Laufe der Zeit etablierte sich der Begriff der
Gene, Informationsspeichernde Sequenzen, die vollstindig die Funktion und die Gestalt der
Lebensformen zu bestimmen schienen. Heutzutage ist die moderne Biologie in der Lage, die
Gene direkt zu manipulieren.

Das - theoretische - Verstidndnis iber die Genetik wére jedoch nicht soweit, wenn es die
Zusammenarbeit der Biologie mit der Physik nicht gegeben hitte. So stellte sich bereits 1944
Schrodinger die Frage ,,Was ist Leben?“ [2] und zeigte Verbindungen vor allem zur statisti-
schen Physik auf, die auch nach 60 Jahren intensiver Forschung weitgehend ihre Giiltigkeit
behalten haben.

Einen chronologischen Abrif} iiber den Einflul der Physik auf die Biologie zu geben, wiirde
den gegebenen Rahmen deutlich iibersteigen. Um trotzdem einen Einstieg in die Prinzipien
und Probleme evolvierbarer Systeme zu geben, werden die zwei von Eigen eingefithrten Mo-
delle der Quasispezies [3] und der Hyperzyklen [4] benutzt, da anhand ihnen gut die Eigen-
schaften evolvierbarer Systeme veranschaulicht werden kénnen. Dazu geben sie eine gewisse
Hauptrichtung an, an der sich viele Modellansitze der letzten Jahre orientierten.

Gerade das von Eigen eingefiihrte physikalische Modell der Selbstreplikatoren, das Qua-
sispezies System, das in Kapitel 3.1.1 ausfiihrlich erldutert wird, war der erste weitreichende
physikalische Ansatz, die Prinzipien von Mutation und Selektion zu beschreiben. Es sagt
voraus, wie sich eine Population von Selbstreplikatoren unter dem Druck von Mutation und
Selektion entwickeln wird. Dabei zeigt sich, dal eine Grofle maximiert, die als Fitnef bezeich-
net wird und die - grob gesagt - die Anpassung einer Spezies an ihre Umwelt definiert. Nicht
nur die nahe Verwandtschaft der Fitne zur Entropie zeigt die direkte Beziehung zur Physik
auf. In spéteren Arbeiten konnte gezeigt werden, dafl das Quasispezies Modell exakt auf ein
zweidimensionales Ising Modell abbildbar [5, 6] und auch mit den Methoden der Feldtheorie
zu bearbeiten ist [7] (bzw. im allgemeineren Kontext [8]).

Die Ergebnisse dieser Arbeit konnten viele Erscheinungen auf der Ebene von Zellen bzw.
Phagen erkldren [9, 10] (beispielweise die Rate der mutativen Verdnderungen). Gleichzeitig
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war es abstrakt genug, um auch Ergebnisse im informationstheoretischen Sinn zu liefern.
Wahrscheinlich hat kein bisheriges Modell soviele Einblicke in die Mechanismen der moleku-
laren Informationsverarbeitung geliefert, wie das Quasispezies System. Trotz aller Vorteile,
eignet es sich wenig, die ersten Zeitpunkte der Evolution zu beschreiben, da die Annahme
von Selbstreplikatoren bereits - im molekularen Sinne - sehr komplexe Systeme voraussetzt.

Die ersten evolutiondren Systeme muften also wechselwirkender Natur sein. Ob sie bereits
eine vergleichbare Komplexitit heutiger Strukturen wie DNA /Protein hatten oder ob sie aus
katalytischen RNA (RNA-Welt Hypothese) aufgebaut waren, ist bis heute noch nicht geklirt.
Im Gegensatz zu Verdffentlichungen, die sich direkt mit der Frage nach dem Ursprung des
Lebens befassen [11, 12, 13], soll die vorliegende Arbeit moglichst kontextfrei die Prinzipien
rdumlich aufgeloster Systeme behandeln. Welche Probleme es in diesem Zusammenhang gibt
und wie mogliche Losungsansitze aussehen, zeigen die folgenden Kapitel.

1.1.1 Koevolution und Parasiten

Wechselwirkende Systeme, die im Darwinschen Sinne als evolvierbar zu bezeichnen sind,
haben fast immer das Problem, dafl aufgrund von Mutationen Strukturen auftreten, die
ungehemmt die Ressourcen des Systems ausnutzen und es unter Umsténden destabilisieren
konnen. Solche Strukturen, die nur zum eigenen Vorteil, ohne Gegenleistung und zum Schaden
des Teil- oder gar des Gesamtsystems agieren, werden als parasitir bezeichnet. Sie treten
in fast allen hinreichend komplexen, evolutiven Umgebung auf. Und obwohl es effiziente
Methoden des Schutzes vor parasitiren Angriffen gibt, zeigt die Erfahrung, dafl es zumindest
in komplexen, wechselwirkenden Systemen keine endgiiltige Abwehr vor Parasiten zu geben
scheint, da sich diese ebenfalls evolutiv anpassen kénnen und dabei versuchen, Schwachstellen
des Systems zu enttarnen und auszunutzen, bzw. die neuen Schutzmechanismen fiir sich
nutzbar zu machen. Die Verdnderungen, die mit der Entwicklung eines besseren Schutzes vor
Parasiten und den damit verbundenen Anstrengungen der Parasiten, sich wiederum effektivere
Angriffsmethoden anzueignen, werden ebenso als Koevolution [14, 15] bezeichnet, wie auch
die gemeinsame Entwicklung symbotischer Spezies. Die besondere Art der Koevolution bei
konkurrierenden Gruppen, die trotz enormer Weiterentwicklung keine der beiden in Vorteil
bringt, wird als Red Queen Effekt bezeichnet [16].

Aus physikalisch motivierten Aspekten, wie etwa eine reduzierte Erkennungsmoglichkeit,
ist ersichtlich, daf} es allgemeine Schutzmechanismen in interagierenden, molekularen Syste-
men gegen Parasitenbefall nicht geben kann. Deren Existenz ist folglich ein Kernpunkt, der
bei der Behandlung evolvierbarer Systeme zu beachten ist.

1.1.2 Hyperzyklen und Informationskrise

Neben der Frage nach dem Wechselspiel von Host und Parasit hat die Natur jedoch noch weite-
re Aufgaben zu 16sen. Eine davon ist die Speicherung von (genetischer) Information. Das prin-
zipielle Problem der Informationsspeicherung bei den Selbstreplikatoren ist dabei zum einen,
daf} innerhalb des Modells immer kritische, maximale Sequenzldngen existieren, die direkt die
Menge der Information pro Sequenz determinieren. Zum anderen erweist sich eine Aufteilung
der Information auf unterschiedliche Sequenzen ebenso kritisch, da bereits marginale Unter-
schiede in den Replikationsraten dazu fithren, daf} in einer Population von Selbstreplikatoren
nach einer gewissen Zeitdauer immer nur eine bestimmte Gruppe von Spezies (die Quasispe-
zies) dominiert. Die Konzentrationen aller iibrigen Spezies werden mit der Zeit exponentiell

12
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unterdriickt, so dafl konsequenterweise die Gesamtinformation fast vollstindig verloren geht.
Gébe es eine Moglichkeit, die Anzahl bestimmter Spezies unter allgemeinen Bedingungen
zu stabilisieren, welche nidmlich gerade die Triger der gewiinschten Information sind, hitte
man das Problem der Informationskrise iiberwunden. Gerade dieser Struktur entspricht das
Hyperzyklus Modell, das Eigen 1977 verdffentlichte [4, 17, 18]. In diesem System wird die
Idee eine direkten Kopplung von selbstreplizierenden Informationstrigern manifestiert. Die
Kopplung erfolgt dabei iiber eine katalytische Replikation, deren Rate im Vergleich zu der
Rate der Selbstreplikation dominiert und wird so definiert, daf} sich eine Sorte von Molekiilen
nur mit Hilfe genau einer anderen Sorte vervielfiltigen kann. Wird die Gesamtinformation
beispielsweise auf fiinf Sequenzen (zur Stabilitit von Hyperzyklussystemen in Abhingigkeit
der Spezies siehe [19]) A, B,C, D, E verteilt, so kann sich Sequenz B nur mit Hilfe Sequenz
A katalytisch reproduzieren, was auch mit Reaktionsgleichungen verdeutlicht werden kann,

A+B— A+ B+ B.
In der selben Weise reproduzieren sich auch alle anderen Sequenzen,

B+C—B+C+C,
C+D—C+D+D,
D+E—D+E+E.

Nun wird noch Sequenz F als Replikator von A definiert,
E4+A—E+ A+ A,

womit sich der Kreis der Replikationen schlieBt. Abb. 1.1(a) zeigt solch einen 5 komponen-
tigen Hyperzyklus schematisch. Das Prinzip des Hyperzyklus wurde von Eigen und Schuster
im Zusammenhang mit Darwinschen Systemen als deren néchst héhere Organisationsstufe
bezeichnet [20].
Das System weiit nun die interessante Eigenschaften auf, dafl es repulsiv ist [14], was be-
deutet, dafl wenn die Konzentration einer Sequenz als Folge einer Stérung nahe gegen Null
geht (jedoch nicht Null wird) nach einer Relaxationszeit wieder beliebig hohe Werte erreichen
wird. Einmalige Storungen treiben das System auf Grenzzyklen, auf denen die Konzentration
abwechselnd periodisch ihr Minimum und Maximum durchlaufen. Somit wird keine Sequenz
des Hyperzyklus aus dem System verdringt, selbst wenn sich die katalytischen Fahigkeiten
unterscheiden. Nachdem nun eine Methode gefunden wurde, mehrere Sequenzen parallel ne-
beneinander zu stabilisieren und es schien, dafl die Informationskrise auf diese Art gelost
werden konnte, zeigte sich erneut das Problem der Stabilitit in der Gegenwart von Parasiten.

Entsteht unter dem Druck der Evolution eine parasitire Sequenz, C1, die zwar wie Sequenz
C von B kopiert wird, jedoch selbst keine weitere Sequenz des Hyperzyklus repliziert, vergl.
Abb. 1.1(b), so kann man mit Hilfe von Differentialgleichungen zeigen, dafi der Parasit C'1
alle Mitglieder des Zyklus im Laufe der Zeit verdriangt.

Diese Erkenntnis stellte das ganze Konzept des Hyperzyklus in Frage.

1.1.3 Kompartimentierung, Spiralen und Parasiten

Eine Moglichkeit, einen - wenngleich auch unvollkommenen - Schutz gegen Parasiten zu
entwickeln, ist der Natur zu entnehmen. Dort findet in allen héheren Lebensformen eine

13
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(a) (b) (c)

Abbildung 1.1: Schematische Darstellung eines perfekten (a) Hyperzyklussystems, eines Systems (b)
mit Parasit C'1 und eines aufgrund einer Mutation von C' — C2 unterbrochenen Zyklus (c).

(Zell) Kompartimentierung statt. Ihre separierende Wirkung verhindert ein direktes Ausbrei-
ten eines Parasiten iiber das gesamte System. Er ist somit nicht mehr in der Lage, global
Ressourcen zu beanspruchen. Ein lokaler Parasitenbefall hingegen fiihrt in den seltensten
Féallen zum vollstdndigen Kollaps des Systems. Bereits Eigen hatte schon in seiner frithen
Arbeit zeigen konnen, dafl Kompartimentierungen ein probates Mittel gegen den Befall von
Parasiten sind [21]. Einen gewissen Durchbruch kam mit den Arbeiten von Hogeweg und
Boerlijst, die zeigen konnten, daf} allein der kontinuierliche Raum ausreichend ist, um die Hy-
perzyklen effektiv vor den Parasiten zu schiitzen[22, 22]. Bei ihren Untersuchungen auf einem
zweidimensionalen Gitter zeigten sich in dieser rdumlich strukturierten Umgebung véllig neue
Eigenschaften. Es stellt sich heraus, dafl sich aus anfinglich vollig ungeordneten Strukturen
rdumliche Muster etablieren - rotierende Spiralen, sieche Abb. 1.2. Diese Spiralen haben die
Eigenschaft, eindringende Parasiten an deren Ausbreitung iiber das System zu verhindern, da
sich die C'1 Parasiten nur in der Nihe der B Sequenzen aufhalten kénnen. Gelingt es jedoch
den Parasiten in das Zentrum der Spirale zu gelangen, was gegen die Rotation erfolgen muf},
so verdringen sie allméhlich von innen nach auflen wachsend die C' Sequenzen und zerstéren
vollstindig die Spiralstruktur. Dies passiert jedoch nur dann, wenn sie eher zufillig in das
Zentrum gelangen. Die Struktur der Spiralen erweist sich unter einem breiten Parameterbe-
reich (Diffusionsrate, Replikationsraten) als sehr effektiver Schutz. Die Spiralmusterbildung
und deren stabilisierende Wirkung konnte in nachfolgenden Arbeit verifiziert werden [23] und
wurde im Hinblick auf die Bildungsgeschwindigkeit weiter untersucht [24]. In der Natur ist die
Bildung von Spiralmuster bei den Belousov-Zhabotinsky Reaktionen zu beobachten [25, 26],
die hiufig mit den Methoden der partiellen Differentialgleichungen studiert werden [27].

Auch in weiteren biologisch motivierten Systemen zeigt sich der stabilisierende Einfluf}
der Musterbildung [28, 29]. Selbst begrenzte, lokale Strukturen wie die selbstreplizierenden
Spots [30] oder die Clusterkompartimentierung [31] kénnen bereits effektiv molekulare Syste-
me stabilisieren.

1.1.4 Kollaps durch Mutation

Trotz der scheinbaren Rettung des Hyperzykluskonzepts durch die Einbettung in den metri-
schen Raum, erweist sich der Ansatz der strengen Kopplung als recht artifiziell. Die Tatsache,
dafl immer genau eine Sequenz von genau einer anderen kopiert wird, impliziert eine 100%ige

14
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(b) t =120 (c) t = 9000

(A)t=0 (e) t = 140 (f) t =550

Abbildung 1.2: Die Entstehung von Spiralen in einem Hyperzyklussystem, mit ungeordneten (a-c) und
geordneten (d-f) Anfangsbedingungen zu relativen Zeiten.

Erkennung. Eine Spezies kann von allen anderen fehlerfrei unterschieden werden, wenn ihre
vollstandige Sequenz gescannt und als die Richtige erkannt wird. Dies geschieht aber nur dann,
wenn die zu kopierende Sequenz mit einer ,internen Datenbank“ verglichen werden kann, was
nichts anderes bedeutet, als dal der Kopierer neben seiner eigenen, auch noch die Information
der zu kopierenden Sequenz enthalten muf. Letztlich fithrt das zuriick zur Informationskrise.

Erkennt der Kopierer die zu kopierende Sequenz jedoch nicht zu 100%, so kann es vorkom-
men, daf} bereits wenige Mutationen von zum Beispiel C zu C2 eine Erkennung unméglich
machen. Die Folge wire, dafl B fortan C2 nicht mehr kopiert, vergl. Abb. 1.1(c), und der
komplette Hyperzyklus, angefangen bei C2 aussterben wiirde.

Die Notwendigkeit, (aus z.B. den beschriebenen Griinden der Informationsspeicherung)
wechselwirkende Systeme zu etablieren, bringt immer das Problem mit sich, dal diese ge-
geniiber Parasitenbefall geschiitzt werden miissen, wenn sie als evolvierbar bezeichnet werden
sollen. Auch im Hinblick auf die prebiotische Evolution, die noch keinerlei iibergeordnete
Strukturen erlaubte, als auch aus Griinden einer universellen Verwendbarkeit muf} die Stabi-
lisierung unter sehr allgemeinen Bedingungen stattfinden.

1.1.5 Der Inhalt dieser Arbeit

Eine Antwort auf diese Problematik zu geben, hat sich diese Arbeit zum Ziel gesetzt. Dabei
soll dies in genereller und analytischer Form und unter Beriicksichtigung der diskreten Natur
molekularer Prozesse geschehen. Dafl diesem Anspruch nicht eine Person allein gerecht wer-
den kann, liegt auf der Hand. So sind viele Konzepte und Analysen in der Kooperation mit
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KAPITEL 1. EINLEITUNG

Prof. Dr. John McCaskill und Dr. Rudolf Fiichslin entstanden.

Das aus dieser Kooperation entstandene Simplex Modell, daf3 in Kapitel 2 vorgestellt wird,
stellt ein theoretisches Geriist dar, mit dem das Verhalten von Reaktions-Diffusions Systemen
vollstindig analytisch zu berechnen ist und das dabei den diskreten Charakter molekularer
Reaktionen, die insbesondere in diinn besiedelten Regionen unbedingt zu beriicksichtigen
sind [32, 33], modelliert.

Mit diesem System, dafl aufbauend auf einer Inseltopologie die Berechnung der Zeitent-
wicklung von Zustandswahrscheinlichkeiten erlaubt, wird zunéchst in Kapitel 3 der Einfluf}
des Raums auf die Klasse der Selbstreplikatoren untersucht, wobei sich zeigen wird, dafl dieser
Einfluf als durchweg negativ im Hinblick auf die Informationsspeicherung angesehen werden
muf.

Anschlielend wird in Kapitel 4 das einfachste, wechselwirkende System studiert, dal aus
altruistischen Katalysten besteht, welche sich in der Gegenwart von Parasiten behaupten
miissen. Zur Erklirung und Bedeutung des Altruismus in der Biologie siehe beispielwei-
se [34, 35]. Es wird gezeigt, daf8 allein die Separation des Raums eine stabilisierende Ko-
operation zwischen den Altruisten induziert, die es erlaubt, der destabilisierenden Kraft der
Parasiten entgegenzuwirken.

In einem weiteren Kapitel wird fiir das katalytische Modell die Wirkung von partieller
Sequenzerkennung studiert. Die M&glichkeit der Faltung von Sequenzen wird sich im Hinblick
auf eine Stabilitdterh6hung als besonders wirkungsvoll herausstellen.

Fiir alle Modelle werden mit Hilfe von stochastischen Simulationen die Ergebnisse des
PrESs Modells verifiziert und anschlieBend fiir physikalische Dimensionen bestétigt. In die-
sem Zusammenhang wird in Kapitel 5 der Parallelcomputer NGEN vorgestellt, fiir den eine
dreidimensionale Topologie entworfen wurde. Dabei wurde ein Diffusionsalgorithmus konzi-
piert, mit dessen Hilfe in drei Dimensionen effizient Diffusion simuliert werden kann. Es wird
gezeigt, daB der Algorithmus die Diffusionsgleichung erfiillt.

16



Kapitel 2

Methoden und Konzepte

2.1 Analytische Konzepte

Ein unendlich-dimensionales Inselmodell wird konzipiert, daf die analytische Untersuchung
von Reaktions- Diffusionssystemen erlaubt und den diskreten Charakter molekularer Systeme
beriicksichtigt.

2.1.1 Das Press Modell

Die Grundidee des Modells ist es, auf einer co-dimensionalen Simplextopologie (Inseltopo-
logie) mit Hilfe der Diffusions- (Migrations-) und den Reaktionsraten die Besetzungswahr-
scheinlichkeit aller méglichen Zustinde im stationdren - nicht thermodynamischen - Gleich-
gewicht zu berechnen. Dabei wird die Beziehung zwischen den lokalen Besetzungszahlen und
den Mittelwerten so ausgenutzt, dafl selbstkonsistente Gleichungen entstehen, die implizit
die SystemgréBen definieren. Die Idee einer Topologie, bei der unendlich viele einzelne ,,In-
seln“ miteinander verbunden werden, wurde 1931 von Wright [36] erstmals zur Modellierung
biologischer Prozesse vorgeschlagen.

Im Laufe der Zeit hat das Modell viele Veréinderungen und Erweiterungen erfahren. Vor
allem in der Populationsgenetik hat sich der Ansatz, eine Gesamtpopulation auf unendlich [37]
oder endlich [38, 39] vielen Inseln zu verteilen, sehr bewdhrt. In einem #hnlichen Kontext,
hat Kimura [40] die Simplex Topologie benutzt, um ein Modell herzuleiten, daf fiir den
Grenzwert hoher Inselpopulationen eine Ndherung fiir Diffusionsprozesse ergibt. Die hier
verfolgte Idee zielt auf diinn besiedelte Populationen pro Insel ab und definiert sich zum
einen iiber Zustandswahrscheinlichkeiten und trigt dem diskreten Charakter biomolekularer
Prozesse Rechnung. Beide Eigenschaften zusammen definieren den Namen des PRESS Modells,
probability reduced evolution of spatially-discrete species.

Um die Unterschiede zu den bisherigen Ansétzen deutlich zu machen, soll fortan neben den
,Inseln“ auch der Begriff der ,,Parzellen“ benutzt werden, wenn explizit vom PRESS Modell
die Rede ist. Ferner wird, um den molekularbiologischen Charakter der Untersuchungen zu
betonen, neben der Sequenz auch der Begriff des Molekiils als Informationstriger eingefiihrt.
Die abzuleitenden Gleichungen kénnen bis zu einer gewissen Komplexitét vollstindig analy-
tisch gehandhabt werden. Um einen Eindruck iiber die Grundlagen des Modells zu geben,
werden im folgenden die Prozesse fiir ein nicht niher definiertes 1-Spezies System erortert.



KAPITEL 2. METHODEN UND KONZEPTE

2.1.2 Eigenschaften des Press Modells

Gegeben sei eine Simplextopologie, welche aus unendlich vielen miteinander verbundenen
Parzellen aufgebaut ist, siehe Abb. 2.1(a). Die Verbindungstopologie erlaubt es, daf} einzelne
Sequenzen beziehungsweise Molekiile von einer Parzelle zu einer beliebig anderen innerhalb
eines Zeitschrittes migrieren kénnen. Mdoglichen Reaktionen hingegen finden alle lokal auf den
Parzellen statt.

Das Simplexmodell fordert fiir eine Exaktheit zwei fundamentale Eigenschaften:

1. Vollsténdige Symmetrie - alle Plitze sind beziiglich aller vorkommenden Prozesse gleich-
wertig.

2. Unendliche Population - obwohl die Zahl méglicher Molekiile pro Parzelle auf wenige
beschrinkt, ist die Gesamtzahl unendlich gro8.

Diese Eigenschaften werden im folgenden fast durchgehend fiir die Rechtfertigung einzelner
Schritte benotigt.

2.1.3 Zustinde und Raten

Sei nun X eine beliebige Molekiilsorte, die in beliebiger Weise reagieren kann. Ferner sei k
die Anzahl dieser Molekiile und n die maximale Anzahl von Molekiilen pro Parzelle, so daf}
0 < k < n gilt. Nun sei P, die Wahrscheinlichkeit, genau k& Molekiile auf einer Parzelle zu
finden. In Anbetracht der vollstindigen Symmetrie des Simplexmodells - Eigenschaft 1 - sind
auch die P, fiir jede Parzelle identisch, das heifit, dafi die Wahrscheinlichkeit (nicht die Zahl an
sich) k£ Molekiile auf einer Parzelle zu finden unabhiingig von der Wahl der Parzelle ist. Nun
bestimmen die moglichen Reaktionen, die unabhiingig voneinander in einem infinitesimalen
Zeitschritt dt stattfinden, Ubergangsraten, die die Zahl der Molekiile pro Parzelle verindern.
So kénnen Replikationen dazu fithren, daf} sich die Anzahl von Molekiilen prinzipiell erh6hen
kann. Zerfall hingegen kann bewirken, daf§ die Zahl von Molekiilen auf einer Parzelle reduziert
wird. Im allgemeinen wird es kinetische Prozesse geben, die mit einer gewissen Rate eine
Verdnderung der Population von k& Molekiilen auf l:c' bewirken.

Stellvertretend fiir mogliche Reaktionen soll w,(:j;;,l) die Rate definieren, mit der diese Reak-
tionen ablaufen. Es wird sich zeigen, dafl bei den betrachteten Reaktionen nur solche Prozesse
vorkommen, die die Population um eins erhéhen, bzw. erniedrigen, also solche der Form w,(:;;ﬁl

und w,(clf;cn_)l Die Reaktionsprozesse finden, wie bereits betont, nicht in Wechselwirkung mit

anderen Parzellen sondern lokal statt.

Anders sieht es mit den méoglichen Diffusionsprozessen, den Migrationen, aus. Dort kann
eine einzelne Parzelle, die mit dem restlichen, unendlich groflen Parzellenensemble in Ver-
bindung steht, aufgrund der voélligen Symmetrie mit jeder Parzelle des Ensembles zu einem
beliebigen Zeitpunkt Teilchen austauschen. Die Wahrscheinlichkeit, dafl aus dem Ensemble
(innerhalb einer beliebig kleinen Zeitspanne dt) beispielsweise ein X-Molekiil auf die Par-
zelle gelangt, ist proportional zu der gemittelten Anzahl aller X im Ensemble. Anschaulich
kann das Parzellenensemble somit als eine unendlich grofle Parzelle betrachtet werden, sie-
he Abb. 2.1(b). Die Herausnahme der einzelnen Parzelle dndert wegen Eigenschaft 2 jedoch
nicht den Zustand des unendlich grofien Parzellenensembles im Vergleich zur Gesamtheit aller
Parzellen.

Die Migration beschriankt sich im weiteren auf den Austausch eines Teilchen (oder Leer-
stelle) einer einzelnen Parzelle mit einem Teilchen (oder Leerstelle) aus dem Ensemble. Der
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2.1. ANALYTISCHE KONZEPTE

(a) (b)

Abbildung 2.1: Die Abbildung (a) zeigt die Geometrie des (endlichen) Simplexmodells mit vier Parzel-
len. Greift man sich eine Parzelle heraus, so kann das iibrige Ensemble aufgrund der volligen Symmetrie
fiir den Migrationsprozef} als Pool betrachtet werden, Abb. (b)

Austauschprozel garantiert, dafl zu keinem Zeitpunkt mehr als n Molekiile pro Parzelle vor-
handen sind, womit n fiir jede Parzelle konstant gehalten werden kann. Die Forderung nach
einem variablen n wiirde die Analyse zum einen schwierig gestalten, da unter anderem auch
die zentrale Eigenschaft 1 nicht mehr gewéhrleistet wiirde, und kann zum anderen durch
groBere n bei durchschnittlich kleiner Parzellenpopulation simuliert werden.

Um den ProzeB der Migration zu verdeutlichen, sollen die méglichen Veréinderung in einem
1-Molekiil System mit Leerstellen erortert werden. In solchen Systemen gibt es zwei von vier
moglichen Prozessen, die die Anzahl der X auf der einzelnen Parzelle verandern. Der erste
Prozef} ist, daBl ein X das Ensemble verlifit und zur einzelnen Parzelle migriert, wobei es mit
einer Leerstelle ausgetauscht wird. Dies erhoht die Anzahl der X auf der Parzelle um eins
und findet mit der Rate

(mig) _ Kk n—k

Wy o = (2.1)

n o n
statt, wobei m den Migrationskoeffizient und %k die mittlere Anzahl von X im vollstindigen
Parzellenensemble darstellen. Der Term (n — k)/n in Gl. (2.1) bezeichnet den Bruchteil von
Leerstellen zur Gesamtzahl aller zur Verfiigung stehenden Plétze auf einer Parzelle. Diesem
Prozef} steht das emigrieren gegeniiber bei dem ein X die einzelne Parzelle verlifit und mit
einer Leerstelle aus dem Ensemble getauscht wird. Die Rate dazu ist

(mig) _ _n—k k
Whjp—1 =M—— - (2.2)
Mit den nicht niher spezifizierten Reaktions- und den Migrationsraten aus Gl. (2.1) und
Gl. (2.2) ergeben sich nun die zusammengesetzten Ubergangsraten, die letztlich die Anzahl
der X auf den Parzellen bestimmen,

ki .

Whkt1 = Wiy Wk (2.3)
ki .

wk,k_l = wl(c,llcn—)l + w,(cir,lclf)l. (2.4)

Die Addition ergibt sich aus der Unabhéingigkeit der Prozesse, die aus den betrachteten
infinitesimalen Zeitspannen resultieren.
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2.1.4 Master Gleichung

Die Kinetik, also die tatsidchliche Verinderung der Zustandswahrscheinlichkeiten, die durch
die Ubergangsraten induziert werden, wird stochastisch durch die Markov bzw. Pauli Master
Gleichung definiert [41]. Sie resultiert direkt aus stochastischen Markov Prozessen, also sol-
chen, deren Zeitentwicklung nur vom unmittelbar vorangehenden Zustand abhingig ist und -
die vereinfacht gesagt - Prozesse ohne Gedéchtnis sind. Die Master Gleichung hat sich wegen
ihrer Universalitit zu einem effektiven Werkzeug in der statistischen Physik und zur Beschrei-
bung komplexer Systeme etabliert [42]. Sie ergibt sich aus der Uberlegung, daB die Anderung
der Wahrscheinlichkeit eines Zustands k£ von den Wahrscheinlichkeitszu- und abfliisssen da-
mit verbundener Zustinde k' bestimmt wird. Die Fliisse ergeben sich aus den Summen der
Produkte aus Wahrscheinlichkeit im Zustand &’ zu sein, Py (t), und der Rate, mit der sich
dieser Zustand von k' zu k dndert, wy . Fir den Zuflul ergibt sich somit ), wy g Py ()
und fiir den Abflu Py(t) >, wi x, wobei angenommen wird, dafl die Raten explizit nicht
zeitabhéingig sind. Zusammen ergibt sich so die Master Gleichung

Pu(t) =) wpwPu(t) — Pe(t) Y wp - (2.5)
Iz K

Da nur solche Ubergangsraten in G1. (2.3) und Gl. (2.4) definiert wurden, die nur benachbarte
Uberginge zulassen, reduziert sich der Wahrscheinlichkeitsflu auf eine lineare Kette, siche
Abb. 2.2. Dies vereinfacht die Benutzung von Gl. (2.5), so dal man fiir die Wahrscheinlich-
keitsinderung

Py(t) = we 16 Pes1 () + wi 1,4 Pe1(8) — (e gy + we k1) Pe(t) (2.6)

schreiben kann. Da die einzelnen Zustéinde gerade mit der Anzahl von X pro Parzelle kor-
respondieren, 0 < k < n, ergeben sich folglich die Randbedingungen P_;(t) = P,41(t) = 0.

2.1.5 Stationire Zustinde

Im weiteren sollen stationiren Zustinden untersucht werden, bei denen sich die Pj(t) nicht
mehr indern, P;(t) = 0 und P;(t) = Pj. Sie bestimmen die moglichen Gleichgewichtszustéinde
des Systems, also solche, die in einer hinreichend langen Zeit erreicht werden. Mit Hilfe des
durch Gl (2.6) definierten gewShnlichen Differentialgleichungssystem kann dariiber hinaus
auch (numerisch) der vollstindige, zeitliche Verlauf untersucht werden.

Fiir den stationdren Fall kann Gl. (2.6) nach den P, aufgelost werden,

(Wi k1 + Wi g—1) Pr — wr—1 k- Pr—1

P, = 2.7
+1 Orrir (2.7)
Fiir den Fall £ = 1 erhélt man wegen P_; = 0 und wg_1 =0
P, = P20t (2.8)
w1,0

Mit Hilfe der vollstandigen Induktion kann gezeigt werden (siehe A.1), dafl die allgemeine
Losung fiir das 1-Spezies System durch die Gleichung

k—1

_ Wi 54+1

P.=R]] - (2.9)
=0 ’
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Wo k-1 Wi-1k Wi k+1 Win
Po Pe-1 Py Pre1 Pn
W10 Wi k-1 Wier1.k Wh k+1

Abbildung 2.2: Veranschaulichung der kettenfhnlichen Struktur der Wahrscheinlichkeitszu- und Ab-
fliisse zu den n + 1 moglichen Zustéinden.

bestimmt wird. Zu dieser Gleichung gelangt man auch direkt unter der Annahme, daf} zu
jedem Zustand k das detaillierte Gleichgewicht vorliegt, also das

Py ywi_1p = Prwg -1 (2.10)

gilt. Es soll angemerkt werden, dal das Prinzip des detailliertem Gleichgewichts in den mei-
sten Féllen fiir Systeme vorausgesetzt werden kann, welche sich im thermischen Gleichgewicht
befinden, bei denen also die Mikroreversibilitét fiir die Erfiillung von Gl. (2.10) Sorge trigt.
Daraus 148t sich vermutlich schlielen, dafl das 1-Spezies System sich in einem solchen thermi-
schen Gleichgewicht befindet. Allerdings wurde bisher auf die Einfithrung einer Temperatur
im gegebenen Kontext verzichtet, so daf} letzte Aussagen nur als Anmerkung verstanden wer-
den diirfen.

2.1.6 Selbstkonsistenz

Die Wahrscheinlichkeit kein X auf einer Parzelle zu haben, Py, wird durch die Normalisie-
rungsbedingung >"}_, Py = 1 bezichungsweise durch die Gleichung

n
R=1-) P (2.11)
k=1

bestimmt. Setzt man nun die Py aus Gl (2.9) in Gl. (2.11) ein und 16st nach Py auf, so erhilt

man
1

0= — -
n k—1 wii+1
1 + Ek:l Hi:O Wit1,4
Wi41,k TTkK  Wiyitl

We k1 L 11=0 wiyr;
zu P, = Pyay, und Gl (2.12) zu Py = 1/ )}_, ar werden, was zusammengesetzt, die Py als

(2.12)

Die Einfithrung von ay = erlaubt die Summation von k£ = 0 womit Gl. (2.9)

__ %

> k=0 @k
definieren. Damit sind die einzelnen Zustandswahrscheinlichkeiten Py eindeutig definiert, da
die ay Produkte der Ubergangsraten wy ;» und diese bis auf die Mittelwerte £ allein von den
Parametern (Migrations- und Reaktionsraten) abhéngig sind.

Doch wie kénnen die k berechnet werden? Dazu werden erneut die beiden Haupteigen-
schaften des Systems, die vollstéindige Symmetrie und die unendlich grofie Population benutzt.
Daraus 148t sich ableiten, dafl der Mittelwert k, iiber alle Parzellen zu einem gegebenen Zeit-
punkt gemittelt, gleich dem Erwartungswert s auf einer beliebigen Parzelle ist. Somit gilt

By (2.13)

k=k=>_ kP (2.14)
k=0
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Die Forderung dieser Eigenschaft soll als Selbstkonsistenz bezeichnet werden. Sie spiegelt die
wechselseitige Abhéngigkeit der (stationiren) Wahrscheinlichkeiten von dem Mittelwert und
vice versa wider. In Systemen mit endlicher Parzellen Zahl kann sie als Meanfield Ndherung
angesehen werden. Sie ist fiir Systeme mit unendlich vielen Parzellen exakt. Die Kombination
aus GL (2.13) und Gl (2.14) fithrt zu

ﬁZak = Zn:kak, (2.15)
k=0 k=0

was die Basisgleichung des Simplexmodells fiir alle 1-Spezies Systeme darstellt. Gl. (2.15)
definiert implizit alle Parameter, die bei der Definition der wy, x+1 benutzt werden.

Es soll betont werden, dafl durch die Benutzung der Selbstkonsistenzgleichung das PRESS
Modell - unabhingig von den gewéhlten Reaktionen - eine quadratische Abhéingig in den Zu-
standwahrscheinlichkeiten erfihrt und sich damit von den gewdhnlichen Master Gleichungen
unterscheidet.
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2.2. NUMERISCHE SIMULATION

2.2 Numerische Simulation

Die Grundlagen der stochastischen Simulationen werden behandelt, die sowohl eine Verifi-
zierung der analytischen Ergebnisse als auch eine Analyse von molekularen Reaktionen in
beliebigen Raumdimensionen erlauben.

2.2.1 Gittertopologie

Die mit dem PRESS Modell hergeleiteten analytischen Ergebnisse konnen mit Hilfe nume-
rischer Simulationen verifiziert werden. Dariiber hinaus erlauben sie die Untersuchung in
niederen, physikalischen Raumdimensionen (d = 1,2, 3), die mit dem PRESS Konzept nicht
zugénglich sind.

In den folgenden Kapiteln wird kurz auf die Grundlagen der stochastischen Simulation
fiir seriell arbeitende Rechner eingegangen. Es wurde ein Ansatz gewéhlt, der es ermoglicht,
unterschiedliche Reaktionen modular in einer festen Simulationsumgebung einzubetten, um so
eine Vergleichbarkeit der Simulationsergebnisse auch fiir unterschiedliche Reaktionssysteme
zu erlauben. Eine Abhandlung fiir parallele Computer wird in Kapitel 5 gegeben.

Die Hauptidee ist es, eine Population von N individuellen Sequenzen auf einem recht-
winkligen, toroidalen Gitter unterzubringen, wobei jeder Gitterpunkt gerade n Individuen
beherbergen kann. So entspricht ein Gitterpunkt gerade einer dquivalenten Parzelle im PRESS
Modell. Die Verbindungstopologie, also die Anzahl der direkten Nachbarn, wird durch die Di-
mensionalitit, d, bestimmt, vergl. Abb. 2.3. Aufgrund der gewihlten Orthogonalitit ist die
Anzahl der néchsten Nachbarn gerade 2d. Um Randeffekte zu vermeiden - die in unendlichen
Populationen nicht auftreten wiirden - werden toroidale Gittertopologien benutzt, also Gitter
mit periodischen Randbedingungen. Ferner sind die benutzten Gitter symmetrisch, das heifit,
daB die Ausdehnungen in den einzelnen Dimensionen, L, gleich ist. Im d-dimensionalen Fall
ergibt sich somit eine Gesamtpopulation von N = nL? Sequenzen.

2.2.2 Simulation von Diffusion

Die gewiinschte Topologie wird durch eine Verkniipfung der Gitterpunkte erreicht, die als be-
nachbart gelten sollen. Uber diese Verkniipfungswege findet ein moglicher Teilchenaustausch
statt. Die Simulation von Teilchenmigrationen wird wie folgt simuliert: Zuerst wird ein Git-
terpunkt aus den L? moglichen zufillig bestimmt. Um nun im weiteren der gewiinschten
Topologie Rechnung zu tragen, mufl anschlieend aus den 2d méglichen Nachbarn, genau ein
weiterer Gitterpunkt gewihlt werden. Befindet sich der erste Gitterpunkt am Rand, so wird
sich aufgrund der toroidalen Natur des Gitters mindestens ein moglicher Nachbar auf der
gegeniiberliegenden Seite befinden. Ist unter der gegebenen Bedingung ein Gitterpunktpaar
ermittelt worden, werden aus diesen jeweils ein aus den n moglichen Teilchen zufillig ermittelt.
Anschlielend wird der Inhalt dieser zwei Stellen vertauscht, unabhingig von deren Werten.
Das bedeutet, daBl unter Umstinden auch zwei Leerstellen miteinander vertauscht werden
konnen, was die Zustidnde genauso wenig dndert, wie das Vertauschen zweier identischer Se-
quenzen. Die Leerstelle nimmt keine besondere Position ein, was zum einen die Einhaltung
der Maximalpopulation, n, pro Gitterpunkt als auch die Gesamtteilchenzahlerhaltung garan-
tiert. Als alternative Diffusionsmethode kann fiir drei Dimensionen auch die im Kapitel 5.2.1
behandelte parallele Diffusionsmethoden benutzt werden (auch fiir ansonsten serielle Bear-
beitung), die wegen ihrer Benutzung von Rotationsoperatoren die Nachbarschaftskondition
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Abbildung 2.3: Der Zusammenhang zwischen Dimensionalitdt und Verbindungstopologie der Gitter-
punkte - Anzahl nichster Nachbarn. Die gestrichelten Linien sollen, wie exemplarisch fiir d = 1 ange-
deutet, die Toroidalitét darstellen.

beriicksichtigt.

2.2.3 Simulation von Reaktionen

Die zweite Prozefigruppe, die simuliert werden muf} sind die méglichen Reaktion. Im Gegen-
satz zu den obigen Diffusionen finden diese isoliert auf einem Gitterpunkt statt, wie auch
im PrRESsS Modell. Um die Simulation von Reaktionen durchzufiithren, mufl zuerst wieder ein
Gitterpunkt aus den L? moglichen zufillig ermittelt werden. Entsprechend der Natur der
Reaktionen (uni-, bi- oder eventl. trimolekular), miissen fiir den gegebenen Gitterpunkt ei-
ne entsprechende Anzahl von Teilchen aus den n Positionen ermittelt werden. Diese werden
dann in der ermittelten Reihenfolge gemafl der Reaktion abgearbeitet. Eine Permutation al-
ler moglichen Kombinationen findet nicht statt. Dies reduziert zwar auf der einen Seite die
Effizienz der Simulation, weil recht hiufig keine Reaktion durchgefithrt wird, trigt zum an-
deren jedoch die im PRESS Modell manifestierte besetzungsabhéingige Wahrscheinlichkeit der
Reaktionen Rechnung und erfiillt somit das chemische Massenwirkungsgesetz.

2.2.4 Simulationsprogramm

Damit die Simulation von Migration und unterschiedlichen Reaktionen mit den entsprechen-
den Raten durchgefithrt wird, muf} fiir jeden Simulationsschritt ermittelt werden, welcher
Prozef} ausgefiithrt wird. Sei nun m die Migrationsrate und r; bzw. ro die Raten zweier unter-
schiedlicher Reaktionen. Nun konnen die Wahrscheinlichkeiten pm = ", pr, = #ﬁm
und pp, = %ﬁg = 1 definiert werden. Mit Hilfe einer zu bestimmenden Zufallszahl z mit
0 < z < 1 wird dann entschieden, welcher Prozefl simuliert werden soll, vergl. Abb. 2.4. Dieses
Verfahren wird auch als Gillespie Algorithmus bezeichnet [43].

Die modulare Struktur erlaubt die unproblematische Einfithrung weiterer, méglicher Reak-
tionen mit entsprechenden Raten r3, ..., r; und den damit verbundenen Wahrscheinlichkeiten
Drs, - - -, Pry, die sich iiber die Beziehung py; = (m + S _iri)/(m+ Zézl r1) herleiten.

Die Beschreibung des groben Simulationsprogramms verdeutlicht bereits die immense
Verwendung von Zufallszahlen fiir alle angesprochenen Sektionen. Mit einer Reduzierung und
der daraus resultierenden Ungenauigkeit von Zufallszahlen befafit sich Abschnitt A.3
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Ermittlung vonz
O<zx<l1
Ja . !
z<p, Migration

Nein

z<p Ja Reaktion 1
Ty
Nein

2<p, Ja Reaktion 2
Ja ion |-
2<p,,_ Reaktion -1
Reaktion |

Abbildung 2.4: Das Schaubild verdeutlicht die Funktion des Simulationsalgorithmus (Gillespie Algo-
rithmus) fiir den Fall zweier unterschiedlicher Reaktionen. Innerhalb der Schleife bestimmen Wahr-
scheinlichkeiten, proportional zu den entsprechenden Raten, den auszufiihrenden Simulationsteil. Die
Module Migration und Reaktion sind in den entsprechenden Abschnitten beschrieben.
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Kapitel 3

Selbstreplikatoren

3.1 Homogene Quasispezies

Das Quasispezies System als Modell fir die Evolution wird in allgemeiner Form dargestellt
und fiir weitere Untersuchungen vereinfacht.

3.1.1 Modell der Evolution

Das von Eigen 1971 veroffentlichte Modell der Quasispezies erlaubt Aussagen iiber das Verhal-
ten von nicht wechselwirkenden, selbstreplizierenden und informationsspeichernden Sequen-
zen in einer homogenen Umgebung unter dem Druck von Mutation und Selektion zu tref-
fen [3]. Es gibt erste Antworten auf die Fragen, inwiefern iiber einfache physiko-chemikalische
Reaktionen Information verarbeitet werden kann.

Im folgenden werden die mathematischen Beziehung des Eigen Modells hergeleitet. Das
Ergebnis ist die formale Darstellung der Losung der Evolutionsgleichungen, die die Quasis-
pezies darstellt. Um das Modell mit dem PRESS System untersuchen zu kénnen, wird es an
einigen Stellen vereinfacht, siehe Kap. 3.1.2.

Das Eigen Modell hat sich seit seiner Begriindung zu einer wichtigen Theorie der mo-
lekularen Informationsverarbeitung entwickelt. Den strengen Bezug zur Physik konnte von
Leuth&usser gezeigt werden, der das Quasispezies System exakt auf ein 2-dimensionales Ising
Spinmodell abbildete [5, 44].

Bei der Entwicklung des Modells orientierte sich Eigen explizit an RNA /DNA-Sequenzen
als Beispiel replizierender (Makro-) Molekiile. Die Struktur der Molekiile ist durch eine An-
einanderreihung von sogenannten Monomeren, den molekularen Einzelbausteinen, definiert.
Im speziellen Fall von RNA-Molekiilen kiimen diese aus der Menge der vier unterschiedlichen
Basen Guanin, Adenin, Cytosin und Uracil. Fiir eine gute Einfithrung in die Struktur und
Manipulation von DNA bzw. RNA im Rahmen des DNA-Computings siehe [45] und allge-
mein [46]. Um keinen direkten Beschrinkungen zu unterliegen, wird eine allgemeine Menge
betrachtet, die aus A\ Elementen besteht. Im obigen Fall der RNA-Molekiile wire A = 4. Der
Prozef} der Selbstreplikation, der nicht ohne Energieaufwand und nur aus der Verwertung von
Substraten einhergehen kann, ist in der Natur sehr komplex und wurde deswegen von Eigen
auf wenige fundamentale Eigenschaften reduziert. So werden im Quasispezies Modell weder
die angesprochenen Substrate, noch andere externe Ressourcen explizit modelliert.
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Sei k; die Anzahl von Molekiilen mit der Sequenz 7. Diese Molekiile bestehen aus v Mo-
nomeren, wobei jedes Monomer aus der A grofen Sortenmenge stammt. Dies ergibt eine
Variation von A” unterschiedlichen Sequenzen, die in dem System vertreten sein kénnen.
Molekiile haben die Fahigkeit, sich mit einer gewissen Rate, A;, zu replizieren. Diese sequenz-
spezifische Rate bestimmt, wie gut die Molekiile sich der Ressourcen bedienen kénnen, und
damit die Anpassung an ihre Umgebung. Je hoher der Wert von A; ist, desto schneller fin-
den die Replikationen statt. Diese Abbildung von Sequenzen auf Replikationsraten wird als
FitneBlandschaft ([47, 16] (N K-Modelle, Epistase) und [48] fiir einen allgemeinen Uberblick)
bezeichnet. Im Gegensatz dazu gibt es aktuelle Arbeiten, die sich mit der Dynamik von expli-
zit zeitabhingigen Fitneflandschaften, A; = A;(¢), im Zusammenhang mit den Quasispezies
beschéftigen [49, 50]. Da hier im weiteren jedoch der Einflufl rdumlicher Korrelation im Fo-
kus des Interesses steht, sollen die Replikationsraten A; als konstant betrachtet werden. Bei
einer Replikation kann es zu mutativen Fehlern kommen. Ausgehend von einer fiir alle Mo-
nomere gleichen Wahrscheinlichkeit ¢, bei einem Kopiervorgang korrekt repliziert zu werden,
ergibt sich der Gesamtqualitdtsfaktor Q = ¢¥, der die Wahrscheinlichkeit bestimmt, dafl eine
Replikation einer gesamten Sequenz fehlerfrei ist. Daraus 148t sich entsprechend auch die Feh-
lerwahrscheinlichkeit R = 1 — ) definieren, die angibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit eine
Replikation fehlerhaft sein wird. Die Rate, mit der eine fehlerhafte Replikation von Sequenz %
- wobei Sequenz j erzeugt wird - stattfindet, wird durch die Matrix Q = (Q;;) angegeben. Thre
explizite Darstellung wird unten hergeleitet. Auch sie soll als explizit nicht-zeitabhéingig an-
genommen werden. Neben dieser prinzipiellen Erhéhung gibt es zwei weitere Prozesse, die die
Anzahl von Molekiilen erniedrigen kénnen. Zum einen besteht die Mo6glichkeit, dafl Molekiile
zerfallen, was mit —D;k;(t) beschrieben wird, wobei D; als zeitlich konstant angesehen werden
soll. Die ist auch der Unterschied zu der zweiten Moglichkeit, dem zeitlich abhingigen Aus-
fluB. Dieser mit einer Rate —k;(t)®(¢) stattfindende Prozef kann als Verdiinnung angesehen
werden, so dafl - wenn gewiinscht - eine zeitlich konstante Molekiilpopulation gewéhrleistet
werden kann.

Die Zusammenfiigung aller unterschiedlichen Terme ergibt fiir die Nettoproduktionsrate

Fi(t)
i) = |41 = D () + 32 4,Quk1(0) - ()20 (5.1)
J#i
Die Differenz von Replikations- und Zerfallsrate ergibt zusammen mit der Anzahl von Mo-

lekiilen, Ifi(t), die Uberschufiproduktionsrate der Sequenz 7. Die mittlere Uberschu8produkti-
onsrate E(t), ist somit

B(t)=> ki(t) [Ai — Di] : (3.2)
i
Da das System insofern als abgeschlossen betrachtet werden soll, dafl keine neuen Molekiile

von auBen hinzugefiigt werden koénnen und sich die Produktion somit auf die ,,bekannten* \”
Sequenzen reduziert, gilt die Erhaltungsbedingung

Z Qij =1, (3.3)

was es erlaubt Gl. (3.2) als

B(t) =) ki(t) + 2(2) (3.4)
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3.1. HOMOGENE QUASISPEZIES

zu schreiben. Nun erkennt man, da bei der Wahl ®(t) = E(t) die Gesamtpopulation Y, k;
konstant gehalten werden kann.

Um weitere Rechnungen zu vereinfachen, soll 0.B.d.A. ®(t) gerade so gewihlt werden.
Ferner konnen die Prozesse der Replikation, der Mutation und des Zerfalls zu einer Matrix
W = (W;;) zusammengefaBt werden. Unter Benutzung des Hamming Abstands, d(7, ), der
die Anzahl von Monomersubstitutionen angibt die notwendig sind, um von Sequenz ¢ zur
Sequenz j zu gelangen, ergibt sich

Wij = A;Qij — Djdij, (3.5)

_ q—l -1 d(i,)
Qij—Q(/\_1> : (3.6)

Durch die Transformation z;(t) = ki(t)/ 32, k;(t), ist es moglich, relative Populationsvaria-
blen, die es erlauben, Gl. (3.1) als

mit

T; = |:Wm — E_'(t):| zi(t) + Z Wijz;(t) (3.7)
J#i

zu schreiben. Die x;(t) Abhiingigkeit von E(t) macht Gl. (3.7) nicht-linear. Es ist jedoch
moglich, diese exakt zu 16sen [51]. Dabei wird der Term FE(t) durch die Substitution

.
2(t) = exp ( / E(T)df) zi(1) (3.8)
0
eliminiert, was zu linearen Gleichungen der Form

Ei(t) =) Wiaj(t) (3.9)
J

fithrt. Da sich die z;(¢) und die z}(¢) nur durch einen konstanten Faktor unterscheiden, ergibt
sich die Riicktransformation einfach iiber die Beziehung
x4 (1)

)

a0

Damit ist es moglich, da Quasispezies Modell analytisch zu berechnen. Nach Gl. (3.6) ist Q
symmetrisch, also Q;; = Qj;. Unter der Annahme A; > 0 und D; = 0, Vi konnte Rumschitzki
zeigen [52], dafl unter Verwendung des Satzes von Frobenius-Perron [53] alle Eigenwerte der
Matrix W reell und positiv sind. Damit lassen sich mit den Eigenwerten A\g > A1 > Ao > ...
und den dazugehdrigen Eigenvektoren, ¢*) = (4;)(¥), die allgemeinen Losungen von GL (3.9)

als
zi(t) = > eppiPe, (3.11)
k

i(t) = (3.10)

darstellen, wobei die Koeffizienten ¢ so gewihlt werden, da8 sie die Anfangsbedingung (¢t =
0) erfiillen. Die Riicktransformation auf die Variablen z;(t) erfolgt gemif Gl. (3.10)

Zk Ck¢z('k)e'\kt
- Ei,k Zk Ck¢,(k)e)"“t ’

zi(t) (3.12)
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KAPITEL 3. SELBSTREPLIKATOREN

was nach Faktorisierung des grofiten Eigenwertes e*? die Beziehung

0" + g cupy Pk Ro)t
Dk Ck¢z<k)e()"“7)‘°)t

zi(t) = (3.13)

ergibt.

Die Analyse von Gl. (3.13) 148t nun Riickschliisse auf die Dynamik des Quasispezies
Modells zu. Fiir ¢ — oo gehen die Werte e+ ~20)t gegen Null, so daf nur die Komponenten
des Eigenvektors ¢(©) zum dominanten Eigenwert \q iibrigbleiben. Das heiBt zum einen, daB
die Evolution des Quasispezies Modells asymptotisch in einem attraktiven Fixpunkt endet.
Zum anderen kénnen die Losungen des stationdren Zustands durch

¢
3, 60

angegeben werden, was aber nichts anderes bedeutet, als daf} sich als Ergebnis der Evolution
in dem speziellen Modell der Quasispezies nicht die Sequenz mit der gréfiten Replikationsrate,
der Wildtyp - im Darwinschen Sinne der fitteste - sondern eine Wolke von Sequenzen durch-
setzt. Diese Mischpopulation, die sich wie eine einzige Spezies verhilt und sich nur fiir den
artifiziellen Fall fehlerfreier Replikation auf den Wildtyp reduzieren 148t, wurde von Eigen als
Quasispezies bezeichnet.

z; = zi(t — 00) = (3.14)

3.1.2 Vereinfachende Modellannahmen

Um nun im Weiteren prinzipielle Aussagen iiber die Evolution von Information zu treffen, re-
duziert man das Monomer Alphabet auf die bindren Werte 0 und 1, was A = 2 entspricht. Fiir
die Untersuchung der homogenen Quasispezies wird der explizite Zerfall unterdriickt, D; = 0.
Des weiteren wird, um das spétere Interesse an dem Verhalten der Selbstreplikatoren in rdum-
lichen Strukturen nicht unnétig zu erschweren, die einfachste, nichttriviale FitneBlandschaft
benutzt - die single-peaked Swetina-Schuster Landschaft [54]. Sie ordnet einer einzigen Se-
quenz i = 0 eine Replikationsrate Ag = o (der ,superiority Parameter“) zu und erscheint so
im Vergleich zu den iibrigen Sequenzen, die alle auf die Replikationsrate A;-o = 1 abgebildet
werden, als Peak in einer Ebene. Um nun die immense Gréfle der Mutationsmatrix Q zu
reduzieren, werden die iiber den Hamming Abstand d(i,j) definierbaren Fehlerklassen ein-
gefithrt. Dabei werden alle Molekiile zu der Fehlerklasse [ zugeordnet, deren Sequenzen j den
Hamming Abstand d(0, j) = [ zur Mastersequenz haben. Dies reduziert Q von einer (2¥ x 2¥)
auf eine (v x v) Matrix und macht so eine Evaluierung zuginglich. Allerdings zieht dieses
Verfahren auch die Limitierung mit sich, daf§ nicht jeder Sequenz ein separater Fitnefiwert
zugewiesen werden kann. Mit diesen Modellvoraussetzungen ist es moglich, die Konzentrati-
onsverteilungen im stationdren Zustand in Abhéngigkeit von der Fehlerrate R = 1 — Q) zu
berechnen.

Abb. 3.1 zeigt eine entsprechende Realisierung fiir den Fall o = 10 und v = 10 (siehe Bild-
unterschrift fiir weitere Informationen). Beginnend bei ¢ = 1.0, bei der nur die Mastersequenz
im System vertreten ist, fillt deren Konzentration fiir fallende ¢ stetig ab. Im gleichen Sinne
beginnen die Konzentration der Sequenzen mit Hamming Abstand d = 1,2,... anzusteigen.
Das Ensemble aller Sequenzen fiir ein gegebenes ¢ definiert die Quasispezies. Auffallend ist
eine kritische Fehlerrate R. = 1 — ¢}, , bei der die Korrelation der Quasispezies vollstindig
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Abbildung 3.1: Die Abbildung zeigt (mit der Bezeichung z; — I;) die Konzentrationsverteilung,
> I(q), der Fehlerklassen, d, in Abhingigkeit von der Monomermutationsrate ¢ fiir Sequenzen der
Linge v = 10. Man erkennt einen scharfen Ubergang bei ¢ = guin, zufillige Replikation zwischen
Gmin < ¢ < gmax und komplementire Replikation fiir gyax < g

(Die Abbildung stammt aus [10] mit freundlicher Genehmigung des John Wiley & Sons Verlag.)

zusammenbricht und zufillige Replikationen zu einer Gleichverteilung der Sequenzen fithren.
Da dies mit dem Verlust der Information einhergeht, wird der Ubergang zur Gleichverteilung
auch als Fehlerkatastrophe bezeichnet.

Fiir das weitere Vorgehen wird das Modell der Quasispezies noch um einen Punkt verein-
facht. Der Prozel der Riickmutation zur Mastersequenz wird vernachléssigt, der durch den
Vorgang, dafl eine Sequenz j # 0 zu 0 mutiert, beschrieben wird. Da alle bis auf eine Sequenz
gleichwertig behandelt werden, ist die Wahrscheinlichkeit dieses Prozesses sehr klein. Man
kann in einer Ndherung zeigen, vergl. Anhang A.2, daf} die Wahrscheinlichkeit der Mutation
einer Sequenz j # 0 aus einer gleichverteilten Population zu der Sequenz 0 bei kleinen Muta-
tionswahrscheinlichkeiten proportional zu v ~'A~" ist, was bei hinreichend langen Sequenzen
beliebig klein wird und die Annahme rechtfertigt. Diese wird zudem noch durch die Tatsache
begiinstigt, daB in rdumlich strukturierten Systemen, die im folgenden im Mittelpunkt des
Interesses riicken werden, eine eventuelle Repopulation des Wildtyps in ein Gebiet vielmehr
durch den Proze der Migration (bei physikalisch relevanten Diffusionsraten), als durch eine
mogliche Neugeburt bestimmt wiirde.

Die speziellen Wahl der Fitnelandschaft erlaubt eine Zerlegung des Sequenzraums in zwei
Teile. Dabei wird die Konzentration z((¢) der Mastersequenz 0 fortan als z(¢) bezeichnet und
die Summe aller {ibrigen Konzentrationen ), ., z;(t) als y(t), siehe auch [55].
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Die Prozesse der vereinfachten Quasispezies kénnen wie folgt dargestellt werden:

X 29, x4x,

x 49 x .y,

Y % Y +Y.

Die deterministische Kinetik wird mit z(¢) = = und y(¢) = y durch

& =0Qz — zd(t), (3.15)
y=0(l—-Q)x+y—yd(t), (3.16)

beschrieben. Die kritische Fehlerschwelle R; kann nun recht einfach berechnet werden. Dazu
wird der stationdre Zustand & = ¢ = 0 betrachtet und ®(¢) wieder so gewihlt, dafl z +y =
¢ = 1 wird, woraus sich ein ®(t) = oz + y ergibt, was erneut der Rate der Gesamtproduktion
entspricht. Nun kann Gl. (3.15) nach y = o(Q — z) aufgelost und in Gl. (3.16) substituiert
werden, was

-1
=291 (3.17)
o—1
beziehungsweise
1 -1
Q= 1t+z(0-1) (3.18)
o

ergibt. Am Rande der Fehlerschwelle, bei der die Konzentration der Mastersequenz beliebig
klein wird, z — 0, ergibt sich fir den Qualitatsfaktor @ der kritische Wert Q. = 1/0 bzw.
der kritische Fehlerwert

R.=1-1/0. (3.19)

Die Benutzung des Limes x — 0 als Definition der kritischen Mutationsrate kann nur in
solchen Systemen vorgenommen werden, bei denen R eine stetige Funktion von z ist und
z wiederum stetig gegen Null laufen kann. Ein System, bei dem dies nicht der Fall ist,
wird in Abschnitt 4 von Interesse sein, wo die nicht-lineare Replikations- und die lineare
Zerfallsdynamik gewisse Konzentrationsbereiche als nicht stabilisierbar deklarieren. In der
vorliegenden reduzierten Form ist es moglich, das Verhalten der Selbstreplikatoren auf dem
Simplex zu untersuchen.
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3.2 Quasispezies ohne Zerfall im Press Modell

Der Einfluff des Raums auf Selbstreplikatoren wird mit Hilfe des Simplex Modells analytisch
untersucht, wobei sich als Ergebnis eine Destabilisierung zeigt, die umso stirker wird, je
grifier des Einfluf8 des Raums wird.

3.2.1 Lokal konstante Populationen

Das Verhalten der Quasispezies, welches in nicht-rdumlich aufgelésten Umgebungen bereits
beschrieben wurde, wird im folgenden fiir den Fall einer Simplextopologie untersucht [56].
Es wird sich zeigen, daf} fiir die Option einer lokal konstanten Population - ohne explizitem
Zerfall - das Modell auf ein 1-Spezies System reduziert werden kann. Ausgehend von den
Gl (3.15) und (3.16), die das homogene Quasispezies Modell ohne Riickmutation und fiir die
spezielle Wahl der Swetina-Schuster Fitnelandschaft beschreiben, kénnen die notwendigen
Ubergangsraten hergeleitet werden. Es wird angenommen, daB die explizit zeitabhingige
Ausflufirate ®(t) fiir jede einzelne Parzelle so eingestellt wird, dal die Anzahl von Molekiilen
zu jeder Zeit gerade der maximal moglichen Population n entspricht. Dabei wird eine beliebige,
aber bereits vorhandene Sequenz von der Parzelle genommen, wenn eine neue als Folge einer
Selbstreplikation entsteht. Diese Annahme einer lokalen Teilchenzahlregulierung entspricht
dem Moran Modell [57]. Die resultierende Kopplung von Erzeugungs- und Zerfallsraten (durch
das Entstehen eines Teilchens wird ein anderes vernichtet) kann ein als durch Ressourcen
limitierter Prozef} verstanden werden. Obwohl diese Interpretation bei molekularen Systemen
als etwas artifiziell erscheinen mag, zeigen sich im Vergleich zu der in Kapitel 3.3 behandelten
Variante mit explizitem Zerfall kaum Unterschiede.

3.2.2 Das 1-Spezies Modell

Sei nun k die Anzahl der schnellreplizierenden Mastersequenzen, X, auf einer Parzelle, so
ergibt sich die Zahl der langsamen Sequenzen, Y, eindeutig aus n — k. Somit reicht es aus,
nur die X zu berechnen, was als ein 1-Spezies Modell angesehen werden kann und die Herlei-
tungen und Gleichungen aus Kapitel 2.1 ihre Giiltigkeit finden. Fiir den Fall unendlich grofer
Parzellen, n — oo, konvergiert % — z und ”n;k — 9y, was die Beziehung zwischen den im
homogenen Modell verwendeten Konzentrationen z,y und den im PRESS Modell benutzten
(ganzzahligen) Werten k, n — k aufzeigt. Entsprechend Gl. (3.15) und (3.16), ergibt sich somit
fiir die Erhohung der Anzahl von X (Erniedrigung der Anzahl von Y) auf einer beliebigen
Parzelle gemifl Gl. (2.3) zu

k n—k E n—k
wk,k+1:0Qﬁ' +

, 3.20

n—1 mn n ( )
wobei der erste Term bestimmt, wie sich ein X mit der Wahrscheinlichkeit k/n und der Rate
o ohne Fehler, also mit der Wahrscheinlichkeit (), repliziert - was als Ergebnis ein weiteres X
liefert - und dabei ein Y mit der Wahrscheinlichkeit (n—k)/(n—1) iberschreibt. Entsprechend
gilt bei der Erniedrigung der Anzahl von X (Erhéhung der Anzahl von Y),

kK k—1 n—k k n—k k
Wi k-1 =0(1-Q)—- + : +m o

3.21
n n—1 n n—1 n ’ ( )
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mit dhnlichen Uberlegungen zur Herkunft der Terme wie bei Gl (3.20). Die zusitzlichen
Migrationsterme mit (Diffusions-) Migrationskoeffizient m wurde im Kapitel 2.1.3 bereits
erortert und konnten unverdndert ibernommen werden.

Fir den minimal Fall n = 2, ergeben sich im 1-Spezies Modell genau drei verschiedene
Zustinde, wie in Abb. 3.2 zu sehen. Nach einsetzen der Raten GI. (3.20) und GIL (3.21) in
Gl (2.15), K> p_oak = Y o kag, kann man diese auf die Gleichung

26(2(Q — o+ m(2+ k(o — 1) — 2Q0))
24+ m(2—k))(m(2 — k) +2(1 —Q)o)

=0 (3.22)

reduzieren. Gl. (3.22) definiert implizit alle Abhingigkeiten der einzelnen Gréfen im stati-
ondren Zustand.

3.2.3 Kritische Fehlerrate R.(m)

Um das Verhalten der Quasispezies auf dem Simplex mit dem homogenen Fall zu vergleichen,
ist der Qualitéitsfaktor @) erneut von Interesse. Lost man Gl. (3.22) nach @ = Q(k,m) ergibt
sich

o+m(l+ kL)

@k, m) = o(1+m)

(3.23)

Die Stetigkeit von @ in k erlaubt - wie im homogenen Fall - den kritische Wert Q.(m) an der
Stelle der Fehlerkatastrophe zu berechnen, x — 0, an der alle X aus dem System verdringt
werden. So ergibt sich fiir Q.(m) = Q(k — 0,m)

o+m

Qc(m) = o+ m) (3.24)

und fiir den entsprechenden kritischen Fehlerwert R.(m) = 1 — Qc(m)

Re(m) = m(o — 1)

= G (3.25)

Die Beziehung zwischen Fehlerschwelle R.(m) und Migrationskoeffizient m, die sich aus
Gl. (3.25) ergibt, ist in Abb. 3.3 fiir die beiden Replikationsraten ¢ = 2 und 10 zu sehen. Sie
werden mit den Werten der stochastischen Simulation verglichen, und zeigen trotz einer end-
lichen Simulationspopulation sehr gute Ubereinstimmungen. Die abgebildeten horizontalen
Linien verdeutlichen die entsprechenden Werte fiir den homogenen Fall. Diese ergeben sich
aus GL (3.25) fiir den Grenzfall unendlicher Diffusion, bei der jegliche rdumliche Korrelation
verloren geht. So ergibt sich Rc(m — o0) = 1 — 1/0 = R, in Ubereinstimmung mit den
Herleitungen fiir den homogenen Fall, vergl. Gl. (3.19).

In gleicher Weise kann mit héheren Werten von n vorgegangen werden. Die Auflésung nach
Q(k, m) bzw. R.(k,m) wird jedoch aufgrund der ansteigenden Komplexitat der Gleichungen
mit zunehmenden n schwieriger. So ergeben sich fiir den Fall n = 3 aufgrund der quadratischen
Abhingigkeit bereits zwei mogliche Losungen. Die Physikalische kann erneut nach R.(m)
umgeformt werden, was

1 1 4mS3 20 + 4mo?) — (1 2m?
Rc(m):\/( +m)(1 +m +4m? + 8m?0 + 4mo?) — (1 + 3m + 2m?) (3.26)
2(14+m)o
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(a) k=0 (b) k=1 (c) k=2

Abbildung 3.2: Die Unterschiedlichen Zustinde pro Parzelle definiert {iber die Besetzungszahl k fiir
das 1-Spezies Modell der Selbstreplikatoren mit Wildtyp, X, und {ibrigen Sequenzen, Y.
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Abbildung 3.3: Die kritische Fehlerrate R.(m) als Funktion der Diffusionsrate m fiir zwei unterschiedli-
che ,superiority“ Parameter ¢ = 2 und 10. Die horizontalen Linien definieren die maximale Fehlerrate,
R, =1 —1/0, identisch zum homogenen Quasispezies Fall. Die Symbole zeigen die entsprechenden
Werte der stochastischen Simulation.

ergibt und die mit ansteigenden n zunehmende Komplexitdt verdeutlicht. Auch fiir n = 3
konvergiert Gl. (3.26) fir m — oo erneut gegen den Wert der homogenen Quasispezies,
R, = 1 —1/o. Die Darstellung der expliziten Losung fiir n = 4 wiirde bereits einige Sei-
ten bendtigen, weshalb darauf verzichtet wird und statt dessen nur der entsprechende Plot,
Abb. 3.4, gezeigt werden soll, der die kritische Fehlerrate R.(m) fiir n = 2,3 und 4 vergleicht.
Dieser zeigt, daf die fundamentalen Eigenschaften des Modells fast unabhéngig von der Wahl
der Parzellengrofie ist und die destabilisierende Wirkung des Raums auf die Selbstreplikatoren
mit zunehmenden 7 lediglich leicht abnimmt.

3.2.4 Skalierungsverhalten

Die schnell ansteigende Komplexitéit der Gleichungen fiir zunehmende n gestalten zwar eine
analytische Losung fiir hohe n schwierig, jedoch kénnen diese problemlos numerisch gelost
werden. Trotzdem wire eine approximative Beschreibung fiir das Verhalten von R.(m) fiir
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Abbildung 3.4: Die Abbildung zeigt die analytische Losung von R.(m) fiir n = 2,3 und 4 (von links
nach rechts). Es zeigt sich eine Reduzierung der destabilisierenden Wirkung des Raumes fiir ansteigende
Parzellengrofien, n.

unterschiedliche n wiinschenwert. Dazu kann der Umstand genutzt werden, daB fiir die spezi-
elle Topologie des Simplex ein Molekiil, welches einmal eine Parzelle verlassen hat, auf diese -
aufgrund der unendlichen Zahl von Parzellen - in endlicher Zeit nicht wiederkehren wird. Ein
Molekiil hat auf einer beliebigen Parzelle genau n — 1 Moglichkeiten sich per Uberschreiben
zu replizieren. Demnach hat es bei m Migrationsereignissen insgesamt m(n — 1) Replikati-
onsmoglichkeiten. Zwei unterschiedliche Werte fiir die Parzellengrofie, n und n’ konnen nun
iiber eine Reskalierung der Diffusionrate, m bzw. m’, so in Beziehung gesetzt werden, daf} in
einer Zeitspanne 7 die Anzahl von méglichen Replikationen, n, = (1 + m7)(n — 1) gleich ist.
Aus dieser Forderung, die einer Gleichsetzung einer effektiven Populationsgrifle entspricht,
ergibt sich
,  n—1 o n'
n' —1 n' —1
Die Zeit 7 wird von der GroBenordnung einer vollstindigen Replikation sein und damit selbst
wieder von m,n und n' abhingen. Ohne diese Abhéngigkeiten im einzelnen zu bestimmen,
kann jedoch fiir hinreichend grofie m > 1/7 G1.(3.27) als

1/7. (3.27)

-1
m o~ ———m (3.28)

n' —1

approximiert werden. Ein Vergleich fiir Parzellengrofien n mit dem Referenzfall n’ = 2 erhilt
man aus der Kombination von Gl. (3.25) und Gl. (3.28), was fiir die kritische Fehlerrate

m(n —1)(c — 1)

R¢(n,m) =~ o+ m(n —1))

(3.29)
ergibt.
Fiir den Fall einer unendlich hohen Population n — oo pro Parzelle, was auch dem

homogenen Fall entspricht, erreicht R.(n — oo, m) das korrekte Limit 1 —1/0, wie bereits im
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Abbildung 3.5: Vergleich der approximativen Skalierungsgleichung mit den exakten analytischen Er-
gebnissen der kritischen Fehlerrate R.(m) fiir n = 2, 3,4 als Funktion moderater bis hoher Diffusion
m.

Fall m — oo. Ein Vergleich der skalierten Werte mit den expliziten analytischen Ergebnissen
fir n = 2,3,4 wird fiir moderate und hohe Diffusionsraten in Abb. 3.5 gezeigt. Trotz der
Niherung kann die approximative Skalierung zumindest fiir mittlere bis hohe Diffusionsraten
das Verhalten fiir groflere Parzellen beschreiben.

Um generelle Schluf$folgerungen zuzulassen, mufl das Verhalten der Selbstreplikatoren in
physikalischen Dimensionen untersucht werden. Um diesem Punkt Rechnung zu tragen, wur-
den entsprechende Simulationen auf ein-, zwei- und dreidimensionale Gitter ausgewertet und
mit dem bekannten Ergebnissen verglichen, sieche Abb. 3.6. Man erkennt, dafl die prinzipielle
Abhingigkeit der kritischen Fehlerschwelle R, von der Migrationsrate in allen Dimensionen
identisch ist. Der einzige Unterschied wird durch eine Verschiebung der Fehlerschwelle gekenn-
zeichnet, die sich aus der effektiv hoheren Population von Systemen hoher Dimensionalitéit
bei gleicher Diffusionsrate erkliren l4t. Diese kommt einer Reskalierung der Migrationsrate
gleich, dhnlich wie die bereits oben beschrieben Skalierung fiir unterschiedliche Teilchenzahlen.

3.2.5 Selbstreplikatoren im Raum

Fiir das einfache Beispiel der sich iiberschreibenden Selbstreplikatoren erweist sich das PRESS
Modell als hervorragendes Werkzeug zur Beschreibung des rdumlich aufgelosten Verhaltens
der Quasispezies. Hervorzuheben ist, daf} die Ergebnisse des PRESS Modell durch die Simu-
lationen nicht nur bestétigt werden, sondern dafl diese weiterhin zeigen, dafl die Ergebnisse
auch das Verhalten in physikalischen Dimensionen charakterisieren. Dabei bestétigt sich, daf§
der rdumliche Einflul eine Destabilisierung im Bezug auf die Erhaltung einer evolutiv aus-
gezeichneten Sequenz mit sich bringt und zwar umso mehr, je stirker dieser Einfluf} (bei
niederen Migrationsraten) wird. Im Grenzfall unendlicher Diffusion, bei der die rdumliche
Struktur verloren geht, konvergiert das Modell gegen den Wert des homogenen Quasispezies
Systems. Die entsprechenden Resultate zeigen eine streng monotone Abhéngigkeit der kriti-
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Abbildung 3.6: Vergleich der analytischen Ergebnisse des PRESS Modells fiir unendliche Dimension,
d = 0o (A), mit den Resultaten der numerischen Simulation fiir die physikalischen Raumdimensionen
d=1(l),d=2 (#) und d = 3 (0) fiir den ,superiority” Parameter o = 10.

schen Fehlerrate R, von der Diffusionsrate m und damit der fundamental negative Einfluf
des Raums auf die Stabilitidt von Selbstreplikatoren. Eine Destabilisierung, also die Reduktion
von R, wird bei den Quasispezies auch in homogenen Systemen mit endlicher (und geringer)
Gesamtpopulation beobachtet [58, 59].

Allerdings ist nicht geklirt, in wieweit der rdumliche Effekt das Resultat der lokalen Uber-
schreibung ist, die Geburt und Zerfall streng miteinander koppelt. Um dies zu iiberpriifen,
wird im néchsten Kapitel explizit der Zerfall modelliert, so dafl sich Molekiile nur dann repli-
zieren kénnen, wenn eine entsprechende Leerstelle vorhanden ist. Dabei werden die Prozesse
von Geburt und Zerfall wieder entkoppelt.

Um das erweiterte Quasispezies analytisch beschreiben zu kénnen, wird das PRESs Modell
auf ein multispezies System verallgemeinert, so daf es fortan zur Analyse beliebiger, rdumlich
aufgeloster, molekularbiologischer Reaktionen genutzt werden kann.
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3.3 Quasispezies mit Zerfall im Press Modell

Das 1-Spezies Simplex Modell wird auf ein System erweitert, das prinzipiell die raumlich auf-
geldste Dynamik beliebig vieler Spezies behandeln kann und das im Kontext der Quasispezies
den durchweg negativen Einflufl des Raums auf die Stabilitdt der Selbstreplikatoren bestdtigt.

3.3.1 Ratengleichungen mit Zerfall

In diesem Abschnitt wird die Annahme einer Uberschreibung nicht weiter verfolgt und das
Quasispezies System mit explizitem Zerfall modelliert. Allerdings mufl zu diesem Zweck eine
zweite Spezies aufgenommen werden. Im Kontext des Quasispezies Systems wird das bisher re-
duzierte PRESS Modell nun Schrittweise zu einem multispezies-Modell umgeformt. Die Grund-
modellvoraussetzungen bleiben dabei erhalten und kénnen prinzipiell wieder durch Gl. (3.15)
und Gl. (3.16) beschrieben werden. Allerdings wird die explizit zeitabhingige Ausfluirate
®(t) durch die konstanten und fiir alle Sequenzen gleichgewihlte Zerfallsrate D; = D ersetzt.
Eine Zusammenfassung der moglichen Reaktionen sieht wie folgt aus:

x+0 2% x+X

x+0 229 x4y,

Y40 — Y4V,

x,vy 2> o,

und fiithrt schliefllich zu den Gleichungen

z=0Qz(l —z—y) — Dz, (3.30)
y=0(1-Q)z(1-z—-y)+y(l -z —y) - Dy, (3.31)

wobei die Geburts- und Zerfallprozesse lokal entkoppelt werden. Der Term (1 —z —y) spiegelt
die Tatsache wider, dafl nur explizite Leerstellen per Replikationsprozefl okkupiert werden
konnen. Insofern konnen die Leerstellen wie eine Ressource betrachtet werden, was die en-
ge Verbindung zu den logistischen Gleichungen, © o« z(1 — z), aufgezeigt. Die Benutzung
einer konzentrationsunabhingigen Zerfallsrate kann unter bestimmten Voraussetzungen die
vollstandige Extinktion der gesamten Population mit sich fiithren.

Die Modellierung der kinetischen Gleichungen (3.30) und (3.31) auf die entsprechenden
Raten geschieht prinzipiell wie schon in Kapitel 3.2.2. Mit den Bezeichnungen kx und kx fiir
die Anzahl von X pro Parzelle bzw. gemittelt fiir das Gesamtsystem und entsprechend fiir Y,
ky bzw. ky, ergeben sich die Anderung von kx (bei konstanten ky) als

k)X ’)’L—kx—ky Z:X ’)’L—k})(—k

Whkcrt SOQT T Ty b M T (8:32)
k n—kx —ky k

Wy -1 = D7 mm—e e (3.33)
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und fiir die Anderung von ky (bei konstanten kx) gemifi Gl. (3.31)

kx n—kx —k
Why oy 11 = 0(1 — Q)= - —— 2=

n n—1
k —kx — k k —kx — k
_Y.H7Y+m_y.nX7Y’ (3.34)
n n—1 n n
k —kx —ky k
Wiy hy—1 = D 4 mE L (3.35)

Die Raten sind erneut fiir infinitesimale Zeitabschnitte konstruiert, was die Moglichkeit von
gleichzeitig stattfindenden Reaktionen ausschliefit. Somit sind die einzigen Prozesse, die in-
nerhalb des Zeitabschnitte die Zahl beider Spezies zu dndern vermag, Migrationen der Form

EX k:y
Whx kxc+Lky ky —1 = M= = (3.36)

Wkx kx—1ky ky+1 = T (3.37)

n n

3.3.2 Verallgemeinerung des Press Modells

Die Definition der Raten erlaubt erneut unter Benutzung der Master Gleichung die Berech-
nung der Belegungswahrscheinlichkeiten fiir X und Y. Allerdings mufl beachtet werden, daf3
diese Wahrscheinlichkeiten nicht fiir eine, sondern fiir zwei (bzw. eine beliebige Zahl von) Spe-
zies berechnet werden soll. Rechnet man das Quasispezies Modell nun mit explizitem Zerfall,
bei dem die X- und Y-Molekiile separat betrachtet werden, korrespondieren zu einer maxima-
len Teilchenzahl von n = 2 pro Parzelle gerade 6 verschiedene Zustinde, wie in Tabelle 3.1 zu
sehen. Entsprechend Abb. 3.7 ergibt sich im zwei-Spezies Modell die Anzahl unterschiedlicher
Zustinde aus Nz = w Eine allgemeine Beziehung zwischen der Anzahl benutzter
Spezies s, der maximalen Parzellenpopulation n und den dazugehorigen Zustinden Nz ergibt
sich aus folgender Uberlegung: Die Anzahl Ny ist dquivalent zu der Fragestellung, wieviele
Moglichkeiten es gibt, 0 bis n ununterscheidbare Teilchen auf s Kasten zu verteilen, bzw.
genau n ununterscheidbare Teilchen auf s + 1 Kasten zu verteilen (wobei der s + 1 Kasten
gerade der Spezies Leerstelle entspricht). Somit ergibt sich die Beziehung [41]

Ny = (8 JT“L ”) (3.38)

Die tatséchliche Aufstellung und Numerierung der Ny Zustinde ist dabei jedoch vollig belie-
big. Um der Verkniipfung der unterschiedlichen Spezies und den damit verbundenen Wahr-
scheinlichkeitsfliissen Rechnung zu tragen, wird die Master Gleichung in Matrizenform umge-
schrieben.

Da ein s Spezies System mit einer Population n pro Parzelle durch die Ny Zusténde, vergl.
Tabelle 3.1, eindeutig charakterisiert wird, kann ein zu diesen Zustédnden korrespondierender
Wahrscheinlichkeitsvektor P(t) eingefithrt werden. Sei P(kx,ky) = P(kx,ky)(t) die Wahr-
scheinlichkeit zum Zeitpunkt ¢ genau kx Molekiile der Sorte X und ky der Sorte Y auf einer
beliebigen Parzelle zu haben, so ergibt sich der Vektor P(t) fiir den speziellen Fall s = 2 und
n = 2 gemif Tabelle 3.1 zu

P(1) = (P(o,0),P<1,0),P<2,0),P<o,1>,P<1, 1), P(0, 2))T. (3.39)
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‘Zustand H kx ‘ ky ‘ n—kx —ky ‘

1 0 0 2
2 1 0 1
3 2 0 0
4 0 1 1
5 1 1 0
6 0 2 0

Tabelle 3.1: Darstellung der einzelnen Zustéinde im zwei Spezies Modell der Quasispezies mit explizitem
Zerfall. Von links nach rechts sind die Zustandsnummer (Vektorkomponente), die Anzahl von X, die
Anzahl von Y und die Gesamtzahl von Molekiilen pro Parzelle angegeben.

n-k-k n-k-k

(a)yn=2 (b)yn=3

Abbildung 3.7: Die Anzahl unterschiedlichen Zustéinde pro Parzelle definiert symbolisiert durch e in
Abhéngigkeit von der Parzellengréfie n. Die Achsen bezeichnen die Besetzungsvariablen kx, ky und
die Anzahl resultierender Leerstellen n — kx — ky. Fiir den Fall n = 2 ergeben sich 6 und fiir n = 3
gerade 10 unterschiedliche Zustande.

Die Zuordnung der Ubergangsraten Wik zu den entsprechenden Wahrscheinlichkeiten wird
mit Hilfe einer Matrix L = (L;;) erreicht, welche als

Lij = Lij = wij — i Zwk,j, (3.40)
k

geschrieben werden kann. Die Ubergangsraten wy, k', die sich auf den Zustandsraum bezie-
hen (k, k' € {0,...,Nz}), ergeben sich aus Kompositionen der fiir den Fall der Quasispezies
durch Gl. (3.32)-(3.37) gegebenen Raten, die als Index die tatséichlichen Populationsvariablen
tragen (z.B. kx,ky). In Anhang A.5 wird gezeigt, wie die Transformation fiir jede Kom-
ponente der Matrix L mit Hilfe der Zustandsnummerierung manifestiert werden kann. Eine
explizite Darstellung dieser Matrix ist schliellich fiir den gegebenen Fall der Quasispezies
im Anhang A.6 gegeben. Ist L definiert, ergibt sich entsprechend Gl. (2.5) fiir die Master
Gleichung die Beziehung

P(t) = LP(t). (3.41)

Im folgenden werden erneut die stationdren Zustinde behandelt, also solche bei denen P(t) =
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0 und somit P(¢) = P gilt und das durch Gl. (3.41) definierte Gleichungssystem homogen
wird.

Aus der Struktur der Matrix L konnen ohne genauere Kenntnis der Komponenten bereits
zwei wichtige Eigenschaften abgeleitet werden: Sie ist per Konstrukt gesamtwahrscheinlich-
keitserhaltend und damit singuldr, siehe Abschnitt A.4. Die Singularitéit erlaubt prinzipiell
eine Reduktion auf eine ((Nz — 1) x (Nz — 1)) Matrix. Allerdings wurde bisher die Forde-
rung, das die Summe der Wahrscheinlichkeiten gleich 1 ist, also ) . P;(t) = 1, noch nicht
explizit formuliert. Sie kann elegant in das Gleichungssystem eingebaut werden, wie in An-
hang A.7 gezeigt wird. Dabei ergibt sich eine Matrix L("), die von gleicher Ordnung ist wie
das urspriingliche L, und das Gleichungssystem

Nz
Sin=> LI P;. (3.42)
j

bestimmt. Gl. (3.42) kann mit den Standardmethoden der linearen Algebra gelost werden.
Der Losungsvektor P enthilt neben der Abhéngigkeit von den Parametern o, Q,m und D
auch noch die gemittelten Gréflen z und y. Die letzten beiden kénnen durch das Prinzip der
Selbstkonsistenz eliminiert werden. Dabei wird, wie bereits im Kapitel 2.1.6 beschrieben, die
Beziehung kx = k und ky = ( ausgenutzt, die sich aus der Geometrie des Simplex ergibt. Um
die Erwartungswerte x bzw. ¢ mit P zu verbinden, muf} die durch Gl (3.39) und Tabelle 3.1
definierte Transformation von kx und ky auf k riickgéingig gemacht werden. Dazu werden die
beiden Vektoren X und Y definiert, deren kte Komponenten die entsprechenden Werte der
kx bzw. ky enthalten. Gemif der in Tabelle 3.1 getroffenen Zuordnung erhilt man

T
X = (0,1,2,0,1,0) , (3.43)

T
Y= (0,0,0,1,1,2) . (3.44)

Mit diesen ist es nun moglich, das Prinzip der Selbstkonsistenz fiir die beiden Molekiilsorten
X und Y elegant zu formulieren, wobei sich fiir x und ¢

Ny

kx =k=Y XD, (3.45)
=1
Nz,

ky =¢ =) VP, (3.46)
=1

ergibt. Gl. (3.45) und Gl (3.46) definieren implizit alle Abhéngigkeiten der Parameter
Q, m,D,o und den Populationsgrélen x und ¢ und erlauben die Auflésung nach zwei un-
abhingigen Variablen. Allerdings kénnen die beiden Gleichungen noch generell reduziert wer-
den, was eine spitere Analyse und die explizite Auflésung nach einer der obigen Variablen
vereinfacht. Dabei wird der Umstand ausgenutzt, daf§ die P; als Losung von Gl. (3.42) in
der Form P; = p;/q; dargestellt werden kénnen, wobei p; und ¢; Polynome der impliziten
Parameter und der Populationsgréfien sind. Berechnet man den grofiten gemeinsamen Teiler
- das Polynom q - so sind die P; als P; = p./q darstellbar. Aus der normierten Gesamtwahr-
scheinlichkeit ergibt sich auBerdem die Beziehung Y, p} = ¢, so daB Gl. (3.45) und Gl. (3.46)
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als

Ny,
> (X - w)p; =0, (3.47)
=1
Nz

> i - O =0, (3.48)

=1

geschrieben werden kénnen, welche nur noch die reduzierten p) enthalten. Eine Koeffizienten-
analyse zeigt zudem, dafl es aus praktischer Sicht im allgemeinen sinnvoller ist, die beiden
Gleichungen

Nz
> (X — KYi)p; =0, (3.49)
=1

Ny,

S i-0pi =0, (3.50)

i=1

zu verwenden, die von nun an als Basisgleichungen fiir alle s = 2 Systeme benutzt werden
konnen und die es ermoglichen, zumindest prinzipiell nach einer impliziten Gréfle aufzultsen
und dabei eine weitere zu eliminieren, z.B. nach dem Qualititsfaktor ), der nicht mehr von
der Populationsvariablen ¢ abhingig ist. Es zeigt sich, dafl gerade diese Aufgabe je nach Be-
schaffenheit der zu untersuchenden Reaktionen durchaus problematisch sein kann, da auch
Polynome mit héherem Grad als 5 entstehen konnen, die nicht mehr explizit auflésbar sind.
Eine frithe Faktorisierung der beiden Gleichungen (3.49) und (3.50) und die Abtrennung
nichtphysikalischer Lésungen kann jedoch die Komplexitéit stark reduzieren und eine analyti-
sche Behandlung im Allgemeinen erméglichen. Im vorliegenden Fall der Quasispezies sind die
Selbstkonsitenzgleichungen jedoch linear in ), was eine straight-forward Evaluierung erlaubt.

3.3.3 Kiritische Migrationsraten

Wie schon in den vorherigen Kapiteln soll die Stabilitdt des Quasispezies Systems untersucht
werden, wobei sich nun der Einfluf} des expliziten Zerfalls zeigen wird. Die interessante Kenn-
grofe ist dabei wieder der Qualitéitsfaktor Q(k, m, D) und insbesondere die kritische Qualitét,
die wiederum durch die Forderung x — 0 definiert werden kann, Q.(m, D) = Q(k — 0,m, D).

Ausgehend von den Selbstkonsistenzgleichungen (3.49) und (3.50) ergibt sich nach Um-
formungen die Beziehung

(2(D +m) +0)((1 + D)(D +m) + |D? + Dm — m)|)

D) =
Qc(m, D) (D +2D?% + 6Dm + 2m(1 + 2m))o ’

(3.51)

was die kritische Gesamtmutationsrate definiert, an der die schnellen Selbstreplikatoren X
aufgrund der hohen Replikationsfehlern nicht mehr stabilisierbar sind und wegen des Zerfalls
und der fehlenden Riickmutation vollstindig aus dem System entfernt werden. Auffallend
ist die Prisenz eines Betragsterms, |D? + Dm — m/|. Er hebt einen von der Zerfallsrate D
abhingigen Migrationswert mo hervor, bei dem D? + Dmy — my = 0 wird,

D2
1-D°

mo = (3.52)
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Fiir Migrationsraten kleiner als mg, m < ma, ist der Term D? + Dm — m positiv, so daB sich

Gl (3.51) mit Q%" (m, D) = Qc(m < ma, D) zu

D(2(D +m) + o)
(D +2m)o

QM (m, D) = (3.53)

vereinfacht. Entsprechendes gilt fiir m > mo. Hier ergibt sich mit QEQ) (m,D) = Qc(m >
ma, D) die Vereinfachung

2(D+m)+o
o(14+2(D+m))”

Die kritischen Fehlerraten Rgl)(m, D) und R (m, D) sind iiber RrY (m,D)=1-— @ (m, D)
definiert,

QP (m,D) =

(3.54)

2(om — Dm — D?)
(D +2m)o
_ 2(D+m)(o—1)

R (m, D) = 1+2(D+m)o’ (3.56)

R (m, D) = (3.55)

In Gl (3.55) fillt der Term om — Dm — D? auf. Dieser definiert eine weitere kritische

Migrationsrate m1, fiir die om; — Dmq — D?=0 gilt, womit sich
D2

oc—D

my = (3.57)

ergibt. Fiir alle m < my wird RV (m, D) negativ, was physikalisch nicht sinnvoll ist und

den vollstindigen Zerfall der Population in diesem Bereich bedeutet. In dem Fall ist die
Bestimmung einer kritischen Fehlerrate R.(m < mq, D) nicht moglich. Sie kann stetig auf
Null gesetzt werden,

RO (m,D) =0, (3.58)

wobei die Abkiirzung B (m, D) = 1 — QY (m < m1, D) verwendet wurde. Die vollstindige
Interpretation der kritischen Migrationsraten wird im Kapitel 3.3.4 gegeben. Da o > 1 ist
gilt die Beziehung m; < mg, so daf} die kritischen Migrationsraten drei aufeinanderfolgende
Bereiche definieren, wie in Abb. 3.8 zu sehen. Die kritische Migrationsrate mo, definiert in
Gl. (3.57), ist nur fiir D < 1 - also bei einer Zerfallsrate die kleiner als die Replikationsrate der
Y -Sequenzen ist - positiv und somit physikalisch sinnvoll. Fiir D — 1 konvergiert m; — oo,
so daf fiir Zerfallsraten nahe eins der Verlauf der kritischen Fehlerrate ausschliefilich durch
RY (m, D) bestimmt wird. Abb. 3.9 zeigt die Abhéngigkeit Re(m, D) von der Migrationsrate
fiir unterschiedliche D und belegt die Behauptung.

Am Migrationspunkt mo weist die Kurve der kritischen Fehlerrate einen signifikanten
Knick auf. Um dies zu verdeutlichen, wurden in den Abbildungen zusétzlichen die analytischen
Fortsetzungen miteingezeichnet (unterbrochene Kurven). Im Limes m — oo, also m > meo,
konvergiert Gl. (3.56) gegen den Wert der homogenen Quasispezies R = 1 —1/0, verdeutlicht
durch die horizontale Linie. Fiir den Fall von Zerfallsraten 1 < D < ¢ bestimmt m; die
unterste Migrationsrate, bei der das System bei einem gegebenen D existieren kann. Fir
D ~ ¢ wird m; - dhnlich zu mo im obigen Fall - beliebig grof8. Dies bedeutet, dafl nur fiir sehr
hohe Migrationsraten die Population stabilisiert werden kann (siehe zur Interpretation von
mq auch Kap. 3.3.4). Ubersteigt D den Wert von o, zerfallen also die Sequenzen hiufiger als
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-
L

R(m<m,) - R(m<m<m,) ©  R(m<m)

=RO(m) =R()

my m,

Abbildung 3.8: Einteilung der drei unterschiedlichen Bereiche, die durch die kritischen Migrationsraten
my und my definiert werden. Zur Verdeutlichung ist zusétzlich schematisch die kritische Fehlerrate
aufgetragen.

die Schnellsten sich replizieren kénnen, kann keinerlei Information erhalten werden. Fiir 1 <
D < o kann die kritische Fehlerrate im Limes unendlicher Diffusion durch Gl. (3.51) bestimmt
werden. Wie im homogenen Fall, siehe Kapitel A.8, ergibt sich fiir Q.(D) = Q.(m — o0, D)

{1/0 :D<1

Qc(D) = (3-59)

D/o :D>1

Abb. 3.11 zeigt die analytischen Resultate fiir D = 1, D = 2 und D = 5. Um eine Bestéitigung
fiir die Korrektheit der gezeigten Ergebnisse zu erlangen, wurde mit Hilfe der in Kap. 2.2
besprochenen Simulationsmethode, die Analyse verifiziert. Abb. 3.12 zeigt den Vergleich der
analytischen Ergebnisse mit den Daten der numerischen Simulation fiir den Fall D = 0.1 und
D = 0.5. Es zeigt sich eine hervorragende Ubereinstimmung, die sowohl die Vorhersage der
beiden kritischen Migrationsraten mq, mo als auch das Verhalten fiir sehr hohe Diffusionsraten
bestéatigt.

SchlieBlich stellt sich die Frage, ob die qualitative Ubereinstimmung, die die beiden unter-
suchten Quasispezies Modelle im Zusammenhang mit der reduzierten Stabilitit in rdumlich
aufgelosten Medien zeigen, auch quantitativ aufeinander abgebildet werden kénnen. So sollte
das Modell mit explizitem Zerfall im Limes D — 0 auf das Uberschreibungsmodell iibergehen.
Setzt man in Gl. (3.51) D = 0, ergibt sich

o+2m

Qc.(m,D —0) = m.

(3.60)
Dies unterscheidet sich durch Gl (3.24) nur durch den Faktor 2 vor den Migrationsraten m
und ist erkldrbar wie folgt: Fiir den Fall D — 0 kann - wie beim Modell der Uberschreibung
- von vollstindig belegten Parzellen ausgegangen werden. Im Fall n = 2 gibt es dann nur 2
Konfigurationen, bei denen eine Reaktion den Zustand einer Parzelle tatséchlich dndert, diese

sind {X, X'} mit X — X+Y und {X, Y’} mit den Ubergiingen X — X+Y bzw.Y — Y4V Ist
bei der Uberschreibungsvariante immer eine Reaktion méglich, so mufl bei der Modellierung
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des expliziten Zerfalls erst ein Molekiil zersetzt werden um Platz fiir ein Reaktionsprodukt zu
schaffen. Dabei wird im Zustand {X, X} eines der X entfernt, womit die Konzentration und
somit die Reaktionsrate auf die Hilfte reduziert wird. Im Fall {X,Y} gilt d&hnliches, wobei
jeder der beiden Prozesse ebenfalls nur mit der halben Wahrscheinlichkeit stattfinden wird.
Das bedeutet, dafl die effektiven Replikationsraten im Vergleich zum Quasispezies Modell
ohne Zerfall immer um die Hélfte reduziert sind, beziechungsweise, daf3 die Diffusion um den
Faktor 2 erhoht ist.

3.3.4 Charakterisierung der m; und m, Ubergiinge

Die beiden kritischen Migrationsraten m; = D?/(0 — D) und mo = D?/(1 — D) beinhalten
jeweils die Replikationsrate der X-Sequenzen, o, und der Y-Sequenzen, 1. Dies 146t vermu-
ten, dafl das Verhalten der kritischen Fehlerrate an den gegebenen Migrationsstellen durch
die Existenz bzw. nicht-Existenz der X- und Y-Sequenzen bestimmt wird. Aus diesem Grund
sollen im folgenden die mittleren Populationsvariablen in Abhéngigkeit der Diffusion unter-
sucht werden. Ausgehend von den Selbstkonsistenzgleichungen (3.49) und Gl. (3.50) kénnen
k = k(m) und ¢ = ((m) explizit berechnet werden.

An der Stelle mo weist die kritische Fehlerrate eine Knickstelle auf, so dal die erste
Ableitung OR.(m,D)/0m an der Stelle m = mg unstetig ist. Die Frage nach der Ursache
fiir dieses kritische Phinomen kann durch die Analyse von { beantwortet werden. Berechnet
man die Y-Population, ¢(Q, m), an der Stelle maq, zeigt sich, daf§ diese fiir den Fall fehlerfreier
Replikation, () = 1, verschwindet. Dies wiederum bedeutet, dafl ohne den Zufluf} der schnellen
jedoch fehlerhaft replizierenden X, die Replikationsrate der Y nicht ausreichend wire, um
gegen den Druck des Zerfalls bei geringen Migrationsraten zu bestehen. Da fiir @ < Q. die
Konzentration der X per Definition gegen Null geht und somit der Zuflu§ zu der Y -Population
versiegt, ist zu erwarten, daf fiir fir m < meo in dieser Stabilitdtsregion die Y-Population
aussterben sollte. Setzt man die kritischen Fehlerrate Q.(m) - definiert durch Gl. (3.51) - in
¢(Q,m) ein, was sich zu

0 1m < mo

: 3.61
2-2D —2D?/m :m > my (3.61)

C(Qc,m) = {
vereinfacht und entwickelt den Term 2 — 2D — 2D?/m um die Stelle mg, so erhiilt man
é.(QCam) = 2(1 - D)Q(m - m?)/Da also

¢(Qc,m) o< (m — my), fiirm 2 mo, (3.62)

was die Behauptung bestitigt. Es belegt ferner, dafl die mittlere Anzahl der Y-Sequenzen in
der Nihe der kritischen Migrationsrate 2 mg und fiir Q = @, proportional zu (m —my) redu-
ziert werden. Wird diese Schwelle unterschritten, werden die langsam replizierenden Molekiile
aufgrund des Zerfalls und des fehlenden Mutationszuflu} vollstindig aus dem System entfernt.
Fiir Migrationsraten, die deutlich grofler als mo sind, konvergiert {(m > mg) — 2(1 — D).
Diese Analyse erklirt den knickformigen Verlauf der R. Kurve an der Stelle m = mgo. In
Anlehnung an die thermischen, kritischen Phéinomene kann dieser Ubergang auch als Pha-
seniibergang zweiter Ordnung (allerdings im nicht-thermodynamischen Gleichgewicht) ange-
sehen werden.

Fiir die folgende Interpretation der Migrationsrate m; ist es sinnvoll, daf} Verhalten der Po-
pulationsgrofie x(m) fiir Replikationsqualititen @ > Q. zu studieren, da k(Q.,m) defini-
tionsgemdf Null fiir alle m ist und die Analyse erschwert. Dazu sollen die Nullstellen von
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k(m', Q) = 0 fiir beliebiges @ hergeleitet werden. Eine einfache Rechnung ergibt die einzige
physikalische Nullstelle bei
D(2D+0(1-Q))
e } 3.63

™ 2(Qo — D) (3.63)
Die Diffusionsrate m' gibt in Abhiingigkeit von der Fehlerrate @ die Stelle an, an der die
Population des Wildtyps aussterben wird. Fiir () = 1, also Replikationen ohne Fehler, wird
Gl. (3.63) demnach die kleinste mogliche Migrationsrate definieren, bei der sich die Population
gerade noch erhalten kann. In diesem Fall wird m' zu

D2
!
- .64
m=-—27 (3.64)

also gerade zu der bekannten kritischen Migrationsrate mq. Es zeigt sich ferner, dafl an der
Stelle m; auch der Wert ((m) Null wird. Somit stellt m; eine auf dem Simplex universelle
und von der Mutationsrate unabhingige Grofle dar, die als unterste Migrationsschranke an-
gesehen werden kann, bei der Selbstreplikatoren iiberleben kénnen. Der Wert mo hingegen
beschreibt die unterste Migrationsschranke, bei der beim Uberschreiten der Fehlerschwelle die
X-Population vollstindig in die Y-Population iibergeht, was der eigentlichen Definition der
Fehlerschwelle entspricht. Unterhalb dieser Schranke, tritt beim Uberschreiten dieser Grenze
nur noch eine vollstindige Extinktion ein. Abb. 3.10 zeigt schematisch die unterschiedlichen
Bereiche.

3.3.5 Der Einfluf} expliziten Zerfalls

Der Einflul des expliziten Zerfall zeigt qualitativ keine Verdnderung der kritischen Fehlerrate
als Funktion der Migration fiir die nicht-wechselwirkenden Selbstreplikatoren. Der durchweg
negative Einflul auf die Stabilitdt der Information - gespeichert in den Wildtypsequenzen
- bleibt auch in der biologisch relevanten Modellierung weiterhin bestehen. Allerdings erge-
ben sich mit der Einfithrung des Zerfalls einige Unterschiede zum vereinfachten Quasispezies
System mit Uberschreibung. Zum einen gibt es eine minimale Migrationsrate m;, bei der
unabhéngig jeglicher Mutation alle Sequenzen ausgel6scht werden und somit keinerlei Infor-
mation gespeichert bzw. verarbeitet werden kann. Diese Rate definiert auch die Stelle, bei der
die kritische Fehlerrate exakt Null wird, im Gegensatz zu dem Modell der Uberschreibung,
wo R. auch fiir kleine Migrationsraten der x-Achse zwar beliebig nah kommt, aber dennoch
ungleich Null bleibt. Zum anderen konnte eine weitere kritische Migrationsrate mo evaluiert
werden, bei der die erste Ableitung von R, in m unstetig wird. Es konnte gezeigt werden, daf
dieses Phinomen mit dem Zerfall aller Y-Sequenzen in dem System fiir m < mgy zu verstehen
ist und die Knickstelle erklirt. Sie stellt im Hinblick auf die Definition der Fehlerschwelle die
unterste Schranke dar, bei der beim Uberschreiten dieser Schwelle die X-Population aufgrund
der hohen Mutationswahrscheinlichkeit vollstéindig in die Y-Population iibergeht. Fiir Migra-
tionsraten kleiner als mo wiirde dieser Ubergang zur vollstindigen Extinktion des gesamten
Systems fiithren.

Um die Verbindung zum vereinfachten Modell mit Uberschreibung zu gewéhrleisten, konn-
te schlielich noch gezeigt werden, da im Grenzwert D — 0 beide Modelle auch quantitativ
die gleichen Ergebnisse liefern (bis auf eine triviale Skalierung der Migrationsrate).

Die Resistenz von Selbstreplikatorpopulationen gegeniiber Mutationen in homogenen
Strukturen fillt deutlich in metrischen Rdumen ab, offenbar fast unabhingig von der gegebe-
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nen Dimension. Auch eine moderate VergroBlerung der Parzellen - die eine leichte Erhéhung
der Stabilitdt mit sich bringt - &ndert nichts an der prinzipiellen Destabilisierung.

SchluBfolgernd kann aus den beiden Untersuchungen zum Quasispezies System die Er-
kenntnis gewonnen werden, daf sich der Effekt rdumlicher Strukturen durchweg negativ auf
die Informationserhaltung und -verarbeitung beziiglich einer ausgezeichneten Sequenz aus-
wirkt. Die tolerierbaren Mutationen sind im Vergleich zu den bisher aus dem homogenen
Modell bekannten Werten deutlich reduziert.

In den folgenden Kapiteln wird untersucht, wie sich wechselwirkende Systeme in raumli-
chen Umgebungen verhalten. Es wird sich herausstellen, daf§ die Einbettung in den Raum fiir
diese Systeme in gewissen Bereichen eine stabilisierende Wirkung haben.
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Abbildung 3.9: Die Graphen zeigen das Verhalten von R.(m) fiir unterschiedliche Zerfallsraten 0 <
D < 1. Zudem sind die kritischen Migrationsraten m; und ms (linke bzw. rechte vertikale Linie), die
analytischen Fortsetzungen von R.(m) an der Stelle m = mo (unterbrochene Kurve) und der Limes
der homogenen Quasispezies (horizontale Linie) eingezeichnet.
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RC
A
reine Y-
Population
vollsténdige
Extinktion
Misch—X/Y~-
/K Population -—m
m, m,

Abbildung 3.10: Die Graphik zeigt die Population in den drei durch m; und my definierten Bereiche
ober- und unterhalb der kritischen Fehlerschwelle. Unterhalb der Kurve (schraffierter Bereich) sind
beide Populationen X und Y vorhanden. Oberhalb der Schwelle fiir m > mgy nur die Y-Population
stabilisiert werden. Alle {ibrigen Bereiche sind durch die vollstéindige Extinktion gekennzeichnet,
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Abbildung 3.11: Die Graphen zeigen das Verhalten der kritischen Fehlerrate als Funktion der Mi-
grationsrate fiir die hohen Zerfallsraten D = 1,2 und 5 (von links nach rechts). Zusétzlich sind die
jeweiligen Limites aus der homogenen Theorie (horizontale Linien) und die kritische Migrationsrate
my eingezeichnet.
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Abbildung 3.12: Die Graphen vergleichen die numerischen Ergebnisse der Simulation und die der
Analyse von R.(m) fir D = 0.1 (a) und D = 0.5 (b), wobei sich sehr gute Ubereinstimmung zeigt, die
auch die Existenz der kritischen Migrationsraten (vertikale Linien) bestétigt.
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Kapitel 4

Kooperierende Katalysatoren

4.1 Katalytisches Modell ohne Erkennung

Mit Hilfe des Simplex Ansatzes wird ein Modell von katalytischen Altruisten untersucht, das
im homogenen Fall keinerlei Resistenz gegeniiber Mutationen zeigt aber durch die Einbettung
in den Raum stabilisiert werden kann.

4.1.1 Modell altruistischer Katalysatoren

Das bisher untersuchte Modell der Quasispezies reagierte auf die Einbettung in eine rdumli-
che Umgebung mit einer deutlichen Reduktion der Fehlerschwelle, also mit einem Verlust an
Stabilitit gegeniiber dem Informationsverlust durch Mutation. Der einzelne Selbstreplikator
zeichnet sich vor allem dadurch aus, daf} er kaum von seiner direkten Umgebung abhingig ist.
Im Fall der Uberschreibung kann er zwar von einem benachbarten Molekiil eliminiert werden
und im Modell mit Zerfall gilt es, die Ressource Leerstelle schneller als andere Molekiile zu
okkupieren, jedoch bedingt die aktuelle Umgebung eines Molekiils nicht dessen Replikations-
effektivitit. Bei den Selbstreplikatoren gibt es keinerlei Moglichkeit der direkten Interaktion
oder des Informationsaustauschs mit seiner Umgebung. Betrachtet man sich jedoch biolo-
gische Prozesse so stellt man fest, daf} diese im allgemeinen wechselwirkende Systeme sind,
vor allem, wenn man sich auf immer kleinere Grofenskalen begibt, bei denen die Vereinfa-
chung der Selbstreplikation nicht mehr mdoglich ist. Auch im Hinblick auf hoch komplexe und
adaptive Systeme macht es keinen Sinn, die vollstindige Funktionalitit - die ein einzelner
Selbstreplikator haben muf} - in jedes Teilsystem zu integrieren, da der Kodierungsaufwand
und der Overhead beliebig grofi wiirden. Nur das Wechselspiel von Spezialisten und die Ver-
teilung von Aufgaben auf unterschiedliche Subsysteme erméglicht auf Dauer die notwendige,
ressourcenschonende Effizienz und damit die Sicherung der Gesamtfunktionalitdt. Dabei muf,
um eine universellen Anwendung zu sichern, die Distribution der Ressourcen selbstorganisiert
gesteuert werden; also ohne iibergeordnete Steuerungsmechanismen.

Wie zu Beginn dieser Arbeit gezeigt, unterliegen solche wechselwirkende Systeme immer
dem Problem der Parasiten, deren globale Ausbreitung verhindert werden muf. Im Hinblick
auf die ersten Momente der Evolution, als auch aus ganz allgemeiner Sicht, ist dabei vor
allem das Verhalten des einfachsten katalytischen Systems interessant, das vollkommen ohne
die Fahigkeit der Selbstreplikation auskommen und in einem mdglichst allgemeinen Kon-
text stabilisierbar sein muf}. Nur unter diesen Voraussetzungen kann das Minimalsystem als
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Grundstufe fiir weitere evolutiondre Anderungen angesehen werden.

Im folgenden soll gezeigt werden, wie das einfachste aller denkbaren, wechselwirkenden
Systeme, dafl die Grundlage fiir alle komplexeren, interagierenden Modelle ist, allein durch
die Einbettung in den Raum - also ohne die Notwendigkeit von globalen rdumlichen Mustern
- stabilisiert werden kann und sich damit vollkommen anders verhéilt, als es die homogene
Prognose postuliert. Dabei bedarf es in der einfachen Form keinerlei - weder starken noch
schwachen - Kopplungen wie im Hyperzyklus Modell oder den autokatalytischen Netzwer-
ken [60]. Es ist ferner vollig frei von artifiziellen Annahmen, die eine Stabilisierung fordern
wiirden und bleibt vollstindig evolvierbar. Fiir weitere technische Details und Informationen
siehe auch [61].

4.1.2 Reduzierung der Funktionen

Die Vielzahl moglicher Funktionen, die in allgemeinen molekularbiologischen Systemen vor-
liegen konnen, wird auf die fundamental wichtige Operation reduziert, die fiir die Aufrecht-
erhaltung eines biomolekularen Systems notwendig ist: Die Fihigkeit der Replikation. Dieses
Funktional, das Replikase-Molekiil, soll in Anlehnung an die vorherigen Kapitel wieder mit X
bezeichnet werden. Es hat die Fahigkeit, andere Molekiile mit einer bestimmten Rate zu re-
plizieren. Dabei soll es in der einfachsten Form keine Md&glichkeit haben, die zu replizierenden
Molekiile anhand ihrer Sequenzen zu erkennen. Somit wird jedes Molekiil, welches mit dem
Altruisten X wechselwirkt, vervielfaltigt, vollig unabhéngig von der Art des Molekiils. Dem
gegeniiber zerfallen die Molekiile mit einer gewissen Rate, wobei bei diesem Prozefl Platz
fiir neue Sequenzen geschaffen wird. Es wird sich in den weiteren Analysen herausstellen,
dafl der explizite Zerfall fiir kooperativen Systeme deutlich wichtiger sein wird, als bei den
Selbstreplikatoren.

Um die Vergleichbarkeit mit diesen zu gewihrleisten und aus Griinden der Vereinfachung
wird die Fahigkeit zur Replikation erneut durch die single-peaked Swetina-Schuster Land-
schaft beschrieben. In diesem Fall ist der Begriff einer FitneBlandschaft irrefithrend, da das
einzelne Molekiil nicht direkt von seiner Fihigkeit andere zu replizieren profitieren kann.
Im Gegensatz zum Quasispezies Modell diskriminiert die Landschaft die Sequenzen nicht in
zwei Gruppen unterschiedlich ausgeprigter Funktionalitit, sondern streng in funktionell und
nicht-funktionell, also eine ausgewé#hlte Sequenz - die Replikatorspezies X - im Pool vollig
katalytisch inaktiver aber parasitirer Sequenzen - zusammenfassend wieder mit Y bezeichnet.
Es gilt fiir die katalytische Replikationsrate A9 = 1, sonst A;.¢ = 0. Der gesamte Sequenzraum
soll erneut als so grol angesehen werden, dafl Riickmutationen zur Mastersequenz problemlos
vernachlissigt werden konnen.

Das System muf} folglich die Aufgabe bewiltigen, unter dem Druck von Mutationen und
des Zerfalls, die katalytische Sequenz zu jedem Zeitpunkt zu stabilisieren. Dies kann nur dann
gewihrleistet werden, wenn die altruistischen, funktionellen Elemente kooperieren und sich
somit einen - wenngleich minimalen - Vorteil gegeniiber den parasitdren und funktionslosen
Sequenzen sichern.

Zusammenfassend kénnen die Reaktionen des katalytischen Modells wie folgt dargestellt
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werden:

X+X+0 —%5 X+X+X,

X+x+0 79 X +X+Y,

X+Y+0 —— X+Y+Y,

(x,vy —2- 0.

Das fiithrt zu den Differentialgleichungen

i=Qz*’(1 —z —y) — Dz, (4.1)
§=(1-Q)z’(l -z —y) +zy(l —z—y)— Dy.
In Anhang A.9 wird gezeigt, dal das homogene Kooperationsmodell, also ohne rdumliche

Auflésung, fiir @) < 1 nicht stabilisierbar ist. Es wird sich zeigen, daf§ die alleinige Einfiihrung
raumlicher Struktur das Verhalten strikt dndert.

4.1.3 Zustinde und Raten

Um den Aspekt der rdumlichen Auflésung tatsichlich zu integrieren, wird das verallgemeinerte
PRESS System benutzt, das in Kapitel 3.3.2 beschrieben wird. Wie schon in den vorherigen
Kapiteln, miissen dazu die Gl. (4.1) und Gl. (4.2) in die entsprechenden Ratengleichungen
transformiert werden, was fiir die Anderung von kx (bei konstantem ky-)

kX n—kx—ky EX n—kx—ky
+m— —

kx
= —_ . 4.
Whx fx +1 Qn n—1 n—2 n n ’ (4.3)
k}X n — EX — ]z,‘y kX
Wy kx—1 = D? + m—— (4.4)
und fiir die Anderung von ky (bei konstanten ky) gemi GI. (3.31)
. kX kX n — k)X — ky
ka,ky-l-l_(l Q)?'n_l' n_9
k k —kx —k k —kx —k
X Y RTOXDIY BT (4.5)
n n—q n— 2 n n
ky n— EX — IEY ky
Why g1 = DY PR Y (4:6)
ergibt. Und fiir die gleichzeitige Verdnderung beider Populationsgréfien
kx ky
Whx ox + Ly hy =1 = M= = (4.7)
ky k
Wk kx—1,ky ky+1 = m_Y * % (48)

wie schon in den beschriebenen Kapiteln bezeichnet kx und ky wieder die Anzahl der X-
und Y-Molekiile pro Parzelle und kx bzw. ky die entsprechenden Zahlen gemittelt iiber das
vollstandige System. Die wechselwirkende, bi-molekulare Natur der Reaktionen bedingt eine
kleinste Gesamtpopulation von n = 3 pro Parzelle. Mit den zwei Spezies X und Y ergibt sich
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fiir s = 2 nach Gl. (3.38) genau Nz = 10 unterschiedliche Zustéinde, die fiir einen speziellen
Fall in Tabelle 4.1 zu sehen sind und den Vektor

P(t) = (P(0,0),P(l,()),P(2,0),P(3,0),P(O, 1),
P(1,1),P(2,1),P(0,2),P(1,2), P(0, 3))T (4.9)

definieren, wobei die einzelnen Komponenten des Vektors P(¢) die Wahrscheinlichkeit
P(kx,ky) angeben, genau kx und ky Molekiile vom Typ X bzw. Y auf einer Parzelle zu
finden. Mit diesen Zuordnungen ist es nun méglich, laut Anhang A.5 zuerst die Matrix L (ei-
ne explizite Darstellung ist in Anhang A.6 gegeben) und darauf folgend gemafi Anhang A.10
die Matrix L(), mit der fiir den stationiren Fall die Gleichung

Nz
by =Y L)'P; (3.42)

J

erneut zu 16sen ist. Die P; definieren iiber die Bedingung FP; = % erneut die reduzierten
Komponenten p; mit denen die Selbstkonsistenzgleichungen als

Nz
Z(C?fi — £Yi)p; =0, (3.49)
=1

Nz

> i = Qpi =0, (3.50)

=1

geschrieben werden konnen und die fundamentalen Beziehungen darstellen, mit deren Hilfe
nach den einzelnen Variablen aufgelost werden kann. Die Vektoren X und Y sind wieder fiir
die Riicktransformation auf die einzelnen Zustinde notwendig und lesen sich gemifl der in
Tabelle 4.1 gemachten Konvention als

T
X = (0,1,2,3,0,1,2,0,1,0) , (4.10)

T
Y= (0,0,0,0,1,1,1,2,2,3) . (4.11)

Es zeigt sich, daB} es bei der Benutzung des PRESS Modells fiir das kooperative System formal
keinen Unterschied zu den Quasispezies mit Zerfall gibt. Allerdings mufl betont werden, dafl
die Komplexitit der Gleichungen mit der Anzahl der Zustdnde Nz deutlich zunimmt und sich
die expliziten Losungen der Selbstkonsistenzgleichungen entsprechend schwieriger gestalten.

4.1.4 Nichtlineare Dynamik

Bevor auf die Stabilisierung des Systems und damit auf die Behandlung der kritischen Fehler-
raten eingegangen wird, soll auf einige Besonderheiten im Vergleich zum Quasispezies Modell
aufmerksam gemacht werden. Diese Unterschiede sind die Folge der nicht-linearen Reaktions-
kinetik. Sind die Erzeugungs- und Zerfallsraten im Quasispezies Modell beide linear in den
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‘Zustand H kx ‘ ky ‘ n—kx —ky ‘

1 0 0 3
2 1 0 2
3 2 0 1
4 3 0 0
5 0 1 2
6 1 1 1
7 2 1 0
8 0 2 1
9 1 2 0
10 0 3 0

Tabelle 4.1: Darstellung der einzelnen Zustinde im zwei Spezies Modell des einfachen katalytischen
Modells mit explizitem Zerfall. Von links nach rechts sind die Zustandsnummer (Vektorkomponente),
die Anzahl von X, die Anzahl von Y und die Anzahl von Leerstellen pro Parzelle angegeben.

relativen Molekiilpopulationen (abgesehen vom Term der Ressourcenbeschrinkung), so wird
die Dynamik im Fall der Wechselwirkung durch das Zusammenspiel von quadratischer (Erzeu-
gung) und linearer (Zerfall) Abhéngigkeit geprigt. Das hat zur Folge, da§ kritische Konzen-
trationen vorhanden sein kénnen, unterhalb denen keine Stabilisierung méglich ist. Anhand
des homogenen Spezialfalles soll dies demonstriert werden: Sei die Erzeugung proportional zu
z? und der Zerfall eine lineare Funktion, Dz, so kénnte ein entsprechendes System nicht un-
terhalb der kritischen Konzentration z. = D stabilisiert werden, wie eine einfache Rechnung
zeigt. Die Schlufifolgerung angewandt auf das vorliegende System bedeutet, dafl die bisherige
Definition Q. = Q(x — 0) nicht giiltig ist. Jede Berechnung von Q. mufi demnach den Aspekt
der Stabilitéit beriicksichtigen, d.h. auch, wie sich die Losungen des einfachen kooperativen
Modells in der Gegenwart von Pertubationen auf die Besetzungswahrscheinlichkeiten und den
damit verbundenen Populationsvariablen x und ¢ verhalten.

Um die Methoden der linearen Stabilitdtsanalyse fiir die Klasse der PRESS Modelle an-
wenden zu kénnen, mufl die Dynamik bestimmende Matrix L transformiert werden, da zur
Bestimmung der Stabilitdt von Losungen homogener Gleichungsystemen, also solche der Art

P=LP, (4.12)

prinzipiell die Charakteristiken der Eigenwerten der (Nz x Nz) Matrix L mit Hilfe der Deter-
minanten zu berechnen sind, die Matrizen aber in den hier besprochenen Féllen singulér sind.
Daher werden diese auf eine nicht-singulire ((Nz — 1) x (Nz — 1)) Matrix reduziert, wobei die
homogene Form des Gleichungssystems beibehalten wird.

Das Ergebnis dieser Matrixtransformation soll fortan mit R bezeichnet werden. In An-
hang A.10 wird explizit und allgemein gezeigt, wie dies fiir die wahrscheinlichkeitserhaltenden
L Matrizen funktioniert. Zu beachten ist, dal auch die entsprechenden Vektoren P um ei-
ne Dimension reduziert werden. Die eliminierte Komponente P;, die den Vakuumzustand
représentiert, wird aus den restlichen Komponenten iiber die Beziehung P; = 1 — ZZN;] P;
berechnet. In der gemifl Tabelle 4.1 getroffenen Konvention ist j = 1.

Eine Einfithrung in die lineare Stabilitédtsanalyse und die entsprechenden Umwandlungen
auf die Variablen des PRESS Modells ist in Anhang A.11 gegeben. Wie bereits gesagt, erlaubt
die Komplexitit des Kooperationsmodells keine direkte analytische Nutzung dieser Ergebnis-
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se. Allerdings kann die im Anhang A.10 hergeleitete Matrix R, die die Zeitentwicklung der
Belegungswahrscheinlichkeiten in homogener Form présentiert,

P = RP, (4.13)

benutzt werden, um die zeitabhingigen Losungen P(t) bzw. die Eigenwerte numerisch zu
berechnen. Dazu mufl R aber noch insofern umgeéindert werden, daf§ alle Matrixterme, die
explizit x oder { enthalten mit Hilfe der Selbstkonsistenzgleichungen durch die entsprechende
Linearkombination der Wahrscheinlichkeitskomponenten substituiert werden. Dies transfor-
miert R(k,() zu R(P) und erzeugt die quadratische Abhéngigkeit der Gl. (4.13) von P.

Wie die weiterfithrenden Berechnungen der Stabilitdtsanalyse im einzelnen aussehen, wird
ebenfalls in Anhang A.11 gezeigt.

4.1.5 Stabilisierung von Kooperation

Bevor auf eine Analyse der kritischen Fehlerrate eingegangen wird, sollen die Populations-
zahlen vorgestellt werden, die sich unter dem Druck von Mutation auf dem Simplex ergeben.
Der linke Teil von Abbildung 4.1 zeigt die stationdren Losungen, fiir den Fall Q = 0.999 und
@ = 0.99 und fiir die angegebenen Zerfallsraten.

Zu erkennen sind Populationszahlen ungleich Null der X- und somit auch Y-Molekiile
bei Q < 1. Es fillt auf, daf§ dies jedoch immer nur fiir Migrationsbereiche moglich sind. Die
Startwerte dieser Bereiche sollen mit m, und die Endwerte mit m;, bezeichnet werden. Sie
sind aufgrund der Komplexitit der Gleichungen nicht mehr vollstindig analytisch 16sbar. Die
speziellen Reaktionen des Kooperationsmodells erlauben keine Existenz der Y-Molekiile ohne
die Gegenwart der katalytischen X-Sequenzen, so dafy der Bereich, in dem ¢ > 0 ist, ebenfalls
durch m, und my} definiert wird. Auffallend ist, daB die absolute Hohe der X-Population
fiir die untersuchten Zerfallsraten nahezu konstant bleibt, bis schlielich bei D ~ 1072 ein
deutlicher Einbruch stattfindet. Wie bereits erwihnt, stellen die beiden linken Graphen aus
Abbildung 4.1 die stationdren Lésungen dar, die ohne Beachtung der Stabilitit berechnet
wurden. Wird diese als weiteres Kriterium hinzugezogen - was unter Beachtung der Eigen-
werte geschieht - so reduzieren sich die vorherigen Bereiche auf die der asymptotisch stabilen
Zusténde, die die rechten Graphen von Abb. 4.1 beschreiben. Die Zustinde liegen nun zwi-
schen m, und m., wobei fiir alle Parameterwerte m, < m. < my, gilt. Sie sind dadurch gekenn-
zeichnet, daB ,kleine* Stérungen, welche das System aus ihrer Gleichgewichtslage bringen, im
Laufe der Zeit kompensiert werden kénnen, so daf§ fiir ¢ — oo der Gleichgewichtszustand
wieder eingenommen wird. Wie die Zustinde jenseits von m. zu charakterisieren sind, wird
in Kapitel 4.1.6 behandelt.

Die Stabilisierung der X-Population bedeutet, dal prinzipiell eine Population von nicht-
perfekt kopierenden und voéllig altruistisch handelnden Molekiilen in einer parasitdren Umge-
bung existieren kénnen, ganz im Gegensatz zum homogenen Fall, bei dem selbst beliebig klei-
ne Mutationsraten den totalen Informationsverlust bedeuten. Das heif3t, dafl die Anwesenheit
des Raums es erlaubt, eine kooperatives Wechselspiel zwischen den (prinzipiell altruistischen)
funktionalen Elementen zu etablieren, was diesen im zeitlichen Verlauf einen gewissen Vorteil
zu den nicht-funktionalen, parasitiren Molekiilen zuspricht. Es stellt sich die Frage, wie dies
im konkreten Fall zu erkliren ist. Dazu ist die Kinetik auf den einzelnen Parzellen wichtig, die
fiir n = 3 in drei unterschiedliche Fille klassifiziert werden kann und die wie folgt aussehen:

(1): {X,X,0}, (2): {X,Y.0}, (3): {V,Y,0}. (4.14)
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Abbildung 4.1: Die X- und Y-Populationen s (durchgezogen) und { (gestrichelt) fiir angegebene @ und
D =10"%107%,10"%,1072,1072 und 10! (jeweils von links nach rechts). Dabei stellen die Graphen
auf der linken Seite die stationéren und die der rechten Seite die asymptotisch stabilen Losungen dar.
Die Losung bei @ = 0.999 und D = 0.1 existiert nur fiir die stationire Losung und zeigt sich als
vollstindig asymptotisch instabil. Fiir @) = 0.99 ist sie nicht mehr existent.

Alle weiteren Zusténde sind nicht von Interesse, da bei diesen keine Verdnderung aufgrund
von Reaktionen moglich sind. Gemittelt iiber viele solcher Zustédnde und iiber die Zeit, wird
Zustand 1 mit der Rate 1 ein neues Molekiil erzeugen, Zustand 2 mit der Rate 1/2 - da nur
das X reaktiv ist - und Zustand 3 mit der Rate Null. Insbesondere Zustand 3 verdeutlicht,
wie die Separation der Y- von den X-Molekiilen den Einflufl der Parasiten reduzieren kann.
Solch eine strikte Differenzierung zwischen den Zustidnden und den daraus resultierenden Er-
zeugungsraten ist im homogenen Fall nicht méglich, da dort zu jedem Zeitpunkt ein Y von
einem X repliziert werden kann. In rumlich strukturierten Systemen bedeutet dies, dafl die
Gesamterzeugungsrate der Y Sequenzen - sofern man den Mutationsflul nicht beriicksichtigt
- reduziert ist. Somit wird eine Mutationsrate ungleich 0 tiberhaupt erst moglich. Allerdings
gibt es zwei gegenspielende Prozesse, die eine moglich Stabilisierung verhindern kénnen. Zum
einen ist eine zu hohe Migrationsrate zu nennen, bei der die Zusténde zu schnell vermischen,
so dal es keine effektive Separation geben kann. Ist hingegen die Migrationsrate zu klein,
konnen sich die katalytischen Elemente nicht schnell genug iiber das System ausbreiten und
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miissen sich auf wenige, einzelne Parzellen beschrinken. Dies fiihrt fiir grofle Zeiten aber dazu,
daf} irgendwann der absorbierende Zustand - kein X im System - erreicht wird. Aus dieser
Uberlegung muB es demnach einen Migrationsbereich geben, bei dem es eine Stabilisierung
gibt. Interessanterweise kommt diese Stabilisierung dabei vollig ohne langreichweitige Muster
aus; die einfache Trennung zwischen den Molekiilen, induziert durch die Parzellen, ist bereits
ausreichend. Somit 148t sich ableiten, dal Kooperation zwischen Molekiilen in rdumlich struk-
turierten Umgebungen fiir ein vollig frei evolvierbares Modell moglich ist. Dafl die im Simplex
getroffenen Aussagen auch in physikalischen Dimensionen relevant sind, wird in Kapitel 4.1.8
gezeigt.

Es ist evident, dafl das vorliegende Modell aufgrund seiner Minimalitidt nicht 1:1 auf ein
reelles biologisches System abbildbar ist. Ein erst kiirzlich von Bartel ver6ffentlichtes Experi-
ment [62], zeigt aber, dal - unter Laborbedingungen - RNA-Molekiile existieren, die gerade
die Art von Polymerisation katalysiert, die fiir RN A-Replikation notwendig ist. Dieser Form
von replizierendem System kommt das untersuchte Modell jedoch selbst in der vorliegenden
Minimalitat bereits recht nah.

4.1.6 Hopf Bifurkation und Grenzzyklen

Die vorhergehende Analyse ist von einer stérungsfreien Umgebung ausgegangen, die in reellen
Systemen nicht vorliegt. In diesen kann es immer vorkommen, dafl ein im Gleichgewicht be-
findliches System durch duflere Einfliisse gestort wird. Kann diese Stérung nicht kompensiert
werden - liegt also kein asymptotischer Fixpunkt vor - so kann das System unter Umstinden
in den Einzugsbereich des Vakuums gelangen, was mit der volligen Extinktion einhergehen
wiirde.

Um zu bestimmen, ob ein berechneter Zustand asymptotisch stabil, stabil oder nicht stabil
ist, bedarf es in Systemen, die durch mehr als eine Zustandvariable gekennzeichnet sind, die
Berechnung der Eigenwerte einer Ableitungsmatrix. Fiir das PRESS Modell wurde dies bereits
im Kapitel 4.1.4 erdrtert, so dafl an dieser Stelle nur noch einmal ergéinzend auf Anhang A.11
hingewiesen werden soll, daf} eine Einfithrung in die lineare Stabilitdtsanalyse bietet. Beriick-
sichtigt man bei der Berechnung von x und ( schliellich die Stabilitét, so zeigt sich eine
Reduktion des Migrationsbereich auf die asymptotisch stabilen Lésungen, die zwischen m,
und m, liegen. Dabei bezeichnet m. die Migrationsrate, bei der nicht mehr alle Eigenwerte aus
der Stabilitdtanalyse negativ sind und vorherige Attraktoren (asymptotisch stabile Fixpunkte)
verloren gehen, siche Abb. 4.4 fiir eine Darstellung des Stabilitdtsbereichs im Zusammenhang
mit der kritischen Fehlerrate. Eine Untersuchung des Verhalten der Population jenseits von
me zeigt, daB das Uberschreiten dieser Grenze nicht direkt mit dem vollstindigen Zerfall der
Population verbunden ist. Statt dessen erscheinen periodische Losungen, die sich stabil um
den Fixpunkt der stationdren Losungen bewegen. Solche stabilen jedoch nicht asymptotisch
stabilen Losungen sind als Grenzzyklen bekannt. Der Ubergang von asymptotisch stabilen
Zusténden zu Grenzzyklen in Abhingigkeit eines Kontrollparameters, m, an einer kritischen
Stelle, m, wird als Hopf Bifurkation bezeichnet. Zu deren Theorie gibt ebenfalls Anhang A.11
Auskunft. Diese Grenzzyklen werden fiir den exemplarischen Parametersatz Q = 0.99 und
D = 0.00001 genauer untersucht. Dazu werden spezielle Migrationswerte ausgewéhlt, die
einen représentativen Eindruck iiber das Verhalten der Grenzzyklen wiedergeben. Die Migra-
tionswerte sind in Abb. 4.2 zu sehen. Fiir jeden Parametersatz wird mit Hilfe der Matrix R die
explizite Zeitabhingigkeit untersucht. Da die Analyse der stationdren Zustinde gezeigt hat,
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Abbildung 4.2: Die Abbildung 4.1(b) - @ = 0.99 und D = 0.00001 wird vergrofert dargestellt um
die Migrationsschnitte darzustellen, bei denen die Stabilitdt numerisch untersucht werden soll. Das
resultierende Verhalten von x und ¢ kann in Abb. 4.3 betrachtet werden. Die durchgezogene, vertikale
Linie markiert die Grenze der Hopf Bifurkation.

daB es neben dem absorbierenden Vakuumsfixpunkt nur eine weitere stationére und gleichzei-
tig physikalische Losung gibt, konnen bei der numerischen Berechnungen auch Anfangswerte
benutzt werden, die hinreichend weit vom Vakuumspunkt entfernt sind, sonst aber beliebig
sein diirfen. Dabei hat sich vor allem der Punkt k = n,{ = 0, bzw. P, = 1,Pj2z4 = 0 in
den Wahrscheinlichkeitskoordinaten (Tabelle 4.1), als giinstiger Startwert erwiesen. Die er-
mittelte Zeitabhingigkeit der Belegunswahrscheinlichkeiten und damit die Dynamik von k()
und ((t) wird in Abb. 4.3 durch die Phasenraumdarstellung (wobei es sich im gegebenen Fall
um einen von zehn auf zwei Dimensionen reduzierten Phasenraum handelt) und die explizite
Darstellung der Zeitentwicklung illustriert.

Die Anwesenheit von Grenzzyklen zeigt sich auch in weiteren, biologisch motivierten Mo-
dellen. Vor allem treten sie in solchen Systemen auf, bei denen es eine starke Kopplung
zwischen den einzelnen Systemkomponenten (Molekiilspezies) gibt. Als Beispiel sei erneut
das bereits hiufig erwdhnte Hyperzyklussystem zu nennen. Hier formieren sich zeitlich pe-
riodische Losungen, wobei diese korrespondierend zu der Konzentration der sich katalytisch
replizierenden Molekiile phasenverschoben auftreten. dhnliche zeitliche Korrelation erscheinen
bei vielen nicht-linearen Systemen, so beispielsweise auch bei der Klasse der Riuber-Beute
(Lotka-Volterra) Modelle [63] und im Zusammenhang mit Populationskonflikten bei der Suche
nach evolutionir stabilen Strategien im Kontext der Koevolution [64, 65].

Die periodischen Schwankungen lassen sich fast immer dadurch erkliren, dafl (beispiel-
weise fiir den hier behandelten Fall) eine hohe Konzentration von X-Sequenzen zwangsliufig
die Y-Molekiile hiufiger repliziert und somit deren Population erhoht. Die nun hiufig auf-
tretenden Y beanspruchen jedoch entsprechend mehr Platz und verdringen damit teilweise
die katalytischen Elemente, was sowohl deren als schliellich auch die Y-Population reduziert.
Die neu entstandenen Leerstellen konnen aber rasch von den X okkupiert werden, was die
Konzentration anschnellen 148t und den periodischen Kreislauf schliefit. Im Gegesatz zu stark
gekoppelten Systemen, findet der Einflufl der Y-Molekiile auf die Replikatoren nur iiber die
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Leerstellen statt, da die Parasiten katalytisch inaktiv sind. Im Fall von n = 3 ist die Riick-
kopplung recht stark, da die Besetzung einer Leerstelle durch einen Parasiten bereits die
Replikation eines X auf einer Parzelle verhindert. Anders verhélt es sich, wenn die Zahl der
Leerstellen mit ansteigenden n vergréflert werden und die Besetzungsproblematik reduziert
wird. Die direkte Wirkung der Y auf die X wird mit zunehmenden n beliebig klein und da-
mit auch die treibende Kraft, die in gekoppelten Systemen Grenzzyklen entstehen 148t. Eine
Untersuchung dieser Hypothese wird in Kapitel 4.1.9 gegeben.

4.1.7 Kritische Fehlerraten

Nachdem die Dynamik der Populationen behandelt wurde, sollen - auch um einen direkten
Vergleich mit den Quasispezies zu erlauben - die kritischen Fehlerraten bestimmt werden. Wie
bereits erldutert, kann dazu nicht der explizite Limes Q. = Q(x — 0) benutzt werden. Statt
dessen mu$ fiir gegebene m und D ein x ermittelt werden (im allgemeinen ungleich 0), bei dem
@ maximal wird. Diese maximale Q kann dann als Q. interpretiert werden, da ein Uberschrei-
ten dieses kritischen Wertes den sofortigen Zerfall der Population mit sich fithren, ohne daf}
K stetig gegen Null laufen wiirde. Die Bestimmung von Q. ist jedoch nicht mehr vollstindig
analytisch moglich, kann aber fiir explizite Werte numerisch aus Q(x, m, D) berechnet werden.
Abbildung 4.4 zeigt eine schematische Darstellung mit Bezug auf die kritischen Migrationsra-
ten und Abb. 4.5 schlieBlich die Ergebnisse der Analysen. Dabei wird zwischen der stationiren
Losungen (inklusive dem Bereich der Grenzzyklen) und den entsprechenden Losungen unter
Beriicksichtigung der asymptotischen Stabilitit unterschieden. Es zeigt sich, daf letztere er-
wartungsgemifl innerhalb eines Subbereichs der stationdren Losungen liegen. Die Gleichheit
beider Bereiche in der Ndhe von m, folgt aus der Tatsache, daf§ die stationiren Losungen dort
ebenfalls asymptotisch stabil sind. Da die Bestimmung von etwaigen Grenzzyklen sich bei der
Komplexitiat der Ausdriicke als extrem schwierig erweist, sollen fiir die weitere Behandlung
nur die asymptotisch stabilen Werte benutzt werden.

4.1.8 Simulationsergebnisse und euklidischer Raum

Die in den vorherigen Kapiteln hergeleiteten analytischen und numerischen Ergebnisse aus
dem PRESS Modell werden mit Hilfe der stochastischen Simulationen verifiziert. Bei einer
Ubereinstimmung ist es moglich - wie bereits im Quasispezies Kapitel - das Verhalten des
kooperativen Systems auch in niederen, physikalischen Raumdimensionen per Simulation zu
studieren.

Abbildung 4.6 zeigt die mit Hilfe der in Kap. 2.2 beschriebenen Simulationsmethode ge-
wonnen Ergebnisse bis zum Punkt der Hopf Bifurkation fiir den Parametersatz ) = 0.999 und
D =0.02 in ein, zwei, drei und unendlichen (Simplex-Geometrie) Dimensionen. Die durchge-
zogene Linie gibt die analytische Kurve fiir den angegebenen Parametersatz im PRESS Modell
wider. Man erkennt gute Ubereinstimmungen zwischen den stochastischen Simulationen und
den analytischen Ergebnissen. Es 148t sich erkennen, dafl in allen Dimensionen die prinzipi-
elle Kurvenform beibehalten wird. Je héher die Dimension wird und sich somit dem Simplex
nihert, desto d&hnlicher wird auch der Kurvenverlauf zu dem des analytischen Modells. Al-
lerdings ist eine systematische Verschiebung des Kurvenmaximas zu beobachten, die mit der
Dimensionsreduzierung einhergeht und eine Erhéhung der Migrationsrate zur Folge hat. Geht
man davon aus, daf} es keine neuen Effekte (langreichweitige Musterbildung) in den niederen
Dimensionen gibt, die die Stabilitidt verindern konnten, ist es moglich, die unterschiedlichen
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Diffusionsbereiche durch eine einfache Approximation aufeinander abzubilden. Dazu wird die
Annahme benutzt, dafl die Dimensionalitit nur die Anzahl direkter Nachbarn festlegt, die
mit einem Migrationsereignis erreicht werden kénnen, wobei die Anzahl nichster Nachbarn
auf den benutzen rechtwinkligen Gittern gerade 2d ist. Nach einem Migrationsereignis, wird
ein ausgewiahltes Molekiil auf einer anderen Parzelle landen. Springt es von dieser zufillig
zu einer weiteren, so gibt es - abhéingig von der Dimension - eine Wahrscheinlichkeit, 1 — p,
zuriick auf die erste Parzelle zu gelangen. Die Groie p = (2d — 1)/(2d) gibt an, mit welcher
Wahrscheinlichkeit ein Molekiil nicht auf die Parzelle zuriickspringt, von der es gekommen
ist. Im Simplex ist diese Grofle aufgrund der unendlichen Anzahl von Nachbarn Null.

Vergleicht man eine Migrationsrate fiir eine beliebige endliche Dimension, mg4, mit der
Migrationsrate, die im PRESS Modell benutzt wird, mq,, ergibt sich mit Hilfe der Wahr-
scheinlichkeit p die einfache Beziehung

2d — 1
Md = "9g

Meo- (4.15)

Abbildung 4.7 zeigt die Anwendung dieser Skalierung auf die Werte der unterschiedlichen
Parameter. Die gute Ubereinstimmung der Lage der Maxima (als Referenzpunkte) belegt die
Korrektheit der Skalierungsgleichung.

Es mufl betont werden, dafl das unendlich dimensionale Selbstkonsistenzmodell nur eine
Néaherung fiir das Verhalten in euklidischen Dimensionen ist, was auch an der unterschied-
lichen Breite der Kurven aus Abb. 4.7 zu sehen ist, die nicht auf einfache Art wegskaliert
werden konnen. Das liegt vor allem daran, dafl es rdumliche Symmetriebrechung in niede-
ren Dimensionen und damit globale Musterbildung geben kann. Die Existenz dieser Muster
konnen aber, wie bereits zu Beginn dieser Arbeit anhand der Hyperzyklen demonstriert, die
Stabilitit verdndern und somit Unterschiede zum Verhalten auf dem Simplex manifestieren.
Fir das katalytische Modell scheint dies - fiir den untersuchten Parameterbereich - jedoch
nicht der Fall zu sein. Die leichte Erh6hung des Kurvenmaximas und die geringe Ausdehnung
des Stabilitédtsbereichs lassen - wenn iiberhaupt - nur auf leichte Raumkorrelationen schlie-
Ben. Positiv in jedem Fall ist die Tatsache, dafl die Stabilisierungseffekte in physikalischen
Dimensionen immer gréfler zu sein scheinen, als die aus dem PRESS Modell berechneten. Der
Simplex gibt somit eine Art worst-case im Bezug auf die rauminduzierte Kooperation an.

4.1.9 Vergroflerung der Parzellenpopulation

Um die Untersuchungen abzuschliefen muf} letztlich noch gezeigt werden, dafl auch die Par-
zellengréBe keinen entscheidenden Einflufl auf die Stabilitidt des Systems zeigt. Dazu wird das
Verhalten der Population fiir n = 4 bis n = 10 untersucht. Da nach Gl. (3.38) bereits N = 15
bzw. Nz = 66 Zustinde notwendig sind, kann dies (im Rahmen der gegebenen Hilfsmittel)
nur noch numerisch behandelt werden. Dazu wird wie in Anhang. A.5 beschrieben die Ma-
trix L berechnet und gemifl Anhang. A.10 zur Matrix R transformiert, mit der numerische
Ergebnisse gewonnen werden kénnen. Abbildung 4.8 zeigt das normierte Verhalten der X-
Population und Abbildung 4.9 der Y-Population fiir @ = 0.999 und D = 0.02 normiert auf
die unterschiedlichen n.

Bei der Untersuchung zeigt sich eindeutig, daf} die analytisch fiir n = 3 im Hinblick auf
die Stabilitdt gefundenen Ergebnisse kein Artefakt der kleinstméglichen Parzellenpopulation
sind. Es ist sogar so, dal der Stabilititsbereich fiir grofler werdende n wichst. Normiert
auf die maximale Parzellengréfie steigen die Peaks der X- und Y-Population aus Abb. 4.8
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bzw. Abb. 4.9 mit n erst rasch an, um dann beim Wert x/n =~ 0.92 zu verweilen. Es ist
evident, dafl die Stabilitéit fiir beliebig grofle n auch wieder reduziert werden muf}, da der Fall
n — 0o den homogenen Fall pro Parzelle darstellen wiirde. Ob es jedoch ein kritisches n gibt,
bei dem die Stabilitit schlagartig abfallen wiirde, und wo dieses liegen konnte, bleibt bisher
unbeantwortet.

Dafiir zeigt sich ein anderes interessantes Ergebnis, dal sich mit der Frage nach der
Stabilitdt in Systemen mit n > 3 Parzellen befafit. Die Hypothese, daf die Vergréflerung der
Parzellen den Riickkopplungeseffekt der Parasiten auf den Katalysten reduziert, zeigt sich
recht deutlich mit ansteigenden n, so daf} bereits bei n = 5 fiir den gegebenen Parametersatz
keine Grenzzyklen mehr gefunden wurden. Der gesamte Stabilitétsbereich kann somit als
asymptotisch stabil bezeichnet werden.

Fiir den Fall n = 4 zeigt sich ein Bereich, bei dem die asymptotische Stabilitéit erst verlo-
ren geht, um anschlieflend bei hoheren Migrationsraten wieder aufzutauchen. Die Ursache fiir
dieses Verhalten sei auf weiterfithrende Untersuchungen verlegt. Es kann jedoch festgestellt
werden, dafl die numerisch untersuchten Parameterbereiche belegen, dafl eine Stabilisierung
des katalytischen Systems fiir n > 3 nicht nur moglich ist, sondern sogar deutlich ausgepriagter
zu sein scheint. Der Fall n = 3 erscheint bei den Analysen als minimaler Spezialfall.

Die bisherigen Kapitel haben deutlich gezeigt, dafl es mdoglich ist, das einfachste wech-
selwirkende System im Raum zu stabilisieren. Unabhéngig von der Raumdimension und der
Grofle der Parzellen (moderate n). Die vereinfachenden Annahmen erhéhen dabei die Proble-
matik der Stabilisation, als daf} sie sie vereinfachen wiirden. So erzeugt die Vernachlissigung
der Riickmutation einen absorbierenden Vakuumszustand, der - einmal erreicht - jegliche
Riickkehr zur Funktionalitit verbietet. Auch die gewéhlte single-peaked Landschaft, erlaubt
kein evolutives Hillclimbing, wie es z.B. bei einer glatten , Fujiyama“ Landschaft moglich
ist [16]. Daher kann davon ausgegangen werden, daff die gefundenen Ergebnisse auch fiir
Umgebungen angewandt werden kénnen, die deutlich bessere Voraussetzungen liefern. Dort
sollten die zu erwartenden Ergebnisse entsprechend besser sein.

Im folgenden wird eine Methode vorgestellt, die zeigt, wie eine mogliche Stabilitéit aus-
gebaut werden kann, die partielle Erkennung. Dabei stellt sich heraus, daf3 eine besondere
Eigenschaft der RNA-Molekiile - die Faltung - im Zusammenhang mit partieller Sequenzer-
kennung eine Stabilititerh6hung generiert, die eine deutliche Sequenzverlingerung zuléaft.
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Abbildung 4.3: Fiir den exemplarischen Parametersatz ) = 0.99 und D = 0.0001 wird die Stabi-
litdt numerisch untersucht. Die linken Graphen stellen die Phasenraumplots - aufgespannt durch &
und ¢ - fiir die unterschiedliche m (jeweils von links oben nach rechts unten) und die rechten den
entsprechenden Zeitverlauf fiir £ (durchgezogen) und ¢ dar.
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Abbildung 4.4: Die Abbildung zeigt die kritischen Migrationsraten (vertikale Linien) und die kritische
Fehlerrate als Funktion der Migrations, wobei zwischen asymptotisch stabilen (durchgezogen), m, <
m < mc, und nicht asymptotisch stabilen (gepunktet), m¢ < m < my, Zustéinden unterschieden wird.
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Abbildung 4.5: Die Abbildung vergleicht die kritischen Fehlerraten fiir den stationéiren Fall (gepunktet)
und fiir den Unterbereich der asymptotischen Stabilitdt. Dabei wurden die Standardzerfallsraten D =
107%,1075,1074,1072,1072 und 10~ (jeweils von links nach rechts) benutzt.
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Abbildung 4.6: Die Abbildung vergleicht fiir den Parametersatz @ = 0.999 und d = 0.02 zum einen
fiir den Simplex Fall die analytischen Ergebnisse (durchgezogene Kurve) mit den stochastischen Simu-
lationen (o), wobei sich eine hervorragende Ubereinstimmung zwischen den beiden Methoden zeigt.
Weiterhin zeigt die Abbildung fiir obige Parameter das Verhalten fir d =1 (0), d=2 (0) und d =3

(D).

X-Populatiork(m) / Y-PopulationZ(m)
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Abbildung 4.7: Die Abbildung zeigt die Reskalierung der Migrationsraten entsprechend Gl. (4.15). Fiir
die Bedeutung der Symbole sieche Abb. 4.6
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Abbildung 4.8: Die Abbildung zeigt das Verhalten der auf die Parzellengréfie normierten X-Population
fiir Q@ = 0.999 und d = 0.02 fiir n = 3,...,10 (von rechts nach links). Die gestrichelten Abschnitte
verdeutlichen die Existenz von Grenzzyklen, die ab n = 5 vollstindig verschwunden sind und bei n = 4
nur noch in einem kleinen, von asymptotisch stabilen Zustéinden eingerahmten Bereich zu finden sind.
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Abbildung 4.9: Die Abbildung zeigt das Verhalten der auf die Parzellengrée normierten Y-Population
fiir @ = 0.999 und d = 0.02 fiir n = 3,...,10 (von unten nach oben). Die Existenz von Grenzzyklen
wird durch die gestrichelten Bereiche gekennzeichnet, siehe auch Abb. 4.8
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4.2 Partielle Sequenzerkennung

Das Prinzip der partiellen Sequenzerkennung wird im Hinblick auf eine Erhéhung der evolu-
tiven Stabilitdt untersucht, wobei sich die Faltung als effektive Methode herausstellt, mit der
Sequenzverlingerungen mdoglich sind.

4.2.1 Reduzierung des Sequenzraums

Bisher wurde das einfache Kooperationsmodell ohne die Moglichkeit der Sequenzerkennung
behandelt. Wie zu Beginn dieser Arbeit bereits erortert, ist eine vollstindige, d.h. 100%ige
Erkennung allein schon aus physikalicher Sicht problematisch, da die vollstidndige Oberfléiche
zweier Makromolekiile verglichen werden miifite. Statt dessen beschrinkt die Natur sich im
allgemeinen darauf, nur Teile dieser Oberfléichen fiir eine Teilerkennung zu nutzen.

Eine Erkennung impliziert fiir evolvierbare Systeme immer zwei Vorteile:

1. Symbiotische Spezies werden erkannt und eine Wechselwirkung mit ihnen wird
ermoglicht.

2. Parasiten werden erkannt und eine Wechselwirkung mit ihnen wird verhindert.

Die auf den ersten Blick als Trivialitit erscheinende Aufzidhlung zeigt jedoch zwei verschiedene
evolutive Apsekte auf. Eine Wechselwirkung mit Symbionten erlaubt beispielsweise eine Auf-
teilung von genetischer Information auf individuelle (aber genetisch verwandte) Triger, die
zusammen die FitneB der Gruppe bzw. Sippe (im Gegensatz zur induviduellen Darwinschen
Fitnef8) bestimmen. Diese Art der Gruppenzugehorigkeit wird auch in der Populationsbiolo-
gie benutzt und dort mit dem Begriff ,kin Selection® in Verbindung gebracht [66]. Auch im
Zusammenhang mit Altruismus spielt dieser Begriff eine wichtige Rolle, siehe [35] als Review.

Im Rahmen des einfachen katalytischen Modells soll nur der zweite Aspekt der Erkennung
behandelt werden, die Erkennung von moglichen Parasiten, wobei der Effekt der Teilsequen-
zerkennung im Hinblick auf die Erhohung der kritischen Fehlerrate, R., untersucht wird. Die
partielle Erkennung wird dabei wie folgt modelliert: Sei X; ein wie in Kapitel 3.1.1 beschriebe-
nes Molekiil mit der Bindrsequenz ¢ der Linge v, wobei die spezielle Sequenz X, erneut dem
katalytischen Molekiil X entspricht und alle anderen Sequenzen als nicht-funktionale Elemen-
te Y bezeichnet werden und sei d(i,j) der Hamming Abstand zwischen den Sequenzen ¢ und
j. Aus den v Monomeren werden nun k, an beliebigen aber festen Positionen ausgewéihlt,
die als Erkennungsregion fiir den Kopierer und dem zu Kopierenden dienen. Nur unter der
Voraussetzung, dafl diese Bits bei beiden Sequenzen iibereinstimmen, kann ein bestimmtes
Molekiil an den Kopierer andocken und ein Kopiervorgang wird initiiert. Da die exakte Positi-
on der k, aufgrund der vollstindigen Symmetrie des Binérstrings keinerlei Einfluf3 hat, sollen
des besseren Verstdndnis wegen die ersten k; Bits einer jeglichen Sequenz gewahlt werden. Ist
eins der k; Erkennungsbits nicht identisch, findet der Replikationsprozef nicht statt, vergl.
auch Abb. 4.10.

Aus der Modellierung wird klar, daf} die Erkennung bzw. das Andocken an die funktio-
nelle Replikase fiir Molekiile mit exakt der gleichen Sequenz am besten funktioniert. Diese
Einschriankung erweist sich als weniger drastisch, wenn man beriicksichtigt, dafl nur ein kleiner
Teil der Gesamtsequenz zur Erkennung herangezogen wird und davon ausgegangen werden
kann, daf} sich im Laufe der Evolution durchaus eine Replikatorsequenz entwickelt hat, die
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[1]o] 1] 1 pplofafo] [2]of1[1 d 1 b plof1]0]
afjofaf 49 ¢ blofiji]o] [afafafad 1 blofi]i]o]
(a) Unterschiede nicht erkannt (b) Unterschiede erkannt

Abbildung 4.10: Darstellung zweier v = 12 Bit langen Sequenz mit k; = 4 Erkennungsbits, wobei die
untere ein 2 Fehlermutant ist. In Bild (a) liegen die Mutationen alle auerhalb der Erkennungsregion
(dunkel), weshalb die zweite Sequenz nicht als falsch erkannt und somit von der ersten kopiert wiirde.
Bild (b) zeigt die Situation, bei der mindestens eine der Mutationen in der Erkennungsregion liegt und
die zweite Sequenz als falsch erkannt wiirde.

gerade diese Forderung erfiillt. Zur Festigung dieser These soll auf die Theorie der neutralen
Netze hingewiesen werden [67], die sich mit der Fragestellung der Verédnderung von Sequenzen
unter Erhaltung der Funktionalitéit beschiftigt.

Da bei der Sequenzerkennung prinzipiell der vollstindige Sequenzraum modelliert werden
muf}, eine Behandlung der 2” unterschiedlichen Sequenzen im Kontext des PRESS Modells
analytisch jedoch wenig aussichtsreich erscheint, wird im folgenden eine Art Meanfield Ver-
teilung der Molekiile im Sequenzraum benutzt um anschliefflend die Wahrscheinlichkeit einer
Erkennung zu berechnen. Sei ¢ wieder die Wahrscheinlichkeit mit der einzelne Monomere
richtig kopiert werden, was entsprechend ) = ¢” als Wahrscheinlichkeit einer vollstindig
korrekten Replikation definiert. Teilt man den Sequenzraum in Fehlerklassen - definiert iiber
den Hamming Abstand zur katalytischen Sequenz Xj - auf, so ergibt sich fiir die Wahr-
scheinlichkeit, nach einer Replikation einen m Fehlermutanten als Ergebnis zu haben iiber die

Binomialverteilung
v

Pim) = (1 )a "0 = am, (4.16)

Dabei entspricht P(m = 0) - die Wahrscheinlichkeit, das bei der Reaktion kein Fehler gemacht
wurde - logischerweise gerade dem Faktor (). Nur die Verdnderungen nach einer einzigen
Replikation sind relevant, da der Prozefl der Erkennung vor jeder Replikation stattfindet und
somit mehrfach ausgefiihrte Replikationen ohne Erkennung nicht méglich sind.

Fiir die weiteren Untersuchungen wird es wichtig sein, die bedingte Wahrscheinlichkeit
einen m Fehlermutanten nach einer Replikation zu erhalten, unter der Voraussetzung, dafl
diese tatsédchlich fehlerbehaftet war, also mit der Wahrscheinlichkeit 1 — @) keine exakte Kopie
erzeugt hat. Somit ergibt sich fiir die mittlere Fehlerklasse m

m

J— 1-
m=1

Der Zusammenhang mit der Erkennung wird iiber die verschiedenen Permutationen der mu-
tierten Bits manifestiert. Dabei entspricht die Wahrscheinlichkeit r, dal m Mutationen so
angeordnet werden, daf§ nicht eine in den Bereich der ersten k, Bits (Monomere) fillt, gera-
de der Wahrscheinlichkeit mit der ein Y nicht als solches erkannt und somit von einem X
repliziert wird. Diese Wahrscheinlichkeit r ergibt sich aus der kombinatorischen Anzahl von
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Mutationen, die nicht im Erkennungsbereich liegen zur Anzahl aller Kombinationen, also

vk v—Fk)! (v —m)!
= ((Z)) = (V! (V—)Ic(r—m))! . (4.18)

Da m im allgemeinen eine reelle Zahl sein wird, soll fiir die weiteren Berechnungen die
Eulersche Gammafunktion benutzt werden, definiert iiber I'(z) = [;° t*~'e~'dt. Fiir den Fall
eines ganzzahligen z ergibt sich der Zusammenhang mit der Fakultdtsfunktion, I'(z 4+ 1) = 2!.
Somit erhilt man fiir reellwertige m

vk +1)I'(r—-—m+1)
T+ 1) (v -k —m+1)

(4.19)

eine Verallgemeinerung, die die Benutzung der Erkennungsabhingigkeit fiir beliebige Abbil-
dungen erlaubt, bei denen eine effektive mittlere Fehlerklasse berechnet werden kann. (Siehe
dazu auch die Anmerkung im Kapitel 4.2.2.) Dementsprechend liegen einzelne Mutationen
mit der Wahrscheinlichkeit 1 — r im Erkennungsbereich der k. Monomere. Dieser Teil der
Y-Sequenzen - mit Y7 bezeichnet - kann nicht an das X andocken und wird folglich auch
nicht kopiert. Der Anteil r hingegen - Yj - hat nur an den Stellen Mutationen, die nicht zur
Andocksequenz geh6ren und werden von den X katalysiert. Hierdurch wird der Sequenzraum,
der zur Spezies Y korrespondiert, in zwei Teile zerlegt wird. Die Y7-Sequenzen, also der nicht
kopierbare Anteil, 1 — r, erfihrt nur noch einen Zuflu} aufgrund der fehlerhaften Kopien bei
der Replikation der X- bzw. Yy-Molekiile.

Im homogenen Fall wiirde ein noch so geringer Anteil von Yjp-Sequenzen dafiir sorgen,
daf} jeglicher Kopierfehler der X-Sequenzen deren Aussterben zur Folge hat. Das bedeutet
aber, daf} das Prinzip der partiellen Sequenzerkennung nicht in homogenen Riaumen funktio-
niert. In rdumlich aufgelésten Systemen gibt es jedoch zwischen den Migrationsraten m, und
my, einen Bereich, der eine Stabilisierung der X-Spezies trotz Mutationen, ) # 1, erlaubt.
Das heifit, dal dort Replikationen stattfinden, bei denen fehlerhafte Kopien entstehen, aber
das Gesamtsystem trotz dieser Mutationen stabil bleibt. Ein Teil dieser Kopien, ndmlich die
Y1-Sequenzen werden nun nicht weiter von den X repliziert, so dafl ihre Konzentration redu-
ziert wird. Dafl nur der Bruchteil r der Parasiten von X repliziert wird, der zur Klasse der
Yo-Sequenzen gehort hat zur Folge, daB bei einer gegebenen Mutationsrate weniger echte Pa-
rasiten entstehen, was eine entsprechende zusétzliche Stabilisierung gewihrleistet und héhere
Fehlerraten erlaubt.

Als Konsequenz kann abgeleitet werden, dafl partielle Sequenzerkennung nur in Systemen
funktioniert, die per se eine minimale Grundstabilitit gegeniiber mutativen Verdnderungen
aufweisen, da die Erkennung diese zwar ausbauen (vervielfachen) kann, aber von sich aus
nicht in der Lage ist, diese aus dem Nichts zu erzeugen. Fiir den Fall der einfachen (linea-
ren) partiellen Sequenzerkennung, kann der Faktor r fiir realistische Qualitdtsfaktoren stark
vereinfacht werden. Die mittlere Anzahl von Mutationen m wurde fiir den Fall v = 20 und
unterschiedlichen ) berechnet, siehe Tabelle 4.2. Man sieht, daf} fiir die mittlere Fehlerklasse
m erst bei Qualitdtsfaktoren, die unter den Wert 0.5 liegen, deutliche Abweichungen von 1
zu erwarten sind. Da die bisherigen Ergebnisse beim Kooperationsmodell jedoch keine Werte
@ < 0.5 zeigten, kann die Ndherung m = 1 gemacht werden. Dabei muf} jedoch beachtet
werden, dafl eine partielle Erkennung auch eine Erniedrigung von @ mit sich bringt, so daf}
die Approximation nur fiir hinreichend kleine k;, gemacht werden kann. Substituiert man m
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Lell» ] [ » | [Q] m |
0.99 || 1.005 0.90 || 1.051 0.50 || 1.360
0.98 || 1.010 0.80 || 1.101 0.40 || 1.500
0.97 | 1.015 0.70 || 1.178 0.30 || 1.670
0.95 || 1.025 0.60 || 1.261 0.20 || 1.933

Tabelle 4.2: Abhéingigkeit der mittleren Anzahl von Mutationen von der Qualitit @ fiir fehlerbehaftete
Seqgenzen. Es zeigt sich, daf} fiir 7 erst bei @ < 0.5 eine deutliche Abweichung von 1 zu sehen ist.
in Gl. (4.19) mit 1, vereinfacht sich r zu

v — kg

v

T = (4.20)
Der Index 1 soll dabei den linearen Modus der Erkennung verdeutlichen, im Gegensatz zur
jetzt vorgestellten Faltungsmethode.

4.2.2 Information und Struktur

Interpretiert man partielle Erkennung als das Ergebnis eines Andockprozefl eines Molekiils an
ein anderes, so muf} in diesem Zusammenhang die Faltungseigenschaft reeller RNA-Sequenzen
bzw. Proteinen beriicksichtigt werden. Diese Faltung hat zur Folge, dal die Molekiile neben
ihrer priméren Struktur - also der eigentlichen Sequenz - auch noch sekundire und tertiére
Strukturen aufweisen.

Ob zwei RNA-Stringe oder Proteine andocken konnen um so in irgendeiner Form zu
wechselwirken, wird im allgemeinen nicht durch ihre primire, sondern vielmehr {iber ihre
rdumliche, also den sekundéren und tertidiren Strukturen bestimmt. Dabei ist der Zusammen-
hang zwischen den unterschiedlichen Strukturen nicht perfekt vorhersagbar. Stabile Faltungen
sind prinzipiell durch das Minimum ihrer freien Energie charakterisiert, doch ist die exakte
Berechnung der sekundiren Struktur aus einer gegebenen Sequenz aufgrund der extrem ho-
hen permutativen Kombinatorik nur fiir relativ kurzkettige Molekiile moglich. Fiir langkettige
Molekiile gibt es zwar effektive Algorithmen [68, 69], doch konnen sie letztlich auch nur ap-
proximative Losungen geben.

Hat man fiir eine Sequenz ¢ eine Abbildung gefunden, so zeigt sich, dafl eine Sequenz j, die
sehr dhnlich zu 7 ist (d(7, j) ist klein) eine dhnliche oder vollstindig andere Faltung erfahren
kann. Dies hingt davon ab, an welcher Stelle sich die Monomere befinden, die Sequenz 7 von j
unterscheiden. Uber die Hiufigkeit und die Verteilung von kritischen Monomersubstitutionen
haben in letzter Zeit vor allem Reidys et. al. mit Hilfe der Random Graph Modelle [70, 71]
Aussagen treffen kénnen.

Fiir die weiteren Untersuchungen soll der Extremfall modelliert werden, daf} sich jede
Monomersubstitution in eine neue vollig unkorrelierte Sekundéarstruktur resultiert. Zusammen
mit der bereits erorterten linearen Erkennung werden so die zwei moglichen Extremfille
studiert, zwischen denen alle realen Faltungsmodelle liegen miissen. Kann bei realistischen
Modelle die gemittelte Fehlerklasse m berechnet (oder abgeschitzt) werden, so erlaubt die
Benutzung von Gl. 4.19 eine Implementierung in das PRESS Modell. Fiir den hier behandelte
Extremfall einer perfekten Faltung sollen folgende Bedingung gelten:

1. Die Abbildung ist frei von Korrelationen, also rein zufélliger Natur.
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2. Ist eine Abbildung gewihlt, so gilt sie fiir alle Instanzen der Sequenzen.
3. Die Abbildung ist bijektiv.

Die Forderung nach Korrelationsfreiheit bestimmt die Qualitit der zufillig gewahlten Zuord-
nung und ist wichtig fiir die weiteren Ableitungen. Bei jeder Abbildung, die so konstruiert
wird, daB nach und nach jeder einzelnen Sequenz eine Struktur zugeordnet wird, ist Forde-
rung 2 automatisch erfiillt. Zeigen alle diese Abbildung auf unterschiedliche Strukturen, so ist
die Abbildung zuséitzlich bijektiv, wie z. B. in Abb. 4.11 zu sehen. Das entscheidende Krite-
rium solcher Abbildungen ist es, daf aufgrund der zufilligen Faltungsabbildung zwischen der
Ahnlichkeit zweier benachbarter Strukturen keine (oder in realistischeren Modellen wenig)
Korrelation mit den entsprechenden Sequenzen und wvice versa gibt.

Erkennung im Strukturraum bedeutet, dafl zwei Molekiile andocken kénnen, wenn Teile
ihrer sekundéren Struktur zusammen passen. Das Maf} bzw. die Strenge der Erkennung wird
wie schon im vorherigen Kapitel iiber &, Bits definiert, diesmal jedoch im Strukturraum, also
beziiglich der gefalteten Sequenzen. In diesem Raum konnen die k; Bits als die Grofle der
Erkennungsregion interpretiert werden. Wie aufgrund der Faltung die Erkennungsbits iiber
die Sequenz verteilt werden, zeigt Abb. 4.12 schematisch. Greift man zwei Sequenzen heraus,
die im Sequenzraum nicht identisch sind, also mindestens einen Hamming Abstand von 1 be-
sitzen, so sind ihre Strukturen aufgrund der gewihlten zufiilligen Abbildung unkorreliert. Dies
vereinfacht die Herleitung der Erkennungswahrscheinlichkeit, 1 — 7, enorm, da keinerlei ex-
plizite Rechnungen iiber die Verteilung von eventuellen Mutationen gemacht werden miissen.
Hat man zwei Strings (die Numerierungstrings der Strukturen) mit zufilliger Binidrsequenzen
der Linge v, wobei k; iibereinstimmen sollen, so gibt es genau (2% — 1) verschiedene. Nun
wird eine Sequenz genau dann kopiert, wenn gerade die ersten k; Bits iibereinstimmen und
die Sequenz somit als eine Y)-Sequenz erkannt wird. Da es insgesamt (2 — 1) Sequenzen gibt,
ergibt sich

vk 1

= - 4.21
= 5 (4.21)

Fiir hinreichend grofie Gesamtsequenzlingen ist der Term 1 im Nenner zu vernachlissigen.
Fordert man weiterhin kleine Erkennungsregionen, kann Gl. (4.21) zu 7t ~ 27% vereinfacht
werden, womit es quasi Gesamtlingenunabhingig wére. Dies wiirde jedoch bedeuten, daf
die Sequenz beliebig verlingert werden kann, ohne dafl die Wahrscheinlichkeit der Frken-
nung reduziert wiirde, im Gegensatz zum linearen Modus. Um die Unterschiede der beiden
Erkennungsmechanismen zu demonstrieren, werden 7 und 7t als Funktion von k. /v in Abbil-
dung 4.13 verglichen.

4.2.3 Reaktionen bei Teilerkennung
Trotz der partiellen Erkennung bleiben die Grundeigenschaften des kooperativen Modells
erhalten. Lediglich die Anteile der fehlerhaften Kopien auf den Yp- und Yi-Sequenzraum

werden angepaflt. Dazu wird das System kurzzeitig auf ein drei Spezies Modell, nidmlich
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—~ w
000...00d 000...00d
000...001 000...001
000...01( 000...01(
111..101 111..101
111...110 111...110
111..111 111..111

Abbildung 4.11: Die Abbildung zeigt einen Ausschnitt aus dem Sequenzraum (links) und aus dem
Strukturraum (rechts). Da es bei einer bijektiven Abbildung gleichviele Strukturen wie Sequenzen
gibt, macht es Sinn, diese ebenfalls per Binirstring durchzunumerieren. Die Pfeile verdeutlichen, dafl
jeder Sequenz zufillig genau eine Struktur zugeordnet wird. Wurde eine entsprechende Abbildung
einmal getroffen, gilt sie fiir alle im System befindlichen Sequenzen.

X, Yy und Y7 erweitert, dal wie folgt zusammengefafit werden kann:

X+X+0 —25 X+X+X,
x+x+0 % xix4vy,
(1-Q)(1—7)

X+X+0) ——— X +X+Y,
X+Yo+0 9% x4 v 4y,
1— 1—
X+Y+0 20 ¥ v 4w,

(X,Y,, i} —2 0.

Dabei wird dem Umstand Rechnung getragen, dafl die Monomermutationswahrscheinlichkeit
q fiir alle Sequenzen gleich ist und somit auch die Gesamtqualitit () = ¢” unabhingig von
Typ der Sequenzen benutzt werden kann. Die Differentialgleichungen, die das Verhalten im
homogenen Fall beschreiben, sind

i =Qz*(1 —x —yo — 1) — Dz, (4.22)
jo = (1 - Q)rz” + (Q+ (1 — Q)r)zyo)(1 — = — yo — y1) — Dyo, (4.23)
g1 = (1 - Q)(1 —r)(z® + zyo)(l — z — yo — y1) — Dy1. (4.24)

Aus der obigen Diskussion ist bereits klar, daf§ das Prinzip der Teilerkennung (r > 0) in
homogenen Riumen nicht funktioniert, da Erkennung nur eine bereits vorhandene Stabilitit
gegen Mutation erhéht. Die Differentialgleichungen kénnen jedoch genutzt werden, um eine
einfache Konzentrationsabschitzung zwischen den beiden katalytisch inaktiven Spezies Y}
und Y7 zu treffen. Lost man nach den beiden Variablen yg und y; im (virtuellen) stationdren
Zustand auf, so erhilt man fiir die Approximation weniger Mutationen (@ ~ 1) und einer
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Abbildung 4.12: Die Abbildung zeigt Ausschnitte aus zwei gefalteten RNA-Sequenzen (weifl und
hellgrau), die iiber vier Basen (dunkelgrau) gebunden werden (Wasserstoffbriickenbindungen). Man
erkennt, wie aufgrund der Faltung Sequenzteile rdumlich zusammen- bzw. auseinanderriicken kénnen.
Diese (modellierte) Korrelationsfreiheit von primérer und sekundérer Struktur kann genutzt werden,
um die Effekte der partiellen Sequenzerkennung deutlich zu erhthen.

hinreichend kleinen X-Population die Abschitzung

N1 -Q)(1—r). (4.25)
Yo
Sie besagt, da} aufgrund der ausbleibenden katalytischen Unterstiitzung durch X die Kon-
zentration der Y- im Vergleich zu den Yj-Sequenzen reduziert ist. Dies erlaubt, dafl System
wieder auf ein effektives zwei Spezies Modell zu reduzieren, bei dem die Population der Yi-
Sequenzen vernachlissigt wird und somit Yy in Y {ibergeht.

4.2.4 Teilerkennung im Simplexmodell

Nachdem die Modellierung der zwei Extremfille einer Teilerkennung diskutiert wurde, wird
in diesem Abschnitt deren explizite Anwendung fiir das katalytische Modell im Rahmen des
PRESs Systems behandelt.

Um erneut eine direkte Vergleichbarkeit mit vorherigen Ergebnissen zu sichern, werden die
kritischen Q. fiir jeweils zwei verschiedene Zerfallswerte D = 10~° und 10~2 benutzt, die ent-
sprechend der zweiten und vierten Kurve aus Abb. 4.5 zugeordnet werden konnen. Fiir diese
Parametersitze wird die Stabilitét fiir k; = 1 bis 8 analysiert. Dies entspricht bei v = 20 einer
prozentualen Erkennungsregion von 5% bis 40%, relativ zur Gesamtlinge. Die entsprechen-
den Werte fiir die Erkennungswahrscheinlichkeiten der unterschiedlichen Modi kénnen der
Tabelle 4.3 entnommen werden. Da die Gesamtlinge v und die Anzahl der Erkennungsbits
ky letztlich nur mit Hilfe von Gl (4.20) und Gl (4.21) die Erkennungswahrscheinlichkeiten
definieren, konnen die Ergebnisse auch fiir andere v und k; extrapoliert werden. Abb. 4.14
zeigt die Ergebnisse fiir obige Werte, wobei der lineare und der Faltungsmodus gegeniiber
gestellt werden. Auffallend fiir alle gezeigten Kurven ist die Bestatigung der Hypothese, daf
Teilerkennung eine gegebene Stabilitdt nur erhéhen, nicht aber direkt erzeugen kann, was
durch die Unabhéngigkeit der Migrationsraten m, und my, von den k; belegt wird.

Die Gegeniiberstellung von linearem und gefaltetem Modus 148t den Vorteil der letzten
Methode deutlich werden. Andert sich die Fehlerrate mit der Erweiterung der Erkennungs-
region im linearen nur sehr langsam, so entspricht eine Teilerkennung von wenigen Bits im
Faltungsmodus fast schon einer vollstindigen Erkennung.
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Abbildung 4.13: Es werden die Erkennungswahrscheinlichkeiten 1 — | und 1 — r¢ fiir v = 5,10, 20, 50
verglichen. In relativen Einheiten bleibt 7 konstant (Gerade), wohingegen die 1 — r¢ umso schneller
gegen 1 konvergieren, je linger die Gesamtsequenz ist. Die Zuordnung der Gesamtlinge geht von
v = 50 (linke Kurve) absteigend bis v = 5 (rechte Kurve).

‘kr Hl—’l"l‘l—’rf‘ ‘kr H 1—7']‘1—7'f‘
1 || 0.0500 | 0.5000 5 | 0.2500 | 0.9688
2 || 0.1000 | 0.7500 6 || 0.3000 | 0.9843
3 || 0.1500 | 0.8750 7 || 0.3500 | 0.9921
4 || 0.2000 | 0.9375 8 || 0.4000 | 0.9960

Tabelle 4.3: Gegeniiberstellung der Erkennungswahrscheinlichkeit fiir den linearen (r;) und den Fal-
tungserkennungsmodus (r¢) fiir den in Abb. 4.14 dargestellten Fall von k. = 1,...,8. Zu beachten ist
die unterschiedliche Skalierung der y-Achse.

4.2.5 Sequenzverlingerung

In der bisherigen Modellierung wurde davon ausgegangen, dafl Teile der kodierenden Bereiche
gleichzeitig auch als Erkennungsregion dienen, was im Hinblick auf die Relevanz der Faltung
durchaus gerechtfertigt ist. Die bereits diskutierte Existenz von neutralen Netzen, die sich
auch im Kontext der RNA-Sekundirstrukturen ergibt [71], gibt evolutiven Systemen die
Moéglichkeit, Sequenzen leicht zu modifizieren, ohne daf} sich deren Funktionalitit dndert.
Diese Anderung kann entsprechend auch eine redundante Verlingerung der Sequenz sein.
Dabei werden Monomere an oder in die Sequenz addiert, die keinen Einfluf} auf den Charakter,
also die Funktionalitit des Gesamtmolekiils haben. Diese zuséitzlichen Monomere kénnten
aber fiir eine Erkennung durchaus dienlich sein, die die Stabilitéit erh6hen wiirde. Durch eine
Erweiterung der Sequenz wird jedoch auch immer der Gesamtqualititsfaktor QQ = ¢” aufgrund
der ansteigenden Linge reduziert.

Es stellt sich die Frage, ob die Einfiigung eines zusitzlichen Erkennungsbits mit Hilfe des
partiellen Erkennungsmechanismus die maximal ertrigliche Fehlerrate so erhthen kann, dafl
die entstehende Qualitidtseinbufle kompensiert oder eventuell sogar iiberkompensiert wird.
Dazu sollen im folgenden die Maxima der fiir unterschiedliche k; zu berechnenden Fehler-
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kurven auf Sequenzlingen umgerechnet, wobei jedoch beachtet werden muf}, dafl durch das
Anhingen von Erkennungsbits die Gesamtlinge entsprechend verdndert wird (v — v + k;),
was direkten Einflul auf die Erkennungwahrscheinlichkeiten 1 — 7 und 1 — r¢ hat. Bei nicht
konstanter Sequenzlinge dndern sich Gl. (4.20) zu

v

- 4.2
TUF ky (4.26)
und Gl (4.21) zu
2¥ -1
L (4.27)

Abbildung 4.15 zeigt die kritischen Fehlerraten fiir den Fall, dafl die Erkennungsbits aus einer

entsprechenden Verldngerung stammen. Vor allem der lineare Modus zeigt eine merkliche Re-
duzierung der kritischen Fehlerrate im Vergleich zu den Werten der konstanten Sequenzlinge
in Abb. 4.14. Um Riickschliisse auf eine maximale Sequenzlidnge ziehen zu kénnen, kann die
allgemeine Beziehung R=1—-Q =1—4¢" zu

(/£ -+he)
a/f) _ In(l — Rmlax ')

T , 4.28
r In(gmin) ( )

(v)

umgeformt werden, mit gmin = (1—Rinax)*/”, welches die minimale Monomerkopiergenauigkeit
definiert, die das katalytische Modell ohne Erkennung fiir v lange Sequenzen erlaubt. Es
findet genau dann eine (Uber)Kompensation statt, wenn die Bedingung 1/,(91/ D> vtk

T

erfilllt ist. Abbildung 4.16 zeigt die mit Hilfe von Gl. (4.28) aus RWEV k) berechneten
Sequenzlingen fiir die Grundsequenzlinge von v = 20. Der jeweilige Wert von R&Qﬂ;”*’“‘) 18t
sich wieder aus dem PRESS Modell berechnen, wobei diesmal jedoch die beiden Gl. (4.26)
und Gl. (4.27) beriicksichtigt werden miissen. Die Parametersitze korrespondieren erneut zu
denen von Abb. 4.14 und Abb 4.15.

Im einzelnen zeigt sich, da} die lineare Erkennung in der Lage ist, die zusdtzlichen Bits
gerade zu kompensieren. Dies ist im Rahmen der Modellannahmen auch verstidndlich: Da die
Y1-Spezies vernachléssigt wird, fithren nur Mutation die nicht in der Erkennungsregion liegen
zur Erhéhung der Yy = Y-Population. Die Mutation in der Erkennungsregion wiirde hingegen
einen ZufluB} zu den Y;-Molekiilen bedeuten, die jedoch als nicht-existent angenommen wurden
und somit keinen Einflu} auf das System haben. Demzufolge stabilisieren die Erkennungsbits
gerade sich selbst. Die Gesamtmutationsrate bleibt also konstant. Eine Uberkompensation,
die eine Sequenzverlingerung iiber die Erkennungsbits hinaus ermdglichen wiirde findet nicht
statt. Da der storende EinfluB der Y;-Molekiilen vernachlissigt wurde, ist eine Uberkompen-
sation in realen Systemen auch nicht zu erwarten.

Anders sieht die Situation im Fall der Faltung aus. Hier zeigt sich eine deutliche Erhéhung
der tolerierbaren Gesamtlinge, die sich mit jedem zusétzlichen Erkennungsbit fast verdoppelt.
Dies tragt dem Umstand Rechnung, dafl ¢ in guter Ndherung als Sequenzlingenunabhiingig
angesehen werden kann. Die gewonnene Stabilitdt ist im Kontext der Faltung jedenfalls deut-
lich hoher als im linearen Fall, so daB selbst in Modellen, die den vollstindigen Sequenzraum
beriicksichtigen, eine Uberkompensation zu erwarten ist. Das heiBt, das eine kurzkettige und
schlecht katalysierende RNA-Sequenz aufgrund ihrer Faltungsfdhigkeit im Rahmen einer par-
tiellen Erkennung die Moglichkeit einer deutlichen Sequenzverlingerung hat. Die so zusétzlich
mogliche Speicherung von Information kann im Laufe der Evolution dazu fithren, die Qualitét
der Replikase zu erhohen.
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Damit soll das Kapitel iiber das einfache katalytische Modell abgeschlossen werden. Es
konnte gezeigt werden, da altruistische Replikatoren allein durch die Existenz eines sepa-
rierenden Raumes innerhalb eines Migrationsbereichs stabilisiert werden koénnen, véllig im
Gegensatz zur homogenen Prognose. Dabei stellte sich weiter heraus, dafl dieser Bereich ins-
besondere stetig von der Zerfallsrate abhéingig ist, daf also langlebige Molekiile in Bereichen
niedriger Diffusion und kurzlebige in héheren Diffusionsbereichen stabilisiert werden kénnen.
In einer weiteren Untersuchung zeigte sich partielle Sequenzerkennung als probates Mittel zur
Erhéhung der durch den Raum induzierten Kooperation. Dort etablierte sich ebenfalls, dafl
die molekulare Sequenzfaltung diesen Effekt noch deutlich erhéhen kann, so dafl Gesamtse-
quenzverlingerungen moglich sind mit oben beschriebenen Folgen fiir die Evolution.
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Abbildung 4.14: Vergleich des Stabilitétszuwachs gemessen in R.(m) fiir k. =0, ...,8 (von unten nach
oben) fiir D = 10~ und 102 als Funktion von m fiir linearen (a) und gefalteten (b) Erkennungsmodus.
Dabei werden k, Bits erkannt, ohne daf eine entsprechende Sequenzverlingerung (v = 20) stattfindet.
Unterschiedliche Skalierung der y-Achse mufl beachtet werden.
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Abbildung 4.15: Vergleich des Stabilitétszuwachs gemessen in R.(m) fiir k, = 0, ...,8 (von unten nach
oben) fiir D = 107° und 102 als Funktion von m fiir linearen (a) und gefalteten (b) Erkennungsmo-
dus. Dabei stammen die Erkennungsbits aus einer zusitzlichen Sequenzverlingerung (v — 20 + k).
Unterschiedliche y-Achse zum linearen Fall beachten.
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Abbildung 4.16: Die Abbildung zeigt die tolerierbare Sequenzlinge bei der Addition von Erkennungs-
bits zu funktional-aktiven Sequenzen mit Grundlinge v = 20. Die durchgezogene Linie zeigt die jewei-
lige kritische Sequenzlange. Die Symbole kennzeichnen die Datenpunkte, die sich bei k, Erkennungsbits
ergeben. Man erkennt, daf} die lineare Erkennung nur in der Lage ist, die zusidtzlichen Erkennungs-
bits zu kompensieren, wo hingegen eine deutliche Sequenzverldngerung bei der Faltungsmethode zu
beobachten ist.
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Kapitel 5

Simulation mit konfigurierbarer
Hardware

5.1 Der Parallelrechner Ngen

Der Aufbau und die Funktionsweise des Parallelrechners NGEN werden erdrtert, mit dessen
Hilfe Reaktionen hochoptimiert simuliert werden konnen, was eine Untersuchung von mole-
kularen Systemen auf sehr grofien Zeitskalen erlaubt.

5.1.1 Konventionelle Rechnerarchitekturen

Die Simulation von rdumlich aufgelosten biomolekularen Systemen ist mitunter ein extrem
zeitintensives und ressourcenaufwendiges Problem. Je nach Komplexitit kénnen solche Si-
mulationen schnell die Grenzen moderner Computer erreichen. Dabei ist es nichteinmal so,
daB deren Leistung prinzipiell nicht ausreichend wire - dafl eigentliche Problem stellt ein
enormer Overhead dar, der neben der eigentlichen Aufgabe, ndmlich der puren Simulation,
ebenfalls verwaltet wird. So miissen zum Einen wihrend der ganzen Zeit Interrupts gesteuert,
eventuelle Peripherie verwaltet und Betriebssysteme aufrecht erhalten werden.

Noch ineffizienter erweist sich jedoch der eigentliche Aufwand, der fiir die Simulation
notwendig ist. Der meist in einer Hochsprache geschriebene Simulations-Quellcode wird zwar
von modernen Compilern sehr effizient iibersetzt, doch die fiir die einzelnen Programmteile
notwendigen Algorithmen benétigen im allgemeinen sehr viele Prozessorentakte. Als Beispiel
sei hier die Erzeugung von Zufallszahlen angefithrt, die in stochastischen Simulationen en
masse anfallen (zum Beispiel bei der Bestimmung von Reaktionen oder bei der Diffusion),
jedoch einige 100 Takte fiir deren Berechnung notwendig sind.

Weitere Problemen dieser Art entstehen dadurch, dafl der Zustandsraum fiir Reaktions-
Diffusions Prozesse (definiert durch die zeitliche Anderung riumlich verteilter Molekiile) nur
sehr schwierig und mit groflem Kodierungsaufwand auf die Beschreibungebene eines einzigen,
lokalen Prozessors abgebildet werden kénnen. Exemplarisch sei hier auf die Schwierigkeit einer
effektiven Implementierung der Diffusion hingewiesen. Die parallele Bewegung der Molekiile,
die neben den Reaktionen zu gewihrleisten ist, bedarf eines riesigen Rechenaufwandes, da
intern die unkorrelierte Bewegung jedes einzelnen Molekiils stochastisch simuliert werden
mufl. Dies wird umso drastischer, je grofler diese Menge wird, da ab einer gewissen Grenze
die Daten nicht mehr im schnellen Cache Speicher der CPU abgelegt werden kénnen, sondern
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iiber den im Vergleich dazu sehr langsamen Datenbus geschleust werden miissen. Anhand
dieses Beispiels, bei dem der noch viel gréfiere Aufwand der einzelnen Reaktionen aufler acht
gelassen wurde, wird deutlich, wie die Kodierung und Rekodierung, die mit den inkompatiblen
Beschreibungsebenen der elektronischen Hardware und der molekularen Prozesse einhergehen,
eine ineffektive Nutzung von Rechnerressourcen zur Folge hat.

5.1.2 FPGA basierende Architektur

Um die angegebenen Probleme zu verringern, mufli demnach ein entsprechender Computer
designed werden, der von seiner grundlegensten Architektur bereits den Anforderungen mo-
lekularbiologischer Simulationen entspricht. Mit anderen Worten, es mufl eine Architektur
manifestiert werden, die bereits deutliche Ahnlichkeiten zu realen, molekularbiologischen Sy-
stemen aufweist, da nur so der beschriebene Overhead deutlich reduziert werden kann.

Fiihrt man sich die Prozesse eines realen RNA/DNA in vitro Experiments vor Augen, so
erkennt man einige generelle Eigenschaften, die solche Systeme mit sich bringen:

e Massive Parallelitdt der Reaktionen

e Riumliche Struktur der Reaktionsumgebung
e Vielfalt an moglichen Reaktionen

e Sequenzartigkeit der Molekiile

Einen Losungsvorschlag, der die dargestellte Problematik zu umgehen wufite, wurde 1991
von Prof. John S. McCaskill und seinen Mitarbeitern vorgestellt. Diese prisentierten einen
auf FPGA (Field Programmable Gate Arrays) basierten Minirechner, der aus vier dieser
Chips konzipiert wurde. Anstatt die Idee eines Ein-Prozessoren-Rechners weiter zu verfolgen
und diesen in Geschwindigkeit und Kapazitéit zu verbessern, gingen John McCaskill et al.
den Weg raumlich verteilter Prozessoren, die massiv parallel arbeiten. Die programmierbaren
Prozessoren, die in die von den FPGAs zu Verfiigung gestellten konfigurierbaren Hardware
eingebettet werden, kénnen beziiglich der molekularen Reaktionen hochoptimiert werden.
Ubrige Ressourcen werden zur Speicherung von Bitstrings - den Molekiilen - bereit gestellt.
Dieser Rechner ist somit aufgrund seiner Architektur bereits speziell auf die Gegebenhei-
ten rdumlich strukturierter, biomolekularer Systeme zugeschnitten. Molekiile, die als Daten
auf der fiir Prozessoren grundlegensten Ebene kodiert sind, entsprechen auflerdem in ihrem
Charakter der Vorstellung von RNA bzw. DNA &dhnlichen Strukturen. Der Flul der Daten
von Prozessor zu Prozessor wird so arrangiert, daf eine einfache Implementierung von Diffu-
sionsprozessen gewahrleistet wird. Die Raumdimension, in der die Simulation entsprechender
Chemien stattfinden soll, kann durch die Verdnderung der Verbindungstopologie der Prozes-
soren bestimmt werden. Jeder Einzelne dieser Prozessoren muf} trotzdem so flexibel ausgelegt
sein, daf} praktisch jede Chemie simuliert werden kann. Um auch ohne deutliche Erweiterung
der FPGA Ressourcen mehr Daten speichern und verarbeiten zu kénnen, kam man 1992 auf
die Idee, an einer Ebene aus FPGAs schnelle Speicherbausteine, SRAMs, zu koppeln, die im
Vergleich zu den FPGAs zum einen deutlich preiswerter, aber zur reinen Datenspeicherung
auch sehr viel besser geeignet waren, da ihre Speicherkapazitit fast beliebig gewihlt werden
konnte. Diese Zweiteilung erlaubte es, die Ressourcen der FPGAs fast ausschlieBlich fiir die
Programmierung der Reaktionsprozessoren aufzuwenden und in den SRAMs riesige Mengen
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an Zeichenketten zu speichern.

Ende 1992 wurde ein Rechner namens NGEN prisentiert, bei dem das beschriebene Kon-
zept etabliert wurde [72]. Seit kurzem ist auch das Nachfolgemodell Meregen funktionsfihig
und einige kleinere Applikationen wurden bereits gestartet. Da die prinzipielle Architektur
mit der von NGEN fast identisch ist, konnen viele der hier vorgestellten Prinzipien auch auf
Meregen angewandt werden. Am Ende von Anhang A.14 wird eine Abschitzung iiber die zu
erwartende Rechenleistung gegeben.

5.1.3 Hardwarekomponenten

Die Hardware der NGEN besteht prinzipiell aus 162 FPGA Chips und 1296 32kByte static
RAM (SRAM), was insgesamt 40.5MByte entspricht. Die 162 FPGAs setzen sich aus 144
frei programmierbaren Rechen- und 18 Steuer-FPGAs zusammen. Diese wiederum sind so
angebracht, dal 8 Rechen- und 1 Steuer-FPGA eine Karte bilden, was 18 Karten bzw. 9
Kartenpaare ergibt. Alle FPGAs sind untereinander mit 8Bit Datenleitungen verbunden, die
auch vier der insgesamt acht zugeordneten 32kByte SRAMs ansteuern. Den Zugriff auf die
restlichen vier RAM-Bausteine erfolgt exklusiv durch die einzelnen FPGAs. Ein FPGA vom
benutzten Typ besteht aus einer Matrix von (18 x 18) konfigurierbaren logischen Blocken
(CLB), wobei jedes einzelne CLB prinzipiell aus zwei F-Funktionsgeneratoren, einem nach-
folgendem, koordinierendem H-Funktionsgenerator und aus zwei Flip-Flops besteht, vergl.
Abb. 5.1. Die F-Funktionsgeneratoren sind frei programmierbar und besitzen vier Einginge,
so daf} jede vierwertige boolesche Funktion simuliert werden kann. Daraus ergeben sich die
Hardwareressourcen, die zur Implementierung fiir eine Reaktions-Diffusions Simulation be-
nutzt werden kénnen. Da eine Programmierung auf der untersten Ebene der CLBs in der ge-
gebenen GroBenordnung praktisch unmoglich ist, werden entsprechende Softwarepakete zur
Entwicklung und zur Ubersetzung in die Sprache der CLBs zur Verfiigung gestellt. Diese
Tools erlauben eine komfortable (makroorientierte) Programmierung in der Logik von digi-
talen Schaltung. Nach einem Test auf logische Konsistenz werden die Schaltungen von einem
Compiler in einzelne (den FPGA Ressourcen angepafiten) Komponenten zerlegt und anschlie-
Bend miteinander verbunden (gerouted). Gerade der letzte Punkt ist kritisch, da zum einem
das Verbinden der Komponenten selbst Ressourcen beansprucht und zum anderen das Finden
einer (sub)optimalen Struktur ein sehr komplexes Problem darstellt.

Ist eine Schaltung gefunden, die die gegebenen Konditionen erfiillt, kénnen die Schal-
tungskomponenten als entsprechendes Bitmuster in die CLBs geschrieben und diese wiederum
entsprechend verbunden werden. Danach ist die NGEN mit dem entsprechenden Programm
ausgestattet und kann dieses ausfiihren.

5.1.4 Datenfluflarchitektur

Bei der Erstellung der NGEN Programme miissen jedoch noch mehr als die oben beschriebenen
Bedingungen beachtet werden. So bedingt der Zusammenschlufl von Programmierelementen
und reinen Speicherbausteinen eine besondere Art der Datenorganisation.

Gerade fiir das hier beschriebene Ziel einer dreidimensionalen Reaktions-Diffusions Umge-
bung, bietet sich das Konzept des zyklischen Datenflufl an. Dabei werden die 144 FPGAs so
angeordnet, daB sie ein rechtwinkliges (in x-y-Richtung) (12 x 12) Array darstellen, bei dem
die gegeniiberliegenden Seiten toroidal miteinander verbunden sind. Auf diesem Array ste-
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Abbildung 5.1: Die Struktur eines konfigurierbaren logischen Blocks (CLB). Die beiden F-
Funktionsgeneratoren konnen jede vierwertige boolesche Funktion simulieren, die nachfolgenden Flip-
Flops dienen als lokaler Speicher.

(Mit freundlicher Genehmigung von Dr. Jens Breyer.)

hen orthogonal (in z-Richtung) die SRAM Speicherbausteine. Stellt man sich anschaulich die
Speicherkapazitdten fiir die benutzten Bitstrings einer bestimmten Linge als einen Einheits-
kubus vor, so kénnen die Instanzen der Datenspeicherung und -verarbeitung innerhalb der
NGEN wie in Abb. 5.2 dargestellt werden. Dort wird anhand des Beispiels eines (2 x 2) Arrays
- anstatt der tatsichlich vorhandenen (12 x 12) FPGAs - der Zusammenschlufl der SRAMs
(weiB), und der FPGAs (hell grau/grau) gezeigt. Dabei wird die dreistockige FPGA-Ebene
anschaulich in die Prozessorebene (hell grau) und der zweistockigen Diffusionebene aufge-
teilt. Die Anzahl der moglichen parallel verarbeitbaren Daten (Anzahl der Kubensédulen) pro
FPGA - im Beispiel (4 x 4) - hingt prinzipiell von der Komplexitét der verwendeten Logik
ab. Je komplexer die Schaltungen, desto hoher ist der zur Realisation notwendige Hardware-
aufwand, was mehr Ressourcen beansprucht und die Zahl der méglichen parallelen Prozesse
verkleinert. Da die Datenverarbeitung nur in den FPGA Ebenen méglich ist - die nebenbei
auch die zur Verarbeitung notwendigen Speicherkapazitit zur Verfiigung stellen - werden die
in den SRAMs gespeicherten Daten mit Hilfe zyklischer Adresszéhler in z-Richtung durch die
FPGAs geschleust. Zwischen der Prozessoren- und der Diffusionsebene erfahren sie zusétzlich
noch eine Verschiebung in x-y-Richtung, siehe Abb. 5.2. Bei der in Kapitel 5.2.1 gegebenen
Beschreibung des dreidimensionalen Diffusionsalgorithmus wird diese Verschiebung nochmals
wichtig.

Es mufl noch erwihnt werden, dafl die DatenfluBarchitektur eine Relation zwischen Vo-
lumen (Gesamtzahl der Datenelemente) und Simulationszeit (Zeit fiir eine vollstindige Vo-
lumenberechnung) liefert. Wird das Volumen durch einen symmetrischen Kubus mit Kan-
tenlinge [ aufgespannt, so werden die Daten - aufgrund der parallelen Verarbeitung in der
Ebene - nur in einer Richtung seriell evaluiert. Mit [ = ¢/V ergibt sich so die Beziehung

tox VV. (5.1)

Dabei muf} natiirlich beachtet werden, daf3 die Ressourcen der NGEN nicht immer eine exakte
Symmetriesierung des Volumens erlauben, so dafi GL. (5.1) nur als Approximation angesehen
werden kann.
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9 | 10| 11|12} 25| 26| 27| 28
13| 14| 15| 16 29| 30| 31| 32
33| 34| 35| 36| 49| 50| 51| 52
37| 38| 39| 40] 53| 54| 55| 56
41| 42| 43| 44] 57| 58| 59| 60
45| 46| 47| 48] 61| 62| 63| 64

Abbildung 5.2: Der beschriebene Datenflu durch das Volumen der NGEN soll bildlich dargestellt
werden. Dabei beschreibt der linke Teil des Bildes einen (2 x 2) Ausschnitt aus den vorhandenen
(12 x 12) FPGAs. Jedes FPGA ist dabei nochmals in ein (4 x 4) Grid unterteilt (Kubensiule), in
dem parallel Daten verarbeitet werden kénnen. Die Anzahl der Kubensiulen pro FPGA ist von der
Komplexitit der Logik abhiingig. Die z-Achse beschreibt (von unten nach oben) die Diffusions- und die
Reaktionsebene sowie die SRAMS, die der reinen Datenspeicherung dienen. Der rechte Bildausschnitt
verdeutlicht sowohl den Fluf} in z-, als auch in x-y-Richtung, was fiir die elegante Implementierung des
Diffusionsalgorithmus notig ist.

Fiir eine umfangreichere Beschreibung der NGEN soll die Arbeit von Breyer erwidhnt wer-
den [73], in der ein CATCH-éhnliches [69] Amplifikationssystem in zwei Dimensionen simuliert
wurde. Fiir weiterfithrende Informationen zum Aufbau einer dreidimensionalen Topologie sie-

he [74] und [75].
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5.2 Parallele, dreidimensionale Diffusion

FEin in drei Dimensionen parallel arbeitender Diffusionsalgorithmus wird vorgestellt, der die
Diffusionsgleichung erfillt.

5.2.1 Algorithmische Struktur

Die Moglichkeit, in drei Dimensionen Parallelverarbeitung zu betreiben, bedarf eines effek-
tiven Diffusionsalgorithmus, welcher die Forderungen erfiillt, die paralleles Rechnen mit sich
bringt. Fiir ein Verstéindnis der folgenden Prozeduren empfiehlt sich die Lektiire von An-
hang A.12, in dem der zweidimensionale Toffoli-Margolus Algorithmus [76] vorgestellt wird.

Der kleinste (symmetrische) Kubus, der mehr als aus einer Elementarzelle besteht ist
der (2 x 2 x 2) Wiirfel, mit der ein Volumen ausgefiillt werden soll. Zwei unterschiedliche
Fiillmethoden unterscheiden sich insofern, da§ die (2 x 2 x 2) Wiirfel um je einen Gitterpunkt
in x-, y- und z-Richtung verschoben werden. Dabei kann die DatenfluBarchitektur der NGEN
benutzt werden, um ohne gréfleren Aufwand die z-Verschiebung zu etablieren.

Die Wiirfel haben die Mdoglichkeit, sich um jeweils 90° um die x-, y-, oder z-Achse mit
der Wahrscheinlichkeit p, = p, = p, = p zu drehen, wobei schon drei der sechs mdglichen
Rotationen ausreichend sind, um die Diffusion zu etablieren. Die Umkehroperationen zu den
einzelnen Rotationen sind also nicht erforderlich. Der Parameter p kann benutzt werden, um
die Diffusionskonstante des Algorithmus zu justieren. Die Rotation der Kuben geschieht zeit-
gleich und unkorreliert. Die vier moglichen Operationen werden in Abbildung 5.3 verdeutlicht.
Anschliefend wird das Volumen durch die alternative Fiillmethode iiberdeckt und die Kuben
erneut rotiert. Dieses algorithmische Verfahren erlaubt die parallele Diffusion des gesamten
Volumens.

5.2.2 Erfiillung der Diffusionsgleichung

Wie die folgenden Untersuchungen zeigen werden, erfiillt der Algorithmus die Diffusionsglei-
chung

0
2 P(r,t) = DAP(r1), (5.2)

wobei A den Laplace-Operator darstellt und D die Diffusionsrate (im Gegensatz zur sonst
verwendeten PRESS Migrationsrate m). Die Fundamentallosung von Gl. (5.2) ist eine Gauf-
Verteilung (Normalverteilung),

B 1 (r— ro)2
Pt = o= i) >3

Dabei gibt d die geometrische Dimension des Systems an; im gegebenen Fall also d = 3.
Gl (5.2) erlaubt die Faktorisierung ihrer Losung, so daf

P(r,t) = P(z,y,2,t) = P(z,t) P(y,t) P(z,1) (5.4)

geschrieben werden kann, was anschaulich bedeutet, dafl keinerlei Korrelationen zwischen den
Teilchenbewegungen in den drei rdumlichen Dimensionen besteht.

Um den Bezug zwischen dem dreidimensionalen Raum (der wieder durch ein orthogonales,
diskretes Gitter mit dquidistanten Elementarzellen aufgespannt ist) und dem Diffusionsalgo-
rithmus herzustellen, ist es von Interesse, das Verhalten eines einzelnen Kubus zu untersu-
chen. Dabei sollen seine 8 Elementarzellen wie in Abb. 5.4 numeriert werden, wobei ohne

88



5.2. PARALLELE, DREIDIMENSIONALE DIFFUSION

| A7

Abbildung 5.3: Die vier Operationen des dreidimensionalen Diffusionsalgorithmus, die anhand der
Position eines einzelnen Teilchens erkliart werden. Die letzte Operation ist die Einheitsoperation, die
keine Verénderung der Teilchenposition mit sich bringt und mit der Wahrscheinlichkeit 1—p stattfindet.

Beschrinkung der Allgemeinheit solch eine Volumenfiillung benutzt werden soll, dafl Zelle
5 eines gegebenen Kubus zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Ursprung des Koordinatensystems liegt.
Im Anhang A.13 zeigt Tabelle A.1 die resultierende Koordinatenzuordnung zu den einzelnen
acht Zellen. Da die Numerierung fiir alle Kuben gleich ist, und sie die Position eines Teilchens
innerhalb eines Kubus eindeutig definiert, soll der Begriff der internen Koordinate oder des
internen Zustands eingefiihrt werden. Die Rotation eines Kubus um eine der drei Hauptachsen
hat eine Anderung des internen Zustands zur Folge und somit auch eine Anderung der abso-
luten Koordinaten. Der Zusammenhang zwischen den drei Rotationen und den dazugehorigen
Koordinatentransformationen ist im Detail im Anhang A.13, Tabelle A.3 zu sehen. Der Vorteil
des Gebrauchs des internen Zustands zeigt sich auch bei der Beschreibung der alternierenden
Volumenfiillung. Die im Anhang A.13 gezeigte Tabelle A.2 veranschaulicht, wie die internen
Zustdnde wechseln, ohne dabei jedoch eine Koordinatenverschiebung mit sich zu ziehen, da
die virtuelle Umstrukturierung keine Verdnderung der realen Teilchenposition zur Folge hat.
Die Benutzung der obigen Zuordnungen erlaubt eine effiziente Untersuchung des Algorithmus.
Um dies mit einer hinreichend genauen Statistik durchzufiihren, wird fiir jeden Parametersatz
(Zeit und Rotationswahrscheinlichkeit) iiber eine Million Trajektorien gemittelt, die jeweils
vom Ursprung starten und zu einem Gitterpunkt fithren, der durch die externen Koordina-
ten definiert ist. Die Simulationszeit - die diskret ist - wird in Einheiten eines vollstindigen
Updates, also einer parallelen Rotationsoperation gemessen. Die Umgruppierung der Kuben
bendtigt aufgrund des virtuellen Charakters keine Zeit und wird als instantan modelliert.
Anschlieend werden - separat in z, y und z Richtung - alle Trajektorien, die zum gleichen
Gitterpunkt fithren zusammengezihlt und durch die Anzahl aller Trajektorien - im gegebe-
nen Fall eine Million - dividiert. Das daraus resultierende normierte Histogramm beschreibt
die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Teilchens nach der Zeit ¢. Abbildung 5.5 zeigt so ein
zeitliches Verhalten fiir p = 0.3. Ist p; = py = p, = p, wird also symmetrisch rotiert, zeigen
sich keine Unterschiede der Histogramme fiir die drei Hauptachsen. Die Diffusion erfolgt also
vollstindig symmetrisch und isotrop. Allerdings ist es moglich, durch eine Anderung der ein-
zelnen Rotationswahrscheinlichkeiten eine gezielte Asymmetrie zu manifestieren.

Die aus numerischen Berechnungen gewonnenen Datenséitze erlauben im weiteren, die Dif-
fusionskonstante in Abhéngigkeit von p zu bestimmen. Dazu wird das FWHM (Full-Width-
Half-Maximum) der Gauf-Kurven fiir ausgesuchte Zeiten und Wahrscheinlichkeiten ermit-
telt. Das Kriterium eignet sich deshalb als Kenngréfle, da es zum einen nur die Mefipunkte
beriicksichtigt, die eine hohe statistische Sicherheit haben (hohe Ereignissrate in der Néhe
des Maximums) und zudem eine Kreuzkorrelation zwischen diesen (ndmlich Héhe und Brei-
te) mit sich bringt, was die statistische Sicherheit weiter erhoht. Da bei einheitlichem p keine
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Abbildung 5.4: Der rechte Bildteil zeigt einen auseinandergeschobenen Kubus, auf dem eine (beliebige)
Numerierung der Elementarzellen zu sehen ist. Zusammengeschoben fiillen eine Vielzahl solcher Kuben
das Gittervolumen aus. Fiir die weiteren Untersuchungen soll so ein einzelner Kubus benutzt werden,
dessen 5. Zelle zu Beginn der Simulation auf dem Ursprung des dreidimensionalen Gitters liegt.

Asymmetrie in den Dimensionen zu sehen sind, reicht eine eindimensionale Untersuchung der
Ergebnisse aus. Fiir eine Normalverteilung definiert sich das FWHM durch

bFWHM = 4v DIHQX/IE, (55)

wobei - wie erwdhnt - die Dimension d explizit auf eins und ¢y auf Null gesetzt wurde.

Gl. (5.5) sagt - unter der Voraussetzung, daf} das normierte Histogramm einer Normalver-
teilung entspricht - eine lineare Beziehung zwischen bpwun und v/t voraus. Die tatsiichlich
hervorragende Ubereinstimmung, die in Abb. 5.6 zu sehen ist, zeigt somit zumindest prin-
zipiell, da8 der Algorithmus die Diffusionsgleichung erfiillt. Die Auswertung der FWHM-
Beziehung in Abhéngigkeit von p erlaubt die Bestimmung des Diffusionskoeffizienten (eben-
falls in Abhingigkeit von p). Ein Plot dieser Beziehung, siche Abb. 5.7, zeigt eine erneute
lineare Abhingigkeit, die mit Hilfe einer weiteren Regressionsanalyse verifiziert werden kann.
Diese liefert die Beziehung

D = 0.520(£0.002) p, (5.6)

wobei D in Einheiten der Einheitslinge (Gitterkonstante) und der Simulationszeit angegeben
wird. Die lineare Abhéngigkeit ist insofern verstédndlich, als dafl die Diffusionsaktivitit propor-
tional zur Rotationswahrscheinlichkeit ist und somit auch den Diffusionskoeffizienten linear
verdndern sollte. Der theoretisch maximale Koeffizient von D ~ 0.17 (bei pmax = 1/3) kann
in der Praxis durch hintereinanderschalten vieler Diffusionsprozesse beliebig erh6ht werden.

Schliefllich kann aufgrund der Ergebnisse, die zwar keinen Beweis im strengen Sinne, je-
doch ausreichende Evidenz prisentieren, behauptet werden, dafl der Algorithmus eine effi-
zientes Werkzeug ist, um parallele und effiziente Diffusion zu simulieren. Im Vergleich zum
konventionellen Teilchenaustausch, erweist sich der Algorithmus in der Praxis zudem als deut-
lich schneller, da er mit einer erheblich reduzierten Anzahl an Zufallszahlen auskommt. So-
mit sollte die Benutzung der parallelen Variante fiir Simulationen in drei Dimensionen auch
dann erwigt werden, wenn die iibrigen Berechnungen nicht parallel ausgefithrt werden. Im
Anhang A.14 wird abschlielend gezeigt, wie die Algorithmen in die Hardware der NGEN
implementiert werden.

90



5.2. PARALLELE, DREIDIMENSIONALE DIFFUSION

0,12

o
-

0,08

0,06

0,04

o
o
[

AufenthaltswahrscheinlichkeR(x,t)

(NN | N L

30 20 -10 O 10 20 30 40 50
Abstandx

[e2]
o

Abbildung 5.5: Die normierten Histogramme zur Rotationswahrscheinlichkeit p = 0.3 zeigen die
gewiinschte Form einer Normalverteilung. Auch der zeitliche Verlauf (fiir ¢ = 50, 100, 200, 500, 1000)
bestétigt die Vermutung.
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Abbildung 5.6: Das FWHM in Abhingigkeit der Wurzel der Simulationszeit, v/#, wird fiir unter-
schiedliche Rotationswahrscheinlichkeiten, p = 0.01,0.02,0.05,0.1,0.2,0.3,1/3 (von unten nach oben)
aufgetragen. Die theoretisch vorhergesagte lineare Beziehung wird - bis auf Fehler im Promille Bereich

- bestétigt.
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Abbildung 5.7: Die Bestimmung des Diffusionskoeffizienten D aus den mit Hilfe der linearen Regression
gewonnenen Daten, zeigt eine lineare Abhingigkeit zu den und Rotationswahrscheinlichkeiten p auf.
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Kapitel 6

Diskussion und Ausblick

6.1 Diskussion der Ergebnisse

Die Ergebnisse der Arbeit werden zusammengefafit und vor dem Hintergrund mdglicher gene-
reller Erweiterungen diskutiert.

6.1.1 Zusammenfassung und Schluflfolgerung

Die Arbeit hat sich mit der Frage beschéftigt, inwiefern der Einflufl riumlicher Trennung sich
auf die biomolekulare Evolution auswirkt und ob bzw. inwiefern damit molekulare Kooperati-
on induziert werden kann. Gerade die Frage nach Stabilisierung von molekularer Kooperation
hat auch innerhalb der Arbeitsgruppe von McCaskill einen besonderen Stellenwert erlangt
und wurde intensiv untersucht. So kann man einen Bogen von mittlerweile iiber einer De-
kade spannen. Dabei wurden Fragen gestellt und mogliche Losungsvorschlige gegeben, die
sich auf theoretischer Seite mit Parasitenabwehr durch Selbstreplizierenden Spots [30] und
auch mit der Simulation von evolvierbaren, molekularen Systemen auf konfigurierbarer Hard-
ware [77, 73] befaiten. Gleichzeitig konnten auch theoretische Modelle in vitro umgesetzt
werden, wie das CATCH-System [69] oder weitere Veroffentlichungen zur Musterbildung [29].

Wie beschrieben, versucht die vorliegende Arbeit ebenfalls die Prinzipien zur Stabilisie-
rung molekularer Kooperation im Raum zu erforschen, doch steht hier deutlich der analytische
Aspekt im Vordergrund, um eine Allgemeingiiltigkeit der Ergebnisse zu erzielen. Dafiir wur-
de eine Plattform konzipiert - erst im Kontext einfacher Systeme [56], spéter in allgemeiner
Form [61], die es nicht nur erlaubt, den rdumlichen Einflufl auf beliebige biomolekulare Syste-
me analytisch zu beschreiben, sondern dariiber hinaus auch die diskrete Natur molekularer
Reaktionen beriicksichtigt. Die Arbeiten von Durrett und Levin haben in diesem Zusam-
menhang gezeigt, dafl besonders fiir den Fall niedriger Konzentrationen eine Modellierung
rdumlicher Effekte mit partiellen Differentialgleichungen falsche Ergebnisse liefern kann [32].
Fiihrt man sich jedoch die experimentellen Konditionen vor Augen, so erkennt man die Not-
wendigkeit von sehr geringen Konzentrationen, um eine entsprechende Separation dhnlich
wie im PRESS Modell zu erzielen. Dabei geht man davon aus, dafl in wésserigen Losungen
im dreidimensionalen Raum typische Diffusionsraten, D, (zur Verdeutlichung wird nicht die
Parzellenmigrationsrate m benutzt) fir RNA-Sequenzen mit einer Linge von ca. 100 Basen
ungefiihr D ~ 10~ 'm?/s sind. Auf der Zeitskala 7 von wenigen Sekunden fiir in vitro Experi-
mente mit RNA [78] erhilt man eine charakteristische Lingenskala von I = v/ D7 = 10~%m.
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Ein Kubus - der gerade einer Parzelle im PRESS Modell entsprechen soll - dieser Dimension
hat ungefihr ein Volumen von 1pl. Bei einer typischen Parzellenpopulation der Groflenord-
nung 10° — 10! erhilt man eine Konzentration von ca. 10pM. Dies éindert sich allerdings
deutlich, wenn man Gele oder porésen Medien benutzt, bei denen die Diffusionrate reduziert
ist. Auch in zwei Dimensionen #ndert sich die Konzentration je nach Medium um bis zu 5
Gréflenordnungen. Trotzdem 148t sich die Notwendigkeit nach geringen Konzentrationen er-
kennen, um der PRESS Modellierung zu entsprechen. Die Parzellenstruktur des Systems zeigt
sich dariiber hinaus als ein intermedisres Modell zwischen den kontinuierlichen [22, 28, 23]
und den streng kompartimentierenden, diskreten, rdumlichen Ansétzen [79, 21] und dem Mo-
dell der stochastischen Korrektur von Szathmdry und Demeter [80, 81]. In seiner Konzeption
dhnelt das PRESS System dem Inselmodell von Kimura [40], jedoch fiir den Fall einer geringen
Inselpopulation und einer vollstindig exakten Berechnung ohne Modellndherungen.

Bei der Behandlung des PrESS Modells zeigte sich weiter, dafl die Komplexitit der Be-
schreibung - sprich die Anzahl von Wahrscheinlichkeitszustinden - schnell mit ansteigender
Teilchen- und Spezieszahl zunimmt, so daf§ bereits das katalytische Modell mit 10 Zustinden
nicht mehr vollstindig analytisch 16sbar war. Allerdings resultiert die PRESS Modellierung
immer in ein System von gewOhnlichen Differentialgleichungen, die numerisch sehr gut zu
handhaben sind. So konnte schliellich das Verhalten des katalytischen Modells mit einer
Parzellenpopulation von 10 - was insgesamt 66 internen Zustinden entspricht - problemlos
numerisch berechnet werden. Auch die unendliche Dimensionalitit des Simplex zeigte sich als
geringe Einschrinkung, da Simulationen in physikalischen Raumdimensionen die prinzipiel-
len Eigenschaften der Ergebnisse jeweils bestitigten. Wie niedere Dimensionen direkt in das
PRrEss Modell aufgenommen werden konnen, ist zur Zeit noch nicht geklart. Erste Ansétze
einer Kopplung von stochastischer Diffusionsmodellierung und analytischer PRESS Beschrei-
bung haben sich bereits bew#hrt (Fiichslin).

Die Anwendung des PRESS Systems auf die einzelnen Modelle zeigte ein prinzipiell unter-
schiedliches Verhalten von Selbstreplikatoren und wechselwirkenden Systemen in rdumlichen
Umgebungen. Resultierte der Effekt rdumlicher Korrelationen im Fall der Quasispezies in
einen universell negativen Einflufl auf die Menge von Informationen, die in einfachen nicht-
wechselwirkenden Populationen unter dem Druck von Mutation und Selektion generiert wer-
den kann, so zeigten die katalytischen Molekiiltypen entgegen der homogene Berechnung eine
Stabilisierung in bestimmten Migrationsbereichen. Diese Stabilisierung wurde dabei vollig
ohne artifizielle Verbindung der katalytischen Spezies erzielt. Vielmehr noch reichte es aus,
nur eine einzelne katalytische Sequenz zu haben, die eine vollstindige Population erhalten
konnte. Diese Erkenntnis ist im Hinblick auf eine mégliche Grundstufe evolvierbarer Systeme
sehr wertvoll, da in diesem Kontext das gleichzeitige Auftreten mehrerer unterschiedlicher
katalytischer Spezies beliebig unwahrscheinlich ist. Genau diese Forderung stellen aber viele
der bisherigen Ansitze, wie beispielsweise das Hyperzyklusmodell [4, 17, 18] oder die autoka-
talytischen Netzwerke [60].

Eine genauere Analyse der Eigenschaften brachte zu Tage, daf im einfachen wechsel-
wirkenden System in Abhingigkeit der Migration unterschiedlich stabile Zustinde generiert
werden konnten. So zeigten sich in diesem Zusammenhang Grenzzyklen, die als Ergebnisse
einer Hopf Bifurkation bei kritischen Migrationsraten auftraten. Das reduzierte Auftreten der
Grenzzyklen mit ansteigender Parzellenpopulation konnte als Ergebnis einer Entkopplung von
parasitiarer und katalytischer Spezies verstanden werden.

Eine Ubersicht der wichtigsten Eigenschaften zeigt modelliibergreifend Tabelle 6.1.1. Es
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soll betont werden, dal das Modell eine Berechnung sowohl der kritischen Migrationsbereiche
(dhnlich wie die obige Konzentrationsabschétzung) als auch weiterer, beliebiger Systemeigen-
schaften erlaubt, so dal die theoretischen Vorhersagen im Rahmen experimenteller Untersu-
chungen verifiziert werden kénnen.

Anhand der in den einzelnen Kapiteln vorgestellten Ergebnisse werden zusammenfassend
folgende Aussagen getroffen, die - wie oben angegeben - zum Teil dem bisherigen Status Quo
widersprechen:

1. Zur Stabilisierung von Kooperation sind keine Kopplungen - weder schwache noch starke
- zwischen den Spezies notwendig.

2. Eine Population kann allein durch eine einzige funktionelle und altruistische Spezies
aufrecht erhalten werden.

3. Die evolutive Stabilisierung benotigt keine globalen Muster; einfache Raumseparation
ist ausreichend.

4. Partielle Sequenzerkennung kann die Stabilitdt einfacher, katalytischer Systeme
erhohen.

5. Faltungsmechanismen erlauben dariiber hinaus eine deutliche Stabilitdtserh6hung und
damit eine mogliche Sequenzverlingerung.

Daraus 148t sich schlufifolgern:

Nicht der Hyperzyklus ist die ndchst hohere Organisationsstufe zu den Darwinschen Systemen
(Selbstreplikatoren). Es sind die einzelnen, einfachen (altruistischen) Katalysatoren!

6.1.2 Quo vadis?

Nach der Zusammenfassung der Ergebnisse dieser Arbeit soll ein Ausblick auf weitere Untersu-
chungen und damit der Fokus auf mégliche Erweiterungen des katalytischen Systems gelenkt
und Bezug zu komplexeren Systemen genommen werden. Dabei ist es - im Hinblick auf die
Evolution - von Bedeutung, ob die gefundene Stabilisierung des minimalen, katalytischen Sy-
stems tatsdchlich als eine mogliche Grundstufe einer eventuellen RNA-Welt angesehen werden
kann. Dies ist nur dann der Fall, wenn das System auch erweiterbar ist, da} heift, wenn neue,
funktionelle Molekiile in das System eingebaut werden kénnen und es trotzdem gegen Para-
sitenbefall resistent bleibt. Nur diese Erweiterungen kénnten auch erkliren, wie es von dem
Wechsel einer moglichen frithzeitigen RNA-Welt zu der deutlich komplexeren DNA /Protein
Welt kam, die man heute kennt.

Beide Welten unterscheiden sich vor allem dadurch, dafl im Gegensatz zur RNA-Welt, bei
der die informationstragenden Sequenzen letztlich nur durch eine Faltungsoperation von der
funktionellen Form getrennt wird, die Information und die Funktion in der DNA /Protein-
Welt separiert werden. Dort sorgen die Prozesse der Transkription und der Translation dafiir,
daB entsprechend der in der DNA gespeicherten Informationen die zugehoérigen Aminoséur-
en gebildet werden, aus denen sich schliefllich die Proteine zusammensetzen. Die Einfithrung
der Translation erlaubt eine mogliche dnderung der Beschreibungsebene evolutiver Prozes-
se, auf der unter Umsténden leichter Optima evaluiert werden kénnen. Dafl das genetische
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2/([3(1)1(:(?}111:;‘; einfache QS QS mit Zerfall Katalysten Kat. mit Erk.
Wechsel-
. — — X X
wirkung
Funktions-
. — - X X
erwelterung
Sequenzer- _ _ _ o
weiterung
krit.
. . - mi, m2 Ma, Mp, Mc My, My, Mc
Migration
Effekt des stabil. fir stabil. fiir
il. il.
Raums destabil. Vm destabil. Vm ma<m<my | ma<m<mp
asympt.
< <
Stabilitit Vm Vm My <M< Me | My <M < My
Grenzzy- _ _ bei m. < m bei m. < m
klen firn=3,(4) | firn=3,(4)
Wertebe-
> > > > > 0. 1>
reich Q) 1>Qc>1/o 1>Qc.>1/o 1>Q.>0.9 >Q.>0
Populati- _ fiir m, < my m < my V m < my V
onskollaps mp < m mp < m

Tabelle 6.1: Die Tabelle vergleicht die Haupteigenschaften der behandelten Modelle. Quasispezies ohne
(Kapitel 3.2) und mit explizitem Zerfall (Kapitel 3.3). Kooperatives System ohne (Kapitel 4.1) und
mit Teilerkennung (Kapitel 4.2).

Kodierungsverfahren sich im Laufe der Zeit tatsdchlich verindert hat, kann an bestimmten
Mitochondrien nachgewiesen werden [82]. Fiir eine Einfiihrung in die Theorie des genetischen
Codes siehe [83]. Die Funktionsweise der Translation kann in [84] nachgelesen werden.

Die Abkopplung der Funktion von der Information wird durch ein Kodierungsverfahren
erreicht, wobei noch nicht vollstindig geklirt ist, warum die Natur diesen Weg beschritten
hat, wieso diese Art der Informationsverarbeitung stabil ist und warum sich, aus der Menge
aller moglichen stabilen Kodierungsverfahren, genau eins durchgesetzt hat. Eine frithe Arbeit,
die sich mit der Anzahl von Codons und Aminosduren befasste, konnte zeigen, dafl sich deren
Zahl mit Hilfe der Aspekte der Koevolution ekliren [85] lassen, deren Wirkung ja bereits zu
Beginn der Arbeit im Zusammenhang mit parasitiren Effekten angesprochen wurde. Wills
befafite sich spéiter mit der Frage der Eindeutigkeit des Kodierungssystem und zeigte, dafl
stochastische Schwankungen in der frithen Entwicklungsphase einer DNA /Protein-Welt dafiir
sorgen konnten, daf§ nur ein Kodierschema iibrigbleibt [86].

Neben diesen sehr allgemeinen Fragestellungen bleibt die Frage, ob und wie das bis-
her benutzte katalytische Modell erweitert werden kann, ohne daB es seine evolutive Sta-
bilitidt verliert. Damit kénnte nicht nur gezeigt werden, dafl eine RNA-Evolution prinzipiell
moglich wére, man hétte auch gleichzeitig eine Realisierung dieser Evolution présentiert.
Dabei ist eine naheliegende Erweiterung die Modellierung der ungefalteten und gefalteten
Struktur der RNA. Das Konformationsmodell (Altmeyer und McCaskill) beriicksichtigt diese
Faltungsfihigkeit der RN A explizit. Dazu werden die Molekiile in zwei Gruppen unterteilt, un-
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O]

gefaltete, informationstragende Sequenzen, XZ-1 , und gefaltete, katalytisch aktive Sequenzen,

X Z-(f). Die Faltung wird als Prozefl modelliert, der mit vorgegebenen Raten beide Konforma-
tionen ineinander iiberfithrt. Die moglichen Funktionen werden erneut auf die katalytische
Replikation reduziert, wobei jedoch nur gefaltete, katalytisch aktive Sequenzen ungefaltete
Molekiile replizieren kénnen. Zusammengefat sehen die moglichen Operationen im 2-Spezies
Modell wie folgt aus:

xO4xO 49 2 xO 4 xO 4 x0,

xO 4 x0 49 L9 xO L x0 Ly,

XO4y0 49 L xO4y0 4y0,
(x®, x0 y® y0) _b, 0.

Neben diesen Reaktions- und Zerfallsgleichungen kommen beim Konformationsmodell
erginzend die Konformationsdnderungen hinzu, die wie folgt aussehen:

x ()
y ()

xO,
Yy,

—
=
—
=

In ersten Ergebnissen zeigt sich, dafl auch dieses komplexere System im Raum stabilisiert
werden kann. Fiir den Limes schneller Konformationsraten geht es zudem in das einfache
katalytische Modell mit reduzierten Reaktionsraten iiber. Seien k; und k_; die Raten der
Hin- bzw. Riickkonformation und seien diese zusétzlich deutlich grofler als die Replikationsrate
des Katalysten, k1, k_1 > 1. Fiir diesen Fall ist das Verhiltnis von gefalteten zu ungefalteten
Molekiilen durch z(f) /z() = k; /k_; gegeben. Im einfachen Modell ohne explizite Faltung wird
die Rate der Replikation durch den Term z? betimmt. Die entsprechende Replikationsrate im
Konformationsmodell ist (), wobei die Verbindung zwischen den Modellen mit Hilfe der
Beziehung z = z(0 + z() gekniipft wird. Damit kénnen die Konzentrationen z() und z(f)
relativ zu x bestimmt werden. Eine kurze Rechnung fithrt zu

£, kik1 o
20z = mx , (6.1)
dabei gelten die obigen Beziehung sowohl fiir die katalytisch aktiven als auch fiir die para-
sitdren Sequenzen. Die Reduzierung der katalytischen Aktivitéit wird somit durch den Faktor
(kﬁkﬁ beschrieben. Weitere Erweiterungen und Untersuchungen zum Konformationsmo-
dell werden folgen.

In diesem Zusammenhang soll auf ein weiteres Modell hingewiesen werden, das von Mc-
Caskill und Fiichslin ver6ffentlicht wurde [75] und sich mit dem Kodierungsproblem von DNA
zu Proteinen befafit. Die dhnliche Modellierung zum katalytischen Modell 148t jedoch auch
Riickschliisse zu. Die Autoren konnten zeigen, dafl ein System, bei dem neben der Replikase
zusétzlich noch eine Translatasefunktion gefunden werden muf}, dafl sowohl die Kodierung
der Replikase, als auch der Translatase selbst bestimmt, ebenfalls im Raum stabilisiert wer-
den kann. Damit konnte nicht nur anhand eines existierenden Modells belegt werden, daf§
der ProzeB der genetischen Kodierung stabil ist, sondern daB auch ein Ubergang von einer
RNA dhnlichen Formulierung zu DNA /Protein basierten Ansatz moglich ist, was sich aus der
bereits formulierten Ahnlichkeit der beiden Modelle ableiten 1i8t.
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Das Kapitel iiber die konfigurierbare Hardware zeigte eine effektive Simulationsmoglichkeit
auf, die zwar in vitro Experimente nicht ersetzen, aufgrund der Rechenleistung und ihrer
Architektur jedoch Voraussagen leisten kann, die mit konventioneller Hardware nicht méglich
sind. Neben des rein simulativen Aspektes der konfigurierbaren Hardware kann aber auch
in diesem Zusammenhang der Gedanke moglicher Erweiterungen verfolgt werden. So sind
komplexere Architekturen denkbar und auch bereits realisiert [87], welche die M6glichkeit der
selbststindigen Verinderung ihrer Hardware erlauben. Dies kann dazu genutzt werden, daf3
ein solcher Rechner sich erst auf das gegebene Problem optimiert um dann mit entsprechenden
Algorithmen die eigentliche Aufgabe zu losen. So sind eigenstindige Substrukturen denkbar,
die sich als effiziente Loser bestimmter Probleme evolutionir ergeben und die mit anderen
Strukturen kommunizieren und dabei Daten austauschen. Solche evolvierbare Hardware wére
das silikonbasierte Pendant zu biomolekularen Systemen.

In diesen evolvierbaren, wechselwirkenden Systemen entsteht dann aber erneut das Problem
der Parasiten, womit sich der Kreis zum Anfang der Arbeit schliefit.
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Anhang A

Beweise, Erginzungen und
Vertiefungen

A.1 Beweis der Rekursionsgleichung

Zu beweisen ist die Behauptung, dafl in einer linearen Kette von Zustinden, wie in Ka-
pitel 2.1.5 beschrieben, auch ohne expliziter Annahme des detaillierten Gleichgewichts die
Wahrscheinlichkeit P, durch

k—1
Wi i+1
P, = P, E o (A.1)
beschrieben werden kann.
Der Induktionsanfang fiir P; wurde im entsprechenden Abschnitt mit Hilfe der dort
beschriebenen Randbedingungen bereits gezeigt, so dal unter der Voraussetzung P, =
P Hf:_ol % nur noch der Induktionsschlu8 von Py auf Pyiq zu zeigen ist. Aus der Ma-

ster Gleichung ergibt sich, vergl. GL. (2.7),

1) Py — wg_1 ;P
(Wk7k+1+wk;,k 1) k— Wk—1klk 1_ (A2)

P, =
i Wg+1,k

Unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung fiir Py und Py folgt

k—1 Wi i+1 _ k—2 Wi i+1
Hi:o Wit1,i (wk’k+1 +wk’k*1) Hi:o Wit Vh—1k

Pry1 =P (A.3)
W1,k
k—2 Wk -1k ('LU + ) _
Wii+1 [ wer— kk+1 T Wk k—1 Wk—1,k
i | ol G (A.4)
- Wil Wk+1,k
=0
k2 w w
i,i+1 k—1,kWk,k+1
=P ] ( ) , (A.5)
i—o Witli \Wkk—-1Wk+1k
was schliefllich zu
k
Ws 441
Pe1=F H — (A.6)
i—0 Wi+l

umgeformt werden kann und die Aussage beweist. O



ANHANG A. BEWEISE, ERGANZUNGEN UND VERTIEFUNGEN

A.2 Rickmutationswahrscheinlichkeit

Fiir den speziellen Fall der Swetina-Schuster Fitnefllandschaft, die fiir eine Sequenz k die

Replikationsraten

Akz{“ = (A7)

1 :k+#14

definiert, wird unter der Annahme einer Gleichverteilung der selbstreplizierenden Sequenzen
die Wahrscheinlichkeit der Riickmutation von einer beliebigen Sequenz j zur Mastersequenz
1 berechnet. Bei einer Sequenzlinge v konnen alle Sequenzen entsprechend ihres Hamming
Abstands d(i, j) zur Mastersequenz in v + 1 Fehlerklassen zusammengefafit werden. Sei nun
q die Wahrscheinlichkeit einer korrekten Replikation pro Monomer, das aus einem Alphabet
der Grofle A stammt, so ergibt sich die Wahrscheinlichkeit wihrend dieses Prozesses genau n
Mutation zu haben, p,, zu

Y = (1—q)"g" ™ (A8)
Die Wahrscheinlichkeit, da von einer Sequenz mit Hamming Abstand n zur Mastersequenz
alle n Mutationen so ausfallen, dafl diese Sequenz zur Mastersequenz mutiert, ist

: v —n)!

pglmel) n (V : n) . (A9)
V!

Schliefilich fehlt noch die Wahrscheinlichkeit, aus einer Gleichverteilten Population eine Se-

quenz auszuwéihlen, die genau den Hamming Abstand n aufweist,

(freq) _ VI
Pr Al (v —n)l

Das Produkt von psbmm), p%Ziel) und pgreq) ergibt nun die Gesamtwahrscheinlichkeit p(nrm), dafl

bei einer zufilligen Auswahl aus einer gleichverteilten Menge, eine den Hamming Abstand n
zur Mastersequenz hat und alle Mutationen so sind, daf3 diese letztlich zur Mastersequenz
fithren. Daraus folgt

(A.10)

. 1 — g)g?— ™
plrm) g (mut) (aiel) (freq) _ ( Q)\)V ¢ " (A1)
Summiert iiber alle méglichen 7,
ptm) = Z pirm™) (A.12)
n=1
(59) —1)(g — 1)¢”
_ A.13

und mit Q = ¢¥ ergibt sich schlielich
_Nl/vyv _ 1/v _ 1
P W0 — 1) . (A.14)

Da im allgemeinen nur kleine Mutationswahrscheinlichkeiten interessant sind, kann G1. (A.14)
an der Stelle Q = 1 entwickelt werden und man erhélt

Op(rm)
(rm)z (rm) 9 o .
p P ]g=1+ 90 lo=1(1 - Q) (A.15)
1-Q
~ (A.16)
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was die Aussage, da die Gesamtriickmutationswahrscheinlichkeit proportional zu v~ '\ ist,
bestétigt. O

A.3 Genauigkeit von Zufallszahlen

Da gerade die Erzeugung von Zufallszahlen eine sehr rechenintensive Angelegenheit ist, bietet
sich eine Aufsplittung von Zahlen und eine damit resultierende Abnahme der Genauigkeit an.
Insbesondere bitweise Mutationen von Sequenzen der Linge v benotigen gerade v unabhéngige
Zufallszahlen pro Bitstring. Dabei stellt sich die Frage, wie genau solche Zufallszahlen sein
sollten, um das Ergebnis nicht zu verfilschen.

Sei nun z, mit 0 < z < 1, eine Zufallszahl, die mit einem absoluten Fehler von §z berechnet
werden kann. Der relative Fehler von z ergibt sich aus r;, = dz/z. Sei f eine von z abhéngige
Funktion, so ergibt sich der absolute Fehler von f(z) aus der Gaufischen Fehlerfortpflanzung

- o/ (z)
z
O0f = ——=
! ox
Fiir denn Fall von bitweisen Mutationen eines Bitstrings der Linge v, definiert sich die
Funktion f(z) als f(z) = 2, was einen absoluten Fehler von §f = vz”~16z und den relativen
Fehler ry = 6f/f

0x. (A.17)

§5f  wvat Lz
']"f = _f = 71‘”
ox
=y Al
v—, (A.18)

zur Folge hat.

Im folgenden sollen nun Abschitzungen fiir die Genauigkeit von Zufallszahlen hergeleitet
werden, wie sie beispielsweise fiir die Verwendung von Fehlerschwellen-Beziehungen notwendig
sind. Dabei besteht generell die Beziehung g = /@, wobei ¢ die Wahrscheinlichkeit einer
einzigen Bitmutation (Bitflip) und @ den Qualititsfaktor beschreiben. Setzt man z = ¢ und
dz = 1/2", wobei n die Genauigkeit der Zufallszahl in Bits angibt, so wird Gl. (A.18) zu

2 (A.19)
TP=V——. .19
VQ
Mit Q =~ 1 aber Q < 1, kann man den Term /Q als ¢/1 — € um € ~ 0 entwickeln,

o r
€

~1-—-

v

~r-1-Q) (A.20)

14

womit Gl. (A.19) unter der Annahme v > 1 - Q zu
re 2" (A.21)

wird. Soll der relative Fehler 7y nun kleiner p sein, so ergibt sich fiir die Anzahl zu benutzender
Bits die Abschitzung
Inv —Inp

>
n In2

(A.22)
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Beispiel

Bei einer gewiinschten Genauigkeit von p = 1% und einer Stringlinge von v = 20 erhélt
man n > (3 +4,6)/0.7 = 11. Dies besagt, daf fiir die angegebenen Parameter mindestens
Zufallszahlen mit einer Genauigkeit von 11 Bits generiert werden miissen. O

A.4 Eigenschaften der Matrix L

Die pure Definition der Matrix L;; = L; ; = w; j — ;j >, Wk ; 188t bereits ohne die explizite
Kenntnis der Komponenten zwei Schlufifolgerungen zu:

1. Die Matrix ist gesamtwahrscheinlichkeitserhaltend,
>_; Pi(t) = konstant.

2. Die Matrix ist singulér.

Die erste Aussage kann auf

d> . Pi(t
Z ZP (A.23)
reduziert werden. Mit P;(t) = 3. ; LijPj(t) ergibt sich mit der Definition von L;;
Z wij — 0ij Z W 5)- (A.24)
0,J
Die Ausfithrung der Summation iiber i ergibt

Zwi,j - Z Wg,5 = 0, (A.25)
,J 7.k

was Aussage 1 beweist. O

Die Singularitéit ist eine direkte Konsequenz der Gesamtwahrscheinlichkeitserhaltung, da
die Summe des Gleichungssystems nur dann fiir alle P; Null sein kann, wenn eine Zeile als
Linearkombination der anderen geschrieben werden kann. O

A.5 Erzeugung der Matrix L

Im folgenden soll gezeigt werden, wie die Matrix L, deren Komponenten den Wahrscheinlich-
keitsfliissen zu den kombinierten Zustinden entsprechen, aus den Ubergangswahrscheinlich-
keiten zu den einzelnen Populationsvariablen (in diesem Fall kx und ky) erzeugt wird. Dazu
werden die beiden Vektoren X und Y benétigt, deren kte Komponenten die entsprechenden
Werte der kx und ky enthalten. Im Allgemeinen gibt es ebenensoviele Vektoren wie un-
abhéngige Populationsvariablen. Die Komponenten wy, 4/, die letztlich die Matrix bestimmen,
werden aus den

(X1 (X.2) (X,@)
Wit Whs v+ W il
bei konstantem ky, den
(1) | (¥,2) (¥.8)
ky,kg/’ ky,kg/’ Tt ky,kg/
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bei konstantem kx und den

XD L&Y (XY;n)

Whx ke ky ks Whx ke by k0w Why b ky kL
wie folgt zusammengesetzt: Zu einem Paar k, k' gehoren die Populationsvariablen kx = X,

v = X und ky = Vi, K} = Vi, sowie weitere Gréflen fiir entsprechend mehr Spezies.

Fiir den Fall, daf z.B. ein w](c);’fk),x nur fiir den Ubergang kv = kx + 1 definiert ist, muf
fiir das weitere Vorgehen dies explizit durch Multiplikation mit dem Kroneckersymbol 4y, ;1
l_).eri'lcksichtigt werden. Nach dieser Modifikation ist wy g schliefilich die Summe {iiber alle
Ubergangswahrscheinlichkeiten, also

(0%
_ (X %) (XYk)
Wk.k' = Z ka,Xk, + Z wyk yk/ Z Xkanl Vi s Vgt (A'26)
=1

Sind alle wy, 5 bestimmt, ergibt sich die Matrix direkt aus der Definition L = L;; = L; j =
Wij = 0ij D f Whyj-
A.6 Matrix L fiir Quasispezies mit Zerfall

Die Matrix L, die sich aus den Kompositionen der Ubergangsraten zusammensetzt, sieht fiir
die Quasispezies mit explizitem Zerfall wie folgt aus

4y 2D+m(2—%—7) 2D+m(2—z—79) 0 0 0
T2 4 4
mz _2(D+0')—m(2+37) mz 0 2D+m(2—2-7) 2D+m(2—Z—%)
2 4 4 4 2
my my _ 2(14D4+m)—mz  2D+m(2—z—7%)
L= 2 4 4 2 ~
0 0 1, mg _2D+m(2—y) mg 0
2 4 2 4
0 my 4 c(1-Q) mz mz _4D+m(4-3—7) my
4 :?Q 4 2 4 2D+2 (2-2)
mT g mT mls—T
0 TR 0 0 'y -

A.7 Transformation von L zu L’

Die singuldre Struktur der Matrix L erlaubt den einfachen Einbau der Forderung ), P;(t) =1
indem jede Komponente einer Zeile v der Matrix L durch 1 ersetzt wird, L,; = 1, Vi und
sich daraus die Matrix L(?) ergibt. Dabei kann 7 beliebig gewihlt werden. Ersetzt man die
entsprechende Komponente P,y(t) des im homogenen Fall dem Nullvektor entsprechenden
P(t) ebenfalls mit eins, hat man die Forderung Y, P;(t) = 1 erfiillt. Ein entsprechendes
Gleichungssystem sihe allgemein fiir N Zustéinde wie folgt aus,

(0 ((11,1 a2 ... QN1 a1,ny \ Py
0 Uy-11 Oy-12 --- Gy-1,Nz—1 Gy—1,Ng | | Py—1
1l=] 1 1 .. 1 1 r, |, (A.28)
0 Ayt11 Gy412 -+ Gyl Ng—1 Gyi1,Ng | | Py+1
\0 ANyl ONz2 -+ OGNy Nz—1 GNg Ny Pn,

wobei die a; j = w; j — &; j >, wg ; als Platzhalter fiir die Komponenten dienen.
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A.8 Homogene Quasispezies mit Zerfall

Um den Effekt des expliziten Zerfalls auf die homogenen Quasispezies zu studieren, werden
erneut die vereinfachenden Annahmen aus Kapitel 3.1.2 benutzt. Damit ein zeit- und konzen-
trationsabhingiger Ausflufl nicht die Effekte des Zerfalls kompensiert, wird ®(t) = 0 gesetzt.
Ausgehend von Gl. (3.30) und GI. (3.31),

t=0Qz(l —z —y) — Dz,

y=0(l-Q)z(1—z—y)+y(l—z—y)— Dy,
ergibt sich im stationdren Zustand, definiert durch %(¢) = y(¢t) = 0 , aus GL (3.30), y(t) =
y=1—2z— D/(cQ). Substituiert in Gl. (3.31) resultiert fiir Q@ = Q(z, D)

1-|-D-|—(U—1)x+\/(1+D+(0—1)x)2—4D'

= A2
Q. D) = (420
Mit Q.(D) = Q(z — 0,D) erhilt man
1+D+|1-D
Qu(p) = T P2HILZDL (A.30)
o
wobei der Betragsterm |1 — D| Gl. (A.30) in zwei Regionen zerlegt,
1/o :D<1
D) = - . A.31
Qe(D) {D/U e (4.31)

Anschaulich gesprochen, reduziert der explizite Tod die Stabilitdt der Mastersequenz erst
dann, wenn die Zerfallsrate D grofier als die Replikationsrate der Nicht-Mastersequenz ist.
Fir D > 1, wird die kritische Fehlerrate proportional zu D erniedrigt, bis sie bei D = ¢
den Wert Null erreicht. Dies ist leicht zu verstehen, da Molekiile schneller zerfallen als sie
entstehen und das ganze System somit aussterben muf.

A.9 Homogenes Kooperationsmodell

Es wird fiir das einfache Kooperationsmodell in einer nicht-riumlich strukturierten Umgebung
gezeigt, dafl bereits bei infinitesimalen Mutation die funktionalen Elemente, X, nicht mehr
aufrecht erhalten werden konnen und aus dem System verschwinden. Als Folge besteht fiir
einen gewissen Zeitraum das System nur noch aus Y-Sequenzen, die jedoch - aufgrund ihrer
mangelnden Fihigkeit zur Replikation - ebenfalls stetig zerfallen und aussterben. Ausgehend
von GL (4.1) und Gl (4.2),

i=Qz*(1 -z —vy)— Dz, (4.1)
§=(01-Q)2*(1 -z —y)+ay(l -z —y) - Dy, (4.2)

soll wieder der stationire Fall untersucht werden. Lost man Gl. (4.2) nach y auf und setzt die
sich ergebenden zwei Losungen in Gl. (4.2) ein, erhélt man das Losungspaar

D D D D
_D 2L __ D A.
x 0 ANy 0 0z 0 (A.33)

Mit D,Q > 0 ist y in GL (A.33) jedoch negativ und damit unphysikalisch, so dal nur die
triviale Losung £ = 0, ¥ = 0 in Frage kommt. Dies jedoch heif}t, dafl das kooperative Modell
fiir kein ) < 1 zu stabilisieren ist. O
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A.10 Erzeugung der Matrix R

Im folgenden soll gezeigt werden, wie die singulire (Nz X Nz) Matrix L auf eine nicht-singulire
Matrix ((Nz — 1) x (Nz — 1)), R, reduziert werden kann und dabei die Zeitentwicklungs-
gleichung weiterhin homogen bleibt. Dies soll am instruktiven Beispiel einer 4 x 4 Matrix
demonstriert werden, wobei die Verallgemeinerung evident ist. Sei nun

a11 G612 Q13 Q14

[ — | %21 G22 a23 a24 (A.34)
a31 az2 G33 G34
G411 G42 Q43 Q44

wobei die a;; = w;; — 0;; Y, wk,; sind. Die Singularitit erlaubt nun das Streichen einer
beliebigen Zeile. Fiir das weitere Vorgehen ist es nun wichtig, die Zeile auszuwéhlen, die das
zeitliche Verhalten des Vakuums festlegt. In diesem Beispiel sei dies P,. Damit ist gesichert,
dal die Riicktransformationsvektoren einen Nulleintrag in der ersten Komponente haben,

X1 = Y1 =--- = 0. Nach Streichung der ersten Zeile erhilt man
. P,
Py 21 G22 423 G24)\ [ p
Py =las1 a3y a3z asy P (A.35)
Py a41 Q42 G43 Q44 p
4

Um auch den rechten Vektor um eine Komponente zu reduzieren, werden die drei Werte
as,1 Py, a3 1 P; und a4, P, separat hingeschrieben,

Py as,1 Py ag2 Q23 24 Py
P = a3,1P1 + |as2 a33 ass P3| . (A.36)
Py as 1 Py a42 Q43 G4 Py

Aufgrund der Wahrscheinlichkeitserhaltung Zivzzl P, =1kann P als 1 — 25\32 geschrieben
werden, so daf} sich

ao,1 Py az,1 — a1 (P> + P3 + Py)
a3 1P | = |a31 —a31(Po+ P3+ Py) (A.37)
as 1 Py as,1 — as1 (P2 + Ps + Py)

ergibt, wobei der zweite Teil nun als Komponenten der Matrix geschrieben werden kann, also

P, as,1 aso — a1 G23— Q21 G24—0a21\ [P
P3| =las1 |+ |az2—a31 a33—az1 a3s—as: P . (A.38)
Py Q41 Q42 — Q41 @43 — 041 G4 —0a41) \FPi

Bisher waren es nur Standardumformungen, die nicht von der expliziten Form der Matrixein-
trage abhiingig waren und die daher auch mit jeder beliebigen singuldren Matrix moglich sind.
Die spezielle Struktur der Matrix L erlaubt es nun, auch die restlichen Eintrége des Vektors in
die Matrix einzubauen. Da die erste Zeile gestrichen wurde, bestimmen die drei Komponen-
ten ag 1, a3, und a4, die Raten, mit der der Vakuumszustand in einen teilbesetzten Zustand
iibergeht. Da geméaf} der benutzten Modellierung keine Vakuumsfluktuationen - was in diesem
Zusammenhang bedeutet, dafl aus dem Nichts per Reaktion nichts entstehen kann - moglich
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sind, konnen die Eintrége nur Migrationsterme, also von der Form a;; = ciml_sx,y,___, oder
gleich Null sein, die eine Verinderung des Vakuumszustands erlauben. Wobei die beliebige
Aufstellung der Zustinde bestimmt, an welcher Stelle sich ein X,Y,... befindet. Jede Mo-
lekiilsorte kommt dabei genau einmal vor. Aus der Uberlegung ist ferner abzuleiten, daf der
Faktor ¢; fiir alle ¢ gleich ist und dem Wert 1/n entspricht. Um eine explizite Matrix genauer
zu studieren, sei nochmals auf Anhang A.6 hingewiesen, wo die unreduzierte (6 x 6) Matrix zu
den Quasispezies mit Zerfall abgebildet ist. Die Werte der kx, ky, ... ergeben sich erneut aus
der Selbstkonsistenzgleichung, die im folgenden partiell in die Matrix eingebaut wird. Dazu
benutzt man fiir die Mittelwerte kx und ky die bekannte Beziehung

Nz

I;IX =Kk = Z Xipi, (3.45)
=1

— NZ

ky =( =) WiP. (3-46)
i=1

Da angenommen wurde, daf} die jeweils ersten Komponenten von X und Y Null entsprechen,
kann die Summe auch von ¢ = 2 starten, so daf3 die Populationsvariablen nur von den P,
bis Py, abhingig sind. Das erlaubt eine weitere Vereinfachung, wobei sich beispielsweise die
Form

1:32 agp —az21 +m/nXs agz—az1 +m/nXs ags —azy +m/nXy P

P3| = [asp—as1+m/nds a3 —asi+m/nYs asa—azi+m/nds | | P,

Py 44,2 (4,3 a4.4 Py
(A.39)

ergibt, wenn die Komponente as1 zu kx, as,1 zu ky und a4,1 zu Null korrespondiert. Die
resultierende Matrix soll fortan mit R bezeichnet werden. Eine Verallgemeinerung auf Ny
Zustdnden und s Spezies ist evident. SchlieBlich erlaubt das Verfahren allgemein eine Reduk-
tion von L — R, wobei weiterhin die homogene Zeitentwicklung

P =RP (A.40)

gilt (mit dimensionsangepafiten P und P) Da die Matrix R nun nicht mehr singuldr ist,
konnen beispielsweise Umkehrmatrizen oder Determinanten berechnet werden.

A.11 Lineare Stabilititsanalyse

A.11.1 Allgemeine Begriffe

In diesem Kapitel wird kurz auf die Theorie der linearen Stabilitdtsanalyse eingegangen und
gezeigt, wie diese benutzt werden kann, um Aussagen iiber die stationiren Losungen des
PRrESs Modells zu erzielen. Fiir weitere Informationen siehe [88, 89].

Die Menge aller dynamischen Systeme kann grob in zwei Teile zerlegt werden: Diskrete
und kontinuierliche Systeme, wobei sich beide Adjektive auf die Zeitentwicklung beziehen.
Sowohl die diskreten, als auch die kontinuierlichen Systeme kénnen wiederum in autonome
und nicht-autonome Systeme unterschieden werden. Nicht-autonome Systeme zeichnen sich
dadurch aus, daf§ sie im Gegensatz zu den autonomen eine (zeitabhéngigen) Wechselwirkung
mit ihrer Umwelt haben. Durch Aufnahme der Zeit in den Phasenraum ist es jedoch méglich,

106



A.11. LINEARE STABILITATSANALYSE

nicht-autonome Systeme in autonome zu iiberfithren. Zur Vollstindigkeit soll erwihnt wer-
den, daB es bei den diskreten Modellen auch noch die Klasse der stochastischen Systeme gibt,
bei der der Determinismus zwischen den einzelnen Zustidnden verloren geht. Trotz der Viel-
zahl an unterschiedlichen Klassen, reduziert sich die Untersuchung auf die der autonomen,
kontinuierlichen Systeme, die alle behandelten PRESS Modelle beinhaltet.

Dynamische Systeme werden durch ihren Zustand - im allgemeinen ein Zustandsvektor
u - und ihre Zeitentwicklung (Dynamik) - @ = F(u) - eindeutig definiert. Die Anzahl der
Komponenten von u bzw. F(u) werden durch die Dimension des Phasenraums bestimmt. Ist
dieser kleiner als vier, kann der Phasenraum durch ein sogenanntes Flufdiagramm anschaulich
dargestellt werden, wobei die Achsen die Komponenten des Zustandsvektors sind. Die Kurven
im Phasenraum, auf denen sich das System bewegt, werden als Trajektorien bezeichnet.
Die Linien, bei denen die Zeitableitung einer Komponente Null ist werden als Nullklinen
bezeichnet. Ein Schnittpunkt aller Nullklinen wird als stationidrer Zustand bzw. Fixpunkt
bezeichnet, da dort alle Ableitungskomponenten null sind, sieche Abb. A.1 Diese Fixpunkte
kénnen nun stabil oder instabil sein. Die Frage nach der Stabilitdt und dem Verhalten socher
Fixpunkte ist Forschungsgegenstand der Stabilitdtsanalyse.

A.11.2 Stabilitidtskriterien

Bereits 1892 entwickelte Ljapunow seinen Stabilitdtssatz, der in schwacher Form besagt (Sta-
bilitdat), dafl ein Orbit, der in der Nachbarschaft eines Fixpunktes startet, in dieser Nachbar-
schaft verweilt. Zusétzlich zu dieser Form existiert auch noch der Begriff der asymptotische
Stabilitit. Diese starke Form des Stabilitéitsbegriffs gibt an, daB jeder Orbit, der in der Nach-
barschaft eines Fixpunkts startet, diesen asymptotisch erreicht. Asymptotisch stabile Fix-
punkte werden auch als Attraktoren bezeichnet. Die asymptotische Stabilitit, ist equivalent
zu der Forderung, daf eine hinreichend kleine (infinitesimale) Stérung der Zustinde aus dem
Fixpunkt mit der Zeit verschwinden.
Sei nun ug ein Fixpunkt und du(t) eine Stérung, so da u(t) = ug + du(t) ist und fiir die
Zeitentwicklung
d(ug + du(t))  dou(t)
dt o dt

gilt. Fiir die lineare Stabilitdtsanalyse wird der Term F(ug + du(t)) mit Hilfe der Fréchet-
Ableitung linear um ug entwickelt. Die Ableitungsmatrix

= F(up + du(t)) (A.41)

F'(u) = (agiu(;‘)) (A.42)

wird auch als Jacobi Matrix bezeichnet. Der Gleichgewichtspunkt ug ist dann asymptotisch
stabil, wenn alle Eigenwerte der Matrix F'(u) in der linken, offenen (komplexen) Halbebene
liegen, also die Realteile der Eigenwerte echt kleiner Null sind. Da die Berechnung der Eigen-
werte \; aus dem charakteristischen Polynom folgt, welches sich wiederum aus der Bedingung
det(F'(u) — AXI) = 0 ergibt, ist in der Praxis fiir Probleme deren Phasenraumdimension gréfier
als fiinf ist im allgemeinen nicht mehr explizit l16sbar. Fiir die Entscheidung, ob alle Lésungen
auf der linken offenen Halbebene liegen, ohne diese zu berechnen, bietet sich das Kriterium
von Routh-Hurwitz an [89]. Es besagt, da§ alle Nullstellen des charakteristischen Polynoms

an\" + a1 A"+t agd +ag =0 (A.43)
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u
‘ 2

Abbildung A.1: Die Abbildung zeigt einen Ausschnit aus einem zweidimensionalen Phasenraum, wobei
die Komponenten u; und us als Achsen dienen. Aufgetragen als Charakteristikum sind die Nullklinen
(gepunktete Linien), die an den Schnittpunkten liegenden Fixpunkte (Kreise) und einige ausgewihlte
Trajektorien (durchgezogene Linien). Die Fixpunkte unterscheiden sich in zwei instabile (hell) und
einem stabilen Fixpunkt (dunkel), zu dem sich die Trajektorien asymptotisch bewegen.

genau dann die Lagebedingung erfiillen, wenn alle Determinanten

ai a 0 . 0
ar ag O
a; Qg as a9 ai . 0
ai, , a3 a2 a1|,..., (A.44)
az ag
as a4 a3
a2n—1 G2p—-2 Q2p—-3 ... Qp

positiv sind.

Wie bereits gesagt, sind die Fixpunkte nicht mehr asymptotisch stabil, wenn mindestens
ein Realteil der Nullstellen des charakteristischen Polynoms positiv ist. Sei der Aufenthalt
der komplexen Eigenwerte A; mit $(\;) = 7; und I(\;) = € von einem Kontrollparameter p
(Parameter der Funktion F = F(u)) abhingig - A\; = A;(¢). Eine Variation von p kann nun
dazu fithren, daf# mindestens eine der Nullstellen die stabile linke offene Halbebene verlafit
und nach rechts wandert, was eine Verdnderung der Anzahl der Attraktoren zur Folge hat.
Dieser Ubergang soll 0.B.d.A. bei u = 0 stattfinden. Je nach Anzahl und Art dieser wan-
dernden Nullstellen, werden mehrere Fille unterschieden. Der einfachste ist, dal mindestens
der Realteil eines Eigenwertes grofier Null wird, was dazu fithrt, dal ein asymptotischer Fix-
punkt instabil wird. Interessanter ist der Fall, bei dem gleichzeitig zwei komplex konjugierte
Nullstellen, A;; = A7, die rechte Halbebene erreichen. Dieser spezielle Ubergang, bei dem ein
asymptotisch stabiler Attraktor verschwindet, wird als Hopf Bifurkation bezeichnet. In kon-
tinuierlichen Systemen #uBert sich der Ubergang als ein stabiler (nicht asymptotisch stabiler)
Grenzzyklus (periodische Trajektorien), sofern die zwei weiteren Bedingungen

d£i1,2 (N)

M0 (v =0) =wp # 0 und Th;o #0 (A.45)
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erfiillt sind. Dabei bestimmt 7 die Periode des Grenzzyklus. In Abbildung A.2(a) ist diese

Im A Uy
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\
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Abbildung A.2: Abbildung (a) zeigt die komplexe Ebene, auf der sich alle Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms befinden. Liegen diese in der linken offenen Halbebene (grau), liegt ein asymptotisch
stabiler Zustand vor. In Abhingigkeit eines Kontrollparameters kénnen einige Nullstellen zur rech-
ten Halbebene wandern. In dem Fall, daf} zwei konjugiert komplexe Nullstellen dies tun, spricht man
von einer Hopf Bifurkation. Das rechte Bild zeigt das Verhalten einer Komponente fiir asymptotisch
stabile (durchgezogene Linie), instabile (gepunktete Linie) und dem Spezialfall der stabilen (nicht
asymptotisch stabilen) Zustéinde, die sich unter weiteren Bedingungen in kontinuierlichen Systemen
als periodische Grenzzyklen duflern.

Bewegung zweier konjugiert komplexen Nullstellen in Abhéngigkeit eines Kontrollparameters
zu sehen. Abb. A.2(b) zeigt das Verhalten einer Komponente fiir einen asymptotisch stabilen,
einen stabilen und einen instabilen Fall.

A.11.3 Anwendung auf das Simplex Modell

Im Simplex Modell werden die Zustinde im Phasenraum durch den Wahrscheinlichkeitsvektor
P(t) gegeben. Die Dynamik ergibt sich aus der Beziehung P(t) = RP(t). Ersetzt man die
k,(,... Abhingigkeiten in R mit Hilfe der jeweiligen Selbstkonsistenzgleichungen durch die
P(t), also R(k,(,...) = R(P(t)), so erlaubt die Abbildung

u(t) — P(t), (A.46)
F(u) - R(P)P A.47)

—~

die Nutzung aller beschriebenen Methoden. So berechnet sich beispielsweise die Jacobi Matrix
aus Gl. A.42, welche als Ausgangspunkt fiir die Stabilitdtsuntersuchungen gilt, als

(e (YERL) n a9

und mit entsprechend weiteren Anpassungen.
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A.12 Zweidimensionaler Margolus-Algorithmus

Die Realisation eines dreidimensionalen Diffusionsalgorithmus fiir Parallelrechner steht in en-
ger Beziehung mit der zweidimensionalen Version, die hier beschrieben werden. Die Idee fiir
einen effektiven Diffusionsalgorithmus, der die mit parallel arbeitenden Rechner einhergehen-
den Problemen l6ste, wurde erstmal von Margolus und Toffoli im Zusammenhang mit den
Parallelrechnern der CAM-Reihe (Cellular Automata Machine) vorgestellt [76]. Dabei wird ein
zweidimensionales (in x- und y-Richtung) toroidales Gitter in identische Parzellen aufgeteilt,
auf denen jeweils genau ein Datenelement untergebracht wird. Die Grundidee ist es, dieses
Gitter mit (2x2) Clustern zu parkettieren, so daf§ vier Parzellen in einem dieser quadratischen
Cluster liegen. Alle Cluster kénnen nun unabhingig voneinander mit einer Wahrscheinlichkeit
py+ = p— = pum 90° im bzw. gegen den Uhrzeigersinn rotiert werden. Die Wahrscheinlichkeit
1 — p gibt dabei an, wie hiufig keine Rotation durchgefithrt und somit keine Diffusion statt-
findet. Mit p kann demnach die Diffusionskonstante justiert werden. Im nachfolgenden Schritt
wird die Parkettierung so umorganisiert, dal die Cluster jeweils um genau einen Gitterpunkt
in x- und y-Richtung verschoben sind. Mit dieser neu entstandenen Parkettierung werden die
Rotationsoperationen wie schon oben beschrieben durchgefiihrt. Anschlieend wird die alte
Parkettierung wieder hergestellt und der ganze Proze wiederholt. Eine anschauliche Dar-
stellung des Algorithmus findet sich in Abb. A.3 fiir ein (8 x 8) Gitter wieder. Das Ergebnis

PZ8 BN N

1]2]3]a 26|73
50678 1|58 a =
9 |10 11] 12 9 | 10| 12] 16
13| 14| 15/ 16 13| 14| 11] 15 ~ -

N

2 2

2 |6
2ls |73 7 =
1058 |a 10[5 | 16] 4
9 [10]12] 16 9 |1|12]8 = N
13 14] 11] 15 13[ 11 q
14| |15 B
8 RN BN D)

Abbildung A.3: Der linke Bildausschnitt zeigt die zeitliche Entwicklung (von links oben nach rechts
unten) von Daten, die dem Margolus-Algorithmus unterliegen. Zur besseren Darstellung wurden die
Daten, die alle gleich behandelt werden, durchnumeriert. Nach dem Parkettieren der Ebene in (2 x 2)
Cluster, werden diese korrelationsfrei rotiert (siehe entsprechenden rechten Ausschnitt). Danach ergibt
sich die um ein Gitterpunkt in x- und y-Richtung verschobene Parkettierung, auf der erneut rotiert
wird. Man erkennt, wie sich die Daten allméhlich iiber die Ebene verteilen.

ist, daf} sich selbst fiir kurze Abstidnde eine effektive, parallele Diffusion ergibt, bei der sicher
gestellt wird, dal zwei Daten nicht auf einen Gitterpunkt springen kénnen.
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A.13 Internen Zustinde und externe Koordinaten

(Z]=]yl[z] [Zl=][y]=]
1Jo0[0]1 50[0]0
2 [1]0]1 6100
3111 7110
ERE 8010

Tabelle A.1: Zusammenhang zwischen internen Zustinden, Z und den zugehorigen kartesischen Koor-
dinaten.

(2% [4]2]
1] 7 5 | 3
2 |8 6 | 4
35 71
16 8 | 2

Tabelle A.2: Die Uberginge der internen Zustiinde bei einem Wechsel der Volumenfiillung. Aufgrund
der Geometrie tauschen die Zustinde paarweise. Eine Verdnderung der externen Koordinaten findet
nicht statt.

‘Zl‘ZQHA.T‘Ay‘AZ‘ ‘Zl‘ZQHA.’L“Ay‘AZ‘ ‘Zl‘ZQHA.T‘Ay‘AZ‘

115 0 0| -1 1] 2 1 0 0 1 2 1 0 0
2 |16 0 0| -1 2|16 0 0 | -1 2|13 0 1 0
3 | 2 0 -1 0 3|7 0 0 | -1 3 | 4 -1 0 0
4 11 0 -1 0 4 13 1 0 0 4 11 0 -1 0
5 | 8 0 1 0 9 1 0 0 1 5 | 6 1 0 0
6 | 7 0 1 0 6 | 5 -1 0 0 6 | 7 0 1 0
713 0 0 1 78 -1 0 0 7|8 -1 0 0
8 | 4 0 0 1 8 | 4 0 0 1 8 | 5 0 -1 0

‘Zl‘ZQHA.’E‘Ay‘AZ‘ ‘Zl‘ZQHA.T‘Ay‘AZ‘ ‘Zl‘ZQHAx‘Ay‘Az‘

1| 4 0 1 0 115 0 0 | -1 1| 4 0 1 0
2|13 0 1 0 2 1 -1 0 0 2 1 -1 0 0
3 |7 0 0 | -1 3 | 4 -1 0 0 3 | 2 0 -1 0
4 | 8 0 0| -1 4 | 8 0 0 | -1 4 13 1 0 0
5 | 1 0 0 1 5 | 6 1 0 0 5 | 8 0 1 0
6 | 2 0 0 1 6 | 2 0 0 1 6 | 5 -1 0 0
716 0 -1 0 73 0 0 1 716 0 -1 0
8 | 5 0 -1 0 8 | 7 1 0 0 8 | 7 1 0 0

Tabelle A.3: Die Ubergiinge der internen Zustéinde von Z; zu Z, bei x-, y- und z-Rotation (von links
nach rechts) und die entsprechende Veriinderung der externen Koordinaten fiir die positive (oben) und
negative (unten) Drehorientierung.
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ANHANG A. BEWEISE, ERGANZUNGEN UND VERTIEFUNGEN

A.14 Implementierung in Hardware

Die Benutzung des Diffusionsalgorithmus (und auch der speziellen Reaktionen) auf der NGEN
bedarf deren Ubersetzung in die Sprache der Hardware. Um dies effizient tun zu kénnen, be-
nutzt man sehr hiufig entsprechende ,,schematic-entry“ Softwarepakete, die eine komfortable
Eingabe der Schaltpline am PC ermdglichen. Der Versuch, die vollstindige Implementie-
rung angeben zu wollen, wiirde den Rahmen deutlich sprengen. Um trotzdem einen Einblick
geben zu konnen, sollen zwei Abbildungen die unterschiedlichen hierarchischen Ebenen der
Logik eines FPGAs verdeutlichen, die die Gesamtfunktionalitit der Programme bestimmen.
Die Verwendung von Ebenen wird benutzt, um neue Symbole verwenden zu kénnen, die aus
elementaren Logikbausteinen (AND, NOT, XOR, Multiplexer, etc.) bestehen. Die Symbole
konnen recht gut mit den Funktionen bzw. den Prozeduren in den héheren Programmierspra-
chen verglichen werden. Im allgemeinen ist es so, dafl je héher man sich in der Ebenenhier-
archie befindet, desto mehr Symbole sind vorzufinden. Wandert man sukzessiv tiefer (wobei
dies geschieht, indem man virtuell in ein Symbol eintaucht), trifft man zwangsliufig auf eine
Ebene, in der alle Symbole aufgelést und nur noch elementare Logikbausteine anwesend sind.
Abbildung A.4 zeigt die dritthochste Ebene in einem speziellen NGEN Programm, die das
vollstéindige Diffusionsmodul eines FPGAs darstellt. Neben den vielen Datenbussen (breite
Linien) und den Einzelverbindungen (diinne Linien), die sowohl fiir den Transfer der Sequen-
zen (beispielsweise von Molekiilen) als auch von Parametern und Steuerbits notwendig sind,
sieht man im rechten, oberen Teil vier gleiche Symbolanordnungen. Das jeweils gréfite Viereck
in den Anordnungen stellt symbolisch einen (2 x 2 x 2) Elementarwiirfel des dreidimensionalen
Diffusionsalgorithmus dar, dessen Dateninhalt in Abhéngigkeit der entsprechenden Steuerbits
rotiert wird. Begibt man sich virtuell in ein solches Viereck und wandert dort einige Hierarchi-
en hinunter, trifft man auf die Ebene, die nur noch elementare Logikbausteine enthélt. Diese
wird in Abb. A.5 gezeigt. Ohne detailliert auf die Funktionsweise einzugehen, vermittelt es
schlief8lich doch eine Idee iiber die recht komplexe Hardwareprogrammierung. Entsprechendes
gilt auch fiir die Einbettung der Reaktionen.

Sind alle notwendigen Schaltpline erstellt, miissen sie auf ihre logische Konsistenz iiber-
priift werden, anschlieend kompiliert und mit entsprechenden Routinen in die Hardwarebau-
steine der NGEN geladen werden. Dabei wird jeder Gesamtentwurf bis auf wenige Verénde-
rungen fast identisch in alle vorhandenen FPGAs geladen, so dafl die Schaltplidne letztlich
nur einmal ausgearbeitet werden miissen. Danach ist die NGEN bereit, das Programm abzu-
arbeiten. Als Lohn der recht komplexen Programmierung iiberzeugt die bereits zehn Jahre
alte NGEN mit immer noch sehenswerten Simulationsleistungen. So wurde beispielsweise ein
Reaktions-Diffusions Programm erstellt, welches eine Population von ca. 1Million Strings
(jeweils von 32Bit Linge) beinhaltet, wobei das vollstindige Volumen in einer Sekunde un-
gefihr 230mal geupdatet wird (Generationen). Der zur Zeit im Bau befindliche Nachfolger
der NGEN , die Meregen, iiberragt diese in der reinen Taktfrequenz um den Faktor 16 und
bietet dariiberhinaus auch noch ungefahr 16 mal mehr Speicher (ohne zwischen den einzel-
nen Speichersorten zu unterscheiden). Auch fiir Meregen gilt fiir symmetrische (kubische)
dreidimensionale Volumen Gl. (5.1), also die Relation ¢ o VYV, so da man die sehr grobe
Abschitzung wagen, dafi Meregen eine Population von 16 Millionen Strings (ebenfalls von
der Linge 32Bit) beherbergen kann und das gesamte Volumen in einer Sekunde ca. 1470mal
durchlduft - technisch gesehen unabhingig von der Komplexitéit der Reaktionen.
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Abbildung A.4: Die Abbildung zeigt einen Schaltplan, der symbolisch alle Elemente beinhaltet, die fiir
die Diffusion auf einem FPGA notwendig sind.
(Mit freundlicher Genehmigung von Dr. Rudolf Fiichslin.)
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Abbildung A.5: Der Schaltplan stellt eine unterste Ebene innerhalb der vollstindigen Diffusionslogik,
Abb. A4 dar. Hier finden sich nur noch elementare Logikbausteine wieder (Multiplexer, XOR, Daten-
busse, etc.).

(Mit freundlicher Genehmigung von Dr. Rudolf Fiichslin.)
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Deutsche Zusammenfassung

Die Arbeit widmet sich der Frage, wie sich der Einflufl des Raums auf die Stabilisierung bio-
molekularer, evolvierbarer Systeme auswirkt.

Dazu wird eine Modellplattform - das Press Modell - hergeleitet, die es erlaubt, analytische
Aussagen zu treffen, ohne molekulare Systeme durch den Gebrauch von kontinuierlichen Va-
riablen zu approximieren wobei der diskrete Charakter beriicksichtigt wird.

Die Anwendung des Press Modells auf Selbstreplikatoren zeigt einen durchweg negativen
Einflu$l auf die Stabilitit (Reduzierung der kritischen Fehlerschwelle) der Population im Ver-
gleich zu den homogenen Quasispezies. Dabei ist die Erniedrigung umso stéirker, je deutlicher
der Einflul des Raums wird. Anhand von stochastischen Simulationen, die die analytischen Er-
gebnisse verifizieren, wird die Destabilisierung auch in physikalischen Dimensionen bestatigt.

Das Studium des einfachsten, wechselwirkenden Systems von altruistischen Katalysatoren
stellt sich hingegen in der Gegenwart des Raums voéllig anders dar. Zeigen Rechnungen mit
gewOhnlichen Differentialgleichungen im homogenen Fall unter dem Einflul von Mutationen
keine Resistenz des Gesamtsystems gegen Parasiten, so belegt das Press Modell eine Stabilisie-
rung fiir gewisse Parameterbereiche. Die Aussagen kénnen mit Simulationen erneut iiberpriift
und auf physikalische Raumdimensionen extrapoliert werden, wobei sich der gezeigte Effekt
bestitigt.

Als Methode, die Stabilitat katalytischer Systeme zu erhohen, wird die partielle Sequen-
zerkennung untersucht. Es stellt sich heraus, daf§ in diesem Kontext die Sequenzfaltung eine
wichtige Rolle spielt und in der Lage ist, die Erkennung im Vergleich zum linearen Modus
(keine Faltung) deutlich zu verstirken. Anschlielende Rechnungen zeigen, dal mit Hilfe der
Faltungsabbildung eine signifikante Anhebung der Fehlerschwelle und somit eine Sequenz-
verldngerung moglich ist.

Das letzte Kapitel widmet sich dem Parallelrechner Ngen, der eine effiziente Simulation
molekularer Reaktionen erlaubt und in der Lage ist, sehr grofie Datenmengen in kurzer Zeit
abzuarbeiten. In diesem Zusammenhang wird ein Diffusionsalgorithmus vorgestellt, der zur
parallelen Diffusion benutzt werden kann und die Diffusionsgleichung erfiillt.

Eine Zusammenfassung der Ergebnisse fithrt zu der SchluBfolgerung, daf§ nicht der Hy-
perzyklus die nichst héhere Organisationstufe zu den Darwinschen Systemen bildet, sondern
der einfache (altruistische) Katalysator.






English abstract

The thesis deals with the question in how far spatial resolution influences the stability of
biomolecular, evolvable systems.

Therefore a model is derived - the Press model - that allows for analytical calculations of
molecular systems while taking the discrete character of biomolecules into account.

The application of the Press modell onto molecular selfreplicators shows a monotonic
decrease in the maximal sustainable error probability with decreasing diffusion coefficient.
Stochastic simulations verify these results and prove them to be independent of the spatial
dimension.

The study of the simplest interacting system of altruistic catalysts show a completely
different behaviour in the presence of space. In contrast to homogeneous calculations with
ordinary differential equations where no resistance against parasites can be found the Press
model predicts stability of the systems for parameter ranges. This stability is again verified
with stochastic simulations which also allow extrapolations to physical dimensions.

For the catalytic model partial sequence recognition is studied. In this context sequence
folding turns out to be an efficient method to enhance the stability compared to the moderate
increasement that linear recognition (without folding) provides. Subsequent calculations show
that with the use of partial sequence recogniton of folded molecules sequence extensions are
possible.

The last chapter gives an introduction to the parallel computer Ngen with which efficient
and fast simulations of a large number of molecules can be performed. Furthermore, a parallel
diffusion algorithm is presented that fulfills the diffusion equation.

A discussion is given that resumes the results and compares both the models. Summarized,
the conclusion can be given that not the hypercycle is the next higher level of organization
of Darwinian systems. It is the simple (atruistic) catalyst.
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