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Kapitel 1

Einleitung

Das Ein-Maschinen-Durchlaufzeitproblem sucht eine optimale Zuweisung von
Aktivitaten auf eine Maschine, die die Summe der gewichteten Durchlaufzei-
ten, d.h die Zeitpunkte, zu denen die einzelnen Aktivitdten beendet sind,
minimiert. Aktivitdten konnen Arbeitsschritte an einem Werkstiick, Instruk-
tionen eines Computerprogramms usw. sein. Das Problem tritt in verschie-
denstens Formen immer dann in der Praxis auf, wenn moglichst viele Akti-
vitdten zu einem frithen Zeitpunkt beendet sein sollen.

In dieser Arbeit wird das Ein-Maschinen-Durchlaufzeitproblem mit Reihen-
folgerestriktionen, die durch einen transitiv orientierbaren (g, ¢—3)-Graphen,
q > 7, gegeben sind, untersucht.

Allgemein heift ein Graph (g, t)-Graph, wenn ¢ Knoten maximal ¢ sehnenlose
Wege der Lénge drei, kurz P, induzieren. Sie wurden von Babel in seiner
Habilitationsschrift ,,On the Py-Structure of Graphs” [Bab97| eingefiihrt.
Viele bekannte Graphenklasse, fiir die nicht nur das Durchlaufzeitproblem ef-
fizient 16sbar ist, gehoren zu den (g, g —4)-Graphen. Cographen sind definiert
als Graphen, die keinen induzierten P, besitzen, sind also (4, 0)-Graphen.
Py-diinne Graphen besitzen per Definition auf fiinf Knoten maximal einen
P,, entsprechen damit (5,1)-Graphen. Es wird sich herausstellen, dafy Pj-
erweiterbare Graphen, eine echte Obermenge der P;-diinnen Graphen, zusam-
menfallen mit (6,2)-Graphen, wenn sie keinen induzierten Kreis der Lénge
fiinf besitzen.

(¢,q — 3)-Graphen sind eine echte Obermenge der (¢q,q — 4)-Graphen, wie
ein sehnenloser Weg der Linge k, £k > 5, belegt. Die Charakterisierung
von (gq,q — 3)-Graphen basiert auf dem 1995 von B. Jamison und S. Ola-
riu eingefithrten Konzept p-zusammenhingender Graphen. Ein Graph ist p-
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zusammenhdngend, wenn fiir jede Partitionierung der Knoten in zwei nicht-
leere Mengen ein P, existiert, der Knoten aus beiden Mengen besitzt.

Die Einschriankung der (¢,q — 3)-Graphen auf transitiv orientierbare, d.h.
Komparabilitatsgraphen, fithrt zur Klasse der (g, g — 3)-Partialordnungen.

Das Ein-Maschinen-Durchlaufzeitproblem mit beliebigen Reihenfolgerestrik-
tionen ist NP-schwer [Law78]. Das Problem ist polynomiell losbar fiir serien-
parallele [Law78|, N-diinne [vASW96| und N-erweiterbare Partialordnungen
[PWO7], allgemein solche mit beschrankter Dekompositionsweite (bzw. be-
schrianktem Dekompositionsdurchmesser) [SS86].

Motiviert ist die Arbeit zum einen durch die Tatsache, daf (¢, ¢—3)-Graphen
eine handliche Charakterisierung besitzen. Zudem verallgemeinern (g, ¢ — 3)-
Partialordnungen serien-parallele, N-diinne und N-erweiterbare Partialord-
nungen. Im Unterschied zur Verallgemeinerung durch Partialordnungen mit
beschrankter Dekompositionsweite gehren auch einige Partialordnungen mit
unbeschriankter Dekompositionsweite zur Klasse der (g, g — 3)-Partialordnun-
gen. Damit impliziert die polynomielle Lésbarkeit des Ein-Maschinen-Durch-
laufzeitproblems iiber (g, ¢ — 3)-Partialordnungen die positive Beantwortung
der offenen Frage nach der Existenz effizient 16sbarer unbeschrinkter Par-
tialordnungen.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt.

In Kapitel 2 fithren wir die zum Verstindnis notwendigen Begriffe zur Cha-
rakterisierung p-zusammenhéingender Graphen ein und stellen die notwendi-
gen Begriffe aus der Theorie der Partialordnungen dar. Desweiteren geben
wir einen Uberblick iiber die wichtigsten Ergebnisse zum Ein-Maschinen-
Durchlaufzeitproblem.

In Kapitel 3 stellen wir (g, q — 3)-Graphen und die Subklasse der (g, q — 4)-
Graphen vor.

Da nicht jeder (¢, g—3)-Graph transitiv orientierbar ist, priifen wir in Kapitel
4 zunéchst alle (¢, ¢ — 3)-Graphen auf diese Eigenschaft. Wir schrénken die
Klasse ein und geben eine Konstruktionsvorschrift zum sukzessiven Aufbau
von (g, q — 3)-Partialordnungen an.

In Kapitel 5 entwickeln wir zwei neue Algorithmen, die das Durchlaufzeitpro-
blem fiir zwei Teilklassen der (gq,q — 3)-Vorgéngerrelationen effizient l6sen.
Leichte Abénderungen dieser beiden Algorithmen ermdoglichen dann die effi-
ziente Losbarkeit aller (¢, ¢ — 3)-Partialordnungen.

Abschlieffend folgen Zusammenfassung und Ausblick.



Kapitel 2

Definitionen und Grundlagen

In diesem Kapitel werden in kompakter Form die fiir das weitere Verstind-
nis notwendigen Grundlagen zusammengestellt. Diese umfassen das Konzept
der p-zusammenhingenden Graphen, Partialordnungen und einen Uberblick
iiber die bekannten Ergebnisse zum Durchlaufzeitproblem. Im {ibrigen wird
verwiesen auf die einschligige Literatur: M6hring (|[M6h85],[M6h89]) und Ri-
val (JRiv82],|Riv85|) zur Ordnungstheorie; Brucker [Bru95|, Pinedo [Pin95|,
Parker [Par95] und Karger et al. [KSW98| zur Einfiihrung in die Reihenfol-
geplanung.

2.1 Grundbegriffe

Alle Graphen in dieser Arbeit sind endlich und einfach. Zusétzlich zu gra-
phentheorischen Standardnotationen, wie etwa in [Die96] oder [BM76], fiih-
ren wir einige weitere Definitionen ein.

Sei G = (V, E) ein Graph mit Knotenmenge V' und Kantenmenge E. Wir
geben explizit an, ob der Graph ungerichtet oder gerichtet ist und schreiben
etwas abweichend von den klassischen Vorlagen fiir eine ungerichtete Kanten
e = zy und e = (z,y) fiir eine gerichtete Kante von z nach y. Mit n wird die
Kardinalitdt von V', n := |V|, bezeichnet. Ist v ein Knoten von G, dann ist
N(v) die Menge aller Knoten, die adjazent zu v sind. u € N(v) heikt auch
Nachbar von v. Mit N(v) bezeichnen wir die Menge aller Nicht-Nachbarn von
v. ZuU C V ist G(U) der durch U induzierte Teilgraph. Man spricht auch
von Untergraph. Statt G(V \ {v}) schreiben wir G \ v. Eine Clique ist eine
Menge paarweise benachbarter Knoten. Eine Knotenteilmenge heifst stabil,
falls je zwei Knoten nicht adjazent sind. Eine Knotenteilmenge U C V mit
1 < |U| < |V] heikt homogen, wenn jeder Knoten v € V \ U entweder zu

3
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allen u € U adjazent oder zu allen u € U nicht adjazent ist. Eine homogene
Menge U ist maximal, wenn keine andere homogene Menge U’ die Menge U
echt enthalt.

Der Graph, der entsteht, wenn jede maximale homogene Menge eines Gra-
phen G zu einem einzigen Knoten geschrumpft wird, heiltt charakteristischer
Graph von G.

Zwei Graphen Gy = (V4, E1) und Gy = (Va, E») heifen isomorph, wenn eine
Bijektion ¢ : Vi — V; existiert, so dal zy € E; < ¢(x)¢(y) € E, fiir alle
z,y € Vi gilt.

Das Komplement G eines Graphen G = (V, E) ist der Graph auf V, in dem
zwei Knoten genau dann benachbart sind, wenn sie es in G nicht sind.

Ein Graph G heifit cozusammenhingend, wenn sein Komplement G zusam-
menhingt. Analog heifen die Zusammenhangskomponenten von G Cozusam-
menhangskomponenten von G.

Wie iiblich ist P, der sehnenlose Weg auf n Knoten mit n — 1 Kanten. Wir
sprechen auch von Pfad. Die Linge eines P, ist n—1. In einem P; mit Knoten
V1, Vg, U3, ¥4 Und Kanten vivy, vov3 und v3v4 heilen v, und vy Endknoten und
vy und vz Mittelknoten. Ein Knoten heifst p-Endknoten eines Graphen G,
wenn er genau zu einem P, in G gehdrt. Ein Graph ohne induzierten P
heift Cograph (Abkiirzung fiir: complement reducible graph).

Ein C,, ist ein sehnenloser Kreis mit n Knoten und n Kanten.

2.2 p-zusammenhangende Graphen

Die Ergebnisse dieses Abschnitts basieren auf dem Konzept p-zusammen-
hingender Graphen, das B. Jamison und S. Olariu 1995 eingefiihrt haben.
Wir {ibernehmen die Terminologie und stellen die fiir uns relevanten Ergeb-
nisse aus [JO95b] vor.

Ein Graph G = (V, E) heift p-zusammenhdngend, wenn fiir jede Partition
von V' in zwei nicht-leere disjunkte Mengen V; und V5 ein P, existiert, der
sowohl Knoten in V; als auch in V5, besitzt. Ein solcher P, heifst P4—U'bergang
zwischen V; und V5. Die p-zusammenhdngenden Komponenten eines Graphen
sind die maximal induzierten Teilgraphen, die p-zusammenhingend sind.

p-zusammenhingende Komponenten besitzen entweder einen oder minde-
stens vier Knoten. Sie sind unter Komplementbildung abgeschlossen und so-
wohl in G also auch in G zusammenhingende Teilgraphen. Ein Endknoten
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in G ist ein Mittelknoten in G und umgekehrt. Zudem besitzt jeder Graph
eine eindeutige Zerlegung in p-zusammenhéngende Komponenten.

Ein p-zusammenhéngender Graph heift separabel (oder separierbar), wenn
seine Knotenmenge in zwei nicht-leere, disjunkte Knotenmengen V; und V5
aufgeteilt werden kann, so dak jeder P,-Ubergang zwischen V; und V5 seine
Mittelknoten in V7 und seine Endpunkte in V5 hat. (V4, V2) heift Separation
von G.

Offensichtlich ist das Komplement eines separierbaren p-zusammenhéngenden
Graphen auch separierbar mit der Separierung (Vz, V1) in G. Figur 2.1 zeigt
die Separation (V, V3) von G.

Vi

ZilE

Abbildung 2.1: Separation von G

Die Einfiihrung und das Studium separierbarer p-zusammenhingender Gra-
phen liegt begriindet im folgenden Strukturtheorem fiir beliebige Graphen.

Theorem 2.1 (Strukturtheorem, JO95, Theorem 3) Sei G=(V,E) ein
Graph. Dann gilt genau eine der folgenden Bedingungen:

(i) G ist nicht zusammenhdngend.
(ii) G ist nicht zusammenhdingend.

(1i) Es existiert eine eindeutige echte separable p-zusammenhdngende Kom-
ponente H mit Separation (Hy, Hs), so daf$ jeder Knoten auferhalb von
H adjazent zu allen Knoten in Hy ist und zu keinem Knoten in Hs.

(iv) G ist p-zusammenhdngend.
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Das Strukturtheorem impliziert in natiirlicher Weise die Darstellung eines
beliebigen Graphen durch einen Wurzelbaum (d.h. einen Baum mit einem
ausgezeichneten Knoten, der Wurzel). Die Wurzel entspricht dem Graphen
G, die inneren Knoten reprasentieren die ersten drei Fille und die Blatter
entsprechen den p-zusammenhingenden Komponenten und einzelnen Kno-
ten.

Die Darstellung ist bis auf Isomorphien eindeutig.

Aus [JO95] ist bekannt, dak die Reprisentation eines beliebigen Graphen
durch einen solchen Baum in polynomieller Zeit in der Anzahl der Knoten
bestimmt werden kann. [Bau96| gibt einen Algorithmus an, der lineare Lauf-
zeit in der Grosse des Graphen O(| V' | + | E' |) bendtigt.

2.3 Partialordnungen

Sei V' = {wy,vs,...v,} eine endliche Menge. Eine Partialordnung auf V ist
eine irreflexive, transitive Relation < auf V' x V', d.h.

VveV: v £,
VowreV: v<wundw<z=v<z.

Es ist leicht einzusehen, dak eine Partialordnung auch antisymmetrisch ist,
d.h. v < w implizert w £ v fiir alle v,w € V.

Eine partiell geordnete Menge (engl: partially ordered set, kurz: poset) P =
(V,<p) besteht aus einer endlichen Menge V und einer Partialordnung <p
auf V. Wir schreiben < statt <p, falls Irrtiimer ausgeschlossen sind.

P bezeichnet fortan sowohl die Grundmenge V' als auch die Partialordnung
(V, <). Die Begriffe partiell geordnete Menge, Partialordnung und Poset be-
nutzen wir synonym.

Zwei Elemente v und v einer Partialordnung heiflen vergleichbar, wenn u < v
oder v < w gilt. Sind die beiden Elemente nicht vergleichbar, heifen sie paral-
lel, kurz: u || v. Eine Menge paarweiser vergleichbarer Elemente heift Kette.
Ein Poset, das aus einer einzigen Kette besteht, heillt Totalordnung. Eine
Menge paarweiser paralleler Elemente heifst Antikette. Die Weite einer Par-
tialordnung ist die Anzahl der Elemente in einer groften Antikette.

Betrachtet man die Elemente einer Partialordnung als Knoten eines Graphen
und erginzt fiir je zwei vergleichbare Elemente eine gerichtete Kante, erhalt
man einen gerichteten, azyklischen und transitiv abgeschlossenen (d.h. fiir
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jedes Kantenpaar (u, v),(v, w) gehort auch (u, w) zur Kantenmenge) Graphen
G. Umgekehrt definiert offensichtlich jeder gerichtete azyklische Graph D =
(V, A) (engl.: directed acyclic graph, kurz: DAG) durch

u < v < 3 ein gerichteter Weg von v nach v in G

eine Partialordnung P auf der Knotenmenge V.

Der zugrundeliegende ungerichtete Graph G(P) von P heift Komparabilitits-
graph von P. Ist andererseits G' ein Komparabilitdtsgraph, dann heifit jede
Partialordnung P mit G = G(P) assoziiert mit G. Jede mit G assoziierte
Partialordnung entspricht einer transitiven Orientierung der Kanten von G
und umgekehrt [Gol80].

Ob ein Graph G = (V, E) Komparabilitdtsgraph ist, kann in O(|V| + |E|)
Zeit getestet werden [MS99|. Dies ist eine Verfeinerung von Mohrings Algo-
rithmus [Moh85], dessen Verfahren, das eine Laufzeit von O(|V| - |E|) hat,
wir hier erldutern. Die Grundidee besteht darin, sogenannte A*-Klassen der
Kantenmenge des Graphen zu identifizieren und diese unabhéingig voneinan-
der auf die Existenz transitiver Orientierungen zu testen.

Ein A in einem ungerichteten Graphen bezeichnet zwei Kanten, die einen
induzierten P3 = wjveus bilden (siehe Abbildung 2.2). Man sagt auch: die
Kanten vivy und vyvs stehen in A-Relation zueinander.

V2

U1 U3

Abbildung 2.2: A

Man kann sich leicht {iberlegen, dafs die Orientierung einer der beiden Kanten,
z.B. (v1,v9), die transitive Orientierung der anderen Kante forciert, namlich
(vs,v2), da sonst die Transitivitdt zerstort ist. Der transitive Abschlufi A*
eines A ist die groftmogliche Kantenteilmenge, so daf keine weitere Kante
im Graphen existiert, die mit einer Kante e € A* ein A bildet. Der tran-
sitive Abschluf bildet eine Aquivalenzrelation auf den Kanten. Die Aquiva-
lenzklassen heifen A*-Klassen. Demzufolge zerfillt ein Graph vollstédndig in
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A*-Klassen und einzelne Kanten (die Kanten eines Kreises der Liange drei zer-
fallen in einzelne Kanten). In einer A*-Klasse forciert nun die Orientierung
einer einzelnen Kante e die Orientierung der gesamten Klasse (siehe Beispiel
in Abbildung 2.3). Da e in zwei Richtungen orientiert werden kann, besitzt
eine A*-Klasse entweder genau zwei transitive Orientierungen (die eine ist
die entgegengesetzte der anderen) oder gar keine. Letzteres tritt ein, wenn
alle Kanten in beide Richtungen orientiert werden miissen und damit Kreise
erzeugen (siehe Beispiel in Abbildung 2.4). Fiir Details siehe [Gol80].

L

Abbildung 2.3: Komparabilitdtsgraph mit einer A* Klasse

Abbildung 2.4: Graph ohne transitive Orientierung

Lemma 2.2 (Gol80, Korollar 5.5) Besitzt jede A*-Klasse eines Graphen
G genau zwei transitive Orientierungen, dann ist G Komparabilititsgraph.

Wir weisen darauthin, daf zur transitiven Orientierung des gesamten Gra-
phen die Orientierungen der einzelnen A*-Klassen nicht beliebig gewéhlt wer-
den diirfen. Das klassische Gegenbeispiel ist der Kreis der Lénge drei Cj,
dessen drei A*-Klassen aus je einer Kante bestehen. Von den 8 = 23 mdogli-
chen Orientierungen sind jedoch die beiden gerichteten Kreise nicht transitiv.
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Besitzt ein Komparabilitdtsgraph G(P) genau eine A*-Klasse bezeichnen wir
die beiden assoziierten Partialordnungen mit P und P~1.

Wir kommen nun zur gingigsten Moglichkeit, eine Partialordnung graphisch
darzustellen.

Ein Element v einer Partialordnung P heilt direkter Nachfolger von u, wenn
u < v ist und kein Element w existiert mit v < w < v, kurz v < v. Man sagt
auch v diberdeckt u. Analog ist der direkte Vorginger definiert. Zeichnet man
einen gerichteten Graphen, dessen Knoten die Elemente der Partialordnung
P darstellen und dessen Kantenmengen aus allen Uberdeckungen besteht, so
erhilt man den Uberdeckungsgraphen. Zeichnet man den Uberdeckungsgra-
phen so in die Ebene, dafs alle Kanten in eine Richtung, im allgemeinen nach
oben zeigen, dann nennt man den zugrundeliegende ungerichteten Graphen
Hasse-Diagramm H(P) von P.

Eine Teilmenge I C P heilt Ideal, wenn sie beziiglich der Ordnungsrelation
nach unten abgeschlossen ist, d.h. v € I und v < v impliziert v € I. Ein
Ideal heift echt, wenn I # P. Mit I(w) := {v € Plv < w} bezeichnen wir
das von w erzeugte Hauptideal. Analog heifit eine Teilmenge F' C P Filter,
wenn sie beziiglich der Ordnungsrelation nach oben abgeschlossen ist.

Eine konvere Menge S C P ist eine Teilmenge, die zu je zwei Elementen
v und v auch alle Elemente beinhaltet, die zwischen v und v liegen, d.h.
Vw € Pmitu < w<v=wé€S. Min(P) (bzw. Max(P)) bezeichnet die
Menge der minimalen (maximalen) Elemente in P.

Eine lineare Erweiterung L = Ur(1)Ur(2).--Ur(n) einer Partialordnung P =
(V,<p) mit n Elementen ist eine Permutation auf V', so dak v <p w im-
pliziert, da v in der Permutation Vorgénger von w ist. Man sagt auch, daf
die durch die lineare Erweiterung definierte Totalordnung kompatibel mit P
oder eine Permutation zuldssig fiir P ist. L(P) bezeichnet die Menge aller
linearen Erweiterungen von P.

Wir geben nun einige Definitionen und Tatsachen iiber die modulare De-
komposition von Partialordnungen (auch Substitutions-Dekomposition oder
Lexikographische Dekomposition genannt). Ein ausfiihrlicher Uberblick fin-
det sich in Mohring und Radermacher [MR84] und Mo6hring [M6h89).

Sei Q@ = (V,<g) mit V = {vy,vs, ..., v, } eine Partialordnung mit n Elemen-
ten und seien P; = (V;, <;) fiir ¢ = 1,...,n n disjunkte Partialordnungen.
Dann bezeichnet P = Q[Py, P, ..., P,] die Partialordnung P = (V, <p), die
entsteht, in dem man die Elemente v; aus () durch die Partialordnungen P;
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n
fir i = 1,...,n ersetzt. Also ist V= |J V; und
i=1

entweder wu,v €V und u <; v fiir ein i

U<ptv<= . .
P {oder veVi,veV, undwv; <qu; fiiri#j.

Die Komposition ist echt, wenn 1 < |V;| < |V| fiir ein 4 gilt und die Partial-
ordnung heifit zerlegbar, sonst unzerlegbar, irreduzibel oder prim.

Satz 2.3 (M6h89,Theorem 4.2) Fiir jede zerlegbare Partialordnung trifft
genau einer der drei folgenden Fille zu:

(1) P = Q[P ..., P,], wobei Q eine Antikette ist. P heifit dann Parallel-
komposition von Py, ...P,. Wir schreiben auch P =Py || Py || ... || Py.-

(2) P =Q|P,..., P, wobei Q eine Kette ist. P heifst dann Serienkompo-
sition von Py, ...P,. Wir schreiben auch P = P, - P, — ... = P,.

(3) P = Q[Py, ..., P,], wobei Q prim ist. Wir sprechen dann von einer
Prim-Komposition.

Satz 2.4 (Gol80) Fine unzerlegbare Partialordnung besitzt genau zwei tran-
sitive Orientierungen, von denen eine die Umkehrung der anderen ist.

Eine nicht-leere Teilmenge M C V einer Partialordnung P = (V, <) heift
Modul, wenn sich jedes Element auferhalb des Moduls gleich zu allen Ele-
menten innerhalb des Moduls verhalt. D.h. M ist ein Modul, wenn fiir jedes
Element v € V' \ M entweder

(a) u < w fiir alle u € M oder
(b) v < u fiir alle u € M oder
(c) u || v fir alle u € M gilt.

In einer Komposition P = Q|P, ..., P,] heilt @ duflerer Faktor, Pi, ..., P,
sind innere Faktoren. Es ist leicht zu sehen, dak jeder innere Faktor P; ein
Modul von P ist.

Die grofite Anzahl an Elementen (bzw. die Weite) eines Faktors heift De-
kompositionsdurchmesser (bzw. -weite) von P.

Durch Satz 2.3 ist jede Partialordnung darstellbar durch einen Komposi-
tionsbaum T(P). Die inneren Knoten von T'(P) sind parallel (]|), seriell (—)
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oder als prim markiert und geben die Kompositionsart fiir die S6hne, d.h.
den inneren Faktoren, an. Die Blitter entsprechen den einzelnen Elementen
aus P. Der Kompositionsbaum ist eindeutig, wenn (1) und (2) so grof wie
moglich gefordert wird.

Der Kompositionsbaum kann berechnet werden durch das Identifizieren der
Zusammen- und Cozusammenhangskomponenten des Komparabilitdtsgra-
phen G(P) von P. Ist der Graph zusammenhéngend, aber nicht cozusam-
menhéngend, erzeugt man einen seriellen inneren Knoten, umkehrt einen
parallelen. Ist der Graph sowohl zusammenhéngend als auch cozusammen-
héngend, identifiziert man die maximalen Teilmodule (d.h. Module, die in
keinem anderen Modul echt enthalten sind) und fiigt diese als S6hne einer
Prim-Komposition in den Baum ein. Dieses Vorgehen heifst auch modulare
Dekomposition.

Dank eines viel allgemeineren Ergebnisses von Dahlhaus, Gustedt and Mc-
Connell [DGM96] und unabhéngig Baumann [Bau96| kann der Komposi-
tionsbaum in linearer Zeit in der Grofse des Graphen berechnet werden.

Die modulare Dekomposition entspricht auf dem (ungerichteten) zugrunde-
liegenden Komparabilitdtsgraphen der Zerlegung in homogene Mengen. Die
heifst dementsprechend homogene Dekomposition und ist eine Verfeinerung
der Dekomposition, die durch das Strukturtheorem 2.1 vorgegeben ist. Ver-
einfacht gesprochen werden in der homogenen Dekomposition zusétzlich ho-
mogene Mengen durch einen einzigen Knoten ersetzt.

Wir stellen einige spezielle Partialordnungen vor.

Eine Partialordnung P heift serien-parallel, wenn P aus einelementigen Par-
tialordnungen nur durch Serien- und Parallelkompositionen konstruierbar ist.
Weitere Charakterisierungen sind:

Satz 2.5 (HM87, Theorem 2.1) Fiir eine serien-parallele Partialordnung
P sind folgende FEigenschaften dquivalent:

(i) Keine vier Elemente induzieren ein N, d.h es gibt keine vier Elemente
v1, Vo, U3, Vs in P zwischen denen nur die Relationen vy < v, vy > U3
und v3 < vy bestehen (siehe Figure 2.5).

(ii) Der Komparabilititsgraph G(P) ist Cograph.

(#i) Der Kompositionsbaum enthdlt nur seriell oder parallel markierte Kno-
ten.
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U2 Vg

7! U3

Abbildung 2.5: Hasse-Diagramm der Ordnung N

Spezielle Unterklassen serien-paralleler Ordnungen sind beispielsweise: Intree-
Ordnungen (jedes Element mit Ausnahme der Wurzel besitzt genau einen
Nachfolger), Outtree-Ordnungen (jedes Element mit Ausnahme der Wurzel
besitzt genau einen Vorgénger), schwache Ordnungen (die Serienkomposi-
tion einer Menge von Antiketten) und Threshold-Ordnungen (die Elemente
konnen so gewichtet werden, daf eine Teilmenge der Elemente genau dann
eine Antikette ist, wenn ihr Gewicht einen vorgegebenen Schwellenwert nicht
tiberschreitet).

Partialordnungen, deren Hasse-Diagramm kein induziertes /N enthélt, heifen
N-frei. Natiirlich sind serien-parallele Ordnungen N-frei. Andersherum gilt
dies nicht: Figur 2.6 zeigt das Hasse-Diagramm einer N-freien, aber nicht
serien-parallelen Ordnung. N-freie Ordnungen kénnen nach Faigle und Gierz
[FG84] (vgl. auch Habib und Jegou [HJ85]) durch folgende zusétzlich zur
Serien- und Parallelkomposition hinzukommende Komposition rekursiv kon-
struiert werden.

Sei P, eine N-freie Ordnung, P, eine zu P; disjunkte Antikette und A C
Maz(P;). Dann ist die quasi-serielle Komposition P, @ P definiert durch

U< s u,v € Pr,u <p, v,

' u€ I(A),v € Ps.
Diese Komposition ist nicht eindeutig. Der Spezialfall A = Max(P,) ent-
spricht der Serienkomposition, wobei P, keine Antikette sein mufk.

Zudem sind N-freie Ordnungen genau die Partialordnungen, die Ketten-Anti-
ketten-vollstindig (engl.: chain-antichain complete, kurz: CAC) sind, d.h.
jede maximale Kette schneidet jede maximale Antikette.

Ein Graph heiflt P,-erweiterbar, wenn jede Knotenteilmenge W C V., die
einen P, induziert, eine echte Erweiterung besitzt, d.h. es existiert hochstens
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Abbildung 2.6: N-frei und nicht serien-parallel

ein Knoten v € V\W der einen weiteren P, mit drei Knoten aus W induziert.
Analog heifst eine Partialordnung N -erweiterbar, wenn der zugrundeliegende
Komparabilitdtsgraph P,-erweiterbar ist.

Die erweiterte Spinnenkomposition P X, {A,B,C,D} ist wie folgt definiert.
Sei P = (V, <) eine Partialordnung und A, B, C' und D disjunkte Partialord-
nungen, von denen mindestens drei einelementig und die vierte eine Kette
oder Antikette mit hochstens zwei Elementen ist. Dann ist

u<vund u,v € P,
u<v:s 4 ueCundve PUBUD,
ueE PUAundv € B .

Abbildung 2.7 zeigt die erweiterten Spinnenkompositionen mit | A | = 2.
B C B C
A D A D
Abbildung 2.7: Erweiterte Spinnenkompositionen P X, {A, B,C, D}

N-erweiterbare Ordnungen kénnen aus einelementigen Partialordnungen, M’s,
W’s und ungeraden Kronen OCj (siehe Abbildung 2.8) mittels Serien-, Parallel-
und erweiterter Spinnenkomposition konstruiert werden [PW97]. Sie haben
Dekompositionsweite vier, denn keines der unzerlegbaren Posets besitzt eine
Antikette, die grofer als vier ist.

Py-erweiterbare Graphen lassen sich nach Hochstéattler und Schindler in li-
nearer Zeit erkennen [HS95].
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Abbildung 2.8: Spezielle N-erweiterbare Ordnungen

Der spezielle Fall, in dem alle vier Mengen A, B, C und D einelementig sind,
beschreibt die ,,gewohnliche Spinnenkomposition, welche zur Konstruktion
N -diinner Posets benotigt wird. N-diinne Ordnungen sind genau die Partial-
ordnungen, deren Komparabilitdtsgraph P,-diinn ist. Ein Graph heikt P;-
diinn, wenn je fiinf Knoten hochstens einen P, induzieren. N-diinne Partial-
ordnungen koénnen nach Jamison und Olariu sukzessiv durch einelementige
Partialordnungen mittels Serien-, Parallel- und gewohnlicher Spinnenkompo-
sitionen — kurz: P X, {a, b, ¢, d} — aufgebaut werden [JO92| (siehe Abbildung
2.9).

Die gewohnliche Spinnenkomposition ist eine der nichttrivialen Modulkom-
positionen der Weite drei. Im Kompositionsbaum 7'(P) hat ein mit X, mar-
kierter Knoten mindestens vier Bliatter und hochstens einen inneren Knoten
unter den maximal fiinf Nachfolgern.

a [¢

Abbildung 2.9: Gewohnliche Spinnenkomposition P X, {a, b, ¢, d}

Jamison und Olariu definieren in [JO89b| P;-reduzierbare Graphen, bei denen
kein Knoten zu mehr als einem P, gehort. Fiir Komparabilitdtsgraphen féllt
diese Klasse zusammen mit den N-diinnen Ordnungen [vA93|.
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2.4 Das Durchlaufzeitproblem

Das Durchlaufzeitproblem, nach der Standard-Notation von Graham, Law-
ler, Lenstra und Rinnooy Kan [GLLRKT79| kurz: 1|prec| ) w;C}, ist eines der
bekanntesten und vielfach untersuchten deterministischen Ein-Maschinen-
Reihenfolgeplanungsprobleme.

Gegeben ist eine Menge J = {ji,j2.-., jn} von Aktivitidten, auch Jobs ge-
nannt, die auf einer Maschine abgearbeitet werden sollen. Die Reihenfolge,
in der die Aktivitdten der Maschine zugewiesen werden, mufs konsistent sein
mit Vorgéngerrelationen, die durch eine Partialordnung P = (J, <) angege-
ben sind. Aktivitdt + muf vor j abgearbeitet werden genau dann, wenn ¢ < j
in P gilt. Jedem Job j ist zusétzlich eine Prozefzeit p; und ein Gewicht w;
zugeordnet. Allgemein bezeichnet man die Zuweisung der Jobs im zeitlichen
Ablauf auf eine oder mehrere Maschinen als Reihenfolgeplan (engl: schedule).
Bei unserem Ein-Maschinen-Problem représentiert jede lineare Erweiterung
L = jz(1)J(2)---Jx(n) von P einen Reihenfolgeplan. Wir setzen voraus, dak der
erste Job zum Zeitpunkt ¢ = 0 beginnt und es keine Leerlaufzeiten gibt. Die
Durchlaufzeit — oder Fertigstellungszeit (engl.: completion time) — C; eines
Jobs j ist der Zeitpunkt an dem Job j fertiggestellt ist, d.h. seine eigene Pro-
zefzeit summiert mit den Prozefzeiten aller Jobs, die vor ihm abgearbeitet
wurden:

Ci:= > pi
{i i< g}
Abbildung 2.10 verdeutlicht die Fertigstellungszeiten graphisch anhand ei-
nes sogenannten Gantt-Charts. Ein Gantt-Chart hat eine Dimension, die die
Prozefzeit darstellt und in dem Jobs durch Blocke der Lénge p; reprasentiert
sind.

Job Jr(1) Jn(2) Jn(3) Jr(n)
Pjry Pjr(2y Pjns) Pjriny
er(l) Cj‘rr(Z) Cj‘n(3) Cj‘n(n)
\
=0 Prozefizeit

Abbildung 2.10: Durchlaufzeiten im Gantt-Chart

Da die Prozekzeiten vorab bekannt und fest vorgegeben sind, sind die C;
wohldefiniert fiir jeden Reihenfolgeplan L. Wir schreiben C* fiir den durch
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L induzierten Fertigstellungszeitenvektor (Cr), ..., Cr(n)) mit Cry < ... <
C’/r(n)

Das Ziel ist die Minimierung der Summe der gewichteten Fertigstellungszei-
ten Z wy Cj.

Die gewichtete Durchlaufzeit 14t sich in einem sogenannten 2D-Gantt-Chart
darstellen. Hierzu fiihrt man eine zweite Achse ein, die den Gewichten dient.
Jeder Job j ist durch ein Rechteck reprisentiert, das die Lange w; und die
Héhe p; besitzt (siehe Figur 2.11). Die gewichtete Fertigstellungszeit > w,;C;
entspricht der straffierten Fléiche, die wir im folgenden auch einfach Fldiche
nennen. Die Minimierung von ) w;C; iiber Reihefolgeplénen ist also dqui-
valent zur Minimierung der Fliche im 2D-Gantt Chart.

Prozefizeit

Job j,r(3)

Job j7r(2)

Job j7r(1)

Gewicht

Abbildung 2.11: Gewichtete Fertigstellungszeit im 2D-Gantt-Chart

Die Geschichte des deterministischen Ein-Maschinen-Durchlaufzeit-Problems
beginnt 1956 [Smi56| mit der Losung des einfachsten Spezialfalls: dem Ver-
zicht auf Vorgéngerrelationen bzw. die Jobs bilden eine Antikette. Smith
zeigt, dafk das Problem dann optimal gel6st wird, wenn man die Aktivitdten
nach nicht-fallenden Quotienten % sortiert. Dieses Resultat ist bekannt als
Smith’s rule. Da nur sortiert werden muf, bendtigt das Ermitteln der Losung
eine Laufzeit von O(nlogn).

Der Fall, bei dem die Vorgingerrelationen durch parallele Ketten gegeben
und alle Gewichte w; = 1 sind, losen 1967 Conway, Maxwell und Miller
[CWME6T].

1972 16st Horn das Problem effizient auf Partialordnungen, deren Kompa-
rabilitdtsgraph ein Wurzelbaum ist [Hor72|. Adolphson und Hu geben ein
Jahr spéter eine Implementation an, die die Laufzeit auf O(nlogn) reduziert
[AHT73].
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Die ersten Ergebnisse zum Durchlaufzeitproblem mit beliebigen Vorgéngerre-
lationen gehen auf Sidney zuriick. Wir geben hier die wichtigsten Ergebnisse
aus seiner Arbeit [Sid75] an.

Sei A C J und a = jr(1).--Jx(n) €ine lineare Erweiterung von J, dann be-
zeichnet a|A die Teilordnung, die aus allen Aktivitdten aus A besteht und
die angeordnet sind wie in . Sind A = {jr(1), jr(2), ---» Jr(r) } die ersten k Ele-
mente und B = {jr(k11), Jn(k+2)s - Jr(n)} die letzten n — & Elemente, dann
bezeichnen wir mit a = (a|A, @|B) die Konkatenation.

Fiir jede Teilmenge () # I C V sei ferner

der p-Wert des Ideals I. Ist jedes w; > 0, dann ist p([) fiir alle I C V
wohldefiniert. Im Fall, daff ein w; = 0 ist, wird der Job j in einem optimalen
Reihenfolgeplan am Ende abgearbeitet.

Fiir die Durchlaufzeit gilt:

Lemma 2.6 (Sid75, Lemma 2, Adjacent string interchange lemma)
Sei P = (J,<) eine Partialordnung und A U S; U Sy U B = J, a =
(a]A, a|S1, a|Sa, «|B) und B = (B|A, B|Ss, B|S1, B|B) zwei lineare Erweite-
rungen.

Dann ist die Durchlaufzeit von o genau dann geringer als die Durchlaufzeit
beziiglich B, wenn p(S1) < p(Ss).

Ferner besitzen Module eine besondere Eigenschaft:

Theorem 2.7 (Sid75, Lemma 23) Sei M C J ein Modul von P = (J,<)
und a eine optimale lineare Erweiterung fir M. Dann existiert eine optimale
Reihenfolge fir J, die konsistent mit « ist (d.h. in der die Jobs in M in
derselben Reihenfolge auftreten wie in «)

Eine wichtige Konsequenz aus Theorem 2.7 ist, dal das Modul M durch die
berechnete optimale lineare Erweiterung « in P ersetzt werden kann. Da «
eine Kette ist, bildet dann im besonderen jede Teilmenge aufeinanderfolgen-
der Elemente in o ein Modul in P.

Zur Losung von Modulen ist das folgende Theorem hilfreich. Wir nennen ein
Ideal I* eines Moduls M p-minimal, wenn p(I*) < p(I) fiir alle Ideale I aus M
ist. Jedes Modul M besitzt mindestens ein p-minimales Ideal, moglicherweise
M selbst.
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Theorem 2.8 (Sid75, Lemma 3 und 5) Sei M C J ein Modul von P =
(J,<) und I* ein p-minimales Ideal von M. Dann existiert eine optimale
Reihenfolge fiir J, in der die Jobs aus I* hintereinander und vor allen anderen
Jobs aus M stehen.

Die beiden Theoreme 2.7 und 2.8 suggerieren eine Strategie, wie das Durch-
laufzeit allgemein gelost werden kann: man identifiziert die Module einer
Partialordnung im Kompositionsbaum 7'(P), dann deren p-minimalen Ideale,
16st die Teilprobleme und verschmelzt anschliefend die berechneten Ketten.
Das Identifizieren der p-minimalen Ideale ist effizient l6sbar [Law78]. Aller-
dings ist das p-minimale Ideal eines Moduls M moglicherweise M selbst.
Problematisch ist ferner das effiziente Losen der Teilprobleme.

Sind die Vorgéngerrelationen parallele Ketten, besteht das einzige Problem
darin, eine Regel zum optimalen Verschmelzen zu finden. Sei M ein Mo-
dul, das nur aus zwei Ketten K; und K, besteht (siehe Abbildung 2.12).
Dann existiert ein p-minimales Ideal I* von M, das Ideal von nur einer der
Ketten ist. Denn angenommen I* enthélt Elemente aus K; und K5. Dann ist
I* Vereinigung eines Ideals I; aus K; und I aus K5. Da I* p-minimal ist, gilt:

p(I1 U Lz) < p(l1) < p(l2) < p(11) und
p(I1 U L) < p(I2) < p(I1) < p(1>), d.h.
p(I") = p(I1) = p(I>).

Abbildung 2.12: Parallele Ketten

Ergiinzt man I* zur optimalen Sequenz «, dann ist M \ I* wiederum ein
Modul und man fahrt fort wie oben. Dies entspricht Sidneys ,parallel chain”
Algorithmus, der eine Laufzeit von O(n?) benétigt.
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Lawler geht 1978 einen Schritt weiter. Er nutzt die Dekomposition serien-
paralleler Ordnungen und erhélt durch das geschickte Zusammensetzen von
Jobs einen Algorithmus mit einer Laufzeit von O(nlogn). Wir erkldren seine
Idee aus |[Law78| ausfiihrlicher.

Lawler folgert zuerst aus Theorem 2.8, daf immer, wenn ein p-minimales
Ideal I* identifiziert wurde, die Jobs aus I* ersetzt werden konnen durch
einen einzigen zusammengesetzten (engl.: composite) Job. Das Gewicht und
die Prozefizeit des zusammengesetzten Jobs wird gleich p(I*) gesetzt. Er wird
anschliefsend behandelt als wére er ein einzelner Job. Genau dies nutzt er,
um die gewiinschte Laufzeit zu erhalten.

Der Algorithmus arbeitet den Kompositionsbaum 7'(P) von unten nach oben
ab und bestimmt eine optimale lineare Erweiterung fiir ein Modul M mittels
vorher berechneter optimaler linearer Erweiterungen seiner Séhne M; und
M,. Statt nun — wie Sidney — Ketten einer Serienkomposition zu einer einzi-
gen Kette zu vereinigen und Ketten paralleler Kompositionen zu verschmel-
zen, vertauscht Lawler die Operationen Vereinigung und Verschmelzung. Der
Trick besteht darin, daf die jeweils berechneten Ketten aus Jobs bestehen,
manche davon gegebenenfalls zusammengesetzt, deren p-Werte stets nicht-
fallend sind.

Konkret vereinigt man im Fall einer Parallelkomposition M; || M, beide
Mengen zu einer Kette, in der die Jobs nach nicht-fallenden Quotienten an-
geordnet sind. Diese Reihenfolge ist zuldssig und optimal.

Bei einer Serienkomposition M; — M, ist es moglich, dakk einige Jobs in My
einen kleineren p-Wert haben als einige Jobs in M;. In diesem Fall bildet
man einen zusammengesetzten Job aus einer bestimmten Anzahl von Jobs
aus M; mit grofsten p-Werten und einer aus M, mit kleinsten p-Werten. Ziel
ist es, einen zusammengesetzten Job zu bilden, dessen p-Wert nicht kleiner
ist als der der iibrigen in M; und nicht grosser als der der verbleibenden in
M,;. Das entscheidende Argument fiir dieses Vorgehen liegt begriindet in der
Tatsache, dak der konstruierte zusammengesetzte Job Modul und der Job
selbst p-minimal ist.

In einem 2D-Gantt-Chart entspricht der p-Wert eines Jobs der Steigung der
Diagonalen des Rechtecks, durch das er repréisentiert wird. Abbildung 2.13
veranschaulicht die Idee eines zusammengesetzten Jobs in einem 2D-Gantt
Charts. Die Diagonale des aus Job jr(3) und Job jru) zusammengesetzten
Jobs ist fett gestrichelt.
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Prozefizeit

M, M, Job jx(s)

JOb jﬂ.(5)

-~ 7 Job jr(a

e/{/" /// Job j,r(g)

Job jr(2)

Job jr(l)

Gewicht

Abbildung 2.13: Zusammengesetzter Job bei Serienkomposition

Da keine der Operationen mehr als O(nlogn) Zeit benétigt, erhélt man

Satz 2.9 (Law78, Seite 83) Lawlers Algorithmus lost das Durchlaufzeit-
problem mit serien-parallelen Reihenfolgerestriktionen in O(nlogn) Zeit.

Goemans und Williamson geben 1998 einen alternativen Beweis zu Lawlers
Algorithmus. Dieser erste dualitits-basierte Beweis nutzt die graphische Dar-
stellung der gewichteten Durchlaufzeit durch 2D-Gantt-Charts [GW9S].

Lawler zeigt zudem, dak das Durchlaufzeitproblem mit beliebigen Reihenfol-
gerestriktionen NP-schwer ist, auch dann, wenn alle Gewichte w; oder alle
Prozefizeiten p; eins sind.

Den Prozef, optimale lineare Erweiterungen entlang des Kompositionsbau-
mes zu bestimmen, verallgemeinern 1985 Mo6hring und Radermacher [MR85]
auf Partialordnungen mit beschrinktem Dekompositionsdurchmesser k. Ihr
Algorithmus ben6tigt eine Laufzeit von O(n*").

Sidney und Steiner nutzen 1986 |SS86| die Partialordnungsdekomposition in
Verbindung mit dynamischer Programmierung und reduzieren so die Laufzeit
von Méhring und Radermacher auf O(n*). Durch ihren Ansatz, den wir im
folgenden vorstellen, konnen sdmtliche Partialordnungen mit beschrénkter
Dekompositionsweite bzw- durchmesser polynomiell gel6st werden. Thre Er-
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gebnisse fiihren zur polynomiellen Losbarkeit weiterer Reihenfolgeplanungs-
probleme.

Dynamische Programmierung ist eine generelle Technik zur Lésung von Op-
timierungsproblemen. Man beginnt in der Regel mit kleinen und daher einfa-
chen Teilaufgaben. Durch Kombination ihrer Losungen erhilt man Losungen
fiir Teilaufgaben zunehmender Grofe bis man schliefslich bei der Losung der
urspriinglichen Aufgabe ankommt. Die Effizienz der dynamischen Program-
mierung liegt darin begriindet, daf mehrfach auftretende Teilaufgaben nur
einmal ausgerechnet werden.

Bezogen auf das Durchlaufzeitproblem berechnet man rekursiv iiber allen
Idealen I C P den optimalen Zielfunktionswert f(P) mittels

J) =min{f(I\ D) +w; Yps | j€Mas(D} . (1)

iel
Ist K die Anzahl der Ideale in P und w die maximale Anzahl an Elemen-
te in Maz(I), dann benotigt die Berechnung von f(P) O(Kw) Zeit. Mittels
f(P) wird dann die optimale Reihenfolge der Jobs generiert, in dem man mit
I = P beginnt und ein ¢ € I identifiziert, fiir das das Minimum angenommen
wird. Job ¢ steht an letzter Stelle und man wiederholt die Berechnung mit

I := I\ . Die Prozedur endet, wenn I leer ist und benétigt eine Laufzeit von
O(nw).

Mafsgeblich fiir die Laufzeit des dynamischen Programmieralgorithmus ist
also die Anzahl der Ideale. Diese kann in einem Poset mit n Jobs bis zu 2"
wachsen, ndmlich dann, wenn keine Vorgéngerrelationen vorliegen. Tatséch-
lich ist K im allgemeinen wesentlich kleiner [SB78|. Interessant ist also, fiir
welche Klasse von Posets K beschrinkt durch ein Polynom in n ist.

Da das durch Max(I) induzierte Poset in P eine Antikette fiir jedes Ideal
I ist, ist w mit dem Dilworth-Theorem [Dil50] kleiner oder gleich der klein-
sten Anzahl Ketten, die zur Partionierung von P benétigt wird. Eine sol-
che Partionierung kann in polynomieller Zeit durch Standard-Techniken wie
Netzwerkfliissen oder der Bestimmung eines maximalen Matchings gefunden
werden [Law76]. Sei P = (J, <) partitioniert in w Ketten mit ki, ko, ..., kqy
Knoten. Dann kann jedes Ideal I {iber die Anzahl der Knoten aus jeder Kette
definiert werden, d.h.

K + k) (1 + ko) - (14 ky)

(1
()"
o)

IIVARVAN
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Ist A, die Klasse aller Posets mit Weite kleiner oder gleich w, folgt

Satz 2.10 (SS86, Theorem 1) 1 | A, | w;C; ist losbar mit einer Laufzeit
von O(n").

Dieses Ergebnis kann auf eine weitere Klasse B,, von Posets verallgemeinert
werden. P gehort genau dann zu B, wenn P sukzessiv aufgebaut werden
kann durch eine endliche Anzahl von Kompositionen von Posets, bei denen
jeder dukerer Faktor aus A, ist, also beschrinkte Weite hat. Beispielsweise
gehoren serien-parallele Posets zu Bs, denn wenn P = P[Py, Ps, ... Py, fiir
m > 1 eine serien-parallele Komposition ist, dann kann P auch durch m — 1
sukzessive Kompositionen mit je zweielementigen Ketten oder Antiketten
aufgebaut werden. B, enthélt natiirlich A,,, ist aber wesentlich grisser, denn
B,, ist im Sinne des folgenden Lemmas abgeschlossen.

Lemma 2.11 (SS86, Lemma 4) Sei Py = (Jy, <o) € By, |Jo| = m und
P, Py, ..., P, € By. Dann ist Py[P1, Ps, ..., Py auch in B,,.

Fiir festes w > 2 enthilt B, unendlich viele Posets beliebig grofer Weite.
Zum Beispiel hat die Partialordnung in Figur 2.14 Weite vier, aber jeder du-
Kere Faktor, der zum sukzessiven Aufbau benétigt wird, hat nur Weite zwei,
d.h. P € Bs.

—

Abbildung 2.14: Poset € By

Der Kompositionsbaum 7'(P) besitzt also nur Prim-Kompositionen aus A,,.
Die Berechnung dieser ben6tigt mit Satz 2.10 eine Laufzeit von O(n™). Serien-
und Parallelkompositionen sind mit Lawler in O(nlogn) zu 16sen. Da der
Kompositionsbaum 7'(P) eines Posets P = (V, <) hochstens 2n — 1 Knoten
besitzt [BM83], folgt:
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Satz 2.12 (SS86, Theorem 5) 1 | By, | w;C; ist losbar mit einer Laufzeit
von O(n®*h).

1987 beweisen Habib und Mohring [HM87] die NP-Vollsténdigkeit des Durch-
laufzeitproblems auf N-freien Ordnungen. Sie zeigen auch, daf die Anzahl
N-freier Ordnungen verschwindend gering ist.

Die ersten polyedrischen Beschreibungen fiir das Durchlaufzeitproblem auf
serien-parallelen und N-diinnen Ordnungen gehen unabhingig voneinander
auf von Arnim, Faigle und Schrader und Schulz [vAFS90],[vASW96], [vAS97]
und Queyranne und Wang [QW91| zuriick.

Queyranne und Wang optimieren iiber dem Polytop, dessen Ecken aus al-
len zuldssigen Permutationen besteht, die durch Fertigstellungszeitenvekto-
ren C™ ' beschrieben sind. Man nennt dieses Polytop auch generalisiertes
Permuateder.

Der Name Permutaeder geht auf Schoute 1911 [Sch11] zuriick, der damit die
konvexe Hiille aller Permutationen einer Menge V' = {1,2,...,n} bezeichnet
und diese durch Permutationsvektoren beschreibt. Ein Permutationsvektor zu
einer Permutation « ist der Vektor z(a) := («(1), @(2), ..., a(n)). Vollstindi-
ge Beschreibungen des Permutaeders wurden unabhéngig von verschiedenen
Autoren gegeben (vgl. [Rad52], [Bal75] und [You78]).

Von Arnim, Faigle und Schrader geben zusétzlich zur Beschreibung mittels
Fertigstellungszeitenvektoren eine vollstindige Beschreibung iiber allen zu-
lassigen Permutationsvektoren, falls alle p; = 1 oder alle w; = 1.

Ein sehr guter Uberblick iiber weitere polyedrische Ergebnisse findet sich in
Queyranne und Schulz [QS95].

1993 verbessert Schulz [Sch93| das Ergebnis von Sidney und Steiner fiir das
Durchlaufzeitproblem iiber N-diinnen Ordnungen, die Dekompositionsweite
drei haben, auf eine Laufzeit von O(n?).

Peter und Wambach [PW97] 16sen durch Modifikation des Algorithmus von
Lawler das Durchlaufzeitproblem mit N-erweiterbaren Reihenfolgebedingun-
gen in einer Laufzeit von O(nlogn). Da N-erweiterbare Partialordnungen
eine echte Obermenge N-diinner Ordnungen sind und Dekomposotionsweite
vier haben, verbessern sie sowohl das Ergebnis von Schulz als auch das von
Sidney und Steiner.
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Kapitel 3

(q,9-3)-Graphen

In [BO98| wird die Klasse der (g,t)-Graphen vorgestellt, die — lokal gesehen
— eine geringe Anzahl von induzierten Pfaden der Lénge drei besitzen. Ge-
nauer besitzt in einem (g, t)-Graph jeder induzierte Teilgraph mit héchstens
g Knoten maximal ¢ induzierte Pfade der Lange drei.

(¢, q—3)-Graphen sind per Definition (¢, ¢ —4)-Graphen und verallgemeinern
damit im besonderen Cographen, P;-diinne und Pj-erweiterbare Graphen.
Die Einschrinkung dieser drei speziellen (¢, g — 4)-Graphen (¢ = 4,5, 6) auf
Komparabilitdtsgraphen fiihrt ordnungstheoretisch zu serien-parallelen, N-
diinnen und N-erweiterbaren Ordnungen, fiir die das Durchlaufzeitproblem
polynomiell 16sbar ist.

In diesem Kapitel sind die fiir uns relevanten Ergebnisse iiber (¢,q — 3)-
Graphen mit ¢ > 7 und einleitend iiber (¢,q — 4)-Graphen aus [Bab97] und
[BO98| zusammengefakit.

Die Basis fiir diese Ergebnisse bildet das Strukturtheorem 2.1, das erlaubt,
sich auf die Beschreibung der p-zusammenhingenden Teilgraphen zu be-
schrinken. Denn ist sowohl G als auch G zusammenhingend, dann ist ent-
weder G selbst p-zusammenhéngend oder G besitzt eine echte separable
p-Zusammenhangskomponente H. Im letzten Fall ist H im besonderen p-
zusammenhéngend.

Im néchsten Kapitel nutzen wir die Ergebnisse zur Charakterisierung von
(g,q — 3)- bzw. (g, q — 4)-Partialordnungen.

25
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3.1 (q,9-4)-Graphen

Wir benétigen zuerst die Definition von Spinnen. Ein Graph G = (V, E)
heifst Spinne, wenn seine Knotenmenge in zwei disjunkte Mengen S und K
aufgeteilt werden kann, so daf

e |S| = |K]|, S unabhéngig und K Clique ist und
e cine bijektive Abbildung f : § — K existiert, fiir die entweder

N(s) ={f(s)} fiir alle Knoten s € S

oder
N(s) = K\ {f(s)} fiir alle Knoten s € S

Die kleinste Spinne und die einzige, die sowohl dick als auch diinn ist, ist ein
P,. Spinnen mit mehr als vier Knoten nennt man echte Spinnen. Wenn die
erste der oben genannten Alternativen fiir f zutrifft, spricht man von Spinnen
mit dinnen Beinen, im zweiten Fall von dicken Beinen. Offensichtlich ist das
Komplement einer Spinne mit diinnen Beinen eine mit dicken und umgekehrt.
Abbildung 3.1 zeigt die dicke und diinne Spinne mit acht Knoten.

Abbildung 3.1: Eine diinne und eine dicke Spinne

Spinnen sind separabel.

Spinnen mit ¢ Knoten besitzen genau gq(¢ — 2) Pis (Bab98, Beobachtung
8.1.1) Da eine diinne (dicke) Spinne mit ¢ Knoten jede diinne (dicke) Spinne
mit weniger als ¢ Knoten als Untergraph enthilt, gilt:
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Lemma 3.1 (Bab98, Beweis zu Proposition 8.1.2) In einer Spinne mit
q Knoten induzieren k < q Knoten %k(k — 2) Pys, wenn k gerade ist und

s(k —1)(k — 3) Pus, wenn k ungerade ist.

Spinnen sind genau die minimal p-zusammenhdngenden Graphen, d.h das
Entfernen eines beliebigen Knoten fiihrt dazu, daf der Restgraph nicht mehr
p-zusammenhéngend ist. Dadurch erhdlt man zwei sehr hilfreiche Eigenschaf-
ten p-zusammenhingender Graphen.

Lemma 3.2 (Bab98, Beobachtung 4.2.3) Sei G p-zusammenhdngend.
Dann ezistiert eine Ordnung (v, Vn—1, Un—2, ..., 1) der Knoten und eine Zahl
k€ {4,5,...,n}, so daf§ gilt: G({vi, vi_1, ..., v1}) ist p-zusammenhdngend fiir
1=k,...,n und eine Spinne firi = k.

Dies fiihrt zu einer unteren Schranke fiir die Anzahl der P;s.

Korollar 3.3 (Bab98, Korollar 4.2.4) FEin p-zusammenhdngender Graph
G = (V, E) besitzt mindestens n — 3 Pfade der Linge drei.

Ein Beweis zum folgenden Theorem, das (¢, q — 4)-Graphen charakterisiert,
findet sich auch in [JO92].

Theorem 3.4 (Bab98, Theorem 8.1.3) Sei G = (V, E) p-zusammenhdn-
gend.

(a) Ist G ein (5,1)-Graph, dann ist G eine Spinne.
(b) Ist G ein (7,3)-Graph, dann ist |V| <7 oder G ist eine Spinne.
(c) Ist G ein (q,q — 4)-Graph, g = 6 oder ¢ > 8, dann ist |V| < q.

Nach Jamison und Olariu [JO92| besitzen P,-erweiterbare Graphen p-zusam-
menhéingende Teilgraphen, die aus hochstens fiinf Knoten bestehen. Da der
C5 der einzige p-zusammenhingende Graph mit fiinf Knoten ist, der mehr
als zwei induzierte Pys besitzt, ist mit Theorem 3.4 klar, daf die Cs-freien
Py-erweiterbaren Graphen genau die (6, 2)-Graphenklasse bilden.

Theorem 3.5 (Bab98, Theorem 8.2.1) Fiir festes q kinnen (q,q — 4)-
Graphen in linearer Zeit erkannt werden.

Viele klassische Optimierungsprobleme sind auf (g, ¢ — 4)-Graphen mit fest
vorgegeben ¢ in linearer Zeit 16sbar: u.a Isomorphietest, Cliquenzahl, chro-
matische Zahl [Bab97|, Dominanzprobleme und das Steiner-Baum Problem
[BKK*01].

Sei G(g,t) die Menge aller (g,t)-Graphen. Dann gelten folgende Inklusionen.
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Korollar 3.6 (Bab98, 8.1.4)

(a) G(4,0) CG(5,1).
(b) G(6,2) C G(7,3).
(c) G(6,2) C G(q,4-4) C G(q+ 1,9~ 3) fir ¢ > 8.
Daf die Inklusionen strikt sind, beweisen die folgenden Beispiele:
(a) ein Py,
(b) ein Ps und
(c) ein Pg bzw. ein P,.

Die Klassen G(5,1) und G(6,2) sind nicht vergleichbar wie der Pfad auf fiinf
Knoten und eine Spinne mit sechs Knoten belegen.

Ein Graph heiflt P,-leicht, wenn jeder induzierte Teilgraph mit hochstens
sechs Knoten entweder hochstens zwei induzierte P;s enthilt oder isomorph
ist zu einer Spinne [JO89al. Da eine Spinne auf sechs Knoten drei P,s in-
duziert, ist die Klasse aller Pj-leichten Graphen eine echte Obermenge von
G(5,1) und G(6,2). Auf der anderen Seite ist sie eine echte Teilmenge der
Klasse der (7, 3)-Graphen.

Ein Graph heiit P,-reduzierbar, wenn jeder Knoten in maximal einem indu-
zierten P, vorkommt.

Das Verhiltnis der vorgestellten Graphenklassen mit wenigen P,s ist in Ab-
bildung 3.2 dargestellt.

Py-diinn
C

/ G(5,1) \
Cographen

C  Py-reduzierb C Py-leicht C| G(7,3
g(4’0) 4-requzierbar 4-1€1C. m

N %

Abbildung 3.2: Graphen mit wenigen Pjs

Cs-frei Py-erweiterbar

G(6,2)
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3.2 (q,9-3)-Graphen

(¢, q — 3)-Graphen sind eine echte Obermenge der (g, g — 4)-Graphen, wie ein
sehnenloser Weg der Lange k, k > 5, belegt. Zur Charakterisierung benéti-
gen wir die Definitionen von p-Kreisen, p-Bdumen und angespitzten p-Ketten
sowie einige Sétze.

Ein p-Kreisist ein Graph, in dem jeder Knoten zu mindestens zwei P,s gehort
und der minimal ist mit dieser Eigenschaft, d.h. jeder induzierte Teilgraph
besitzt einen Knoten, der héchstens zu einem P, gehort. Natiirlich sind p-
Kreise p-zusammenhingend.

Satz 3.7 (Bab98, Theorem 7.5.5) Ein p-Kreis mit mindestens acht Kno-
ten ist ein Kreis C,, oder das Komplement eines Kreises C,,.

Im besonderen sind p-Kreise mit mindestens acht Knoten nicht separabel.
Beispiele fiir p-Kreise mit weniger als acht Knoten sind in Abbildung 3.3
dargestellt.

Lemma 3.8 (Bab98, Propositionen 8.4.4 und 8.4.5)
(i) Ein p-Kreis mit mehr als ¢ Knoten ist ein (q,q — 3)-Graph.
(i) Ein p-Kreis mit ¢ Knoten ist kein (q,q — 3)-Graph. Die einzigen Aus-

nahmen sind Spinnen mit sechs Knoten.

o ©

(a) (b) (©) (d)

Abbildung 3.3: Kleine p-Kreise

Ein p-Baum ist ein p-zusammenhingender Graph ohne induzierte p-Kreise.
Der kleinste p-Baum ist ein P, oder ein einzelner Knoten. Eine p-Kette der
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Linge n— 1, die zwei Knoten u und v miteinander verbindet, ist definiert als
Sequenz paarweise verschiedener Knoten (v1, v, ...., vy,), so daf

e u =7, v=1uv, und
e X; := {v;, vis1,Vito, Vi3 } induziert einen Py firi =1,2,...n—3 .

Die einfachsten p-Ketten sind Pfade P, und deren Komplemente P,,. Eine
p-Kette (v1,v2, ..., 0n_1,v,) heikt deshalb auch einfach, wenn im durch die
Knoten {vy, vg, ..., Un_1, v, } induzierten Graphen kein P, existiert, der nicht
von der Form (v;, viy1, Vite, viy3), 1 < i < n — 3, ist. Mit anderen Worten,
eine p-Kette der Lange n — 1 ist genau dann einfach, wenn die Knoten genau
n — 3 P;s induzieren.

(] Vs V2 U7

1 V3 V4 Vs Vg V1 U3 V4 Vs Ve 1 V3 V4 Vs

Rs Rg Ry
Abbildung 3.4: Kleine p-Ketten: Rs5, Rg, R;

In einem p-Baum sind alle p-Ketten einfach. Wie sich zeigt, gibt es nur wenige
verschiedene einfache p-Ketten. Beispiele sind die Graphen Rj, Rg, R; aus
Abbildung 3.4 und die Graphen Q,, (siche Abbildung 3.5).

V3 V4 Ve (3 V1 V3 Vs V7
V1 U3 (U (0 V2 V4 Vg v

Abbildung 3.5: Qg und Qg
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Seien vy, va, ..., v, Knoten und sei N (v;)* (bzw. N(v;)*) die Menge aller Nach-
barn (bzw. Nicht-Nachbarn) von v; mit einem Index grosser als i. Fiir 4 > 1
ist dann @),, definiert durch

N(vgi1)" = {vg} und N(Uzi)Jr = {v2i1}.

Wir nennen einen @, auch Spinnennetz. Im Gegensatz zu Pfaden P, sind
Qs fiir n > 5 separabel.

Theorem 3.9 (Bab98, 7.2.3) Fine einfache p-Kette ist isomorph zu ei-
nem der Graphen P,, Q, (n > 4), Rs, Rs, R; oder den Komplementen
dieser Graphen.

U3 e U3 Ve U3
%
Us Us
vy () V1 V2 1 V2
U4 U4 V4
Ry Rg Ry

Abbildung 3.6: Kleine p-Ketten: Rs, Rg, R;

Auch p-Biaume besitzen eine handliche Charakterisierung. Wir benétigen da-
zu die Definition sogenannter angespitzter p-Ketten. Sie sind informell p-
Ketten mit einigen wenigen zusitzlichen Knoten, die alle p-Endknoten sind.

Formal ist eine angespitzte p-Kette P, eine p-Kette P, =(v1, V2, ..., Up) M > 6
mit zusdtzlichen Knoten z und y , so dafs

e N(z) = {vz,vs}
e N(y) = {vn—2,vp-1} und
e 7z und y gehoren zu keinem P, .

Einer oder beide Knoten x und y kénnen fehlen (sieche Abb. 3.7). Allerdings
ist in einer angespitzten FPs-Kette nur einer der beiden Knoten erlaubt.
Eine angespitzte p-Kette (Q,, — oder kurz: ein angespitztes Spinnennetz— ist ei-

ne p-Kette @, =(v1, v, ..., v,), n > 6, mit zusdtzlichen Knoten 2y, 23, ..., 2, s,
so daf
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T Y

O
° N o o o °
U1 () U3 V4 Vs Ve (% vs Vg

Abbildung 3.7: Angespitzte p-Kette P,

o N(z) = {v1,v3, .05 1,Vi11} U{zs, 25, ..., 1} fiir gerade i und

o N(z;) = {va, vy, ...vi—1,viy1} U {22, 24, ..., z;_1 } fiir 7 ungerade.

Jeder der p-Endknoten 2z, z3, ..., 2,5 kann fehlen (siehe Abbildung 3.8).

V2 29 Vg 24 Ve Vg

U1 Z3 U3 Vs U7 Vg

Abbildung 3.8: Angespitzte p-Kette @9

Als p-Endknoten induziert jedes z; genau einen weiteren P,, ndmlich
2iVi11Vi12V;13. Damit ist die (g, g — 3)-Eigenschaft erhalten. Anschaulich ge-
sprochen verhdlt sich der Knoten z; wie der Knoten v; in Bezug auf den
induzierten Pfad der Lange drei, bei dem v; kleinsten Index hat.

—

Eine angespitzte p-Kette 13” (oder @Q,,) ist das Komplement einer angespitz-
ten p-Kette P, (oder Q).

Natiirlich sind auch angespitzte p-Ketten p-Badume. Sie bleiben auch dann
p-Baume, wenn man die p-Endknoten durch Cographen ersetzt. Es gilt sogar
die Riickrichtung.
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Theorem 3.10 (Bab98, Theorem 7.4.1) FEin Graph ist genau dann ein
p-Baum, wenn er entweder ein Py ist, bei dem ein Knoten durch einen Co-
graph ersetzt ist oder wenn er eine (angespitzte) p-Kette (im besonderen: Rs,
Rg, Ry, Py, ﬁn, Qn, Cjn und deren Komplemente) ist, bei der die p-Endknoten
durch Cographen ersetzt sind.

Wir kommen nun zur Charakterisierung von (¢, q — 3)-Graphen in Abhén-
gigkeit ihrer Knotenanzahl.

Theorem 3.11 (Bab98, Theorem 8.4.7) Fin p-zusammenhdingender
Graph G mit g Knoten, ¢ > 7, ist (q,q—3) genau dann, wenn G ein p-Baum
18t.

Fiir Spinnen gilt:

Theorem 3.12 (Bab98, Theoreme 8.4.8 und 8.4.9) Fin p-zusammen-
héingender Graph G mit 8 Knoten (bzw. 10 Knoten) ist ein (7, 3)-Graph (bzw.
ein (9,6)-Graph) genau dann, wenn G eine Spinne ist.

Fiir Graphen mit mehr als ¢ Knoten gilt:

Theorem 3.13 (Bab98, 8.4.8 und 8.4.9) Ein p-zusammenhdngender
Graph G mit n > q Knoten, ¢ = 8 oder g > 10, ist ein (q,q—3)-Graph genau
dann, wenn eine der folgenden Alternativen gilt:

(a) G ist p-Baum;
(b) G ist ein Kreis C,, oder das Komplement eines Kreises C,,.

Ein p-zusammenhingender Graph mit k¥ < ¢ Knoten ist natiirlich auch dann
ein (g, ¢ — 3)-Graph, wenn er auf diesen & Knoten bis zu ¢ — 3 P,s induziert.

Babel entwickelt basierend auf diesen Ergebnissen einen Algorithmus, der
effizient testet, ob ein Graph ein (g,q — 3)-Graph ist. Dazu stellt man den
Graphen nach dem Strukturtheorem 2.1 als Baum dar und testet, ob die
Blatter, die den p-zuammenhéngenden Komponenten des Graphen entspre-
chen, p-Bidume, Kreise, Komplemente von Kreisen oder Spinnen sind. Ferner
miissen simtliche maximalen homogenen Mengen Cographen induzieren.

Die Identifikation maximaler homogener Mengen und das Testen, ob diese
Mengen keinen induzierten P, enthalten, bendtigt lineare Zeit in der Anzahl
der Knoten (siehe [MS94|,|[CH94]). Anschliefend schrumpft man jede ma-
ximale homogene Menge zu einem einzelnen Knoten und betrachtet so die
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charakteristischen Graphen der p-zusammenhéngenden Komponenten.

Hat ein Blatt weniger als ¢ Knoten, zihlt man die Anzahl der P;s. Da q fest
vorgegeben ist, benotigt das Zdhlen konstante Zeit.

Besitzt ein Blatt exakt ¢ Knoten, priift man, ob es sich um einen p-Baum
handelt.

Besitzt ein Blatt mehr als ¢ Knoten wird getestet, ob es ein p-Baum, ein
Kreis oder ein Spinne (bei genau 8 bzw. 10 Knoten) ist.

Tests auf Kreise C,, deren Komplemente C, Spinnen, angespitzte Pfade B,

oder deren Komplemente P, lassen sich augenscheinlich in linearer Zeit rea-
lisieren.

Ist der charakteristische Graph des Blatts ein P,, mufl gepriift werden, ob
nur einer der Knoten ein Cograph war.

Um Spinnennetze @), zu erkennen, identifiziert man den Knoten v mit grofs-
tem Grad und den Nachbarn w von v, der kleinsten Grad hat, entfernt diese
und wiederholt den Vorgang. v muf eindeutig sein, d(w) = 1 und d(v) =
k — 2 muf gelten, wobei k der Anzahl der Knoten im jeweils betrachteten
(Rest-)Graphen entspricht. Handelt es sich um einen ), und numeriert man
die identifizierten Knoten v, w aufsteigend, erhédlt man die Numerierung aus
der Definition der @,. Die Korrektheit gilt wegen @, \ {v1, v2, .-.Ux} =~ Qn &
(vgl. (**) auf Seite 60). Das Verfahren ist leicht modifiziert tibertragbar auf
angespitzte Spinnennetze @, (siehe Details in [Bab97], Seite 78) und die

Komplemente @, und Qn (vgl. Satz 4.6). Geeignete Datenstrukturen und
Sortierverfahren fiihren zur gewiinschten Laufzeit.

Theorem 3.14 (Bab98, Theorem 8.2.12) Fir festes q kénnen (q,q—3)-
Graphen in linearer Zeit erkannt werden.



Kapitel 4

(q,9-3)-Partialordnungen

Basierend auf Babels Ergebnissen wird in diesem Kapitel analysiert, welche
(¢,q — 3)-Graphen, ¢ > 7, Komparabilitdtsgraphen sind und damit Partial-
ordnungen assoziieren.

Wegen Lemma 2.2 kann die transitive Orientierbarkeit fiir jede A*-Klasse
separat gepriift werden. Wegen des Strukturtheorems 2.1 reicht es aus, die
transitive Orientierbarkeit der p-Zusammenhangskomponenten zu untersu-
chen. Denn im Fall separabler p-Zusammenhangskomponenten kann keine
A*-Klasse existieren, die sowohl Kanten aus der eindeutigen Separation H
als auch Kanten aus G\ H enthélt, da die inzidenten Knoten einer Kante
uv = e € G\ H adjazent zu allen Knoten aus H; und zu keinem in H, sind
(siehe Beispiel in Abbildung 4.1).

Abbildung 4.1: Separable p-Zusammenhangskomponente
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Da ein einzelner Knoten in einem Graphen eine homogene Menge ist, ist ein
Graph transitiv orientierbar, wenn einzelne Knoten durch Cographen (die
serien-parallele Ordnungen assoziieren) ersetzt sind und sein charakteristi-
scher Graph transitiv orientierbar ist. Bis auf Pys, in denen ein Graph durch
einen Cograph ersetzt ist, werden in diesem Kapitel ausschlieflich charakte-
ristische Graphen betrachtet.

Wegen Satz 2.4 besitzt der charakteristische Graph eines p-zusammenhingen-
den Graphen entweder genau zwei transitive Orientierungen oder gar keine.

Eine weitere Konsequenz des Strukturtheorems 2.1 ist, dak es den konstruk-
tiven Aufbau beliebiger Partialordnungen erméglicht, sofern man sémtliche
p-zusammenhéngenden Komponenten kennt. Denn iibertrigt man das Struk-
turtheorem auf Komparabilitdtsgraphen G(P), entsprechen (i) und (ii) der
bekannten seriellen und parallelen Komposition und (iii) bietet die dritte und
letzte Moglichkeit assoziierte Partialordnungen P konstruktiv mittels Prim-
Kompositionen aufzubauen (siehe Satz 2.3).

Die einzelnen Abschnitte dieses Kapitels widmen sich nacheinander den in
Kapitel 3 vorgestellten p-Zusammenhangskomponenten mit n Knoten:

e Spinnen fiir ¢ € {7,9} und n > g,
e Kreise C, und deren Komplemente C,, fiir n > g,

e Pfade P, und angespitzte Pfade ]3” fiir n > ¢,

e Komplemente von Pfaden P,, und angespitzten Pfaden B, fiir n > q,
e P4s, in denen ein Knoten durch einen Cograph ersetzt ist,

e Spinnennetze (), und angespitzte Spinnennetze Qn sowie deren Kom-

plemente Q,,, Qn fiir n > ¢ und

e Graphen mit n < ¢ Knoten, im Speziellen Rj, Rg und R; (falls ¢ >
7) aus Abbildung 3.4 und deren Komplemente, die hichstens ¢ — 3
induzierte P;s besitzen.

Die vier separablen p-zusammenh#ngenden Komponenten, die zugleich Kom-
parabilitdtsgraphen sind, werden separat in den angegeben Abschnitten be-
handelt:

1. den Py (Abschnitt 4.1),
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2. den Py, in dem ein Knoten durch einen Cograph ersetzt sein kann (Ab-
schnitt 4.3),

3. Spinnennetze @, angespitzte Spinnennetze Qn und deren Komplemen-
te Q,, @, (Abschnitt 4.4),

4. separable p-zusammenhéngende Graphen mit beschrinkter Knotenan-
zahl kleiner ¢, die maximal ¢ — 3 Pys induzieren (Abschnitt 4.5).

Im letzten Abschnitt fassen wir die Ergebnisse zusammen und geben eine
Vorschrift zum konstruktiven Aufbau von (g,q — 3)-Partialordnungen und
zusétzlich von der Subklasse der (g, g — 4)-Partialordnungen an.

4.1 Spinnen

Spinnen mit mehr als sieben (bzw. mehr als neun) Knoten induzieren mit
Lemma 3.1 auf sieben (bzw. neun) Knoten maximal drei (bzw. sechs) Ps.
Allerdings sind nur Spinnen mit vier Knoten Komparabilitdtsgraphen.

Lemma 4.1 Sei G(P) ein Komparabilititsgraph. Dann besitzt G(P) keine
Spinne mit mehr als vier Knoten als induzierten Teilgraphen.

Beweis. Eine diinne (dicke) Spinne mit sechs Knoten besitzt keine transi-
tive Orientierung (siehe Seite 8 und Abbildung 2.4) und jede diinne (dicke)
Spinne mit mehr als sechs Knoten besitzt eine kleinere diinne (dicke) Spinne
als induzierten Teilgraph. O

Die dicke und die diinne Spinne auf vier Knoten sind isomorph. Der P, ist
also die einzige Spinne, die transitiv orientierbar ist.

Nun ist ein Py = vjv9v3v, separierbar. In einem (g, ¢—3)-Komparabilitatsgra-
phen koénnen also separable p-Zusammenhangskomponenten existieren, in
dem jeder Knoten eines beliebigen (¢, ¢ — 3)-Komparabilititsgraphen adja-
zent ist zu den Mittelknoten vy und v3. Orientiert man die Kanten transitiv,
erhilt man die schon von Seite 14 bekannte gewohnliche Spinnenkomposition
P M, {v1,ve,vs,vs}. Abbildung 4.2 veranschaulicht dies fiir den Fall v; — v,.
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V2 U3

v @,

Abbildung 4.2: Separable p-Zusammenhangskomponente mit H = P,

4.2 Kreise und deren Komplemente

Die p-zusammenhéngenden p-Kreise in einem (¢, q — 3)-Graphen fiir ¢ > 7
sind Kreise C,, und deren Komplemente C,, mit mindestens acht Knoten. Die
Reduktion auf Komparabilitdtsgraphen ist relativ streng, denn nur Kreise mit
gerader Linge groker oder gleich vier sind transitiv orientierbar.

Satz 4.2 Kreise mit gerader Linge q+1, ¢ > 3 sind Komparabilititsgraphen.
Sie gehoren zu den Klassen der (¢ + 1,q + 1)-Graphen und der (q,q — 3)-
Graphen.

Beweis. Abbildung 4.3 zeigt eine der beiden transitiven Orientierungen. Je-
der Knoten kann als erster Knoten eines induzierten P, angesehen werden.
Der Kreis besitzt also auf ¢ + 1 Knoten genau g + 1 P,s. Jeder induzierte
Teilgraph auf q Knoten ist ein F,, der nach Theorem 3.11 genau ¢ — 3 P;s
besitzt. O

va v4 Vg—1 Ug+1

v
! v3 vs Ug—2 Uq

Abbildung 4.3: Transitive Orientierung eines Kreises C1 gerader Linge
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Das Komplement eines C sind zwei parallele Ketten der Linge zwei, also ein
Komparabilitdatsgraph.

Satz 4.3 (Dil50,BC84) Das Komplement C,, eines Kreises mit Linge n >
5 st kein Komparabilititsgraph.

4.3 Pfade

Eine Partialordnung, deren zugrundeliegender Komparabilitatsgraph ein Pfad
P, der Liange n — 1 ist, heift in der Literatur Zick-Zack oder Zaun.

Abbildung 4.4 (bzw. 4.5) zeigt eine der beiden transitiven Orientierungen
P

cines P, (bzw. P,) gerader Linge.

v V4 Upn—2

,I\
\
/
.
\
g \
/) N
, \
\
g \
g \
/

v3 U5 Un—-3 Un—1

Abbildung 4.4: Hasse-Diagramm eines P, gerader Linge

Lemma 4.4 ﬁn und 13n sind Komparabilitatsgraphen.

Nur Pfade der Lange drei, d.h. Spinnen auf vier Knoten, sind separabel (siehe
4.1).

Der spezielle Fall, in dem in einem P, ein Knoten durch einen Cograph er-
setzt ist, entspricht einer Verallgemeinerung der erweiterten (und gewohnli-
chen X,) Spinnenkomposition. D.h. einer der Knoten darf nicht nur durch
eine zweielementige Kette oder Antikette ersetzt werden, sondern durch eine
beliebige serien-parallele Partialordnung. Wir sprechen deshalb im folgenden
von der verallgemeinerten Spinnenkomposition P X, {A, B, C, D}.
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Un—1 I/®/Q Un
Un—3

V11 V12

Vg V10
v g
Us Vg
U3 V4
U1 ()]

Abbildung 4.5: Hasse-Diagramm eines Fn

4.4 Spinnennetze

Lemma 4.5 (jn sind Komparabilititsgraphen.

Beweis. (Vollstindige Induktion) Ein @, = P, ist transitiv orientierbar. Da
ein Qn—l—l einen Qn als induzierten Teilgraphen enthilt, bleibt zu zeigen, dafs
die inzidenten Kanten der zwei hinzugefiigten Knoten v, und z,_4 transitiv
orientierbar sind. Wir erinnern daran, daf im @, die aufeinanderfolgenden
Knoten v;, v11, Vi12, Viyrs und 2;_o, v;_1, V3, Vi1, ¢ < n—3, je einen P, induzie-
ren. In Q_'n—l—l entstehen zwei neue Pys: v, _oUp_1UnUpt1 UNA 24Uy _3Un_9Up_1.
Ist n ungerade, gilt entweder (v,_3||v,_2) — v,_1 oder v,_1 — (vy_3||vn_2)
in Q;L Damit liegen weiterhin alle Kanten in CjnH in einer A*-Klasse und
die inzidenten Kanten von v,,; und z,_4 sind transitiv orientierbar. Grob
gesprochen, muf v, 1, falls n + 1 gerade ist, in die Kette der geraden Kno-
ten eingefiigt werden (siehe Abbildung 4.6, die hinzugefiigten Knoten sind
kariert, die dazu inzidenten Kanten fett).

Ist n + 1 ungerade, folgt mit derselben Argumentation, dafs Qn+1 transitiv
orientierbar ist und v, in die Antikette der ungeraden Knoten eingefiigt
wird. O

Weil die geraden Knoten eines angespitzten Spinnennetzes nach Definition
eine Clique und die ungeraden Knoten unabhingig sind, bilden diese Mengen
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Abbildung 4.6: Induktionsschritt zu Lemma 4.5 von n auf n+1, n+1 gerade

in der assoziierten Partialordnung eine Kette bzw. Antikette (in den Kom-
plementen umgekehrt).

Abbildung 4.7 zeigt eine der beiden transitiven Orientierungen des Q1. Die
Knoten des induzierten )16 sind ausgefiillt.
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V2

. z9 U1
V6
26 Us

V10

210

V14

V13 z9 Vi
V16 o

V12

28
Ug

Z4

U3
V4

Abbildung 4.7: Hasse-Diagramm des Qe

<5
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Fiir deren Komplemente zeigt sich:

Satz 4.6 @n+1 \{v1, 20} ist isomorph zu Q,.

Qo 0.1

Abbildung 4.8: Q1o und @,

Beweis. (vgl. Beispiel in Abbildung 4.8) Ein @, ist definiert durch:

N(Ugi_1)+ = {Ugi} fir ¢ 2 1,

N(UQZ')+ = {U2i+1} fir ¢ 2 1,

N(z) = {v9, Vg, -r, Vg1 } U {22, 24, ..., z;_1} fiir ¢ ungerade und
N(ZZ) = {Ul, V3, ..., vi—i—l} U {Zg, 2By eany Zi—l} fiir ¢ gerade.

Also ist 5n 41 definiert durch:

N(’Ugi_l)—i_ = {UQi} fiir ¢ 2 1,

N(UQZ')+ = {’UQH_l} fiir ¢ 2 1,

N(z) = {Vg, Vg, oo, Viy1 } U {29, 24, ..., 2;_1} fiir ¢ ungerade und
N(z) = {v1, V3, ..., Vg1 } U {23, 25,..., 2,1} fiir ¢ gerade.

—

Sei G := (VUZ,E)und G, ,, := (V'U Z', E'). Dann ist
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o: VUZ — (V'uZ)\{vi} mit
Vs — vl fir 4 > 1 und
1+1
% — 21 fir2<:<n-5

eine Bijektion auf den Knotenmengen mit zy € E < p(x)¢(y) € E' fiir alle
z,y €V. O

Nun sind angespitzte Spinnennetze Qn und deren Komplemente separabel.
Sei H = (H,, H,) die Separation eines angespitzten Spinnennetzes G, wobei
H, die Menge aller geraden Knoten und H, die Menge aller ungeraden ist.
Sei ferner H, = H{" U H" mit

HP .= {v; € Q, | i — 2 ist teilbar durch 4 } und
Hb! .= {v; € Q, | 7 ist teilbar durch 4 } .

Anschaulich handelt es sich bei Hi? (bzw. H*") um die ,oberen” (bzw. ,un-
teren”) [%] Elemente in der Kette der geraden Knoten im Hasse-Diagramm
des Qn Abbildung 4.9 veranschaulicht dies am Beispiel des Spezialfalls eines
,gewohnlichen” Spinnennetzes. Fiir die andere transitive Orientierung ver-
tauscht man H®' und H|.

top v2
Hl
\. V1
V6
@ s
v10
U7 V11
v9
V12
v8
vy @
H{)ot V4

Abbildung 4.9: Spinnennetzkomposition P x Q)19

Dann definieren wir fiir @,, und ein beliebiges (¢,q — 3)-Poset P die Spin-
nennetzkomposition P x (), durch:
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u<vund u,v € P,
u<wv:s{ u€Pundwve H”,
ve€ Pund u € H .

Analog wird die S_pinnennetzkomposition P *Cjn fiir Komplemente angespitz-
ter Spinnenetze C_jn definiert.

4.5 Graphen beschrankter Grosse

p-zusammenhingende (g, ¢ — 3)-Graphen konnen ferner Graphen beschrink-
ter Grosse sein. Sie besitzen dann maximal ¢ — 1 Knoten, die hochstens ¢ — 3
Pfade der Lange drei induzieren.

Die bekannten (kleinen) angespitzten p-Ketten Rj5, Rg, R7 und deren Komple-
mente (vgl. Seite 31) sind alle Komparabilititsgraphen. Im Rs (bzw. Rs) bil-
det die Clique (bzw. stabile Menge) {v1, v2} eine maximale homogene Menge.
Der Rs besitzt deshalb zwei A*-Klassen, alle anderen eine. Je eine transitive
Orientierung ist in Abbildung 4.10 dargestellt.

0 V4 71 V4 V1 V4
(%]
(%
(] vr
V3 Us Vg VU3 Us V6 U3 Us
R5 RG R7
1 Vs V1 Ye
7 V2 VU3 U3 Y3
(%
V4 Vs U4 Us V4 Us
R; R R,

Abbildung 4.10: Hasse-Diagramme kleiner angespitzter p-Ketten
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Nur der Rs und sein Komplement Rj sind separabel. Sie sind schon als N-
erweiterbare Partialordnungen (siehe Seite 13) bekannt.

Die ersten drei kleinen p-Kreise aus Abbildung 3.3 sind Komparabilititsgra-
phen. Nur (c) ist separabel und bekannt als P; bei dem ein Knoten durch
eine Kette der Lange vier ersetzt ist.

Natiirlich konnen weitere p-zusammenhingende und separabel p-zusammen-
hingende (g, ¢—3)-Graphen mit weniger als ¢ Knoten existieren, die transitiv
orientierbar sind.

Wir definieren die A-Komposition. Sei G(H ) der p-zusammenhéngende Kom-
parabilitdtsgraph einer Partialordnung H, der £ < ¢ Knoten besitzt, die
hochstens g—3 Pfade der Lénge drei induzieren und P ein beliebiges (¢, g—3)-
Poset.

Ist G(H) separabel, dann enthalte H; wie iiblich alle Mittelknoten und Ho
alle Endknoten der Separation (Hy, Hs). P sei nun adjazent zu allen Mit-
telknoten H; und zu keinem Knoten in Hy. Dann ist dies eine (gq,q — 3)-
Partialordnung, denn es existiert kein P, der Knoten sowohl in H und P
besitzt (siehe Seite 35) und der so konstruierte Graph ist transitiv orientier-
bar. Abbildung 4.11 veranschaulicht die Komposition anhand einer (6,4)-
Partialordnung, die im besonderen zur Klasse der (7, 4)-Posets gehort.

Wir schreiben abkiirzend fiir die Komposition PAH.

Anders formuliert: ersetzt man P in PAH durch einen einzelnen Knoten j,
dann ist jAH duferer Prim-Faktor mit héchstens ¢ Knoten. Der zugrunde-
liegende Komparabilitatsgraph G(jAH) ist separabel p-zusammenhangend.
Der Einfachheithalber fassen wir auch den nicht-separablen Fall von G(H),
d.h. mogliche Komponenten einer (g, ¢ — 3)-Partialordnung, als ,leere” Kom-
position 0 AH auf.

Zwei spezielle A-Kompositionen sind schon bekannt.

Die gewthnliche Spinnenkomposition P X, {a,b, c,d} (siehe Seite 14) ent-
spricht PAH mit G(H) := Py, also | H | = 4 und H ist eine (¢,q — 3)-
Partialordnung fiir alle ¢ > 4.

Die erweiterte Spinnenkomposition P X, {A, B,C, D} (siehe Seite 13) ent-
spricht PAH, wobei G(H) ein Py ist, in dem ein Knoten durch eine zwei-
elementige Kette oder Antikette ersetzt ist, also | H | = 5 und H ist eine
(g, q — 3)-Partialordnung fiir alle g > 4.
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H, ® °
[ o
H,
[
Komparabilitdtsgraph Hasse-Diagramm

Abbildung 4.11: PAH

Wir weisen darauf hin, daf (¢, ¢ — 3)-Partialordnungen fiir festes ¢ > 7 alle
transitiv orientierbaren Graphen der Grosse vier und fiinf beinhalten. Denn
jeder Komparabilitdtsgraph mit vier Knoten induziert maximal ein N und
der einzige Graph, der auf fiinf Knoten mehr als zwei N induziert, ist der
Kreis der Linge fiinf, der keine transitive Orientierung besitzt.

Aus den Ergebnissen dieses Abschnitts ist nun eine Konstruktionsvorschrift
fiir (¢, ¢ — 3)-Partialordnungen ableitbar. Aufgrund des Strukturtheorems 2.1
sind keine weiteren nicht-serien-parallelen Kompositionen moglich.

Fortan bezeichnen ﬁn,ﬁn, Qn, Cj und (), auch die mit diesen Graphen as-
soziierten Partialordnungen. Nicht-angespitzte Varianten (d.h. Pn, @, und

deren Komplemente) sind Spezialfille der angespitzten (d.h. B,, Q, und de-
ren Komplementen).

Theorem 4.7 FEine Partialordnung P ist eine (q,q — 3)-Partialordnung mit
fest vorgegebenen q > 7 genau dann, wenn sie aufgebaut werden kann aus

e cinzelnen Knoten,

e Kreisen C,, mit gerader Linge, mit n > q, und
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e angespitzten Pfaden 13” und deren Komplementen ]3”, n > q, in denen
p-Endknoten durch serien-parallele Ordnungen ersetzt sein kénnen

mittels
o serieller — und
e paralleler || Kompositionen,
e verallgemeinerten Spinnenkompositionen X,,
e Spinnennetzkompositionen x und

e Kompositionen P'AH, wobei H weniger als ¢ Knoten und nicht mehr
als ¢ — 3 induzierte Ns besitzt und P' beliebiges (q,q — 3)-Poset oder
leer ist.

Fiir (¢,q — 4)-Partialordnungen ergibt sich durch die Restriktion auf Kom-
parabilitdtsgraphen eine handliche Charakterisierung.

Lemma 4.8 Ist G = (V, E) ein p-zusammenhdngender (q,q — 4)-Kompara-
bilitdtsgraph, ¢ > 4, dann ist |V| < q oder G ist ein Pj.

Beweis. Satz 3.4 und Lemma 4.1. O

Sie lassen sich dementsprechend weitaus einfacher aufbauen als (¢,q — 3)-
Posets.

Korollar 4.9 Fir festes ¢ > 4 lassen sich (q,q — 4)-Partialordnungen kon-
struktiv aufbauen, durch

e cinzelne Elemente
mittels
e Serienkompositionen —,
e Parallelkompositionen || und

o Kompositionen P'ANH, wobei H weniger als ¢ Knoten und nicht mehr
als ¢ — 4 induzierte Ns besitzt und P' beliebiges (q,q — 4)-Poset oder
leer ust.
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Da die gewohnliche X, und die erweiterte Spinnenkomposition X, speziel-
le A-Kompositionen sind, ist deutlich, daf (g, — 4)-Partialordnungen eine
Verallgemeinerung N-diinner und N-erweiterbarer Posets sind. Da ihre De-
kompositionsweite stets durch ¢ (genauer: ¢ — 2, da mindestens ein N exis-
tiert) beschrénkt ist, bilden sie eine Teilmenge der Klasse aller Posets mit
beschrinkter Dekompositionsweite. Die Relation ist echt, da samtliche dufie-
ren Faktoren einer (gq,q — 4)-Partialordnung hichstens ¢ — 4 induzierte Ns
besitzen diirfen.
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Kapitel 5

1 [(q,9-3)| >_ w;C}

In diesem Kapitel wird ein effizienter Algorithmus fiir das Ein-Maschinen-
Durchlaufzeitproblem mit Reihenfolgebedingungen, die durch eine (g, ¢ — 3)-
Partialordnung mit festem ¢ > 7 gegeben sind, entwickelt.

Durch Theorem 4.7 kann eine (g, ¢ — 3)-Partialordnungen als Baum beschrie-
ben werden, der die Dekomposition des Strukturtheorems widerspiegelt. Die
Blatter entsprechen den p-zusammenhingenden Komponenten. Sie haben we-
niger als ¢ Knoten, sind im besonderen einelementig, Kreise, (angespitzte)
Pfade oder (angespitzte) Spinnennetze oder die Komplemente der beiden letz-
teren. Moglicherweise sind p-Endknoten in p-Biumen durch serien-parallele
Ordnungen ersetzt. Die inneren Knoten sind markiert mit —, ||, X,, x oder A.

Wir nutzen nun Lawlers Idee und arbeiten den Baum von unten nach oben
ab. Da die inneren Knoten und die Blatter Module in der Partialordnung
induzieren, existiert nach Theorem 2.7 eine optimale Losung des Gesamtpro-
blems, die konsistent ist mit den optimalen Lésungen der induzierten Teil-
probleme. Ist eine optimale Losung fiir einen Knoten berechnet, ersetzt man
diesen durch eine Kette. Fiir einen inneren Knoten, der seriell — oder parallel
|| markiert ist, wird Lawlers Algorithmus angewendet. Er wird auch fiir p-
Endknoten verwendet, die durch serien-parallele Ordnungen ersetzt sind, da
einzelne Knoten offensichtlich Module sind. Gesucht sind Algorithmen, die
die weiteren durch die inneren Knoten und Blétter induzierten Teilprobleme
effizient 16sen.

Abschnitt 5.1 behandelt sémtliche pfadahnlichen (g, ¢— 3)-Partialordnungen.

Wir entwickeln einen dynamischen Programmierungsalgorithmus, der als Spe-
zialfall das Durchlaufzeitproblem iiber angespitzten Pfaden P, 16st. Basis des

ol
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Verfahrens bildet die einfache Beobachtung, daf das Festhalten eines Jobs im
l3n, der keinen Nachfolger hat, die Partialordnung in zwei parallele Module,
deren optimale Losungen schon vorab berechnet wurden, zerfallen 14#t.

Das Verfahren ist direkt iibertragbar auf Kreise C), und als Variante am Ende
des Abschnitts auf die verallgemeinerte Spinnenkomposition X,,.

Zur Losung des Durchlaufzeitproblems iiber Komplementen von angespitzten

Pfaden P, ziehen wir den bekannten Algorithmus von Sidney und Steiner
(siehe Seite 20) heran.

Im Abschnitt 5.2 widmen wir uns zunéchst Spinnennetzen Cjn Auch dieser
Algorithmus nutzt das Prinzip der dynamischen Programmierung. Die Kern-
idee besteht (wie beim Pfadalgorithmus) darin, dak sich gréfere Teilproble-
me auf schon vorab berechnete kleinere Teilprobleme zuriickfiihren lassen, in
dem die Position bestimmter Elemente fixiert wird. Essentiell ist, daf diese
Elemente in jeder beliebigen linearen Erweiterung nur an wenigen méglichen
— genauer: zwei — Positionen stehen kénnen.

Am Ende des Abschnitts wird das Ergebnis auf simtliche weiteren Spinnen-
netze und die Spinnennetzkompositionen {ibertragen.

Ist das Durchlaufzeitproblem fiir eine Partialordnung zu 16sen, deren dufierer
Faktor j/A H hoéchstens ¢ Knoten und H maximal ¢— 3 induzierte Ns besitzt,
greifen wir wiederum auf das dynamische Verfahren von Sidney und Steiner
zuriick. Aufgrund der Wichtigkeit der bendtigten Laufzeit halten wir diese
hier explizit fest.

Satz 5.1 Sei |[jAH|=q undn:= |PAH|. Dann ist 1|{PAH|) w,;C; losbar
in einer Laufzeit von O(n? 1Y), sofern eine optimale lineare Erweiterung fiir
P bekannt ist.

Beweis. Die Dekompositionsweite von PAH ist gleich der Weite von jAH.
jAH hat hochstens Weite ¢ — 2, denn in H muf mindestens ein induziertes
N existieren. Die Behauptung folgt mit Satz 2.12. O

Theorem 5.15 am Ende des Kapitels fasst die Ergebnisse zusammen.

Im gesamten Kapitel bezeichnen wir die Menge aller Jobs 7; mit s <17 < ¢
als Intervall [s,t], 1 < s <t < n. Fiir s > ¢ sei [s,t] := 0. Die Intervallgrife
von [s,t] ist einfach die Anzahl der Jobs in [s,t].

Ist P := (J, <) eine beliebige Partialordnung, dann ist P([s, t]) die durch die
Knotenmenge [s,t] C J induzierte Teilpartialordnung. P*[s, ] bezeichnet die
Partialordnung P([s,t]) mit der zusitzlichen Einschrinkung, daf z € [s, ]
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letzter Job ist. Opt(P) sei ein optimaler Zielfunktionswert des Durchlaufzeit-
problems fiir P und eine dazugehorige lineare Erweiterung bezeichnen wir
mit Opt,(P).

5.1 Pfadahnliche (q,q-3)-Posets

Unter pfadahnlichen (¢, g — 3)-Partialordnungen sind angespitzte Pfade f’n,

deren Komplemente P, und Kreise gerader Linge (), zusammengefasst,
n

n > 4. Sie sind unzerlegbar und haben Weite [%].

Wir beginnen mit angespitzten Pfaden. Statt diese direkt zu betrachten, ge-
ben wir zunichst einen polynomiellen Algorithmus fiir den allgemeineren Fall
an, in dem in der Partialordnung P, die beiden p-Endknoten j; und j, durch
serien-parallele Ordnungen ersetzt und zusétzlich n — 1 serien-parallele Ord-
nungen 2, ..., Z,—1 hinzugefiigt sein kénnen und zwar so, daff fiir 1 <7 <n-—1
gilt:

Ji = 2;i = jiy1 fiir i ungerade und
Jit1 — 2z; — j; fiir i gerade (siehe Abbildung 5.1).

J2 Ja Jn—1

\ ® /
\ // \ ’
\
\
/
\ / \ ;
\ / \ /
\ / \ ;
\ ’ \ /
\ ! \ N
\ ! \ /
\ // [N
@ J3 5

Abbildung 5.1: Hasse-Diagramm des P,, ungerader Linge

Wir nennen diese Graphen verallgemeinerte angespitzte Pfade, kurz P,. Mit
n

20 := j1 und z, := j, ist die Anzahl der Knoten 7 := (n — 2) + > | z; |.
i=0

L(P) bezeichnet wie iiblich fiir eine Partialordnung P die Menge aller li-
nearen Erweiterungen von P und Max(P) die Menge aller Jobs aus P, die
keinen Nachfolger in P besitzen.
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Zunéchst werden die z; durch die mit Lawlers Algorithmus berechneten op-
timalen Ketten ersetzt (siehe Seite 51). Fiir unsere Zwecke numerieren wir
anschlieRend die Knoten aufsteigend von j; bis j, um (siehe Abbildung 5.2).

Jigal+]z1 41 Jiv—|zn_1|—1

PR
Ja—1

Ji

Abbildung 5.2: Umnumerierung nach Ersetzen durch optimale Ketten

Fiir jedes Poset P gilt trivialerweise, daf in jeder linearen Erweiterung einer
der Jobs aus Maz(P) als letzter abgearbeitet werden mu#, d.h.

LP)= U £L(P). (*)

z € Maz(P)

Zu gegebenen Prozefzeiten pi, ..., p; und Gewichten wy, ..., w; funktioniert
der Algorithmus fiir das Durchlaufzeitproblem mit dynamischer Program-
mierung wie folgt.

Angenommen wir kennen Opt(P,([s',t'])) fiir alle Intervalle [s',#] mit Kar-
dinalitét kleiner [, [ < n. Dann berechnet man fiir ein Intervall [s, {] mit Inter-
valldnge [ Opt(P,([s, t])), indem man Opt(P%([s, t])) fiir alle z € Max(P,([s, t]))
bestimmt und den kleinsten dadurch gegeben Zielfunktionswert wahlt. Dies
ist effizient moglich, da man durch das Festhalten das Problem auf das Ver-
schmelzen zweier Ketten kleinerer Intervallgrofe reduziert.

Abbildungen 5.3 und 5.4 veranschaulichen das Prinzip fiir das Intervall [s, t],
in dem einer der drei letzten Jobs j,. festgehalten ist.
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Abbildung 5.3: P, ([s,r — 1]) und P, ([r + 1,1])

Optr(Pp[r + 1,¢])

Abbildung 5.4: PIr ([s, t])

Lemma 5.2 Seil die Intervallgrifie von [s,t] und z € Max(P,([s,t])) fest.
Dann kann Opt(P%([s,t])) in einer Laufzeit von O(llogl) berechnet werden,
sofern Opt.(P,([s, z — 1])) und Opt(P,([z + 1,t])) bekannt sind.

Beweis. Da [s,z—1] und [z+1,t] Module in P% ([s, z—1]) sind, konnen diese
mit Lemma 2.7 durch ihre nach Voraussetzung bekannten optimalen Ketten
ersetzt werden. Dann ist PZ([s, t]) serien-parallel. Die Behauptung folgt mit
Lawlers Algorithmus nach Satz 2.9. a

Der Algorithmus ist auf der nichsten Seite explizit angegeben.
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Algorithmus 1 fiir 1|P,| ) w,C;

Eingabe: Prozefzeiten py, ..., p; und Gewichte wy, ..., wj,
Ausgabe: Eine optimale lineare Erweiterung, die > w;C; minimiert

function lawler(P)
bestimme mit Lawlers Algorithmus optimale

lineare Erweiterung Opt,(P) fiir min ) w;Cj;
jJEP
return Opt,(P);

function CT(7)
return )  w;Cj fiir die lineare Erweiterung r;

1. Ersetzung von zy,...,2,
fiir alle z;
Ersetze z; durch lawler(z;);
Aktualisiere Numerierung der Knoten in z;;

}

2. Berechnung der Intervalle
fir (i=1,5<n,i++)
fir (s=1,s<m,s++)
{
wenn (s+1<n)
fir z € Max(P,([s, s + ]))
{
Opt,(Pz([s, s+ 1])) :=
lawler(<0pt7r(]P’n([s,z—l])) || Opt (Py([2+1, s-l—z]))) — z);

min = min{CT(Optﬂ(]P’fL([s,s + i]))) | 2 € Maxz(P,([s, 5 + z’]))};

}
Opt(Pu([s, s +1])) := Opt (B ([s, s +i]));
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Theorem 5.3 Algorithmus 1 lost das Durchlaufzeitproblem tiber verallge-
meinerten Pfaden P,, n:= |P,|, in einer Laufzeit von O(n*logn).

Beweis. Wegen (*) berechnet Algorithmus 1 optimale Losungen. Das Erset-
zen der z; bendtigt mit Lawler O(n - nlogn). In 2. existieren O(n?) (= Y1)

1
viele Intervalle [s,t] mit Intervallgrofe O(n), fiir das jeweils O(n) mogliche
Kanditaten an letzter Stelle stehen kénnen. Mit Lemma 5.2 ergibt dies eine
Gesamtlaufzeit von:

O(n-nlogn) + O(n? - i -nlogn) = O(n*logn). O

Da .ﬁn ein spezieller verallgemeinerter angespitzter Pfad P, ist, gilt:

Korollar 5.4 Algorithmus 1 lést das Durchlaufzeitproblem tiber angespitzten
Pfaden P,, 7 := |P,, in einer Laufzeit von O(7*logn) .

Das Verfahren fiir Kreise C,, verliuft analog zu Algorithmus 1. Da O(n?) =
> n zyklische Intervalle existieren, folgt mit Theorem 5.3 dieselbe Grofen-
1

ordnung der Laufzeit wie bei verallgemeinerten Pfaden.

Korollar 5.5 Das Durchlaufzeitproblem diber Kreisen C,, gerader Léinge ist
lgsbar in O(n*logn)

Wir fahren fort, das Durchlaufzeitproblem iiber Komplementen angespitz-
ter Pfade P, zu losen. Sind die p-Endknoten ji, j,, 21 und 2z, durch ihre
optimalen Ketten mit Lawlers Algorithmus ersetzt, hat ]3” hochstens Weite

drei und das Problem lafst sich mit dem Algorithmus von Sidney und Steiner
(siehe Seite 21) effizient l6sen. Aus Satz 2.10 folgt:

Korollar 5.6 Das Durchlaufzeitproblem tiber Komplementen von angespit-

zen Pfaden P, i := |P,|, ist lsbar in O(73).

Zum Ende dieses Abschnitts betrachten wir die verallgemeinerte Spinnen-
komposition P X, {A, B,C, D}. Abbildung 5.5 zeigt eine solche, in der B
durch eine serien-parallele Ordnung ersetzt ist.

Ist A, C' oder D durch eine serien-parallele Ordnung ersetzt, 16st Algorithmus
1 das Durchlaufzeitproblem effizient. Ist B ersetzt, konnen nur A oder C an
erster Stelle stehen. Wir verwenden in diesen Fall Algorithmus 1 mit der
Ab#nderung, statt letzter Elemente erste Elemente festzuhalten.
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A C

Abbildung 5.5: P X, {A, B,C, D}

Korollar 5.7 Sein:=|P|+|A|+|B|+|C|+|D].
1| P X, {A B,C,D} | > w;C; ist mit Algorithmus 1 bzw. einer Variante
losbar in O(nlogn), vorausgesetzt fir P ist eine optimale Losung bekannt.

Beweis. Es miissen zwei Teilprobleme geldst werden, die serien-parallel sind
(vgl. Abbildung 5.6 fiir B serien-parallel). Die Behauptung folgt mit Lawlers
Algorithmus. O

® 5

A (&

Abbildung 5.6: A oder C erstes Element

Da Partialordnungen P X, {A, B,C, D} Dekompositionsweite drei haben,
verbessert Korollar 5.7 die Laufzeit von Sidney uns Steiners Algorithmus
von O(n*) aus Satz 2.12.



5.2. SPINNENNETZE 99

5.2 Spinnennetze

Wie Pfade sind auch Spinnennetze unzerlegbar und haben Dekompositions-
n

weite [7].

Sei 0.B.d.A. j; — j» in der mit @, assoziierten Ordnung. Ferner sei [z, 2,_5] :=
{Zka ey Zn—S} fiir 2 S k S n— 5a [Zo, Zn—5] = [225 zn—5] und [Zk, zn—5] = @ fiir
k>n-—5.

Alle z; bzw. j; und j, ersetzt man zunfichst — wie bei angespitzten Pfaden
— mittels Lawler durch optimale Ketten. In einer Spinnennetzkomposition

P x Cjn bzw. P x @n sei eine optimale lineare Erweiterung fiir P bekannt.

Anstatt direkt das Durchlaufzeitproblem mit Reihenfolgerestriktionen, die
durch eine Spinnennetzkomposition gegeben sind, zu betrachten, 16sen wir
zuerst 1 | @, | S w,C;. Am Ende des Abschnitts iibertragen wir das vorge-
stellte Verfahren auf die Kompositionen.

Die Idee des dynamischen Algorithmus fiir 1 | G, | 3 w;C; basiert auf folgen-
der einfachen Beobachtung, die das Durchlaufzeitproblem iiber Cjn in zwei
kleinere Teilprobleme zerlegt.

Betrachtet man ein angespitztes Spinnennetz genauer, entdeckt man, daf nur
zwei Jobs j, und j3 an letzter Position stehen konnen. Im letzten Fall mufs
Jo an vorletzter Stelle stehen (siehe Abbildung 5.7), d.h.

Opt(@,) = min{Opt(G}2), Opt(Q#)}.

Nun ist
(@ & = du\{i} ~ o

= (@B | 5) 2k und
(b) @%3 = ) Qn\{j2:j3} — J2 — J3

= (Gu(@ Ul zs)) || G =i

Angenommen wir kennen Opt, (Qn([3, n)U [ze, zn,g,])) und Opt, (@n([4, n]U

[29, zn_5])). Dann sind (a) und (b) serien-parallele Kompositionen und Law-

lers Algorithmus fiihrt zur effizienten Losung der Teilprobleme und somit zu
einer optimalen Losung des Gesamtproblems Opt(Qy,).
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Der dynamische Programmierungsalgorithmus geht wie folgt. Man berechnet
nacheinander fiir fallendes &, |5| —1>k > 1,

(1) Opte(@n([2k —1,n] U [z25—2, Zns]) ) und
(2) Opt.(Q,([2k, n] U [22%—2, Zn_s])

Diese Teilprobleme haben die Eigenschaft, fiir ungerades (gerades) k nur zwei
Jobs jor und jory1 zu besitzen, die an letzter (erster) Position abgearbeitet
werden kénnen. Zum Beweis dieser Aussage fiir Qn, zeigen wir sie zunéchst
fiir ,,gewOhnliche” Spinnennetze Q).

Lemma 5.8 Q,([2k — 1,n]) und Q,([2k, n]) besitzen zwei mégliche Endele-
mente fiir k ungerade und zwei maogliche Anfangselemente fiir k gerade. Die
beiden Jobs sind jor, und joxi1, 2k+1 < n

Beweis. Wir zeigen, die Isomorphie der Komparabiltitdtsgraphen

G(Qn([% -1, n])) =~ G(Qn—2k+2) . (**)

Sei J := {jak-1,---, jn} die Knotenmenge von G(Qn([Qk -1, n])) und

J :={j1, - Jh_opso) die Knotenmenge von G(Qn,%ﬂ). Dannist: J' — J

mit ¢(j!) = jog_o4s fiir 1 <4 < n—2k+ 2 eine kantenerhaltene Bijektion auf
den Knotenmengen.

Analog gilt: G(Qn([Qk, n])) o~ G(Qn([Z, n— 2k + 2]))

Da jede mit G (Qn_2k+2) bzw. G (Qn([Z, n—2k+ 2])) assoziierte Partialord-

nung je nach Orientierung zwei mogliche erste oder letzte Elemente j, und
Js besitzt, folgt die Behauptung. O

Satz 5.9 Q,([2k—1,n]U[20_2, 2n_5]) und Qp([2k, n]U[ 2252, 2n_s]) besitzen
zwet mogliche Endelemente fiir k ungerade und zwei mdgliche Anfangselemen-
te fiir k gerade. Die beiden Jobs sind jo, und jogy1, 2k +1<n

Beweis. Nach Definition des Qn sind alle j € [z95_2, 2,5 liberdeckt durch
mindestens einen Job aus [2k — 1, n|. Die Behauptung folgt mit Lemma 5.8.
O
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(Q‘nus, n] U, zn-51>) I - (@1 0 20msD) ) s

Abbildung 5.7: j5 oder js als letzte Jobs in @n
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Entscheidend dafiir, daf sich grofere Teilprobleme auf kleinere zuriickfithren
lassen, ist zum einen, dak in beiden Fillen die Position von jo festgelegt wird.
Denn steht jor1 an letzter (erster) Stelle, muf jor unmittelbarer Vorgianger
(bzw. unmittelbarer Nachfolger) von jo,1 sein. Zweitens steht jor_; in bei-
den Fillen parallel ,zum Rest”, denn jor_1 besitzt auler jo; keine weiteren
Nachbarn.

Lemma 5.10 Die Berechnung von (1) bzw. (2) bendtigt eine Laufzeit von
O(nlogn), falls Opt, (Qn([2k+1, n)U |22k, zn_5])) und Opt, (Qn([2k+2, n|U

[29k, 2n_5]) | bekannt sind.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir (1). Der Beweis fiir (2) verlduft analog.
Sei k ungerade. Nach Lemma 5.9 existieren nur zwei mogliche Endelemente:
Jor und jox41. Dann gilt:

(3) @F (2k—Ln]U[er2203]) =
(Qn([Zk +1,n] U [zo—2, Zn—5)||j2k—1) — Jok
(4) Q' (12k = L,n] U [2ah-2, 20-5]) =
(Qn([zk +2,n] U [22¢o, Zn—5])||j2k—1> — Jok = J2kt1
Nun muf in jeder linearen Erweiterung von Qn([2k + 1,70 U [Zop—2, Zn—s))
(bzw. Qn([2k + 2,n] U [29k—2, 2n—5])) die gesamte Kette zox_o am Anfang

stehen (denn zj_o ist unmittelbarer Vorgénger der beiden einzigen ersten

Elemente in Qn([2k + 1,n] U [226—4, 2n_s])). Da zs4_1 sonst keinen weiteren
Nachbarn besitzt, gilt sogar:

(5) @n([2k+ 1,7 U 2262, Zn_s5]) = 22 — (@n([2k + 1, 0] U [2a, 2n—5)| 2261 ),

(6)  @n([2k + 2,0 U [22k—1, Zns]) = 222 = ( Qn([2k + 2, 1] U [226, 2n—5)|| 2261 )

Fiir £ gerade sind jo; und jor,1 Vorgédnger und zy, o ist Nachfolger.

Nach Voraussetzung sind Opt,, (én([2k+1, n|U[zax, zn_5])) und Opt, (Qn([2k+

2,n] U [z, zn_5])) bekannt und damit (5) und (6) serien-parallel. Man kann

Optimallésungen also mit Lawlers Algorithmus in der gewiinschten Laufzeit
berechnen. Dasselbe gilt anschliefend fiir (3) und (4). Der kleinere der beiden
Zielfunktionswerte entspricht dem gesuchten Optimum. O

Wir geben den Algorithmus explizit an.
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Algorithmus 2 fiir 1/Q,| > w,C;

Eingabe: Prozefizeiten pq, ...p; und Gewichte wy, ...wj
Ausgabe: Eine optimale lineare Erweiterung Opt,(P), die
> w;C; minimiert

function lawler(P)
bestimme mit Lawlers Algorithmus optimale
Permutation Opt,(P) fiir min ) w;Cj;
return Opt,(P); jep

function CT(7)
return ) w;C; fiir lineare Erweiterung r;

1. Initialisierung

X1 = oc; /* Opt(éif’“ ([2k — 1,n] U [226 2, Zn—5])) */
X, = o0; /* Opt(@+" (12 = 1,m] U 22, 205])) ¥/
Y, = o0; /* Opt( @z ([2k, n] U [205—2, Zn—s]) ) */
Yy = o00; /* Opt( Q2+ ([2k, n] U [226—2, zn—s]) ) */

2. Ersetzung von 29,...,2,-5,71,In
fir _] € {22, ---;anl,jlajn}
Ersetze j durch lawler(5);
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3. Berechnung der Intervalle
fir (k=2 -1, k>1, k——)
wenn k ungerade

{
X, =CT (Ot (@ull2h+ 1,110 o 20 D)l ) e )
A (G [VEWE) [ Ry |
Vet Oopte(Guh nl U)o
N=CT( Opta(GulRb+ 2 Uz dl) o )

)

wenn k gerade

(=t e ((Ome (@b + L) Ul ) | ecs) ) )

Xe =CT (s = o = ((Opte (Gu(2k+ 2.0 Ut n-a)l] ) ) )
vi-cr( o = Ot (G((26 + 1] U 1)) )
Vo= CT (fowes e~ Opte (Gu(2h+2,0] U ey 1)) )

}
Opt Q“Dk—LnMﬂ@#%4%m> = min(Xy, X,);

Opt én([zk,n]u[z%_Q,zn_51)> — min(Yi, Y3);
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Theorem 5.11 Algorithmus 2 lést das Durchlaufzeitproblem dber Qn, n:i=
|Qul|, in einer Laufzeit von O(n*logn).

Beweis. Schritt 2 bendtigt mit Lawler eine Laufzeit von O(nlogn). Es exi-
stieren fiir 1 < k£ < | %] O(n) Teilprobleme Qn([2k —1,n] U [225_1, Zn_5]) und
Qn([2k, n)U[2z25—1, Zn_s]) der Intervallgréke O(7). Jedes Teilproblem benétigt
nach Lemma 5.10 also O(nlogn) und die Gesamtlaufzeit ist

O(n-nlogn) = O(n*logn) . 0

Die Losung des Durchlaufzeitproblems fiir die Spinnennetzkomposition P %
@, verliuft analog zu Algorithmus 2.

Sei 0.B.d.A. n teilbar durch vier. Dann gilt j, — P — j,_o. Opt,(P) wurde
schon vorab im Dekompositionsbaum berechnet. Dann unterscheiden sich
die Berechnungen bei der Spinnennetzkomposition zu der des angespitzten
Spinnennetzes nur bei den Teilproblemen Opt, (Qn [n—1,n]) und Optw(@n [n—
2,n]). Danach werden diese Reihenfolgen beibehalten und dementsprechend
wird P nicht mehr explizit betrachtet. Mit 7 := |P  @,,| ergibt sich:

Korollar 5.12 1 | P x Q,, | S w;C; ist losbar in O(7?logn), sofern eine
optimale lineare Erweiterung fiir P bekannt ist.

Im Fall von Komplementen von angespitzten Spinnennetzen Qn mit Knoten-
menge {j1,J1, -y Jn-1} U {25, 20, ..., 2n_g} 10st man zunidchst das nach Satz
4.6 ohne die Knoten ji, 2, isomorphe Problem auf @Q,_1 mit Knotenmenge
{1,y n-1} U {29, ..., 2n_6}. Es sei 0.B.d.A. j; — j5 im induzierten Qs
(siehe Abb. 5.8).

Dann sind im besonderen Optimallésungen fiir die Teilprobleme auf den In-
tervallen ([3,n] U [22, 2n—6]) und ([4,n] U [22, 2,—¢]) bekannt. Nun konnen in

@n nur j; oder ji an erster Stelle stehen und j, oder j; an letzter. D.h.

Opt(G,,) = Min{(7), (8), (9), (10)} mit

(7)ot ( 3= (G317 U Lo znca)) 17 1125) = s )
(3)  opt( i = (Gu[4n) ULz zas)llir 1125) =2 = s )
@) opt( ji—= = (CuBl Ul 1) = s )
10) Opt( ji—= = (Gl Ulmzas) ) —>da —ds )

series-parallel
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Abbildung 5.8: G,

Die vier Teilprobleme sind serien-parallel und man erhélt auch im Falle, dal
die z; durch serien-parallele Ordnungen ersetzt sind:

Korollar 5.13 FEine Variante von Algorithmus 2 lost 1| 5n | > w;C; mit
= 1Q,| in O(2logn) Zeit.

Die Ubertragung auf die Spinnennetzkomposition P % Cjn ist offensichtlich.

Korollar 5.14 Eine Variante von Algorithmus 2 lost 1| P*Bn | Y w,;C; mit
n = |Px Qn| in O(n?logn) Zeit, sofern eine optimale lineare Erweiterung
fiir P bekannt 1st.

Die wichtigsten Ergebnisse dieses Abschnitts sind in Tabelle 5.1 zusammen-
gefalit.
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(¢, q — 3)-Klasse, Laufzeit in Abhéngigkeit
q>T, der Knotenanzahl
P Kette
PAH O ),  Satz 5.1
P, O(n*logn), Korollar 5.4
Cn, n gerade O(n*logn), Korollar 5.5
P, o(n?), Korollar 5.6
P X, {A,B,C,D} | O(nlogn), Korollar 5.7
PxQ, bzw. @, | O(i%log#n), Korollar 5.12 bzw. Theorem 5.11
PxQ, bzw. G, | O(i%logn), Korollar 5.14 bzw. Korollar 5.13

Tabelle 5.1: Laufzeiten

Da die Laufzeit dominiert wird durch Kompositionen PAH, erhalten wir
zusammenfassend den Hauptsatz dieser Arbeit.

Theorem 5.15 1 | (¢,q — 3) | Y_w;C;, ¢ > 7, ist losbar in einer Laufzeit
von O(ni™'), wobei n die Knotenanzahl ist.

Als Folgerung — wie schon von Sidney und Steiner bekannt — gilt diesselbe
Laufzeit fiir das Durchlaufzeitproblem iiber (g, ¢ — 4)-Partialordnungen.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wird das Ein-Maschinen-Durchlaufzeitproblem mit Reihen-
folgerestriktionen, die durch eine (g,¢ — 3)-Partialordnungen mit festem g,
q > 7, gegeben sind, effizient gelGst.

(¢,q — 3)-Graphen wurden von Babel eingefiihrt. Sie sind eine echte Ober-
menge von Cographen, P;-diinnen und P,-erweiterbaren Graphen. Ihre p-
zusammenhingenden Komponenten sind im wesentlichen Spinnen, Pfade,
Spinnennetze, Kreise und Graphen beschrinkter Grofse.

Wir haben (g, ¢g—3)-Graphen auf Komparabilitatsgraphen eingeschréinkt und
basierend auf dem Strukturtheorem eine Vorschrift zum konstruktiven Auf-
bau von (g, ¢— 3)-Partialordnungen hergeleitet. Als Nebenresultat ergibt sich
eine Konstruktionsvorschrift fiir (¢, ¢ — 4)-Partialordnungen, die eine echte
Subklasse der (¢, ¢ — 3)-Partialordnungen und eine echte Subklasse der Par-
tialordnungen mit beschrinkter Dekompositionsweite sind.

Anschliefend haben wir nacheinander fiir die einzelnen Komponenten und
Kompositionen der Aufbauvorschrift polynomielle Algorithmen entwickelt.
Fiir einige davon haben wir schon bekannte polynomielle Verfahren heran-
gezogen. Fiir die restlichen offenen Klassen bilden zwei von uns entwickelte
dynamische Programmierungsverfahren die Basis der effizienten Losbarkeit
des Durchlaufzeitproblems auf samtlichen (g, ¢ — 3)-Partialordnungen.

Der erste dynamische Programmierungsalgorithmus 16st das Problem iiber
Pfaden in einer Laufzeit von O(n%logn), der zweite Spinnennetze in
O(n%logn). Die Kernidee beider besteht darin, daf sich groRere Teilproble-
me auf schon vorab berechnete kleinere Teilprobleme zuriickfiihren lassen,
indem die Position bestimmter Elemente fixiert wird. Essentiell ist, daf diese

69
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Elemente in jeder beliebigen linearen Erweiterung nur an wenigen méglichen
Positionen stehen kénnen.

Leichte Abédnderungen des Algorithmus fiir Pfade 16sen das Durchlaufzeitpro-
blem mit sonstigen pfaddhnlichen (g,q — 3)-Reihenfolgerestriktionen. Dazu
zihlen Kreise und verallgemeinerte angespitzte Pfade, die eine echte Ober-
menge von angespitzten Pfaden sind.

Die Laufzeit fiir die gesamte Klasse der 1|(¢g, ¢—3)| > w;C; Probleme mit fest
vorgegebenem ¢ > 7 wird dominiert durch Partialordnungen, deren dufierer
Faktor hochstens ¢ Knoten und maximal ¢ — 3 induzierte Ns besitzt. Die
Berechnung benétigt dann eine Laufzeit von O(n?!). Die Aussage, dak das
Duchlaufzeitproblem iiber simtlichen (gq,¢ — 3)-Partialordnungen in dieser
Laufzeit optimal zu l6sen ist, bildet den Hauptsatz der vorliegenden Arbeit.

Vorab war bekannt, daf das Ein-Maschinen-Durchlaufzeitproblem mit serien-
parallelen, N-diinnen und N-erweiterbaren Reihenfolgerestriktionen, allge-
mein solchen, die beschrinkte Dekompositionsweite haben, effizient l6sbar
ist. Die ersten drei genannten sind spezielle (¢,q — 4)-, im Besonderen also
(¢, q — 3)-Partialordnungen und die vorgestellten Ergebnisse bilden eine Ver-
allgemeinerung.

Abbildung 6.1 gliedert die Ergebnisse der Arbeit in die vorab bestehenden
ein. Sie sind gestrichelt umrahmt.

Pfade und angespitzte Spinnennetze sind — zu unserem besten Wissen — die
ersten nicht-trivialen Module mit unbeschriankter Weite bzw. Dekompositi-
onsweite, fiir die ein polynomieller Algorithmus fiir das Durchlaufzeitproblem
existiert. Damit wird die seit langem offene Frage nach der Existenz effizi-
ent zu l6sender Poset-Klassen unbeschréinkter Weite fiir das Ein-Maschinen-
Durchlaufzeitproblem positiv beantwortet.

Die Klasse der verallgemeinerten angespitzten Pfade als echte Oberklasse an-
gespitzter Pfade, gibt Anlak zu weiteren effizient zu losenden nicht-trivialen
unbeschriankten Modulen.

Zudem liefert die Anwendung des Strukturtheorems auf Komparabilitidtsgra-
phen G(P) die Einsicht, daf Prim-Kompositionen des assoziierten Posets P
stets separabel p-zusammenhingende Komparabilitdtsgraphen zugrundelie-
gen. Diese neue Erkenntnis unterstreicht die Wichtigkeit, allgemein separabel
p-zusammenhéngende Graphen auf ihre Komparabilitdtsgrapheneigenschaft
zu untersuchen.

Abschliefsend erginzen wir den Kenntnisstand fiir (¢, ¢ —3)-Partialordnungen
mit ¢ € {4, 5,6).
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O(n9t1), Sidney und Steiner 1986 O(nlogn), Lawler 1975;
vollst. polyedr. Beschreibung:
Faigle, Schrader und von Arnim 1993
und Queyranne und Wang 1993

T
Posets beschrankter Dekompositionsweite g

O(n?), Schulz 1993;
vollst. polyedr. Beschreibung:
Schrader, von Arnim und Wang 1993
und Queyranne und Wang 1993

O(nlogn), Peter und Wambach 1997

O(n9~1), vorliegende Arbeit

Abbildung 6.1: Polynomielle Subklassen fiir 1 | prec | > w;C;

Das Durchlaufzeitproblem ist trivialerweise NP-schwer fiir (4, 1)-Partialord-
nungen, denn dies sind alle Partialordnungen. (5,2)-Posets umfassen auch
simtliche Partialordnungen, denn nur der induzierte Kreis der Linge fiinf,
der kein Komparabilititsgraph ist, besitzt auf fiinf Knoten mehr als zwei
Pfade der Linge drei.

Offen bleibt die Frage, ob das Durchlaufzeitproblem auch polynomiell 16sbar
ist fiir (6, 3)-Partialordnungen.
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Abstract

Suppose n jobs are to be sequenced for processing by a single machine, with
the objective to minimize weighted completion time. It is shown, that the
problem is solvable by dynamic programming in O(n?~!) time, if precedence
constraints are given by a (g,q — 3)-poset with ¢ fixed and greater or equal
seven.

(g, ¢—3)-graphs have been introduced by Babel as one of several generalizati-
ons of cographs. Generally a graph is called a (g, t)-graph if no set of at most ¢
vertices induces more than ¢ distinct Pys. In this sense, cographs are precisely
(4,0)-graphs, P,-sparse graphs coincide with (5, 1)-graphs and Pj-extendible
graphs result in (6, 2)-graphs without cycles of length five. (¢, ¢ — 3)-graphs
are a proper superset of (q,q — 4)-graphs, as an induced path of length k,
k > 5, proves.

A (q,q—3)-poset is a partial order where the underlying comparability graph

is a (¢, q — 3)-graph.
Our result generalizes previous results for the special cases of (g, ¢g—4)-posets.

To the best of our knowledge (g, g — 3)-posets are the first tractable class for
the weighted completion time problem with unbounded decomposition width.
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Abstract



Deutsche Kurzzusammenfassung

In dieser Arbeit wird gezeigt, dak das Ein-Maschinen-Durchlaufzeitproblem
mit Reihenfolgerestriktionen, die durch eine (g, ¢ — 3)-Partialordnungen mit
festem ¢, ¢ > 7, gegeben sind, durch dynamische Programmierung in einer
Laufzeit von O(n?!) losbar ist.

Allgemein heifit ein Graph (g,t)-Graph, wenn g Knoten héchstens t ver-
schiedene Pfade der Liange drei induzieren. In diesem Sinne sind Cographen
(4,0)-Graphen, Pj-diinne Graphen sind per Definition (5, 1)-Graphen und
P,-erweiterbare Graphen ohne induzierte Kreise der Liange fiinf entsprechen
(6, 2)-Graphen.

Eine (¢, ¢ — 3)-Partialordnung ist eine Partialordnung, deren zugrundeliegen-
der Komparabilititsgraphen ein (g, ¢ — 3)-Partialordnungen ist.

Vorab bekannt war, dafs das Ein-Maschinen-Durchlaufzeitproblems mit serien-
parallelen, N-diinnen und N-erweiterbaren Reihenfolgerestriktionen, sowie
solchen, die beschrinkte Dekompositionsweite haben, effizient 16sbar ist. Die
ersten drei genannten sind spezielle (¢, ¢ — 4)-, im Besonderen also (¢, ¢ — 3)-
Partialordnungen und die vorgestellten Ergebnisse bilden eine Verallgemei-
nerung.

(¢, ¢—3)-Graphen sind — zu unserem besten Wissen — die ersten nicht-trivialen
Module mit unbeschrinkter Weite bzw. Dekompositionsweite, fiir die ein po-
lynomieller Algorithmus fiir das Durchlaufzeitproblem existiert. Damit wird
die seit langem offene Frage nach der Existenz effizient zu losender Poset-
Klassen unbeschrinkter Weite fiir das Ein-Maschinen-Durchlaufzeitproblem
positiv beantwortet.
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