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Einleitung

In der vorliegenden Arbeit beschiftigen wir uns mit den arithmetischen Eigen-
schaften der Werte gewisser Funktionen, die zuerst von MAHLER ([34] — [36]) un-
tersucht wurden. Der Startpunkt seiner Untersuchungen war, dafl er aus Lange-
weile (vgl. [39]) zeigen wollte, daB§ Y ., fiir rationale @ mit 0 < |a| < 1
irrational ist. Dariiber weit hinausgehen(_i konnte er zeigen, daf} diese und weitere
Zahlen transzendent sind.

Mit Fragen der Transzendenz — dabei heifit eine Zahl transzendent, wenn alle
ihre Potenzen Q-linear unabhéngig sind — beschiftigt man sich seit 1844, als es
L1OUVILLE gelang, transzendente Zahlen zu konstruieren. Als weitere Highlights
dieser Entwicklung im 19. Jahrhundert seien noch die Ergebnisse von HERMITE
(1873) — er konnte zeigen, dafl e nicht algebraisch ist — und LINDEMANN (1882)
erwahnt, der die Transzendenz von m bewies. Das erste Ergebnis {iber algebraische
Unabhéngigkeit stammt von LINDEMANN und WEIERSTRASS (1885), die aus der
@Q-linearen Unabhéngigkeit der algebraischen Zahlen aq, ..., a,, die algebraische
Unabhingigkeit von e®t, ... e*™ folgern konnten. Komplexe Zahlen wy,...,wpn,
heiflen dabei algebraisch unabhdngig bzw. genauer algebraisch unabhdngig iber
@, wenn alle ihre Potenzen wf‘l ---w)m fiir alle nichtnegativen ganzen Zahlen
AL,y -, Ay linear unabhéngig tiber @ sind. Weitere bedeutende Anstofle kamen
in der ersten Hilfte dieses Jahrhunderts von GEL’FOND, SCHNEIDER und SIE-
GEL. Fiir die Entwicklung der Transzendenztheorie seit dieser Zeit vergleiche man
die hervorragenden Ubersichtsartikel von WALDSCHMIDT ([76, 80] bzw. [78]), in
denen man weitere Literaturangaben findet.

1996 sorgte ein neues Resultat von NESTERENKO [44] fiir Aufsehen. NESTEREN-
KO konnte die algebraische Unabhingigkeit von bestimmten Eisenstein—Reihen
(s.u.) zeigen. Dieses Ergebnis nutzend konnten beispielsweise DUVERNEY, KEI-
JI N1sHIOKA, KUuMIKO NISHIOKA und SHIOKAWA ([14] — [16]) bzw. SHIOKAWA
[67] die Transzendenz bzw. algebraische Unabhingigkeit gewisser Reihen zeigen.
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Desweiteren wird vermutet (vgl. BERTRAND [10] bzw. D1Az [13]), dal man auf-
bauend auf der obigen Arbeit von NESTERENKO sogar eine spezielle Version des
sogenannten Vierexponentensatzes beweisen konnte. Fiir eine iibersicht iiber die-
sen gesamten Themenkreis vergleiche man beispielsweise WALDSCHMIDT [81].

Doch kommen wir nun zu den von MAHLER untersuchten Zahlen. Charakte-
ristisch fiir die von ihm betrachteten Zahlen war, dafl sie allesamt Werte von
Funktionen waren, die einem speziellen Typ von Funktionalgleichung, etwa

f(2) = R(z, £(2)),

geniigten, wobei d € IN\ {1} und R eine rationale Funktion ist. So geniigt die oben
betrachtete Funktion f(z) = Y .,2?" der Funktionalgleichung f(z?) = f(z) —
z. MAHLER beschrinkte sich nicht nur auf die Untersuchung von Funktionen
einer Verdnderlichen, sondern verallgemeinerte seine Methode auch fiir mehrere
Unbestimmte. So konnte er (vgl. auch Theorem 2.3.4 in [54]) insbesondere folgern,
daf fiir eine positive quadratische Irrationalzahl w und fiir algebraische Zahlen ay
und ap mit 0 < |ay|, |aq]|ae|” < 1 der Wert F,, (a1, az) der erstmals von HECKE
[23] untersuchten Reihe

o0 [Aw]

F, (21,20) = Zzzi\ 2y

A=1 v=1

transzendent ist. Speziell ist fiir jede algebraische Zahl o mit 0 < |a| < 1 der
Wert

fule) =Y [Aw] o
A=1
transzendent. Desweiteren konnte MAHLER zeigen, daf} je endlich viele Werte aus
der Menge

fw(Oé), ful;(a), fuf,,(a), e
algebraisch unabhéngig iiber @ sind.

Diese sehr allgemeinen Ergebnisse von MAHLER wurden lange Zeit nicht beach-
tet. Dies dnderte sich zum Teil 1969, als MAHLER in seinem Ubersichtsartikel
[37] auf seine fritheren Ergebnisse hinwies und drei neue Probleme aufwarf. Dies
war der Startpunkt fiir eine Entwicklung, die insbesondere von KuBoTA ([24] —
[26]), LOXTON und VAN DER POORTEN ([27] — [33]) (man vergleiche dazu auch
den Ubersichtsartikel in [32]) und Kumiko NISHIOKA [47, 48] vorangetrieben
wurde. NISHIOKA [54, Theorem 2.10.3] konnte beispielsweise die Transzendenz
von F, (o, @) und f,(a) unter den obigen Bedingungen an «q, @y bzw. « fiir



jede Irrationalzahl w mit 0 < w < 1, die schlecht approximierbar ist, zeigen.
Dabei ist w genau dann schlecht approximierbar, wenn die Folge ihrer Teilnenner
beschriankt ist (vgl. Theorem 1.5 F in SCHMIDT [64]).

Zu Beginn der 90er Jahre kamen neue Anstéfe fiir die Mahlersche Methode von
NISHIOKA ([49] — [51] und [53]), die die eliminationstheoretischen Methoden von
NESTERENKO und PHILIPPON — fiir eine Ubersicht iiber diese Methode verglei-
che man etwa Abschnitt 4.1 in NISHIOKA [54] bzw. 6.3 in FEL'DMAN und NEs-
TERENKO [17]- auf Funktionen, die allgemeineren Funktionalgleichungen vom
Mahlerschen Typ geniigen, anwandte und daraus allgemeine Ergebnisse iiber die
algebraische Unabhéngigkeit der Werte dieser Funktionen erhielt. Diverse Auto-
ren, hier seien besonders AMoU [1, 2], BECKER, TANAKA [68, 69] und TOPFER
erwahnt, folgten diesem Ansatz und konnten, zum Teil mit Hilfe der Ergebnisse
von NISHIOKA, neue Ergebnisse und Anwendungen finden.

Neuen Aufschwung erhielt die Mahlersche Methode 1996, als BARRE—SIRIEIX,
Diaz, GRAMAIN und PHILIBERT [4] — man vergleiche BARRE [3] fiir ein quan-
titatives Resultat — mit der klassischen Methode eine Vermutung von MAHLER
[37] im klassischen bzw. MANIN [41] im p-adischen Fall iiber die Transzendenz
von J(q) = j(log q/2mi) fiir algebraisches ¢ mit 0 < |¢| < 1, wobei j(w) die ellip-
tische Modulform ist, bewiesen. Dieses Ergebnis wurde von NESTERENKO [43, 44|
verbessert, der zeigen konnte, dafl mindestens drei der Zahlen

q,J(q),J'(q), 7" (q)

algebraisch unabhéngig sind, woraus man dann insbesondere die algebraische
Unabhéngigkeit von I' (i) , m und e” folgern kann. Fiir ein Unabhingigkeitsmaf
vergleiche man NESTERENKO [45], welches aber im Spezialfall schlechter ist als
das Resultat von BARRE [3].

Obwohl man mit der Mahlerschen Methode hervorragende qualitative wie auch
quantitative Ergebnisse erziehlt hat, suchte man lange Zeit vergebens nach einem
Lehrbuch, das diese Methode behandelt. Das ging sogar soweit, dal MAHLER
diese Methode und Ergebnisse in seinem Buch iiber transzendente Zahlen [38]
—immerhin zu seiner Zeit eines der ersten Lehrbiicher {iber Transzendenztheorie—
in keiner Weise erw&hnt hat. 1996 ist eine Monographie (NISHIOKA [54]) iiber die
Mahlersche Methode erschienen. Dies ist zur Zeit das einzige Lehrbuch (vgl. dazu
die Einleitung in [17]), in dem man eine ausfiihrliche Darstellung dieser Methode
finden kann.

Doch kommen wir nun zu der vorliegenden Arbeit zuriick. Im ersten Kapitel wer-
den einige vorbereitende Uberlegungen zur Konstruktion geeigneter Hilfsfunktio-
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nen dargestellt, die in den folgenden Kapiteln verwendet werden. Weiterhin findet
man dort auch einige Ergebnisse der oben bereits erwdhnten eliminationstheo-
retischen Methode von NESTERENKO und PHILIPPON in einer axiomatisierten
Form.

Ein notwendiges Kriterium dafiir, dafl gewisse Funktionswerte algebraisch un-
abhéingig sind, ist, daf} die entsprechenden Funktionen selbst bereits algebraisch
unabhéngig tiber einem geeigneten Funktionenkorper sind. Mit diesem Problem
beschéftigen wir uns im zweiten Kapitel, wo wir ein Kriterium dafiir angeben
und beweisen werden, dafl Funktionen, die speziellen polynomialen Funktional-
gleichungen geniigen, iiber C(z) algebraisch unabhingig sind (vgl. [21]).

Im dritten Kapitel untersuchen wir die Werte von Funktionen, die polynomia-
len Funktionalgleichungen mit einer rationalen Transformation 7' geniigen. So
untersuchen wir einerseits den Transzendenzgrad von Q (fi(«),..., fm(«)) iiber
@ sowohl an algebraischen als auch transzendenten Stellen a. In diesem Kapitel
gehen wir auch kurz auf die Problematik quantitativer Ergebnisse ein.

Eines der drei Probleme, die MAHLER in [37] aufwarf, war, die Transzendenz von
f(a) in dem Fall zu zeigen, wo f einer Funktionalgleichung des Typs

Pz f(2),f (%) =0

geniigt. Im vierten Kapitel gehen wir darauf ein und beantworten teilweise eine
Frage von TOPFER [74]. Speziell zeigen wir dort, daf§ die Werte

H(l—a”p),H(l—ad]> ,...,H(l—ad])
§=0 §=0 §=0

fiir eine algebraische Zahl @ mit 0 < || < 1 algebraisch unabhéngig iiber @ sind,
falls nur d im Vergleich zu n hinreichend grof ist (vgl. [22]).

Im abschliefenden Kapitel 5 benutzen wir die im vierten Kapitel entwickelte
Beweistechnik erneut und untersuchen dort die Werte Mahlerscher Funktionen,
die linearen Funktionalgleichungen mit algebraischen Transformationen geniigen,
an algebraischen Argumenten.

An dieser Stelle sei noch ein Ausblick gestattet: Mit den in dieser Arbeit dar-
gestellten Techniken sollte es moglich sein, die Hauptergebnisse der Kapitel 3, 4
und 5 zu vereinigen, d.h. die algebraische Unabhéngigkeit von Werten mehrerer
Funktionen an algebraischen Stellen fiir algebraische Transformationen 7" und
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beliebigen impliziten Funktionalgleichungen

P (2 f(2), f (T(2))) =0

zu untersuchen. Dadurch wire die Frage von TOPFER in [74] vollstindig be-
antwortet. Allerdings erweist es sich als schwierig, dafiir neue Anwendungen zu
finden. Um quantitative Ergebnisse zu erhalten, benotigt man eine allgemeine
obere Nullstellenabschitzung fiir gewisse Funktionen. Der Beweis eines solchen
Resultats scheint mit den hier entwickelten Methoden aber nicht moglich zu sein.

An dieser Stelle m6chte ich Herrn Prof. Dr. P. BUNDSCHUH herzlich fiir die
Anregung und Betreuung dieser Arbeit und die vielen hilfreichen Bemerkungen
und Hinweise danken.
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Symbole und Bezeichnungen

Die in der vorliegenden Arbeit benutzten Symbole und Bezeichnungen sind weit-
gehend kanonisch, die wesentlichen sind im Anschlufl aufgelistet und erklért:

Die Mengensymbole IN, INy, Z, @, R, R, C werden wie iiblich verwendet. C =
C U {40}, und fiir einen Kérper L ist L* := L\ {0}. @ C C bezeichnet den
Korper der iiber @) algebraischen Zahlen. K ist stets ein Zwischenkérper von Q
und Q. Den Ganzheitsring eines solchen Koérpers bezeichnen wir mit Oy, wo-
bei ein Element a € K ganz bzw. ganzalgebraisch heifit, wenn das ganzzahlige
Minimalpolynom von « normiert ist.

Ist L|@Q eine endliche Korpererweiterung, so ist [L : Q] deren Grad. Falls L|Q
eine transzendente Erweiterung ist, wird der Transzendenzgrad von L iiber @ mit
trdeggq L bezeichnet.

Fiir eine algebraische Zahl « ist Tal das Maximum der Betrdge der Nullstellen des
Minimalpolynoms von a und wird als das Haus von a bezeichnet. Die natiirliche
Zahl D ist ein Nenner der algebraischen Zahl o, wenn Da ganzalgebraisch ist. Die
kleinste derartige natiirliche Zahl heifit der Nenner von a und wird mit Nen(a)
bezeichnet.

Fiir ein Polynom P € C[z,y1,...,Ym] ist deg,, P der Grad von P beziiglich y;,
deg, P der Gesamtgrad in y := (y1,...,¥m), und deg P ist der Gesamtgrad von P.
Im weiteren Verlauf schreiben wir auch héufig abkiirzend: d,, P := deg,, P bzw.
dyP :=deg, P.

Sind die Koeffizienten des Polynoms P algebraisch, so ist die Hoéhe H(P) bzw.
die Lange L(P) das Maximum bzw. die Summe der Hiuser der Koeffizienten.

Fiir eine algebraische Zahl « sind der Grad deg«, die Héhe H(«) und die Linge
L(a) von a definiert als der Grad, die Hohe bzw. die Ldnge des ganzzahligen
Minimalpolynoms von «a.
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Fiir eine Funktion 7' bezeichnen wir mit 7%(«) die k—te Iterierte von T an a, die
tiir £ € IN definiert ist durch:

T(a) =« und  T*(a) =T (T*'(a)).

Die k-te Potenz von T an a bezeichnen wir im Gegensatz dazu mit T'(«)*. Ein
Punkt w € C heifit Fizpunkt von T der Ordnung §, wenn die Funktion 7' — w in
w eine Nullstelle der Ordnung ¢ hat. Ist w = +00, so heifit w Fixpunkt von T der
Ordnung 6, wenn T bei oo einen Pol der Ordnung ¢ hat. Diese Fixpunktordnung
bezeichnen wir dann kurz mit ord, 7.

Fiir einen Multiindex p € INg* setzen wir ‘H‘ i= f1+ -+ + . Sind g € ING* und
y € C™, so ist y* definiert durch y* := Yt yhm

[c] ist die grofite ganze Zahl unterhalb der reellen Zahl c.

Die im Text vorkommenden Konstanten ¢, cg, ¢y, ... und 7g, 71, . . . sind stets reell,
positiv und unabhingig von den jeweiligen Parametern, in der Regel M, N, k.
Der Einfachheit halber numerieren wir die Konstanten nicht durch, so dafl in den
einzelnen Beweisschritten die Konstanten unterschiedliche Werte haben konnen.
Héufig verwenden wir auch die folgende Schreibweise: f(k, N) < g(k, N) bzw.
f(k,N) > g(k,N), was bedeuteten soll, daf} es eine Konstante ¢ > 0 gibt, die
von k£ und N unabhéngig ist, mit

f(k,N) <cg(k,N) bzw. f(k,N) > cg(k,N).

Wird im Text Lemma 3 zitiert, so ist Lemma 3 im gleichen Kapitel gemeint; Theo-
reme, Lemmata usw. aus anderen Kapiteln werden unter Angabe der Kapitel-
nummer zitiert. Wihrend in den Sédtzen bzw. Lemmata zum Teil bekannte Er-
gebnisse zitiert werden, stellen die Theoreme die Hauptergebnisse der einzelnen
Kapitel dar.



Kapitel 1
Einige Hilfsresultate

Im vorliegenden Kapitel werden wir die fiir die spédteren Beweise iiber algebra-
ische Unabhéngigkeit entscheidenden Hilfsmittel bzw. Ergebnisse bereitstellen.
Dabei wird in den Beweisen stets eine Folge von Polynomen (Q)y <p<r, €
Ox [y1, - - -, Ym] fiir einen festen Zahlkérper K zu konstruieren sein, fiir die man
gute Oberschranken fiir Grad, Héhe und obere bzw. untere Abschitzungen fiir die
Werte |Qy, (fi(a), ..., fm(@))| kennt. Die dafiir notwendigen allgemeinen Hilfsmit-
tel werden in den folgenden Paragraphen behandelt. Letztlich werden die Beweise
auf ein Kriterium fiir algebraische Unabhéngigkeit, welches in der hier angege-
benen Form von TOPFER stammt, zuriickgefiihrt.

1.1 Abschitzungen von gewissen Reihenkoeffi-

zienten

Um den Wert |Qg (fi(a),..., fm(a))| in geeigneter Weise nach oben bzw. unten

zu beschrdnken, benétigt man genaue Kenntnisse i{iber die Hauser und Nenner

der Taylorkoeffizienten der Funktionen fi,..., fn.

Fir p € Ng, p € INJ" und f;(z) := Y fi;j2? (i=1,...,m) wollen wir dazu
lad =

vorab die folgenden Bezeichnungen vereinbaren:

1) file* = ifiﬁgf)zj mit £ = > fin o fi

j=0 Vleeny vy €N0.



(2) mit fj(ﬁ) = e,

Im folgenden Lemma wird gezeigt, dafl die Hauser und Nenner der Koeffizienten

fi(,’;) und fj(ﬁ) nicht zu schnell anwachsen.

Lemma 1

Wenn reelle Zahlen L > 1, c € R, und eine natirliche Zahl D existieren, so
daf$ fiir einen geeigneten algebraischen Zahlkorper K, fir ¢ = 1,...,m und alle
J € Ny

(3) fi,j S exp (C (1 —|—jL)) und D[c(l—l—jll)]fi’j & OK

gilt, so folgt fiir alle p € Ny bzw. p € INg*

(i) fi(,l;) < exp (C (M + jL)) und D[C(“+jL)]f.(“) € O,

Z’j

i) [£")] <exp(c(lul+57) wna DL Y ¢ o,

Beweis

Die obigen Abschédtzungen folgen sofort aus der Bedingung L > 1, den Formel-
zeilen (1) — (3) und der Beobachtung, da die Anzahl der Multiindizes v € IN§
mit v; + ...+ v, = j beschrédnkt ist durch

jtu—1 < 9itK
p—1 /) =

O

Bemerkung

Im Gegensatz zu dem folgenden Lemma 2 mufl im Lemma 1 nicht nur verlangt
werden, dafi die Koeffizienten von fi, ..., fn, algebraisch sind (vgl. Formelzeile
(3)), sondern zusétzlich noch, daf sie alle in einem festen algebraischen Zahlkorper
liegen und die Hauser bzw. Nenner nicht zu stark anwachsen. Ein zu Lemma 2
analoges Resultat ist unter den allgemeinen Bedingungen von Lemma 1 nicht zu
erwarten. Man vergleiche dazu allerdings das spéter folgende Lemma 4.
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Lemma 2
Sei T algebraisch iber Q(z), holomorph in einer Umgebung U um 0, und 0 sei ein

Fizpunkt von T der Ordnung § > 2. Sei f(z) = Y. f;2’ eine Potenzreihe mit al-
=0
gebraischen Koeffizienten, welche in U konvergiert und einer Funktionalgleichung

der Form
P(z, f(2), f(T(2))) = 0

in U mit einem Polynom P € Q[z,y,u]\ {0} mit d,(P) > 1 geniigt. Sei e € R,
beliebig. Dann existieren eine effektiv berechenbare Konstante ¢ € R, , die von ¢
abhdangen kann, eine Zahl D € IN und ein algebraischer Zahlkérper K, so daf fiir
J € Ngy gult:

(i) f €K,
(ii) ’T]‘ < exp (c (1 +j1+5)) ,
(iii) D' f; € Og.

Beweis
Dies ist Proposition 1 in BECKER [§]. O

Bemerkung

Ist T(z) = 2% mit d > 2, so kann man in Lemma 2 den Term j'*¢ durch j log(j+1)
ersetzen (vgl. NISHIOKA [54, Lemma 1.5.3]). Man beachte auch die Verallgemei-
nerung (NISHIOKA [48, Theorem 2]) fiir mehrere Variablen 2y, ..., z,.

Im Spezialfall, daf} fi,..., f, einem System von linearen Funktionalgleichungen
mit einer rationalen Transformation T geniigt, hat TOPFER [72] bewiesen, daf
in diesem Fall L = 1 in Lemma 1 gew&hlt werden kann. Das folgende Lemma
4 verallgemeinert dieses Ergebnis fiir algebraische Transformationen. Doch zuvor
benotigen wir dafiir noch ein weiteres Lemma.

Lemma 3

Sei T algebraisch iber Q(z) und in einer Umgebung um 0 holomorph, dann
gelten fir die Hiuser und Nenner der Koeffizienten t, von T in einem geeigneten
algebraischen Zahlkorper K und mit geeigneten Konstanten D € IN und ¢ € R, :

(i) ty € K,

(ii) D', € Ox  und [t,] < exp(c(f+1)).



Beweis

Dies folgt aus Lemma 6 in BECKER [8] und dem Satz von EISENSTEIN iiber die
Taylorkoeflizienten algebraischer Funktionen (s. POLYA-SzEGO [61, Chap. 3.2
ff., 4.4] oder SCHMIDT [65]). O

Nun aber zu dem bereits angekiindigten

Lemma 4
Ser T wie tm Lemma 2, seien fi,..., fm in einer Umgebung U um 0 holomorph
und gentigen in U der folgenden Funktionalgleichung:

(4) a(2)f(2) = A(2) [ (T(2)) + B(2),
wobei A(z) in U eine requlire m x m Matriz mit Eintrdgen in Q|[z] ist, B(z) €

(Q[Z])m und a(z) € Q[z] mit a(0) # 0.

Sind die Koeffizienten der Taylorentwicklung der Funktionen fi,..., fmn um =
algebraisch, dann gibt es einen algebraischen Zahlkorper K, Konstanten D € IN
und ¢ € R, die lediglich von fi,..., fn abhdngen, so daf fir allei =1,...,m
und j € Ny gult:

(i) fi; € K
(i) [fi;| < exp(c(1+7)) wund DU . € O,
Bemerkung

Unter den speziellen Voraussetzungen von Lemma 4 kann man also in Lemma 1
den Exponenten L =1 wéhlen.

Beweis
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kann man annehmen, daf§ f;(0) = 0 fiir
alle i = 1,...,m gilt, sonst betrachte man f;(z) — f;(0).

Aufgrund der Voraussetzung a(0) # 0 sind alle Eintrige von a(z) 'A(z) (und
damit auch die von a(z) 'B(z)) in z = 0 holomorph.

Sei nun K der algebraische Zahlkérper, der von den Koeffizienten von T (vgl.
dazu Lemma 3), den Koeffizienten der Eintrige von a(z) 'A(z) und a(z) 'B(z)
und endlich vielen Koeffizienten der Funktionen fi,..., f,, erzeugt wird.

Mit a(z)"1A(z) := (@i(2)1<sj<m > a(2)7'B(2) := (bi(2));<i<p, und

o0 o0
a;;(z) = Z aijn?", bi(z) := Z binz",
h=0 h=0



T(z) = Y th", (T(2) =) ti)"
h=46

folgt aus der Funktionalgleichung (4) firi=1,...,m

o0 m o9} o0 o0 o0
Zfi’hzh _ Z ( ai,j,hzh) {ij,e (Z tﬁf)zh> } + Zbi,hzh
h=0 h=0 =1 h=0

=1 h=6¢
[e's) m h [o'e)
e h h
= E E :E Qi jhn E  fietd) E bip2".
h=s | j=1 n=s 1<e< h=0

Somit erhalten wir fiir ¢ =1,...,m und h € IN die folgende Identitét:

h m
(5) fin =bin + Z Z Qi h—r Z fi t’(f)

k=6 j=1 1<e<”

Aus Lemma 3 und (5) folgt bereits die erste Aussage von Lemma 4, die zweite
Aussage folgt sofort per Induktion, indem man § > 2 beachtet. O

1.2 Konstruktion einer Hilfsfunktion

In diesem Paragraphen wird fiir einen beliebigen algebraischen Zahlkoérper K ein
Polynom R € Ok [z,y1,...,Ym) \ {0} konstruiert, so daB R (z, f(z)) in 0 eine
hohe Nullstellenordnung hat. Vorbereitend dafiir ist das folgende:

Lemma 5 (Ein Siegelsches Lemma)

Sei K ein algebraischer Zahlkorper, seien m,n € IN mit n > m. Die Hduser
der Koeffizienten a;; € O fir i = 1,...,m und j = 1,...,n seien durch A
beschrinkt. Dann gibt es eine von n,m, A und den Koeffizienten a;; unabhdngige
Konstante ¢ € R, so daf alle Gleichungen

n
Zaija:j:0 (zzl,,m)
7=1

durch ein x € O\ {0} erfillt sind, wobei fir die Hiuser von xq, ..., z, gilt:

@] < (end)™™

Beweis
Dies ist Hilfssatz 31 in SCHNEIDER [66]. O
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Lemma 6

Seien m, N € IN mit N > v = y(m) € Ry und Funktionen fi,..., fm, die den
Voraussetzungen von Lemma 1 gentigen mdégen, gegeben. Dann existiert fiir eine
geeignete Konstante ¢ € R, ein Polynom R € Og [z,g] \ {0} mit

(i) deg, R< N, deg, R <N,

(ii) log H(R) < cN(m+DL,

(iii) v:=ordp R (z,i(z)) > L

4m)!

m+1

Beweis
Wir setzen

A=0 |y <N
N
mit den (N + 1)< * m) Unbekannten r) ,. Dann gilt:
m —
N 0o
R(Z,i(Z)) :Z Z r,\,ﬁz)\i(z)E == Zﬁhzh
A=0 |u|<N h=0

mit (vgl. Formel (2))

min{h,N} ( )
o
(6) Br = Z Z Txu Jh—x
A=0 |u|<N

Durch die Forderung 3, = 0 fiir 0 < h < -2, N™*! entsteht ein lineares Glei-

4m!

chungssystem mit [%m!N m“] + 1 Gleichungen und

N 1 1
(N + 1)< +m> > —NYm > 2 <—Nm+1 + 1>
m:

m 4m!

Unbekannten.

()

Nach Multiplikation mit D vgl. Lemma 1) sind die Koeflizienten f,~)
ganzalgebraisch, und ihre H&user sind durch exp (c (N (1+m)L)) beschrankt. So-
mit folgt die Behauptung aus dem Siegelschen Lemma (Lemma 5). Man beachte

[CN(1+m)L] ( %

dabei, daB fiir den sogenannten Siegelschen Exponenten m/(n —m) < 1 gilt. O
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Lemma 7
Seien S,Uy,..., U3 € C mit S+ US4+ .-+ Uz =0 und

—X1 < log|S] < —Xy, loglUs| <Y (1<i<d)
mit X1, X5, Y € Ry und X5 < Xi, dann existiert ein j € {1,...,d}, so daff gilt:
—dX; —Y —logd <log|U;] < —X>+Y +logd.

Bemerkung
Wie man an den Beispielen S¢ + Uy = 0 bzw. S? + U; 54! = 0 sieht, ist die
Abhingigkeit der Schranken von |U;| beziiglich X7, X, bestmdoglich.

Beweis
Dies ist Lemma 4.2.3 in WAss [82]. O

1.3 Weitere Resultate

Hier werden nun die Ergebnisse der Paragraphen 1.1 und 1.2 ausgenutzt, um gute
obere und untere Abschitzungen fiir |R (T*(«), f (T*(a)))| abhéngig von & und
R, T zu erhalten, wobei R das Polynom aus Lemma 6 ist. Im weiteren Verlauf
wird dann aus diesem Polynom mit Hilfe von Lemma 7 ein Polynom @ € Ok [g]
zu konstruieren sein, worauf man schliefflich Lemma 13 anwenden kann.

Lemma 8 (Fundamentallemma)
Fira e Q" gilt
la| > (Nen(a)) (R g 1-@@):Q],

Beweis
Man vergleiche Lemma 6.4.2 in BUNDSCHUH [11]. O

Wir iibernehmen weiterhin noch die folgende L1OUVILLE-Abschétzung fiir die
Werte von Polynomen mit algebraischen Koeffizienten an algebraischen Stellen.

Lemma 9

Seien K ein algebraischer Zahlkorper und Q € Ok [y1,. .., Ym| mit deg, @ < d;
fir j = 1,...,m. Seien ay,...,an algebraische Zahlen mit deg (o) < b; fir
j=1,.... mundb:=[K(ay,...,an): Q. Ist Q (a1, ...,ay) #0, so gilt:

log|@ (av,...,am)| > (1 —0)log L(Qy) Zbi log L( ;).



Beweis
Siehe Lemma 5 in GALOCHKIN [18] oder auch Proposition 4 in TOPFER [74]. O

Lemma 10

Sei T holomorph in einer Umgebung U um 0, und 0 sei ein Fizpunkt von T der
Ordnung 0 > 2. Eine kompleze Zahl a € U erfiille T*(a) # 0 fiir alle k € N,
und kll)ngo T*(a) = 0. Dann gilt fiir alle hinreichend grofen k:

—e0F < log‘Tk(a)‘ L

wober die Konstanten cq,co € Ry lediglich von T und o abhdngen.

Beweis

Die Abschitzungen fiir |T%(a)| sind offensichtlich. Da 0 eine Nullstelle von T
der Ordnung § > 2 ist, kann man schreiben: T'(z) = 2°g(z), wobei g in einer
hinreichend kleinen Umgebung um 0 holomorph und von 0 verschieden ist, also
dort beschrénkt ist. Aus der induktiv zu zeigenden Formel

k—1 _
T4(z) = [ (T()"
7=0
folgt schliellich die Behauptung. ([l

Lemma 11
Seien @ € C|z| beliebig und o, T wie im Lemma 10, dann gibt es Konstanten
c1,co € Ry, die nur von a,T und QQ abhdngen, so daf8 fir alle k € INy mit
Q (T*(a)) # 0 gilt:

—c0F < log‘Q(Tk )‘ < cy.

Beweis
Da Q(z) := Z g;jz’ in einer Umgebung von 0 beschrinkt ist und 7%(a) — 0,

j=
folgt somit berelts die rechte Seite der Ungleichung von Lemma 11. Um die linke
Seite einzusehen, beachte man Lemma 10 und ¢, # 0 bzw. Q (T’“( )) =# 0. Damit
erhilt man

> —4*

> gT ey ™

i=s

log|Q (T*(a))| = slog |T*(a)| + log

gleichgiiltig, ob s = 0 oder s > 0. U



Lemma 12
Konvergieren die Funktionen fi, ..., fn in einer Umgebung U um 0, erfillen die

Bedingungen in (8) von Lemma 1, und ist R (z, f(2)) = Y 8;27 mit v wie in
j=v

Lemma 6, dann git fir h € N, a € U mit nur von f,a und L abhdngigen,

positiven Konstanten ¢ > 0:

(i) |Bn| < exp (c(h+N(1+m)L)) < exp (c(h—i—z/L)),
(i) |8, > exp (—CVL).

(iii) Sind T und 6 wie in Lemma 10, dann existieren weitere Konstanten cy, ¢y >
0, so daf8 fiir alle k € IN mit 6* > vl gilt:

—av6* < log |R (TH(a), f (T*(a)))| < —cavé®.

Beweis
Nach Formel (6) gilt
min{h,N} ( )
Br="> > rau it
A=0 |E|SN

Da die Funktionen f; in einer Umgebung U des Nullpunktes holomorph sind,
folgt nach dem Satz von Cauchy-Hadamard bereits |f; ;| < exp(y(j+1)). Damit
erhalten wir analog zum Beweis von Lemma 1

m
) < e (3 ] +.).
Also folgt aus Lemma 6 bereits der erste Teil von Lemma 12.
Sind D, L, ¢ wie in Lemma 1, so ist wegen v > N1t™

ple@+)] B, € O und
[8,] < exp (fy (N(Hm)L + vk ¢ N)) < exp (’}/I/L) .

Zusammen mit dem Fundamentallemma (Lemma 8) folgt daher der zweite Teil.

Um den letzten Teil von Lemma 12 zu beweisen, zerlegen wir

v

R (T*(a), f (T*(a))) = B, (T*(a))" (1 +3 P (Tk(a))h)

9



und zeigen, daf8 unter der Voraussetzung 6* > v¥ die Summe in der Klammer
betraglich durch 1/2 beschrinkt ist:
Nach Lemma 10 und den beiden ersten Teilen dieses Lemmas gilt:

> 2 (1¥(a) !

v

< Z exp (02 (I/L + h) + el — yohék)
h=1

< ) exp (mr” — ehé*) < %
h=1

1
also 1

16, (T@)"] < [R (T4, £ (T*(@)| < 5 |6, (T*@)’]

und damit folgt der letzte Teil von Lemma 12 aus den Abschitzungen (i), (ii)
und Lemma 10. U

1.4 Einige eliminationstheoretische Ergebnisse

Zum Abschluf} dieses Kapitels zitieren wir noch drei Ergebnisse, die in der hier
angegebenen Form von TOPFER stammen.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit benutzen wir das folgende Kriterium fiir alge-
braische Unabhéngigkeit:

Lemma 13
Seten w € C™ und K ein algebraischer Zahlkérper. Wenn fir eine Konstante
¢ =c(w,K) € R, Funktionen 1y, 2, A : N — R, Konstanten ®;, &, € R
mit & > & > ¢; ko, k1 € IN mit kg < k1; mg € {0, ..., m} und eine Folge von
Polynomen (Qk)k0<k<k1 € Ok [g] existieren, so dafl die folgenden Bedingungen
erfillt sind:

(i) Die Funktionen vy, o, A : IN — R, sind auf {ko,...,k1} monoton
wachsend, und es gilt:

1< ¢u(k+1)/v2(k) < A(k) und (k) = c(log H(Qx) + deg Qx) -
(i) Die Polynome (Qk)y, <<y, erfillen fir k € {ko,...,ki}

(a) deg Q) < &1,

10



(¢) —¢1(k) < log|Qi(w)| < —¢a(k).

(iil) hy(k1) > eA(ky)™ 1 @™ max {4, (ko), P2}

Dann folgt

trdego@ (w) > me.
Beweis
Diesen Axiomatisierungssatz der Nesterenkoschen Methode findet man mit leich-
ten Modifikationen als Satz 3.2 in TOPFER [70] bzw. Theorem 1 in [71]. O
Bemerkungen

(1)

(i)

Weitere Kriterien fiir algebraische Unabhéngigkeit, die bei der Mahler-
schen Methode Anwendung finden, findet man zum Beispiel bei GRAMAIN,
MIGNOTTE und WALDSCHMIDT [20] bzw. bei PHILIPPON [58, 59] (siehe
dazu auch Satz 3.1 in TOPFER [70]).

Das Kriterium von GRAMAIN et al. findet lediglich bei kleinen Transzen-
denzgraden Anwendung. Beweise allgemeinerer Unabhingigkeitsresultate
scheinen mit diesem Kriterium nicht moglich zu sein.

In den spiter folgenden Anwendungen scheint Lemma 13 gegeniiber dem
Kriterium von PHILIPPON von Vorteil zu sein. Anstelle des Nichtvorhanden-
seins gemeinsamer Nullstellen geeigneter Hilfspolynome in gewissen Umge-
bungen um w im Kriterium von PHILIPPON treten hier nichttriviale Unter-
schranken fiir den Betrag der Werte geeigneter Hilfsfunktionen. Allerdings
hat Lemma 13 gegeniiber dem Kriterium von PHILIPPON den Vorteil, dafl
nur endlich viele Hilfspolynome benttigt werden, was in den Beweisen ganz
entscheidend sein wird.

An dieser Stelle sei noch auf eine Vermutung fiir simultane Approxima-
tionsmafle (vgl. GRAMAIN [19] und WALDSCHMIDT [77]) hingewiesen, wel-
che das Kriterium von PHILIPPON impliziert.

Vermutung (zitiert nach WALDSCHMIDT [77])

Seien w € C™ mit t = trdeggQ (w) > 1 und a,b € R mit a,b > 1.
Weiter seien (hy)yen und (Dy)yen Folgen positiver reeller Zahlen mit
den folgenden Eigenschaften:

¢t <Dy < hy, hy <hyi1 <2hy und Dy < Dyyy <2 Dy,

zusdtzlich sei die Folge (hy)ycopn unbeschrinkt. Dann existieren fiir unend-
lich viele N € IN Punkte « € Q™ mit [(Q(a) : Q] < Dy, h(a) < hy, wobei

11



h(a):=max{h(o;) : 1 < i < m} mit der logarithmischen Héhe h (fir die
Definition von h vgl. man beispielsweise [77]) gesetzt ist, und

141/t
max |w; — ;| < exp (—C2hN Dy / ) .
1<i<m

Diese Vermutung ist bislang lediglich im Fall ¢ = 1 bewiesen (vgl. ROy und
WALDSCHMIDT [63]). Die hier angegebene Vermutung ist einem gewissen
Sinne (siehe ROy [62] und WALDSCHMIDT [77]) bestmoglich.

Wie stark aber eine solche Aussage iiber Approximationsmafle ist, sieht
man daran, dal PHILIPPON in [60] mit Hilfe eines Approximationsmafes,
aber ohne Nullstellen-Lemma, ebenso die algebraische Unabhéngigkeit von
m,e™ und I’ (i) zeigen konnte.

Mit Hilfe des folgenden Lemmas 14 wird es moglich sein, Mafle fiir algebraische
Unabhéngigkeit zu erhalten.

Lemma 14

Seien w € C™ und K ein algebraischer Zahlkérper. Wenn fir eine Konstante
¢ = c(w,K) € Ry Funktionen 11,1, : N> — R, die in beiden Unbestimmten
monoton wachsend sind, Zahlen ®1, Py, A € R, natirliche Zahlen ki, Ny, Ny
mit Ny < Ny, fir jedes N € {Ny,..., N1} eine natirliche Zahl ko(N) < ky
und Polynome Qrn € Ox|[y1,-..,ym) \ {0} fir N € {Ny,...,Ni} und k €
{ko(N),...,k1} existieren, die den folgenden Bedingungen fir alle D,H € IN
bzw. N € {No,..., N1} und k € {ko(N),...,k1} geniigen:

i) (a) ®2>®1 >c, A>i(k+1,N)/va(k,N) > 1,
(b) ¥1 (ko(N +1),N +1) < ¢y (k1, N),
(ii) ¥2(k, N) > c(log H (Qx,n) + deg Qk,n),
(iii) die Polynome Qyn € O [1, ..., ym] erfiillen

(a) deg Qrn < @,
(b) log H (Qk,n) < o,
(c) exp (=t (k,N)) < Qv (w)] < exp (—tho(k, N)),

(iv) ta(ky, Ny) > cA™ 1@ ey (ko(No), No) D
(v) Ya(kr, Ny) > cAm®" (&1 log H + &, D)

12



dann gilt mit einer nur von K und w abhdngenden Konstanten C' € R fir alle
Polynome R € Z [y1,. .., Ym] \ {0} mit degR < D und H (R) < H:

|R ()| > exp (=C ¢s(ky, N1)).

Beweis
Dieses Lemma stammt in dieser Form von TOPFER (siehe [70, Satz 3.3], [73] bzw.
mit leichten Modifikationen [72, Lemma 4]). O

Im letzten Lemma dieses Kapitels geben wir nun Oberschranken fiir die Null-
stellenordnung gewisser Funktionen an. Diese oberen Nullstellenabschidtzungen
sind fiir die Herleitung quantitativer Resultate bzw. qualitativer Resultate an
transzendenten Argumentstellen unerldflich (vgl. dazu auch NISHIOKA [50]).

Lemma 15
Seien fi,..., fm € C]|[z]] formale Potenzreihen iber einem Kérper der Charak-
teristik 0 und erfillen

4 (= /() FT(E) =4 (2 f(z) (1 <i<m),

wobei f(z) = (fi(2),..., fm(2)), T'(2) = T1(2)/T2(2) eine rationale Funktion mit
teilerfremden T1, T € Cz], d = max{degTi,degTs},d = ordyT(z) > 2 ist
und A; € Clz,y1,...,ym] (0 <4 < m) Polynome mit deg, A; < t sind. Weiter
seien die Bedingungen t™ < § und Q € Cz,y1,...,Yn) mit deg, Q@ < M und
deg, Q < N mit1 < N < M erfillt. Ist Q (z,i(z)) # 0, so gilt mit einer explizit
angebbaren, von ) unabhdingigen Konstanten ¢ > 0:

ordo Q (2, f(2)) < cMN™osd/(logd-mlog)

Beweis
Dies ist Theorem 1 in TOPFER [75]. O

Bemerkung

In dem Fall, daf} eine Funktion f einer impliziten Funktionalgleichung mit einer
algebraischen Transformation 7' geniigt, hat TOPFER |74, Proposition 1] eine
obere Nullstellenabschidtzung entsprechend Lemma 15 angegeben. Die dortige
Abschétzung ist besser als das Resultat in Lemma 15, allerdings scheint es nicht
moglich, den Beweis von [74, Proposition 1] auf den Fall mehrerer Funktionen
fiy--, fm zu verallgemeinern.

Leider scheint es auch nicht méglich zu sein, den Beweis des Lemmas 15 fiir
andere Arten von Funktionalgleichungen bzw. fiir algebraische Transformationen
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T zu fiihren, um damit beispielsweise auch in diesen Féllen (vgl. Theorem 4.1
bzw. 5.1) Unterschranken fiir den Transzendenzgrad von Q (a, fi(a), ..., fm(a))
fiir transzendente Zahlen o (vgl. Theorem 3.4) zu erhalten.

In den Beweisen der Theoreme 4.1 bzw. 5.1 wird zwar (mehr oder weniger) ex-
plizit eine Hilfsfunktion (analog zum Beweis von Lemma 15) konstruiert. Um
aber daraus eine obere Schranke fiir die Nullstellenordnung zu erhalten, muf} die
Nullstellenordnung gewisser Summen von Funktionen nichttrivial (vgl. Theorem
2 in [72]) abgeschétzt werden, was im allgemeinen nicht moglich ist.
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Kapitel 2

Uber Mahlersche Funktionen

In diesem Kapitel beschéiftigen wir uns mit der Existenz und der algebraischen
Unabhéngigkeit Mahlerscher Funktionen, die speziellen polynomialen Funktio-
nalgleichungen geniigen. Die hier bereitgestellten funktionentheoretischen Ergeb-
nisse iiber diese Klasse von Funktionen werden in den nichsten beiden Kapiteln
beno6tigt, um zu zeigen, dafl die dortigen Beispiele den Voraussetzungen der Theo-
reme geniigen. Anhand der Sétze 1 und 2 bzw. des spéter folgenden Theorems
4 erhilt man sofort, dafl die Koeffizienten von Funktionen, die speziellen poly-
nomialen Funktionalgleichungen vom Mahlerschen Typ geniigen, in einem festen
algebraischen Zahlkorper K liegen, der nur von der Funktionalgleichung abhingt,
und daf} diese Funktionen unter gewissen zusitzlichen Bedingungen algebraisch
unabhingig iiber C(z) sind.

2.1 Zur Existenz Mahlerscher Funktionen

Wir zitieren im folgenden einige Aussagen, welche die Existenz Mahlerscher Funk-
tionen sichern. Man vergleiche dazu den Abschnitt 1.7 in NISHIOKA [54].

In diesem Kapitel seien stets . C C ein Korper und d > 2 eine natiirliche Zahl.
Als erstes Resultat haben wir den folgenden

Satz 1

Seien A, B € L[z, u], so daff A(0,0) = 0 und B(0,0) # 0 gilt. Dann ezistiert
eine Potenzreihe f, deren Koeffizienten in L liegen, mit Konvergenzradius R > 0,
wobei R effektiv angebbar ist und nur von den Koeffizienten von A und B abhdngt,
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so daf gilt:

Az f(29)
flz) = , f(0)=0
D=Berey Y
Beweis
Dies ist Theorem 1.7.1 in NISHIOKA [54]. O
Bemerkungen

(i) Diesen Satz kann man in einer etwas allgemeineren Form zitieren (vgl. auch
den folgenden Satz 2). Die Bedingung A(0,0) = 0 kann fiir ein a € L. durch
A(0,a) = a, B(0,a) =1 und dann f(0) = a ersetzt werden.

(i) MAHLER gab in [40] ein notwendiges und hinreichendes Kriterium dafiir
an, dafl die Funktionalgleichung

P (f(2),f () =0

eine nichtkonstante holomorphe Losung hat, wobei P ein irreduzibles Po-
lynom mit komplexen Koeffizienten ist.

Satz 2

Seit P(z,u,v) ein Polynom in z,u,v mit Koeffizienten in L, so daf fir a € L gilt
P(0,a,a) = 0 und (0P/9v) (0,a,a) # 0. Dann ezistieren eine effektiv berechen-
bare Zahl R > 0 und eine Funktion f, deren Taylorkoeffizienten allesamt in L
liegen, so dafi f mindestens in |z| < R konvergiert und den Bedingungen

geniigt.

Beweis
Dies ist Proposition 5 in NISHIOKA [49] bzw. Theorem 1.7.2 in [54]. O

Bemerkung
Aus Satz 2 und dem folgenden Satz 3 kann man folgern, dafl jede Losung der
Funktionalgleichung

f (zd) = P(z, f(2)) bzw. f(z)=P (z, f (zd))

holomorph in einer Umgebung um 0 ist und entweder transzendent oder rational
ist. Dies wird in dem spéter folgenden Theorem 4 verallgemeinert.
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2.2 Zur algebraischen Unabhingigkeit gewisser
Funktionen vom Mahlerschen Typ

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit Funktionen, die polynomialen Funk-
tionalgleichungen vom Mahlerschen Typ geniigen und geben ein Kriterium dafiir
an, dafl diese Funktionen algebraisch unabhéngig iiber C(z) sind.

Wihrend im Falle linearer Funktionalgleichungen diverse Kriterien fiir die alge-
braische Unabhéngigkeit solcher Funktionen vorhanden sind — man vergleiche
dazu beispielsweise die Arbeiten von KUBOTA [26], KUMIKO NISHIOKA [49], KEI-
JI N1sHIOKA und KUMIKO NISHIOKA [55] bzw. diverse Abschnitte in KUMIKO
NISHIOKA [54] —, ist im Falle polynomialer Funktionalgleichungen relativ wenig
bekannt. In [49] zeigte KUMIKO NISHIOKA, dafi die Losungen fi,..., f4_1 der
Funktionalgleichung

fn (zd) :fn(z)n+za fn(o) =1
algebraisch unabhéngig iiber C(z) sind.

Bemerkung
Liegen die Taylorkoeffizienten der Funktionen fi,..., f,, in einem Kérper . C C,
dann gilt (vgl. beispielsweise MAHLER [38, 25 (6)] mit leichten Modifikationen):

Die Funktionen fi,..., fm sind genau dann dber 1(z) algebraisch
unabhdingig, wenn sie iber C(z) algebraisch unabhingig sind.

Ziel dieses Abschnittes ist es, das folgende Resultat von KEIJI NISHIOKA [46]
(vgl. dazu auch [54, Chapter 1.3], ZANNIER [84] bzw. [21]) zu verallgemeinern.

Satz 3
Sei d € N mit d > 2. Die Funktion f(z) = Y f; 27 habe positiven Konvergenzra-
j=0
dius und erfille eine der beiden folgenden Bedingungen:
f(zd) _ P (2, f(2)) P(z,f(zd))
Q (2 f(2)) Q(z, f (29))

mit Polynomen P und @ mit komplexen Koeffizienten. Ist f algebraisch tber

oder f(z)=

C(z), so ist f bereits eine rationale Funktion.

Als Verallgemeinerung von Satz 3 zeigen wir das folgende
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Theorem 4
Sei d > 2 eine natiirliche Zahl, und P, ..., P € C(2) [y] mit n; := deg, P; seien
Polynome mit komplezen Koeffizienten und n; # n; fiir © # j. Die Funktionen

fi,-- oy fm € Cl[2]] seien in einer Umgebung um 0 holomorph und erfillen dort
entweder

(i) fi (2%) = Pi(z, fi(2)) fir allei=1,...,m
oder

(i) fi(2) =P (2, fi (2%)) fir allei=1,...,m.

Sind die Funktionen fi,..., fm tber C(z) algebraisch abhingig, so ist eine der
Funktionen fi,..., fm rational.

Bemerkung

Die Aussage des Theorems 148t sich dahingehend verallgemeinern, dafl wir sogar
P; = p;/q; mit teilerfremden p;, ¢; € C|z,y] zulassen und dann verlangen, daf} die
Zahlen nq,...,n,, fir n; := max {degypi,degy qi} paarweise verschieden sind.
Allerdings reicht die obige Version fiir die im folgenden Abschnitt betrachteten
Anwendungen aus.

2.2.1 Beispiele und Anwendungen von Theorem 4

Als Anwendungen von Theorem 4 erhalten wir:

(i) Seien n,d mit d > 2 natiirliche Zahlen. Ist f, eine Losung der Funktional-
gleichung

fa (2%) = fu(2)" + 2, fa(0) =1,

dann sind die Funktionen fi,..., f4 1 algebraisch unabhéngig iiber C(z).
(Dies ist Proposition 6 in NISHIOKA [49].)

Daf} die Bedingungen von Theorem 4 erfiillt sind, ist leicht einzusehen. Man
erhélt fiir n < d sofort, daf f, transzendent ist. Denn die entgegengesetzte
Annahme wiirde implizieren, dal f, nach Satz 3 rational ist. Hat f,, daher
die Darstellung f,(z) = a(z)/b(z) mit teilerfremden Polynomen a,b, so
ergibt sich aus der Funktionalgleichung

a (2%) b(z)" = a(2)"b (%) + 2 b (2%) b(z)™.

Da die Polynome a,b teilerfremd sind, folgt b (zd)‘b(z)". Aufgrund der
Bedingung n < d ergibt sich aus Gradbetrachtungen, daf§ b konstant ist.
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Somit erhalten wir
a(z%) 0" = a(z)"b+ 20"t

Im Fall, dal a konstant ist, ergibt sich wegen b # 0 sofort ein Widerspruch.
Ist hingegen dega > 1, so ergibt sich zusammen mit der Bedingung d > 2
aus obiger Gleichung ddega = ndega, was aber 1 < n < d widerspricht.

Seien d,n natiirliche Zahlen mit d > 1. Die Funktionen fi(2),..., fm(2)
definiert durch

fn(2) ::f[(l—zdj>nj (n=1,...,m),

sind algebraisch unabhingig iiber C(z) (vgl. [22]).
Die Funktion f,, erfiillt die folgende Funktionalgleichung:

fn(z) = (1 - Z)fn (zd)n-

Analog zum Vorgehen in (i) erkennt man auch hier, dafl keine der Funktio-
nen f, rational ist.

Hat f, die Darstellung f = a/b mit teilerfremden Polynomen a und b, so
ergibt sich

a(z)b (zd)n =(1-2)a (zd)n b(2)
aus der Funktionalgleichung. Da a und b teilerfremd sind, folgt a (2¢)" |a(2),
also a € C*, und es gilt

(1—2)a"*b(z) = b (29)".

Ist dn > 2 oder degb > 2, so erhalten wir mittels Gradbetrachtungen einen
Widerspruch. Im verbleibenden Fall reicht es b(z) = az + 3 zu betrachten.
Aus der Gleichung (1 — z)b(z) = b(2?) ergibt sich a = 8 = 0 und damit der
Widerspruch.

Bemerkungen
Im Kapitel 4 zeigen wir, daf fiir jedes algebraische @ mit 0 < |a| < 1 und
d, das im Vergleich zu n hinreichend grof ist, die Werte

[1(1-a?). I (1)

j=0 7=0

nJ

algebraisch unabhéngig iiber @ sind.
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(iii)

Wiéhrend beispielsweise f; transzendent ist, gilt

o0

[Ta+2)=1/1-2).

v=0

Untersuchungen dariiber, wann ein unendliches Produkt eine rationale Funk-
tion darstellt, findet man schon bei OSTROWSKI [56, 57] (vgl. auch MENDES—
FRANCE und VAN DER POORTEN [42]).

OSTROWSKI untersuchte das Problem, rationale Funktionen ¢(z) zu finden,
so daf} das Produkt

o0

U(z) = H (14+2z,) mit zo=2, 2,01 =¢(2)

v=0

eine algebraische Funktion ist. Speziell gab er alle ¢ an, so dafl entweder
U(z) oder ¥ (27!) ein Polynom oder der Kehrwert eines Polynomes ist.

Dies aufgreifend betrachten wir nun das folgende Beispiel:

Sei wie tiblich d > 2 eine natiirliche Zahl und
P(z) :=1+a;2+---+ag_12** mit nicht simtlich verschwindenden a; € @,

dann erfiilllen die Funktionen

o0 n)\
fn(z) == HP (zdx)
A=0
fiir n € IN die folgende Funktionalgleichung

P(z)fn (zd)” — ful2) =0

Analog zu dem obigen Vorgehen kénnen wir nun wiederum zeigen, dafl die
Funktionen fs,..., fn, fiir alle m > 2 iiber C(z) algebraisch unabhingig
sind.

Bemerkung
Wie wir an dem Beispiel

> 1
H(1+Z2A>:1—z

A=0

gesehen haben, muf} der Fall n = 1 gesondert betrachtet werden.
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Sei also (vgl. dazu NISHIOKA [54, Example 1.3.1])

f(z) = ﬁP (de) .

Es ist klar, dafl die Koeffizienten von f in K := Q(ay,...,aq_1) liegen.
Aus der Annahme, dafl f algebraisch iiber C(z) ist, folgt wie iiblich, daf
[ bereits eine rationale Funktion ist. Hat f daher die Darstellung f = a/b
mit teilerfremden Polynomen a, b, so folgt aus der Funktionalgleichung

(1) a (2%) P(2)b(2) = a(2)b(z%) .

Da a und b teilerfremd sind, folgt b (%) |b(2)P(z). Wegen deg P < d — 1
ergibt sich also degb < 1. Ist degb = 0, so ist auch a € C*, was der
Gleichung (1) und der Bedingung P # 1 widerspricht. Daher gilt also
degb = 1, a € C* und deg P = d — 1. Setzen wir daher b(z) := z + ¢,
so folgt aus (1)

e = (z+o)(l+az+- - +agz¥)
o p(eag+ 1)z +e

= ag-12*+ (cag-1 + ag_2) z
Daraus erhalten wir durch Koeffizientenvergleich
ag_1 =1, ag_o = —¢, ag_s = (—¢)?,...,a1 = (—¢c)¥7%, (=)' =1
beziehungsweise
P(z) =1+yz+- - (v2)"7" + (v2)",
wobei 44~ =1 gilt. Daher ist f von der Form f(z) = (1 — vyz)~".

Insgesamt erhalten wir daraus, da} f genau dann algebraisch ist, wenn P
von der obigen speziellen Form ist. Weiter ergibt sich auch, daf§ f dann
schon die Gestalt f(z) = (1 —v2)~! mit einer (d — 1)—ten Einheitswurzel v
hat.

Bemerkung
Sei nun

P(z) =142+ 4 2% mit 0<s1<s3<...<s<d,

dann ist o -
1) =TIP (=) =D eth)#",
A=0 k=0



wobei e(k) € {0,1} ist und e(k) = 1 genau dann gilt, wenn in der d—adischen
Entwicklung von k£ nur die Zahlen 0, sq, ..., sy auftauchen. Insbesondere ist
f genau dann algebraisch, wenn ¢ = d — 1 ist; denn dann ist

o0

f(z):sz: 1iz.

k=0

Im Spezialfall d = 2 und P(z) =1 — z ist

o =T1(-#) =

wobei a(k) € {1,—1} die MORSE-THUE-Folge ist. Dabei gilt a(k) = 1
genau dann, wenn die Anzahl der Einsen in der 2—adischen Entwicklung von

a(k)zF,

(%)
k=0

k gerade ist. Nach den obigen Uberlegungen ist klar, da f transzendent
ist.

Seien d > 2 und Q € Q[z] mit Q(0) =0 und 1 < deg@ < d — 1. Sei f, fiir
n € IN eine Lésung der Funktionalgleichung

Q) fa (29)" = falz) =1 mit f,(0)=1.
Fiir n = 1 kann man die Losung f := f; explizit angeben (vgl. [54, p. 12]):

fz) = 1+§:ﬁQ(z‘”).

k=0 j=0

Wir wollen nun zeigen, daf§ die Funktionen fi,..., f,, algebraisch unab-
héngig tiber C(2) sind. Nehmen wir an, da8 fi, ..., fn algebraisch abhingig
sind, so ist nach Theorem 4 bereits eine solche Losung f, rational. Aus der
Darstellung f = a/b mit teilerfremden Polynomen a und b erhalten wir

Q(z)a (zd)n b(z) = a(z)b (zd)n —b(2)b (zd)n
Da a (z%) und b (z%) auch teilerfremd sind, folgt daraus b (z%)" | Q(2)b(2).

Ist jetzt n = 1, so folgt daraus degb < 1. Falls degb = 0 ist, ergibt sich
durch Gradbetrachtung aus der Gleichung

Q(z)a (z*) = a(z) — b

ein Widerspruch, wobei man deg () > 1 beachte. Ist hingegen degb = 1,
etwa b(z) = z + ¢, so ergibt sich wiederum aus der Gleichung

a(z) (2% +c¢) = (z+0)Q(2)a (%) + (z +¢) (z* + ¢)
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der gesuchte Widerspruch. Im Fall n > 2 folgt aus b (24)" | Q(2)b(z) direkt
deg b = 0 und daraus analog zu oben der Widerspruch.

Bemerkung
Wiéhlen wir

Q(z) == 2" 4+ 2% mit 0 < s <sy--- <5< d,

dann gilt speziell fiir f := f;:

£2) =Y ek,

k=0

wobei die Koeffizienten e(k) € {0,1} sind, und e(k) = 1 gilt dann und nur
dann, wenn in der d-adischen Entwicklung von k£ nur die Ziffern s4,..., s,
vorkommen.

2.2.2 Beweis von Theorem 4

Beim Beweis von Theorem 4 orientieren wir uns am Beweis von Proposition 6 in
NISHIOKA [49]. Fiir den dazu notwendigen algebraischen Hintergrund vergleiche
man beispielsweise das Buch von WEIL [83].

Ist n;, = 0 fiir ein 4y € {1,...,m}, so ist mit Satz 3 klar, daf f;, eine rationale
Funktion ist. Somit kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 1 < n; <
... < n,, voraussetzen.

Da der Beweis des Theorems in beiden Féllen nahezu identisch ist, beschrinken
wir uns hier darauf zu zeigen, daf aus der Bedingung (ii) die algebraische Unab-
héngigkeit der Funktionen fi,..., f,, folgt.

Wir zeigen dazu vorab, dafl

[C(2) (fi (7)) : C2) (fi (2))] = n
fir allev € Nund i € {1,...,m} gilt.

Da das Polynom P;(z,Y) — X € C(z) [X, Y] klarerweise irreduzibel iiber C(z)[X]
ist, ist es nach einem Lemma von GAUSS auch irreduzibel iiber C(z)(X). Ist nun
fi ¢ C(z), soist f; nach Satz 3 transzendent iiber C(z). Somit ist P;(z,Y) — f; (2)
irreduzibel iiber C(z, f; (2)). Da f; (2?) das vorstehende Polynom in Y annulliert,
folgt

[C(z) (fz (zd)) : C(2) (f; (z))} = n,.
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Fiir ein beliebiges v € IN beachte man, dal man durch Iteration der Funktional-
gleichung und dhnlichen Argumenten ebenso die obige Gleichung erhélt.

Wir beweisen Theorem 4 indirekt. Ist keine der Funktionen fi, ..., f,, rational, so
zeigen wir, dafl diese Funktionen dann bereits algebraisch unabhéngig iiber C(z)
sind. Genauer zeigen wir per Induktion iiber k& € {1,...,m}, daf die Funktionen
firs- .-, fi, fiir paarweise verschiedene Indizes iy, ..., € {1,...,m} algebraisch
unabhingig iiber C(z) sind.

Aufgrund von Satz 3 ist der Fall £ = 1 bereits klar. Im Induktionsschritt setzen
wir zur Abkiirzung fiir j = 1,..., k und alle natiirlichen Zahlen v

fij (Z) = @j und fij (Zdy) = QO‘EV)

Wir nehmen nun an, dafl die Aussage bereits fiir £ — 1 gezeigt sei, die Funktionen
{fir(2),.. ., fi,(2)} = {e1,. .., pr} jedoch algebraisch abhingig tiber C(z) sind.

Mit D® und DY) bezeichnen wir dann die Grade der folgenden Korpererwei-

terungen
DO = () (¢, 0l) ) ()]
DW= [C(z) <g0§y),...,gog),...,g0§:)> C(2) (@1, s Poey -y 00) |

wobel (Q1, ., oy vy Pk) 1= (Q1y vy Poeety Poetl, - -, Pk) USW. gesetzt ist, und
zeigen die folgende Formel:

(2) DE:) :< ]ﬁ nix) - (ﬁnh> ni;y'

A=1, A«

Da die Funktionen ¢q, ..., @, 1, @51, - -, pr aufgrund der Induktionsannahme
algebraisch unabhéngig sind, erhalten wir die algebraische Unabhéngigkeit der
Funktionen (pg”), Ce gogll, gog';)rl, ce (pgj) iber C(z). Denn auf Grund der Funk-
tionalgleichung erhdlt man fiir ¢ = 1,..., k, ¢ # s induktiv

©i € C(Z) (gOEV)) C (C(Z) (SOY); trt 302/117 3052—1; R 305:)) :
Woraus sich

k—1 = trdeg(c(z) (C(Z)(Qola---7Q0M717Q0M+17---7Q0k)

< trdegey C(z) (Spg"), ey gogfll, gogﬁ)rl, ce 905:))
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ergibt, was obige Behauptung zeigt.

Daher sind die Korpererweiterungen C(z) (apg")) oo, C(2) (apg')) requldr (vgl.
Proposition 21 in WEIL [83]) iiber dem Korper k := C(z), nach [83, Theorem I.6]
sind diese dann iiber C(z) linear zerlegt. Die letzte Behauptung (Gleichung (2))
folgt nun induktiv aus der Proposition 1.14 in [83].

Sei nun d,, der Grad von ¢,, iiber C(z) (¢1,..., 9w, - - -, k) und d%) der Grad von

—

o) iiber C(2) (¢§”), T U apgj)>, dann ist klar, daB d) < d,, gilt. Denn

1st

ds
P(y) ::ij(zatpla"w@a"'agok) y]
j=0

das Minimalpolynom von ¢,, iiber C(2) (¢1,...,0xn, .-, k), S0 folgt
dse —_— .
v v v v v v)\J
P (o) = " (zd 0 ),---,soi),---,solﬁ)> (¥2) =0,
=0

wobei p; <zdu,g0§"),...,gog), . ..,gog’)> = 0 auf Grund der algebraischen Un-

abhéingigkeit der Funktionen o\, ... o) ..., go,(:) iiber C(2) nicht fiir alle j =

0,...,d, gelten kann.

Aus der Gradformel fiir Kérpererweiterungen erhalten wir

p¥d, = [c@) (... el) : CE) (or,-. 0]
:C(z)(apl,...,tpk) : C(Z)(tpb---,@,---,ﬁpk)]
= :(C(z) (gog"),...,gogl)) : (C(Z)(Sol,-..,@,---a@k)]

- C(Z) Sogu),,sogl)) : C(Z) <g051/),,802/),,80§:)>:| .

C(z) (gp?’%...,gp@,...,gp?) : C(z)(gpl,...,@,...,gok)]

_ 4 pw)
Seien nun p, s € {1,...,k} und n;, < n;_ . Wir erhalten aus den obigen Resulta-

ten wegen 1 < ds’) < d,:




Da aber n;, < n;, gilt, erhalten wir fiir grofie » den gewiinschten Widerspruch.
Also sind auch die Funktionen f; ,..., f;, algebraisch unabhingig iiber C(z), und
das Theorem 4 ist somit bewiesen. 0

Bemerkung

Dem Beweis von Theorem 4 kann man entnehmen, daf} sich die Aussage die-
ses Theorems verallgemeinern liefle, falls nur eine entsprechende Aussage im Fall
k = 1 gelten wiirde. Gelingt es also, eine dhnliche Aussage wie in Satz 3 fiir
allgemeinere Transformationen 7' zu beweisen, so konnte man daraus in analo-
ger Weise ein allgemeineres Kriterium fiir die algebraische Unabhéngigkeit von
Funktionen gewinnen. Dafl der Sachverhalt im allgemeinen aber nicht so einfach
ist, sieht man z.B. in Lemma 1 in BECKER [8]:

Sei T € C(z) nichtkonstant und holomorph in einer Umgebung U um w € C. ®
sei algebraisch iber C(z) und lose mit einer Funktion S € C(z) die Funktional-
gleichung
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Kapitel 3

Uber polynomiale
Funktionalgleichungen mit einer
rationalen Transformation

In diesem Kapitel wird zunéchst die algebraische Unabhéingigkeit der Werte
Mahlerscher Funktionen in einer Unbestimmten, die polynomialen Funktional-
gleichungen vom Typ

a(2)f (T(2)) = P (z,£(2))

mit einer rationalen Transformation 7' geniigen, an algebraischen Argumenten
untersucht. Nichttriviale Unterschranken fiir den Transzendenzgrad solcher Funk-
tionen an algebraischen Stellen wurden erstmals von NISHIOKA [49)] fiir die Trans-
formation T'(z) = 2% angegeben. TOPFER verallgemeinerte dies in [71] fiir den
Fall mehrerer Unbestimmter 2y, ..., 2, mit geeigneten Verallgemeinerungen der
Transformation 7. Der Fall linearer Funktionalgleichungen mit einer rationalen
Transformation T(z) = p (z71) ™", wobei p ein Polynom vom Grad > 2 ist, wurde
von BECKER in [7] behandelt. Der allgemeine Fall linearer Funktionalgleichungen
mit einer beliebigen rationalen Transformation 7" wurde von TOPFER in [72] be-
trachtet. Das folgende Theorem 1 vereinigt die friilheren Ergebnisse von NISHIOKA
[49], BECKER [7] und TOPFER [72, Theorem 2].

Im Anschlufl werden wir dann noch einige Erweiterungen dieses Theorems in
Spezialfillen angeben. So untersuchen wir einerseits den Transzendenzgrad von
Q (fi(a),..., fm(a)) iiber Q an transzendenten Stellen, andererseits gehen wir auf
die Problematik von Unabhingigkeitsmafien (vgl. TOPFER [72], [73]) bei dieser
Klasse von Funktionen ein.
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3.1 Formulierung eines Ergebnisses und Anwen-
dungen

Wir kommen nun zu dem Hauptresultat dieses Kapitels, dem folgenden

Theorem 1

Seten f1,..., fm : U —> C holomorph in einer Umgebung U von w € C und alge-
braisch unabhingig iber C(z). Die Taylorkoeffizienten der Funktionen fi, ..., fm
in der Entwicklung um w mogen in einem festen algebraischen Zahlkérper K lie-
gen und mit einem D € IN und einem reellen L > 1 firi=1,...,m und 7 € N,
den folgenden Bedingungen geniigen.:

[ fig] < exp (c(1+5")) und DO f . e Oy

Sei T'(z) = T1(2)/T2(2) eine rationale Funktion mit teilerfremden T1(z),Tz(2) €
Q[z] und d := max {degT},degTo}, weiter sei w ein Fizpunkt von T der Ord-
nung 0 := ord, T > 2.

Die Funktionen f = (fi,..., fm) mogen in U dem folgenden System von Funk-
tionalgleichungen geniigen.:

a(2)f (T(2)) = P (2, f(2)) ,

wobei a(z) € Q2] undﬂ(z,g) = (Pl (z,g),...,Pm (z,g)) € (Q[z,g])m mit
t:= max{degg(Pi) D= 1,...,m} < d gilt.

a € U sei algebraisch mit klim T*(a) = w. Fiir alle k € Ny gelte weiter T*(a) ¢
— 00
{w,00}, und T*(a) sei keine Nullstelle von a. Dann gilt:

mlogd — L(m + 1) (logd — log )
logd+ ((m+ 1)L+ m)logt

trdegq Q (fi(), ..., fm(a)) >

Bemerkungen

(1) Aus T'(z2)T>2(z) = Ti(z) folgt sofort 6 = ord,T" < d. Man nennt d hiufig
auch den Grad von T und bezeichnet diesen mit degT'.

(ii) Ist w # oo, so ist w wegen degT > § > 2 und T'(w) = 0 algebraisch.

Als erste Anwendung von Theorem 1 erhalten wir unter den dortigen Voraus-
setzungen:

28



Korollar 2
(i) Ist w =0 und T(z) = 2% (also d = §), so gilt (vgl. NISHIOKA [49]):

mlogd
> .
~ logd+ (L(m + 1) +m)logt

trdegQ Q (fl(a)v SRR fm(a))

(ii) Sind die Polynome Py, ..., Py beziglich y linear (d.h. t = 1), so gilt (vgl.
TOPFER [72, Theorem 2])

log
— (

trdegg Q (fi(a), ..., fm()) > (2m + 1)logd

m+ 1).

Bemerkung

Eine Verbesserung entsprechend Theorem 3 in [72] ist im Fall einer poly-
nomialen Transformation T € Q[z] und a(z) = 1 im allgemeinen nicht
moglich. Der Grund dafiir ist, dafl eine Verbesserung der Abschétzungen
fiir die Taylorkoeffizienten der Funktionen fi, ..., f,,, wie sie im Lemma 12
von [72] erfolgt, im Falle ¢t > 1 nicht mdglich ist. Man vergleiche dazu auch
die Bemerkung zu Lemma 1.1 auf Seite 2.

Neuere Anwendungen sind hier nicht zu erwarten, da es sich als schwierig er-
weist, die algebraische Unabhéngigkeit der Funktionen fi,..., f,, im speziellen
Fall nachzuweisen. Eine Aussage entsprechend Theorem 2.4 ist im Fall einer ra-
tionalen Transformation 7" nicht zu erwarten, da selbst im Fall m = 1 kein allge-
meines Ergebnis analog zu Satz 2.3 bekannt ist.

Im Fall linearer Funktionalgleichungen mit einer rationalen Transformation 7'
findet man bei CHIRSKII [12] und TOPFER [72] zahlreiche Anwendungen fiir das
obige Resultat. Beispiele fiir den Fall polynomialer Funktionalgleichungen mit der
Transformation T'(2) = 2¢ findet man in NISHIOKA [49] (vergleiche dazu auch das
erste Beispiel in 2.2.1).

3.2 Erginzungen zu Theorem 1

Wir kommen nun zu den bereits zu Beginn dieses Kapitels angekiindigten Er-
weiterungen von Theorem 1. Neben den in den beiden folgenden Abschnitten
dargestellten Erweiterungen ist es ebenso moglich, den Transzendenzgrad von
Q (fi(a),..., fm(a)) an sogenannten L1oUVILLE-Zahlen, die sehr gut durch ra-
tionale Zahlen approximierbar sind, zu untersuchen (vgl. TOPFER [70, 71, 73]).
Darauf wurde hier allerdings verzichtet. Fiir diesen und die beiden folgenden
Problemkreise ist die Nullstellenabschitzung aus Lemma 1.15 ganz entscheidend.
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3.2.1 Qualitative Untersuchungen der Werte Mahlerscher
Funktionen an transzendenten Stellen

Im ersten Teil dieses Kapitels wurden ausschliellich die arithmetischen Eigen-
schaften der Funktionswerte Mahlerscher Funktionen an algebraischen Stellen
untersucht. In diesem Abschnitt wollen wir nun kurz auf die algebraische Un-
abhéngigkeit der Werte dieser Funktionen an transzendenten Stellen eingehen.
Dieses Problem wurde erstmals von AMOU [1]| untersucht. Er zeigte das folgende

Korollar 3

Seien f1(2), ..., fm(2) im Einheitskreis holomorphe Funktionen, deren Taylorko-
effizienten bei der Entwicklung um 0 in einem festen algebraischen Zahlkérper K
liegen mdégen. Die Funktionen fi(z),..., fm(z) seien iber C(z) algebraisch un-
abhdangig und mogen mat einer natirlichen Zahl d > 2 dem folgenden System von
Funktionalgleichungen geniigen:

f(z) = A(2)f (%) + B(2),

wobei A eine m X m Matriz mit Eintrigen in K|[z] ist und B € (K[2])™ ist. Fiir
transzendentes o mit |a| < 1 gilt dann:

m—+1

trdeq Q01 (@), fnle) = | 5.

Bemerkungen

(i) Der Fall polynomialer Funktionalgleichungen wurde von TOPFER [71, Theo-
rem 4] untersucht. PHILIPPON [60] verschérfte schlieBlich das Resultat von
AMOU; unter den Voraussetzungen von Korollar 3 erzielte er das bestmog-
liche Resultat, ndmlich

trdegQ Q (aa fl(a)v Tt fm(a)) > m.

(ii) Wie TOPFER [70, Bemerkung (b) auf Seite 106] schon ausgefiihrt hat, sind
in der allgemeinen Situation nur triviale Ergebnisse zu erhalten, d.h. es kann
lediglich die Transzendenz einer der Zahlen «, fi(«),..., fm(a) garantiert
werden, was bei a ¢ @ trivial ist. Fiir algebraisches a haben wir in Theorem
1 bereits ein deutlich besseres Resultat erhalten. Nichttriviale Ergebnisse
sind also hochstens in dem Fall zu erwarten, wo die Hiuser und Nenner der
Taylorkoeffizienten sehr langsam anwachsen.
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Theorem 4

Seten fi,..., fm : U — C holomorph in einer Umgebung U von w € C und
algebraisch unabhdngig iber C(z). Die Taylorkoeffizienten f;; der Funktionen
fiy- -y fn in der Entwicklung um w mogen in einem festen algebraischen Zahl-
korper K liegen und mit einem D € IN und einem reellen L > 0 firi=1,...,m
und 7 € Ny den folgenden Bedingungen geniigen:

[Fis] < exp(c(1+5%))  und Dl f €0

Sei T'(z) = T1(2)/T2(2) eine rationale Funktion mit teilerfremden T1(z), Tz(2) €
Q[2] und d := max {deg T}, deg To} . Weiter sei w ein Fizpunkt von T der Ord-
nung o > 2.

Die Funktionen f = (f1,..., fm) mogen in U das folgende System von Funktio-
nalgleichungen erfiillen:

a(2)f (T(2)) = P (2, f(2)) ,
wobei a(z) € Q2] und B(z,g) = (P1 (z,g) ..y Py (z,g)) € (Q [z,g])m mit
t:= max{deggPi D= 1,...,m} < Y™ gilt.
Sei a € U mit ler?OTk(a) = w. Fiir alle k € Ny gelte weiter T*(a) ¢ {w, o0},
und T*(«) sei keine Nullstelle von a. Fiir p = 1+ mlogd/ (logé — mlogt) sei
ferner logd < (ﬁ + 1) log d erfillt, dann gilt:

mlogd + (1 + Lu)(logd — logd)
logd + (1 + Lu)logd '

trdegQ Q (Oé, fl(a); T fm(a)) >

Bemerkungen

(i) Im Gegensatz zu Theorem 1 lassen wir hier wie oben bereits ausgefiihrt
L > 0 zu, andererseits miissen wir hier t™ < ¢ verlangen. Der Grund
dafiir ist, dafl unter dieser zusitzlichen Bedingung eine obere Abschitzung
(vgl. Lemma 1.15) fiir die Nullstellenordnung einer geeigneten Hilfsfunktion

bekannt ist. Die zweite Bedingung logd < (ﬁ + 1) log § ist ebenso tech-

nischer Natur.

(ii) Selbst unter optimalen Voraussetzungen, d.h. d = § und L = 0 erreichen wir
lediglich dieselbe Schranke wie AMoOU. Mit einem Ausbau des Beweises von
PHILIPPON [60] konnte es aber moglich sein, auch in etwas allgemeineren
Situationen deutlich bessere Ergebnisse als beispielsweise in Theorem 4 zu
erzielen.
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Ein Beispiel fiir Theorem 4

In diesem Beispiel beschéftigen wir uns mit Reihen der Form
xi(z) =) a(T’(z)  (i=1,...,m),
j=0

wobei T' € @Q [2] mit degT =: d sei. w € C sei ein Fixpunkt von T der Ordnung
§ > 2, ¢; € Qz] mit degg; > 1 und ¢;(w) = 0. Die arithmetischen Eigenschaften
der Werte dieser Funktionen an algebraischen Stellen wurden von TOPFER in
[72] untersucht. Die Funktionen i, ..., Xn sind in einer Umgebung U um w € C
holomorph und erfiillen die Funktionalgleichung

Xi(2) = xi(T(2)) + qi(2) (1=1,...,m).
Damit erhalten wir das folgende Korollar.

Korollar 5

Seien 1,q1,...,qm C-linear unabhdngig. Fir beliebige (si,...,sm) € C™\ {0}

gelte d t deg(D°7", s:qi(2)), ferner sei d < ™t Ist « € U mit klim TFa) = w
—00

und T*(a) # w fiir k € Ny, dann gilt:

(m+1)logd — logd
logd + logd

v

trdegq Q (o, x1(@), ..., xm(a))

Bemerkung
Fiir algebraisches a (vgl. TOPFER [72, Corollary 4]) 148t sich diese Unterschranke
verschérfen zu

log &
trd ce ey Xm > 1 -1

rdegq @ (X1(). . Xon(@) > (m + )20
Wir miissen hier w € C verlangen, da sich unter dieser Bedingung die Hauser und
Nenner der Koeffizienten von fi,..., f, sehr gut beschréinken lassen.
Beweis
In TOPFER [72, Corollary 4] wurde gezeigt, daf die Funktionen X1, ..., X, unter
den obigen Bedingungen an die Polynome ¢y, ..., ¢, algebraisch unabhingig iiber

C(z) sind. Aus dem Lemma 12 in TOPFER [72] folgt dann, daf§ die Potenzreihen-
koeffizienten den im Theorem geforderten Bedingungen fiir alle L > 0 geniigen.
Damit folgt die Behauptung des Korollars aus Theorem 4. ([l
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3.2.2 Uber UnabhingigkeitsmaBe einer speziellen Klasse
Mahlerscher Funktionen

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns nun mit Unabhéngigkeitsmaflen fiir die
Werte Mahlerscher Funktionen.

Seien wy,...,w, € C algebraisch unabhéngig. Existiert ferner eine Funktion
(D, H) mit der Eigenschaft, daf

|P(w1,...,wn)| > ¢(D, H)

fiir alle Polynome P € Z[yi, ..., Ym) \ {0} mit deg P < D und H(P) < H gilt,
so heifit (D, H) ein Unabhingigkeitsmaf fir wy,...,ws,. Gilt mit Konstanten
¢, 7 € R, ferner

log |P(wy,...,wm)| > —ct(P)"

fiir jedes Polynom P € Zy1, ..., ym) \ {0}, wobei
t(P) :=deg P +log H(P)

gesetzt ist, so sagt man, dafl der Korper Q(wy,...,wn) einen Transzendenztyp
< 7 hat. Andererseits folgt aus einem Schubfachschluf§ bereits 7 > m + 1 (vgl.
WALDSCHMIDT [79]).

Die ersten effektiven Unabhéngigkeitsmafle stammen von BECKER [6]. Dessen
Resultat wurde von NISHIOKA [51] verbessert und von TOPFER [72, 73] verallge-
meinert. In dem folgenden Theorem werden die beiden oben zitierten Resultate
von TOPFER in einer Aussage zu vereint.

Theorem 6

Seien f1,..., fm : U — C holomorph in einer Umgebung U von w € C und alge-
braisch unabhingig iber C(z). Die Taylorkoeffizienten der Funktionen fi, ..., fm
in der Entwicklung um w maogen in einem festen algebraischen Zahlkérper K lie-
gen und mit einem D € IN und einem reellen L > 0 firi=1,...,m und 7 € N,
den folgenden Bedingungen geniigen:

Fil<ew(c(+5")  wnd  DEg; €0

Sei T'(z) = T1(2)/T2(2) eine rationale Funktion mit teilerfremden T1(z), Tz(2) €
Q[2] und d := max {deg T}, deg To} . Weiter sei w ein Fizpunkt von T der Ord-
nung d > 2.
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Die Funktionen f = (fi,..., fm) mogen in U dem folgenden System von Funk-
tionalgleichungen geniigen.:

a(2)f (T(2)) = P (2, f(2)),

wobei a(z) € Q2] und B(z,g) = (P1 (z,g) ..y Py (z,g)) € (Q [z,g])m mit

t:= max{degyPi ci=1,... ,m} < d"™ und (m—1)((L+1)u—m)logt < logd

gilt, wobei 1 := 1+ mlogd/(logd — mlogt) gesetzt ist.

a € U sei algebraisch mit klim T*(a) = w. Fiir alle k € Ny gelte weiter T*(a) ¢
—00

{w, 00}, und T*(a) sei keine Nullstelle von a.

Dann gilt fir jedes Polynom Q € Z [yi, . .., Ym) \ {0} mit deg Q@ < D und H(Q) <
H die Abschitzung

1 H #1/#3
log|@ (f(@), ., f(@))] > —cD* (D“L“’“‘"”“”’“ * (0% ) )

mit einer nur von «, fi, ..., fm abhingenden Konstanten ¢ > 0 und
pr = logd+ (m— 1)ulogt,
pe = logd—(m—1)((L+ 1)u—m)logt
und p3 = logd —logt.
Bemerkungen

(i) Dieses Ergebnis entspricht in dem Fall der Transformation T'(z) = 2¢ dem
Ergebnis in TOPFER [73].

(ii) Man beachte, daf wir hier d = ¢ voraussetzen mufiten. Der Grund hierfiir
ist, dafl wir zwar im anderen Fall ebenso eine geeignete Folge von Polyno-
men konstruieren koénnen, auf welche wir dann das Lemma 1.14 anwenden
konnten. Allerdings treten im Beweis Ober— und Unterschranken fiir den
Parameter k auf, so dafl es nicht gelungen ist, die Parameterwahl entspre-
chend zu koordinieren, dafl alle Bedingungen von Lemma 1.14 erfiillt sind.
Selbst im einfachen Fallt = 1, aber d > ¢ ist noch kein Unabhéngigkeitsmafl
bekannt.

Im Fall linearer Funktionalgleichungen 148t sich die Aussage von Theorem 6 ent-
sprechend der Behauptung von TOPFER [72, Theorem 1] verschérfen. Dies ist der
Inhalt des folgenden Korollars.
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Korollar 7
Es seien die Voraussetzungen von Theorem 6 mitt = 1 erfillt, dann gilt fir jedes
Polynom Q € Z [y, ..., Ym] \ {0} mitdeg Q < D und H(Q) < H die Abschitzung

log |Q (fi(),..., fm(a))| > —cD™ (D"’Jr2 + logH) ,
wobei die Konstante ¢ > 0 lediglich von o und fy, ..., fm abhdngt.

Beweis

Die Aussage des Korollars folgt analog zum Beweis von Theorem 6 (vgl. den Be-
weis von Satz 3.10 in TOPFER [70]). In dem spéter folgenden Lemma 10 brauchen
wir lediglich d* >> v zu verlangen und kénnen dann ko(N) durch die Bedingung

dko(N) Z ,YONm—I—l > dko(N)—l

fixieren. O

3.3 Beweis von Theorem 1

Der nun folgende Beweis von Theorem 1 erfolgt in mehreren Schritten.

3.3.1 Reduktion auf den Fall w =0

Im ersten Schritt zeigen wir, dal der Beweis des Theorems 1 auf den Fall w =0
reduziert werden kann. Wir betrachten dazu die folgende M&bius-Transformation
(vgl. BECKER |[8])

() = Z—w, falls w € C ist,
| 1/(z=p) firw=o00

mit einer algebraischen Zahl 8 und T*(a) # 3 fiir alle k € IN.

Mit dieser Definition gilt in beiden Féllen ®(w) = 0. Ferner betrachten wir die
Funktionen f(z) := f; (2 !(z)) und die Transformation T*(z2) := ® (T (®1(2))) .
Man beachte, dafl 7" und 7™ beide vom Grad d sind und ordy7T* = ord, T = §
gilt. Mit a*(2) := a(®'(2)), P*(2,y) := P(®*(2),y) gilt, wie man sofort
nachrechnet:

a*(2)f* (T*z) = P* (2, f*(2)) -
Ist nun d € @Q[z] ein Nenner fiir die rationalen Funktionen a*(z), P* (man ver-

gleiche dazu auch die Bemerkung nach Theorem 1), so sind die Voraussetzungen
von Theorem 1 fiir f*, d(z)a*(2), d(z)P* (2,y) und w = 0 erfiillt.
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3.3.2 Konstruktion einer Hilfsfunktion

Im folgenden sei K ein algebraischer Zahlkorper, der die Taylorkoeffizienten von
fi,-- -, fm, die Koeffizienten der Polynome a, Py, ..., P, die Koeffizienten der
Taylorentwicklung von 7" um 0 (vgl. Lemma 1.3) und « enthélt. Weiterhin kénnen
wir ohne Einschrédnkung der Allgemeinheit voraussetzen, dafl die Koeffizienten der
Polynome a, Py, ..., P, bereits ganzalgebraisch sind.

Nach Lemma 1.6 existiert fiir jedes geniigend grofle NV € IN ein Polynom Ry €
Ok [2,y] \ {0} mit

degz RN < N7 degy RN < N;
(1) log H (Ry) < NOIL,
v := ordoRy (2, f(2)) > eN™

Fiir £ € IN mit 6* > v folgt aus Lemma 1.12

(2) —cvd® < log|Ry (T*(e), f (T*(a)))| < —covd®.

Mit Hilfe der Funktionalgleichung definieren wir nun rekursiv eine Folge von
Polynomen Ry € K [z,g] durch:

Ron (2,y) == R (2y)

Risnx (23) = To(a(er)a(z)iulem) R, (T<z>, G )
Damit erhalten wir:

Lemma 8
Fiir k,N € IN gult:

(i) Rev €K[z,y],
(ii) d. (Rpn) < d*N  und dy (Rpn) < tEN,
(iii) log H (Rpn) < (d*N + NEmHD)

(iv) Gelten zusitzlich die beiden Ungleichungen 6% > vt und d*N < vé*, so
folgt
—ewdt < log‘Rka (a,i(a))‘ < —coudt.
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Beweis

Der Teil (i) und die Aussage iiber den Grad von Rj y beziiglich y in (ii) folgen
sofort induktiv. Ist s eine Oberschranke fiir die Grade der Polynome a, Py, ..., P,
beziiglich z, so erhalten wir wegen ¢ < d induktiv

d. (Rip1n) < dd.(Ren)+sdy (Rpn)

k k

< d"d,(Ry)+5 Y ddy(Ry_jn) < d*T'N +sN Y dith
7=0 7=0

< dFTIN.

Ist C eine Oberschranke fiir die Langen von a und P, so folgt

H(Rpy1n) < L(Rey1n)
< L(Rpy)max{l,C}"™ max {1, L(T}), L(Ty)}*'N

L(Ry) exp (7]\7 (Z t/ + Zdj)>

< L(Ry)exp (yNd**').

IN

Wegen
L(Ry) < (1+ N)™"'H(Ry) < exp (yN*mH)

folgt damit
H (Rea) < exp (y (NP 4+ @)

Die Aussage (iv) ergibt sich aus der folgenden, induktiv zu zeigenden Formel

k-1

Ry (Oé,i(a)) = Ry (Tk(a);i (Tk(a))) Ha (Tj(a))tk‘j‘1 T, (Tj(a))dk‘j‘l ,

=0

wobei wir abkiirzend ¢; := d, (R;n) und d; = d,(R;n) gesetzt haben. Da
ordgT > 2 ist und T3, 75 teilerfremd sind, gilt 75(0) # 0. Mittels Formel (2)
und Lemma 1.11 erhalten wir

-1
log [Ren (o, f(@))| < log|Ru (T*(), £ (T*()))]| +7 ) (N7 + dyjs)
< —nwé* 4+ Nd.
Da aber Nd* < cv6* mit einer geeigneten Konstanten ¢ > 0 vorausgesetzt wurde,
ergibt sich
‘RkN(oz f )‘ < —vb*.
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Die untere Abschitzung ergibt sich analog. Denn aus Lemma 1.11 und wegen
T5(0) # 0 und T (T7(c)) # 0 fiir j = 0,1,. .. folgt

k-1 k-1

log H a (Tj(a))tk—jfl T (Tj(a))dk—jfl > — Z N (5jtkfjfl + dk;fjfl)
J=0 =
> —Nd*.

Dies ergibt zusammen mit der unteren Abschiitzung aus (2) wegen Nd* < cvd*
log ‘Rk,N (a,i(a))‘ > —yNd* — c,v6* > —vi*.
0

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir nun noch zusétzlich verlangen,
daf} die Koeffizienten von T (vgl. Lemma 1.3) bereits ganzalgebraisch sind. Sei
nun D ein Nenner von «, dann setzen wir

Qen (y) = Dl N Ry ()

Somit folgt fiir k&, N mit Nd* < v6* und 6% > v¥ bereits Qn € Ox [y] \ {0}
Fiir den Grad von @ n erhalten wir aus Lemma 8

deg, Qv < t*N
und entsprechend fiir die Hohe wegen NL(m+D) « I <« 6k <« d*

log H (Qrn) < logH (Ryn)+vd*N < (d*N + NLmHD)
< d*N.

Analog erhalten wir eine obere und eine untere Schranke fiir ‘Qk,N (i(a))‘,
namlich

—cw8* < log ‘Qk,N (i(a))‘ < —cqud®.

3.3.3 Anwendung von Lemma 1.13

Der Beweis von Theorem 1 kann nun auf Lemma 1.13 zuriickgefiihrt werden. Um
dieses Lemma anzuwenden, definieren wir fiir eine hinreichend grofle Zahl M und
ein spdter noch geeignet zu bestimmendes k; € IN die folgenden Konstanten bzw.
Funktionen:

o, = thM, ®, = cd" M,
(3) Pi(k) = cavd®, (k) = cové® und A(k) = s,

&)
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Wir zeigen dann, dafl unter den Voraussetzungen des Theorems die Bedingungen
(i) bis (iii) von Lemma 1.13 fiir diese Folge (Q), <<z, von Polynomen und den
oben definierten Werten bzw. Funktionen erfiillt sind.

Ist v wie in (1), so ist klar, daf} die Bedingungen (i) und (ii) von Lemma 1.13 fiir
ein hinreichend grofies N € IN mit N < M gelten, falls fiir k € {k,..., ks } die
Bedingungen

(4) F>vk und  d*N < vs*

aus Lemma 8 erfiillt sind. Definieren wir dementsprechend die reelle Zahl M
implizit durch v =: cM™" mit M > N (vgl. (1) und (3)), so ergibt sich aus der

Wahl von
(1+m)L

log o

mit einer geeigneten Konstanten v > 0 bereits §* > v/* fiir alle k > k.

ko := logM + v

Die zweite Bedingung in (4) liefert wegen d > § > 2 eine Oberschranke fiir &;.
Definiert man k; durch
ki := [Blog M]

mit einer noch zu bestimmenden reellen Zahl § > 0, so erhalten wir schliellich
aus den Bedingungen ko < k; und aus (4) die folgenden Schranken fiir 3

L(m+1) m
®) “logs P~ Togd—Togs’

falls nur N und damit M hinreichend grofl gewahlt ist. Denn aus N < M folgt
bei d # ¢ sofort

log N
B(logd —logd) < m < m+1—limsup£

M—oo log M’
d\" _ MmH
(5) <5

und die zweite Ungleichung in (4) folgen. Im Falle d = § liefert dabei die rechte
Seite in (5) keinen Beitrag.

woraus dann schlieflich

Ist nun my die kleinste ganze Zahl mit

mlogd — L(m + 1) (logd — logd)

o = logd + ((m+ 1)L+ m)logt

dann folgt daraus

mlogd — L(m + 1) (logd — log §)

—-1<
o logd + ((m+ 1)L + m)logt
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oder dquivalent

((mo —1)logt + logd —logd) ((mo — 1) + L(m + 1))
< (m—my+1)(logd — (my —1)logt).
Speziell ergibt sich bereits § > #™° !, Setzt man desweiteren my > 1 voraus,

was keinerlei Einschriankung der Allgemeinheit bedeutet, so erhidlt man aus der
obigen Formelzeile die Existenz einer positiven reellen Zahl § mit

(6) B (logd — (mo —1)logt) > (mg—1)+ L(m+1)
und m—mo+1 > [B((me—1)logt+logd—logd).

Wir zeigen nun, daf} diese Bedingungen an 3 mit den Schranken in (5) vertraglich
sind.

Einerseits erhalten wir wegen mgy > 1

(mog—1)+ L(m+1) >L(m+1)
logd — (mog — 1)logt — logéd

G >

Y

andererseits ergibt sich fiir 6 # d :

m—mg—+ 1 m

< < .
b (mo — 1) logt + logd —logé — logd — logé

Mit solch einem 3 kann man also k; wie oben definieren.

Abschliefilend miissen wir noch zeigen, daf§ die Bedingung (iii) von Lemma 1.13
erfiillt ist. Aus

B (logd — (mo — 1)logt) > (mg — 1) + L(m + 1)
erhalten wir
ki (logd — (mg — 1) logt) > (mo — 1)log M + kg logd + 7,

woraus der erste Teil von (iii) in Lemma 1.13 fiir ein hinreichend grofles M >
N folgt. Aus der zweiten Bedingung in (6) an [ ergibt sich analog mit einer
gemeinsamen Konstanten v > 0

(m —mg+1)log M > ki ((mg — 1) logt + logd — log d) + v

und daraus folgt auch der zweite Teil der Bedingung (iii) in Lemma 1.13.

Somit ist das Theorem 1 vollstindig bewiesen. ([l
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3.4 Beweis der Theoreme 4 und 6

Beweis von Theorem 4

Der Beweis von Theorem 4 verlduft analog zu dem Beweis von Theorem 1. Sei K
genau wie dort. Ohne Einschrankung betrachten wir wiederum nur den Fall w = 0.
Aus Lemma 2 in TOPFER [73] erhalten wir entsprechend der Voraussetzung L > 0
die Existenz eines Polynoms Ry € Ok [z,y] \ {0} mit

deg, Rv < N, degy Ry < N,

logH (Ry) < NI

aN™ < vi=ordgRy (7, f(2)) < coN*
mit effektiven Konstanten ¢, co > 0. Die obere Abschitzung fiir v folgt aus der
Nullstellenabschitzung in Lemma 1.15.

Die Konstruktion der Folge von Polynomen R}, y tibernehmen wir aus dem Beweis
von Theorem 1 und erhalten dann analog zu Lemma 8 nach Multiplikation mit
einem geeigneten Nenner das folgende

Lemma 9
Fiir k,N € IN gult:

(i) Ren € Ok [z,g],

(i) d: (Ren) < d*N  und  dy (Rpn) < tEN,

(iii) log H (Ryn) < (d¥N + NFHEmHL)

(iv) Gilt zusditzlich 6* > Nvt und d*"N < vé*, so folgt

—cw8* < log ‘Rk,N (a,i(a))‘ < —coud®.

Man beachte, daf§ wir im Beweis das Lemma 1.12 durch ein zu Lemma 4 aus
TOPFER [73] analoges Resultat zu ersetzen haben. Der Rest des Beweises lauft
dann vollkommen analog zu dem Beweis von Lemma 8, wobei wir wiederum ohne
Einschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen kénnen, dafl die Koeffizienten der
Polynome a, Py, ..., P, bereits ganzalgebraisch sind.

Setzt man dann
B, (k) = cod*N, ®y(k) = cod*N,
Pi(k) = v, Po(k) = cov8®  und A(k) = ﬂd

&)
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und wihlt
N = N(k) = co®/(+In)

mit einer passenden Konstanten ¢ > 0, so folgt bereits 6¥ > Nv* fiir alle grofien
k. Wegen

logd < ( +1> log o

m
1+ Ly
und der unteren Abschitzung von v ist ebenso die Bedingung d*N < vd* fiir
hinreichend grofie k£ erfiillt. Wir miissen daher lediglich noch zeigen, daf} die
Bedingung (iii) von Lemma 1.13 fir alle k € {ko,...,k1} fiir geeignet fixierte
Zahlen ko, ki € IN erfiillt ist. Die Bedingung (iii) des Lemmas ist aber fiir eine
entsprechende Konstante ¢ > 0 dquivalent zur Giiltigkeit der folgenden beiden
Ungleichungen:

V(k1)5k1
V(k1)5k1

cd MV N (ky )™ (ko) 5%,

>
> cdM™ N (ky)™.

Wihlen wir mg entsprechend der Behauptung von Theorem 4 als die grofite ganze

Zahl mit
mlogd + (1 + Lu)(logd — logd)

logd + (14 Lu)logd

my < +1,
so erhalten wir daraus
(m —mgy +1)logd > (14 Lu)(mplogd — log )
und damit erst recht
(m—mg+2)logd > (1+ Lu)(melogd —logd) + logd
> (14 Lu)((mo — 1)logd — logd).

Fixieren wir nun ky € IN hinreichend grof8 und wéhlen k; fiir eine passende
Konstante ¢ > 0 derart, daf§ die Ungleichungen

dmo—l k1
N(kl)m_m0+2 Z C( 5 ) l/(ko)(sko,

dmo\ "
N(kl)m_m0+1 Z C( )

J

erfiillt sind. Dann folgt daraus, da8 auch die Bedingung (iii) von Lemma 1.13
erfiillt ist. Mithin ist das Theorem 4 also bewiesen. O
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Beweis von Theorem 6

Wir tibernehmen hier die Konstruktion der Hilfsfunktion aus dem Beweis von
Theorem 1 bzw. Theorem 4. Aus Lemma 9 folgt im allgemeinen Fall, d.h. § :=
ordgT" < d, fiir k, N € IN die Existenz eines Polynomes R; xn € Ok [g] mit

(i) deg, (Rin) <t*N,
(ii) log H (Ry n) < (de i N1+L(m+1)) ‘
(iil) Gilt zusitzlich 6* > Nv¥ und d*N < vé* so folgt

—c w6t <log ‘Rk,N (i(a))‘ < —coudt.

Bemerkung
Im allgemeinen Fall ist es die Bedingung d* N < v§*, welche es schwierig gestaltet,
die Parameterwahl entsprechend Lemma 1.14 zu koordinieren.

In unserem Fall, d.h. § = d, ist die Bedingung d* N < vé* trivialerweise erfiillt,
so dafl wir das folgende Lemma erhalten.

Lemma 10
Fiir k,N € IN gult:

(i) Renv € Ox [y],

(i) deg, (Rxn) <t*N,
(iii) log H (R n) < (d*N + N'EHMHD) < ¢odf N,
(iv) Gilt zusditzlich d* > Nvt, so folgt

—cvd® < log ‘Rk,N (i(a))‘ < —cqudt.

Fiir K, N € N mit N > Ny (@, f1,---, fm), d* > vF und N™" < v < N* setzen
wir:

(I)l = tklNl, (I)Q = CodklNl,
P1(k,N) = civd®, y(k,N) := covd*® und
A = ﬁcl,
C2
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wobei die Parameter N; und k; noch geeignet zu bestimmen sind. Fixieren wir
ko(N) durch die Bedingung

dko(N) Z ,yONl—l—Lu > dko(N)—l

Y

so miissen wir lediglich noch zeigen, dafl durch eine geeignete Wahl der Parameter
N; und k; die Ungleichungen

1 L+1)p—m

d* > Nl( +1)p :

Nlm-l—ldkl > Nlm—l t(m—l)kl NOH dko(No) D,

N R > NrlEmeUR (N log H 4+ Nyd* D)

erfiillt sind.

Definieren wir dazu

N, = [%Dt(m_l)kl]—i-l und
p1/p
b= | log [ DU ORI ey <1°gH>l N,
M1 D

so entnehmen wir dem Vorgehen in TOPFER [70, Seite 117] bzw. [73], dafl damit
die obigen Bedingungen und daher die Voraussetzungen von Lemma 1.14 erfiillt
sind. Wegen

Yo(ky, Ny) < NIdh
< D (tm=m )™

p1/p
< D* (D((LH)M—m)m/uz N <10% H ) 3>.

erhalten wir daraus schliefllich die Behauptung von Theorem 6. U
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Kapitel 4

Uber Funktionen, die impliziten
Funktionalgleichungen geniigen

4.1 Einleitung und Ergebnisse

In seinem Ubersichtsartikel [37] wies MAHLER auf drei offene Probleme hin. Das
dritte Problem — fiir die ersten beiden Probleme vergleiche man beispielsweise
den Artikel von LOXTON und VAN DER POORTEN [32] — beschiftigte sich mit
impliziten Funktionalgleichungen vom Typ

P(z,f(2), /(T(2))) =0

mit T'(z) = 24, d € IN\ {1} und einem Polynom P € Q]z, u,v]. Dieses Problem
wurde von NISHIOKA [47] fiir polynomiale Transformationen 7' (vgl. auch [54,
Chapter 1.5]) bzw. im Fall mehrerer Unbestimmter in [48] gelost. BECKER |[8]
verallgemeinerte das Ergebnis von NISHIOKA auf algebraische Transformationen
T, und TOPFER bewies in [74] ein vollkommen effektives Transzendenzmaf fiir

f(@).

In diesem Artikel fragte TOPFER nach Kriterien, um die algebraische Unabhéngig-
keit solcher Funktionswerte an algebraischen Stellen zu zeigen, wo die Funktionen
impliziten Funktionalgleichungen geniigen. Bei dem Beweis des folgenden Theo-
rems 1 (vgl. dazu auch [22]) folgen wir dem Vorgehen in [74].

Mit den in den Kapiteln 3 bzw. 5 dargestellten Methoden ist es sicherlich moglich,
die Aussage von Theorem 1 auf rationale oder auch auf algebraische Transforma-
tionen zu verallgemeinern.
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Hat man erst einmal die Transzendenz bzw. algebraische Unabhéngigkeit gewis-
ser Werte gezeigt, so stellt sich ganz natiirlich die Frage nach Transzendenzmaflen
bzw. Unabhéngigkeitsmafilen. Im Rahmen der bisherigen technischen M6glichkei-
ten laft sich aber kein Unabhingigkeitsmafl zeigen. Der Grund hierfiir ist, daf§
im allgemeinen Fall impliziter Funktionalgleichungen keine oberen Nullstellen-
abschitzungen geeigneter Hilfsfunktionen bekannt sind, welche fiir quantitative
Resultate fiir die Werte Mahlerscher Funktionen ganz entscheidend sind. Die bis-
lang weitreichendsten Ergebnisse in dieser Richtung stammen von TOPFER ([74,
Proposition 1] im oben bereits erwdhnten Spezialfall und [75] im Fall expliziter
Funktionalgleichungen mit einer rationalen Transformation).

Doch nun zu dem oben angekiindigten

Theorem 1

Die Funktionen fi, ..., f,, mogen in einer Umgebung U des Ursprungs holomorph
und tiber C(z) algebraisch unabhingig sein. Die Koeffizienten f;, der Potenzrei-
hen

fi(z) = Zf]-,,,z" (j=1,...,m)
v=0

mogen einem festen algebraischen Zahlkérper K angehdren und fiir alle v € IN,
und j =1,...,m mit einem D € IN und einer reellen Zahl L > 1 den folgenden
Bedingungen geniigen:

F] < exp (e (1+07)) und DU 1 € 0.

Seien ny,...,nym € N und B :=ny - ... ny. Die Funktionen fi,..., f,, mogen
fir z € U einer der Funktionalgleichung vom Typ

n;—1

W @ = Py fE) L) G=1m)

mit Polynomen a € Q[z] und Py1,...,Pn, —1m € Q [z,g] geniigen.

et d > max ,dy(P) ¢, dabet ist P) := max 0.1) 5+« -, o —1.m,
Sei d ﬁLng dab ng ng, ngm ,

gesetzt. Ferner sei a € @X N U, und fir alle k € Nqy ses a?" keine Nullstelle
von a, dann gilt trdegg Q (fi(a), ..., fm(a)) > mo, wobeimgy die kleinste ganze
Zahl ist mit:

mlogd — L(m + 1) log 3 (1 + }ggg)
myo >

~ log B+ logd + (L(m+ 1) (1 + 11225) +m> (210g5+10gdg(£)>.

46



Als einfache Anwendung des Theorems erhalten wir sofort das folgende

Korollar 2
Sei m > 1. a, die Funktionen fi,..., fn und die Parameter d, 8 und d, (P)
mogen den Bedingungen von Theorem 1 geniigen und die Ungleichung

logd, (P) 11— 125 (2m2 —m—1+L(m+1) (1 v {gig) (2m — 1))

logd (m—1) (L(m +1) (1+222) +m)

erfillen, dann sind die Werte fi(a),..., fm(a) algebraisch unabhdngig iber Q.

Bemerkungen

(i) Geniigt f einer allgemeinen impliziten Funktionalgleichung vom Typ

P (z,f(z),f (zd)) =0,

so zeigte NISHIOKA [47] die Transzendenz von f(«) fiir algebraisches a # 0
unter der Bedingung

max {d,deg,(P)} n® < d’.

Unter den zuséitzlichen Voraussetzungen des Theorems erhalten wir die
Transzendenz von f(a) nur unter der stirkeren Bedingung

d > max {n‘/g“, degy(P)} :

Der Grund fiir das schlechtere Ergebnis ist, dal wir im Beweis des Theorems
im allgemeinen Fall eine Folge von Polynomen (Qg), <j<;, konstruieren
miissen, wobei die Differenz k; — ko relativ grofi sein mufl (vgl. Lemma
1.13).

Im Paragraphen 4.4 werden wir aber zeigen, dafl wir mit der hier benutzten
Beweismethode fast das Resultat von NISHIOKA erreichen (vgl. das fol-
gende Korollar 3) und damit die Aussage von Theorem 1 im Fall m = 1
deutlich verbessern kénnen. Wir erhalten die Transzendenz von f(«) unter
den Voraussetzungen des Theorems bereits fiir d* > n* max {d, degy(P)}z.
Dies entspricht fiir d > deg, (P) dem Ergebnis von NISHIOKA [47].

(ii) Die in Theorem 1 vorausgesetzte Bedingung a (adk> # 0 ist starker als

die von BECKER und TOPFER verlangte Bedingung P (adk, f (Ozdk) ,u) =+
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(iii)

0. Allerdings reicht die obige Voraussetzung fiir die spéter betrachteten
Anwendungen. Wiirde man stattdessen nur

nj—1
a (adk) u™ — Z P ; (adk,[ (adk>> ut #0
i=0
fir 7 = 1,...,m und k£ € N, verlangen, wire der Beweis technisch deut-

lich aufwendiger, da dann die Grade geeigneter Hilfspolynome nur trivial
abgeschétzt werden konnten.

Die hier vorausgesetzte Bedingung d > deg,(P) ist im nichttrivialen Fall
(mg > 1) nicht abzuschwichen, wie wir im Abschnitt 4.3.7 (Bemerkung auf
Seite 63) sehen werden.

Wihrend BECKER und BERGWEILER in [9] das Ergebnis von BECKER [§]
ausniitzen konnten, um die Transzendenz der Werte geeigneter BOTTCHER—
Funktionen (vgl. BEARDON [5]) zu zeigen, scheint es aufgrund der obigen
Uberlegungen nicht maglich zu sein, den Beweis von Theorem 1 so zu modi-
fizieren, dafl die Aussage auch auf BOTTCHER-Funktionen anwendbar ist.

TOPFER bewies in [74] unter den Voraussetzungen des Theorems ein Trans-
zendenzmaf fiir f(a) unter den Bedingungen d®> > n? max {d, deg,(P)}
und d > ndeg, P. Dabei ist die Bedingung d > ndeg, P fiir den Beweis
einer geeigneten Nullstellenabschédtzung notwendig.

Fir m > 1 und § = 1 erhalten wir wieder das Ergebnis von NISHIOKA

[49] bzw. die Aussage von Theorem 1 aus Kapitel 3 fiir die Transformation
T(z) = 24

Wir kommen nun zu dem bereits oben angekiindigten

Korollar 3
Sei f in einer Umgebung U des Ursprungs holomorph und transzendent tber

C(z2).

Die Koeffizienten der Potenzreihe

f(z) =D £
=0

mogen algebraisch sein, und die Funktion f erfille in U eine Funktionalgleichung
der Form

P (z,f(z),f (zd)) =0
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mit einem d € IN,d > 2 und einem Polynom P € Q[z,y,u]\ {0}. Ferner sei
aceQ NU und P (T’“a, f (T’“a) ,u) # 0 fir alle k € INy. Gilt deg, P > 1 und

d® > (deg, P)’ max {d, deg, P}2 :
so ist f(a) transzendent.

Beweis
Der Beweis von Korollar 3 erfolgt im Abschnitt 4.4. U

4.2 Anwendungen von Theorem 1

In unserer ersten Anwendung des Theorems beschéftigen wir uns mit unendlichen
Produkten der Form

[o¢]

H (1 -z ) ,

j=0

wobei d und n natiirliche Zahlen mit d > 2 sind. Die Funktionen f,, sind in |2]| <1
holomorph und geniigen dort der folgenden Funktionalgleichung:

falz) = (L= 2)fa ()"

Korollar 4
Seien 1 < ny < ... < n,, natirliche Zahlen und 3 :=ny---n,,. Ist a algebraisch
mit 0 < |a| < 1, und ist d eine natirliche Zahl mit

logd > (2m2 — 14+ +/4m4 — 2m? —i—m) log 3,

dann sind die Werte

Nin

(-a®)™ . T (1-a)

J=0 J=0

algebraisch unabhdingig iber Q. Unter den entsprechenden Bedingungen an o, d
und n erhalten wir die algebraische Unabhdngigkeit von

(o) o) T (e

Jj=0 Jj=0
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Bemerkung
NISHIOKA erhielt in [52] die algebraische Unabhingigkeit

ﬁ(l—adj) (d=2,3,...)

j=0

fiir alle algebraischen Zahlen o mit 0 < || < 1.

Beweis
Die algebraische Unabhéngigkeit der Funktionen f,,, ..., f,,. iiber C(z) folgt be-
reits aus Theorem 2.4 (vgl. dazu das Beispiel (ii) auf Seite 19).

Nach Lemma 1.2 erfiillen die Koeffizienten der Funktionen f,,,..., f,, die Be-
dingungen fiir die Hiauser bzw. Nenner im Theorem fiir jedes L > 1. Daher folgt
die Behauptung des Korollars 4 direkt aus Theorem 1. ([l

Dieses Ergebnis wollen wir nun entsprechend dem Beispiel (iii) in 2.2.1 verall-
gemeinern. Seien mit d > 2 und n € IN

P(z):=1+ajz+ - +ag_12*"" mit nicht simtlich verschwindenden a; € @

und o )
fn(z) == HP (zdx)n
A=0

definiert. Dabei sei P nicht von der Gestalt P(z) = 1+ vz + (y2)> + .-+ +
(v2)%2 + 297! mit einer (d — 1)-ten Einheitswurzel y. Wie wir bereits in 2.2.1

gesehen haben, sind dann die Funktionen fi, ..., f,, algebraisch unabhéngig iiber
C(z) und erfiillen

P(2)fn (zd)n — fa(z) = 0.

Also kénnen wir wiederum aus Theorem 1 folgern:

Korollar 5
Seien m, d natirliche Zahlen mit

logd > (2m2 — 1+ V4m* —2m2 + m) log(m!).
Ist o algebraisch mit 0 < |a| < 1 und P (adk) # 0 fir alle k € Ny, dann sind
die Werte
0 ) 0 N2l 0 N\ mJ
HP (adj> , HP (adj> Yoy HP (adj>
=0 =0 =0
algebraisch unabhdngig iber @.
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Zum Abschluf} dieses Abschnitts greifen wir auch noch das Beispiel (iv) aus 2.2.1
auf.

Ist f,, fiir n € IN eine Losung der Funktionalgleichung

Q(2)fn (29)" = fulz) - 1,

mit d > 2 bzw. Q € Q[z] mit Q(0) = 0 und 1 < deg@ < d — 1, dann folgt
wiederum aus Theorem 1

Korollar 6
Ist a algebraisch mit 0 < |a| < 1 und Q (adk) # 0 fir alle k € INy, gilt ferner

logd > (2m2 — 1+ V4m* —2m?2 + m) log(m!),

dann sind die Funktionswerte fi(a), ..., fm(a) algebraisch unabhingig iber @.

Insbesondere erhalten wir wiederum (vgl. Beispiel 1.3.2 in NISHIOKA [54]) fir alle
algebraischen a mit 0 < |a| < 1 und Q (adk> %0 fiir alle k € Ny bei

Q(z) == 2"+ + 2% mit 0<sy<sz---<s<d

die Transzendenz von

> elk)at,

k=0
wobei die Koeffizienten e(k) € {0,1} sind, und e(k) = 1 gilt dann und nur dann,
wenn in der d—adischen Entwicklung von k nur die Ziffern sq, ..., s¢ vorkommen.

4.3 Beweis von Theorem 1

4.3.1 Beweisskizze

Da der Beweis relativ ldnglich ist, geben wir hier eine kurze Skizze. Der Fall § = 1
(d.h. ny = ... = nyp = 1) wurde bereits von NISHIOKA in [49] behandelt. Daher
kénnen wir fiir den Beweis ohne Einschriankung # > 2 voraussetzen.

Im ersten Schritt zeigen wir, wie die Potenzen der Funktionen fi, ..., f,, mit Hilfe
der Funktionalgleichung reduziert werden kénnen. Dies ausnutzend konstruieren
wir im zweiten Schritt ausgehend von einem Startpolynom R ein Polynom Ry,

o1



dessen Grade und Hohe durch eine Funktion, welche nur von k, den Vorgaben
an d, 3,d, (P) und dem Startpolynom R abhéingt, beschrénkt sind. Entscheidend
dabei ist, daB wir fiir |R); (@, f(a))| nahezu dieselben analytischen Schranken
wie fiir |R (T*(c), f (T*(c)))| erhalten. Im letzten Schritt konstruieren wir aus
Ry, ein geeignetes Polynom @), mit ganzalgebraischen Koeffizienten, welches den
Voraussetzungen von Lemma 1.13 geniigt. Daraus werden wir dann schliefllich
die Behauptung des Theorems folgern.

Wir definieren fiir eine reelle Zahl a € R:

a; := max{a, 0} = = (a+ l|al).

NN

4.3.2 Uber Potenzen von fi,-- s fm

Sei K ein algebraischer Zahlkorper, der o und entsprechend Theorem 1 die Ko-
effizienten der Funktionen fi,..., f, und der Polynome a, Py1,..., P,,_1,m um-
faBt. Ohne Einschrinkung kann man voraussetzen, dafl bereits a € Ok [z] und
Poi,...,Ph—1m € Ok [z,g] gilt.

Im weiteren Verlauf sei k& € IN fest gewéhlt, die im Beweis vorkommenden Kon-
stanten hidngen dabei nicht von k£ ab. Unter den Voraussetzungen von Theorem
1 an o, d und f schreiben wir abkiirzend

T i =a?, Vir = fi (Ozdn) und P, = (fl (ozdn) yors fm (adn)) )

Setzen wir P, ; := a fiir j = 1,...,m, so vereinbaren wir damit die folgenden
Bezeichnungen:

d,(P) := max{deg, (Po1),...,deg, (Pn,m)},

dy(P) := max {degg (Po),-- ., deg, (an,m)} ,

L(P) = max{L(Po),...,L(Ps,m)}-
Lemma 7

Firk e N und A € Ny und alle 7 =1,...,m gilt:
nj—1

(a(rie)f; @) = Y PR (mens e,y ) (@lmn) ()

=0

mat Polynomen PZ(’;)] € Ok [z,g], deren Grade und Ldingen den folgenden Ab-
schédtzungen geniigen.:

a. (PR;) < (A=), d.(P),
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Beweis
Gilt 0 < A <n; — 1, so kann man

k
Pi(,)\),j = 52',)\

wéhlen, und die Behauptungen des Lemmas sind klar.

Ist hingegen A\ = n; + ¢ mit einem ¢ € INy, so zeigt man obige Behauptungen per
Induktion iiber /.

Im Fall £ = 0 folgt aus der Funktionalgleichung (1) bereits

n;—1

(@) f5()" = 30 Py (s, ) alra) ™ alrn) f(m)'

also PM) (z,y) = ™ '(2) Pj (z,y) und daraus schlielich die Behauptun-

1,15,]
gen.

Im Induktionsschritt ergibt sich
(a(ri—1) £5(m)™ T = (a(mia) £5(7)™ ™ (almio) £3(7e))

nj—1

= Z Pz(n) Y (Tk—lafkil) (a(ri) £(m)) "

- Z 0 s (712, (alm ) f(m) ™

+ PT(:)*L"]'HJ (Tk_l’fk—1> (a(me—1)f(7))™

n;j—2
k i
= Y PRy (e, ) @) fi(m)
i=0
nj—1
k i
t P (e, ) D PR (e, ) (alme ) F()
i=0
n;—1
k i
= Z ]Di(,n)j-i-l-i-l,j (Tk—l,fk_l) (G(Tk—l)fj(Tk)) )
=0
dabei ist mit P(l)n .y (z,y) =0
(k) — plk) (k) (k)
Pi,nj+8+1,j (Z,g) T Pnjfl,nfr@,j (z,g) Pi,nj»j (z,g) + P —1,nj+L,j (Z y)
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gesetzt.

Somit folgt induktiv Pz'(,l:z),-+11+1,j € Ok [Z,Q] und

IN

k .
d; <Pi(,n)j+e+1,j) (nj +0+1—1)d. (P),
k .
dg (F)i(,n)j—l—l-i—l,j) (nj +0+1— Z)dg (P),

L(Pi(,fz)ﬁzﬂ,j) < 2L (P

IN

was das Lemma schliefllich beweist. O

4.3.3 Ein erster Reduktionsschritt

In den folgenden Reduktionsschritten ersetzen wir R (Tk, fk) =: Ry (Tk, fk)’ WO-

bei R € Ok [z,y] erstmal beliebig ist, induktiv durch Polynome R, (Tk_g,fkie)
und erhalten so schliellich ein Polynom Ry, welches &hnliche Schranken fiir
|R); (o, f())| und den Grad bzw. die Hohe von Ry, besitzt wie das Startpolynom
R.

Wir definieren dafiir

M:={0,1,...,ny — 1} x --- x {0,1,...,npy — 1}.

Lemma 8
Set R € Ok [z,g] beliebig. Dann existiert ein Polynom R* € Ok [z,y,g} mit

o) R (g) = 3R (nag ) (eme,)”

BEM

= R (kal,fkilva(ﬁcfl)fk) ’

und R, € O [z,u]. Ferner gilt:

dy, () < mj—1  (j=1,...,m),
d.(Ry) < dd.(R)+d.(P)dy(R),
dy (Ry) < dy(P)dy(R),

L(R)) < L(R)L(P)%" %M,
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Bemerkung
An dieser Stelle geht die starke Voraussetzung a(7y) # 0 fiir & € INg ein. Wiirden

wir hier eine schwéchere Bedingung zulassen, so liefle sich d, (RZ) nur trivial

abschitzen, was das Ergebnis verschlechtern wiirde.

Beweis
Aus der Darstellung

d.(R)
R(z,g):: Z Z Ri,izigi

=0 |j]<dy(R)

gewinnt man mittels Lemma 7:

d.(R)

O () = 3 Ryt )5 O H (ol g,)

=0 || <dy(R)

= Z R; (kal,fk%) (a(Tk71)£k>E,

peEM

dabei ist
* 7 —13 k k
By(zw) =Y > Rig (=) a2 HPY, Gu)- o PY ).

Die erste und dritte Aussage von Lemma 8 folgen daraus sofort.

Aus Lemma 7 folgt weiterhin

d, (R;) < dd.(R)+d; (P) dy(R)+d, (P) max {Z (i — mi), — dit ] < dg(R)} ,
i=1

und daraus gewinnt man dann auch die zweite Behauptung des Lemmas.

Die Lénge von R}, kénnen wir analog abschitzen:

L (%)

S (Gimi) 2 [i] <y (R)

L(R)2max{l dy(R)+max{ > (ji*ni)+*ji :

}L (P) i=1 i|§dg(R)}

IN

[\
=
£
h
©
<
=
[\
<
=
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4.3.4 Ein weiterer Reduktionsschritt

Lemma 9
Set nun R* € Ok [z, u, g] wie in Lemma 8, dann existieren Polynome Uy, ...,Us €

Ok [2,u], so daf$ an der Stelle (zg,go,go) = (Tk,l,fk_l,a(rk,l)fk) gilt:
R+ U R 4. +Us =0.

Fiir die Grade und die Hohe der Polynome U, erhalten wir mit einer nur von f
und o abhdngigen Konstanten ¢ € Ry :

4.(U) < Bdd(R)+pd. (P) (dy(R) + Iu])
dy(Ue) < Bdy (P) (dy(R)+ Inl),

LU, < exp (c (dz(R)+dg(R)>) H(R).

Beweis
Mit R* (z,g, y) = > R;(z,u)y* erhalten wir fiir ein beliebiges v € M
Y ST ¥

v

R (Tk_l,fk_l,a(Tk_l)fk) (a(Tk_l)fk)i - > R, (Tk—l,fk_1> (a(Tk—1)£k>E+u

pEM
A

= Z Ry, (Tk—bfk_l) (a(Tk—1)£k>_

AEM

wobeil wir nach Lemma 7

% k k
Ryu(z,u):=Y Ri(zwPY, . (zu)-...- PV, (20)

BEM

gesetzt haben. Mittels Lemma 7 und 8 ergeben sich fiir die Grade und die Lénge
von R) , die folgenden Abschétzungen:

d,(Ry,) < rﬁne%[( {dz (RZ) + zm:dz (P)Efa)ﬂj-i‘l/jvj)}

i=1

IN

dd,(R) + d, (P) d,(R) + d. (P) max {Em: (ks +vj — Am}

= eEM
[ =1

IN

dd.(R) + dz (B) (dy(R) + [ + 1] — [A])
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und analog dazu ergibt sich

du(Ray) < dy () (dy(R) + In| + ]zl — |2])
L(Ry,) < L(R)L(B)dg(R)HQHM*W ody (R)+lv]
< L(R)c%®)

wobei die Konstante ¢ € R, lediglich von P und n abhingt.

Somit hat das lineare Gleichungssystem

Z {RA,Z (Tk—1,£k71> — 6\ R (Tk_lafkil, G(Tk_l)fk)} wy =0,

AeM
wobei
PR 1, fallsA=v,
ML 00, sonst
das verallgemeinerte KRONECKER-Symbol ist, fiir w = (QA)AGM eine nichttri-

viale Losung
A

wy = (a(Tk_l)gk)

Die Koeffizientenmatrix ist vom Format § x  und an der Stelle (zg,go,go) =
(Tk_l,fkil,a(’rk_l)fk) singuldr. Entwickelt man nun dort deren Determinante

nach den Potenzen von R* (Tk_l,fk_l, a(Tk_1)£k>, so erhélt man mit Polynomen
Ug € Ok [2,u]

0=det(Ry,— 6\, R) =+ (RP+ 1R+ +Up).

Jedes Polynom U, besteht aus Summen von Produkten der Form

Ryery) -+ Rao0)

wobei A;,...,A, € M paarweise verschieden sind und ¢ := (o1,...,0,) eine
Permutation der Menge M := {0,...,n; — 1} x .-+ x {0,...,n, — 1} ist.

Fiir £ € {1,..., 3} erhalten wir aus den vorangegangenen Betrachtungen:

du(Ur) < max § 3~ dy (Ryo) ( < By (B) (dy(R) +Inl)

g
AeM

da
> A= leA)=0

AEM
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ist. Analog ergibt sich

d:(U) < max{ 3" d. (Ryow) p < Bddo(R) + Bd (P) (d,(R) +[n]).

AeM

Die Hohe bzw. Linge von U, kann man wie folgt abschitzen:

H(U,) < L(U,) < B'max{L(Ry,) |Ave M}’.

fAY)

Aber wegen

L(Ry,) < L(R)c™® < (1+d.(R)) (1 + dg(R))m H(R)c (")
< exp (e (d(R) +dy(R))) H(R),
folgt schliefllich die Behauptung von Lemma 9. 0

4.3.5 Uber gewisse Differenzenungleichungen

Im néchsten Abschnitt wollen wir nun induktiv die Existenz einer Folge von
Polynomen R; € Ok [z,g] fiir 7 = 0,...,k zeigen, die fiir 7 = 0 den folgenden
Startbedingungen geniigt:

dz(RO) — dl,O; dg(RO) — d2,07
(2) IOg H(Ro) = Ho,
exp (<11(0) < |Ro ()| < exp(—u2(0))
und fiir 5 > 1:
(3) dy(Rj) = dy; < Bdy (P) (daj—1+ |n]),
(4) d:(Rj) =di; < Bddy;-1+fd;(P)(dz;1+ |nf),
(5) IOg H(R]) = Hj S ﬁHj_l +c (dl,j—l + d2,j—1) ,

wobei die Konstante c lediglich von f und a abhéngt, und

(6) exp (—11(j)) <

Ry (njo,_,)| < exp(—a(i).

Dabei geniigen 1, 15 fiir 7 > 1 unter der Bedingung, daf} fiir eine hinreichend
grofie Konstante ¢ > 0, die wiederum nur von f und a abhéngt, und alle grofien
kEeIN

(7) ¥2(0) > ¢ B* (Ho + d*(di0 + day))
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gilt, den folgenden Differenzengleichungen:

(8) () = Bn(G— 1)+ BHj1 +c(dijor +d" Idyja),
(9) VYa(j) = (i —1) = BH; 1 —c(dij1+daj1).

Diese Aussagen werden im néchsten Abschnitt bewiesen. Wir wollen hier noch
Oberschranken fiir d; j, da;, H; und v1(j) bzw. Unterschranken fiir 15(j) ange-
ben.

Aus (3) folgt sofort:

oy < (Bdy (B)) (doo + Inl) < (4, (B)) dap.

Die Ungleichung (4) fiihrt induktiv unter Beachtung von d > d, (P) zu:

j—1

dy; < (Bd)’ dip + Bd. (P) Z (Bd)" (da,j—i—1 + |n|) < (Bd) (do + dap).

i=0
Fiir die Abschédtzung der Hohe in (5) ergibt sich dazu analog

j—1

H; < f’Ho + CZﬁi (dijoict + dajio1) < B/ Ho + ¢ (dig + da) (Bd)’

i=0
mit einer nur von f und a abhéngenden Konstanten ¢ > 0.

Indem man nun die oberen Abschidtzungen von Hj,d; ; und dy; benutzt, erhilt
man aus (8)

k-1
hi(k) = BF(0) + Z 3 (5Hk—z'—1 +c (dl,k—z’—l + dk_(j_i)dz,k—i—1))
i=0
(10) < ﬂklbl(o) + kﬂkHo +c (5d)k (di,0 +dap)-

In dhnlicher Weise erhdlt man eine untere Abschitzung fiir 1 (k):

k-1
Ya(k) = (0) — Z {BHy—i—1 + c(dy p—im1 +doj—i—1)}
i=0
(11) Z 1/)2(0) — Cﬁk (H() + dk (dl,O + dg,o)) .

Aufgrund der Bedingung (7) erhalten wir also ¢2(j) € R, fiir alle j € {0, ..., k}.
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4.3.6 Uber die Existenz der Polynome R;

Die Existenz der Folge von Polynomen R; € Og [z,g] fir j =0,...,k, so daf§
die Bedingungen aus Abschnitt 4.3.5 erfiillt sind, wird nun per Induktion iiber j
bewiesen.

Im Fall j = 0 folgt die Existenz eines Polynoms Ry € Ok [z,g], das den Bedin-
gungen in (2) geniigt, bereits aus Lemma 1.6 und Lemma 1.12 mit den Startwer-

ten
dip = dyp < N,

HO < N(m+l)L ,
¥1(0) = cd” und
Ya(0) = coud”,

vorausgesetzt, dafl d* > v' fiir eine geniigend grofe Konstante gilt.

(12)

Sei die Behauptung nun bereits fiir j — 1 bei j € {1,...,k} bewiesen. Wendet
man nun Lemma 8 und Lemma 9 auf R; ; anstatt R an, so folgt aus Lemma 9
die Existenz von Polynomen Uy, ...,Us € Ok [z, u] mit

d,(Uy) < pddij_1+Bd,(P)(dsj—1+|n|),
dy (Ue) < Bdy(P)(dyj-1+|n]),
log H({U;) < c(dij1+d2j1)+BHj 4

fir/=1,...,03, so daf
R + R +. 4 Uz=0
an der Stelle (ZOv%aQO) = (Tk_]-,fk_j,a(Tk_j)fk_(j_1)> gilt. Dabei ist R} ; €
Ox [z,y,g] analog zu Lemma 8 definiert durch:
a(kaj)dz,jfle,l (Tk,(j,l),fki(];l» = R;f_l (Tk*]"fkfj’ a(kaj)fk—(j—1)> .

Aus der Induktionsannahme und Lemma 1.11 folgt

—1(j— 1) —ed"Vdy; o < log|Rj (T’“*j’fk—j’a(T’“*J')fk—(j—l)>‘
< —a(j— 1) +edoja,
dabei beachte man, daf fiir alle k € Ny gilt: —y;d* < log|a (13)| < 7.
Aus Lemma 9 erhilt man fiir £ =1,..., mittels Standardmethoden

‘Ue (TH, fk_j) d: (Ur)+du(Ur)

IN

L(Uy) max {1, |7e—;|, |01, k5] » - - - » [@m, 5]}
< exp(BHj_1 +c(dij1+d2j1)),
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wobei die Konstante ¢ nur von f und o abhéngt.

Aus Lemma 1.7 folgt nun, dafl es mindestens ein ¢, € {1,..., 3} gibt, so daf} gilt:

IOg ‘Ugo (Tk—j’fk_j> S —1/}2(j - 1) + ﬁHj_l + C(dl,j_l + d2,j—1)

= =),
dabei beachte man, dafl nach (7) und (12)
$a(j = 1) = (BHj-1 + c(dyj-1 + dz;j-1)) > 0
ist. Ebenso ergibt sich
log|Us, (7 50, ,)| 2 =BG — 1) — ed* Iy 1~ BH; 1 — e(dyy 1+ oy 1)

—BY1(j — 1) — BHj—1 — c(dyjo1 + d*dy )
= _wl (J)

Somit setzen wir R; (z,g) = Uy, (z,g) € Ok [z,g] und sehen, dafl R; die Be-
dingungen (3) — (6) erfiillt.

v

4.3.7 Beweisende

Wir haben nun die notwendigen Hilfsmittel bereit, um das Theorem 1 zu bewei-
sen. Aus den vorangegangenen Abschnitten erhalten wir also insgesamt:

Lemma 10
Seten k, N € IN hinreichend grof§ und geniigen den Bedingungen

(13) & > b
(14) vd® > gF(NUT™E L GEN)
so existiert ein Polynom Ry € Og [z,g] mat

(15) (Re) < (BN,
(16) J(R) < (5d,(P)" N,
(17) log H(Ry) < (Bd)N
(18) —c, (Bd) v < log‘R(a,i(a))‘ < —cydtu.

16

und

Dabei hingen die Konstanten lediglich von o und f ab.
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Beweis

Wihlt man im letzten Paragraphen & = j, so sind die Abschétzungen fiir die
Grade in (15) und (16) aus den vorangegangenen Untersuchungen und der Wahl
der Startwerte in (12) sofort klar. Die Abschidtzungen fiir die Héhe von Ry in
(17) und die rechte Seite von (18) folgen aus (13) d* > v¥ > N(+™L ynd den
Ungleichungen (11) bzw. (7).

Mit (10) und (12) folgt aus (14) ebenso
(k) < BFdF v + kF (NUT™E 4 dEN) < gEdEy + kd* .

Da wir aber ohne Einschrankung 3 > 2 (vgl. Seite 51) annehmen konnten, erhal-
ten wir daraus auch die linke Seite der Abschitzung in (18). O

Wir wollen nun Lemma 1.13 auf eine geeignete Folge von Polynomen (Q%);, <1, €
Ok [g] anwenden. Dazu sei nun D € IN ein Nenner von «a, und wir setzen

Qi (y) == DR, (a,y).

Wegen (14) und d, (P) < d erhalten wir aus Lemma 10 fiir & € IN:

L) < (94,(2)) N

log H(Qr) < (Bd)* N,

log |Qk (f(@)]| < —eyd* + ¢y (Bd)* N < —vd”,
log|Qk (f(@))| > —v(Bd)".

Setzen wir nun v := cM'™™ mit einem M > N, so folgt aus (13) bereits klogd >
loge+ L(1 4+ m)log M. Damit setzen wir mit einer Konstanten o > 0, die nur

dy (Qp

von f abhéngt

= [

log M .
log d og +70]

Daher definieren wir fiir M mit M > N € IN und ky < k < k; mit einer
geeigneten, spiter noch zu definierenden Zahl k; mit k; > ko € IN

O, = c(ﬂdy(ﬂ))kl M, By = c(Bd)" M,
(19) (k) = e (Bd)F, oK) == covd®
und A(k) = %&—)1) = ¢gf8".

Folglich sind mit (14) die Bedingungen (i) und (ii) von Lemma 1.13 fiir alle £ > kg
erfiillt.
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Die Bedingung (iii) folgt aus (19), falls die Ungleichungen

k1
d mo— 0
(20) <ﬂ2(mol)dy (P)m01> > cM ' (dﬂ)k

k1

(21) und MmLmo > 6(52(m071)+1dg(£)m071)

fiir eine geniigend grofle Konstante ¢ € IR, mit einem geeigneten N € IN und
dem zugehorigen M > N erfiillt sind.

Bemerkung

An dieser Stelle (Formel (20)) sieht man, daf§ hier im allgemeinen (d.h. im Fall
mo > 1) auf die Bedingung d, (P) < d, die bislang rein technischer Natur war,
nicht verzichtet werden kann. Die Annahme d < dy, (P) fiihrt in (20) sofort zu ei-
nem Widerspruch, so dafl man in diesem Fall maximal die Transzendenz einer der
Zahlen fi(a), ..., fm(«) zeigen kann. Dazu vergleiche man auch die Ausfiihrungen
in dem Abschnitt 4.4.

Doch nun weiter zum Beweis von Theorem 1. Aus der Voraussetzung an my erhilt

man
—oL 1)(1
my < m—oL(m+1)(1+ o) L1
o+1+4+(Lim+1)(14+0)+m) (20 +logd, (P) /logd)
: log 8 : o o
wobei 0 := 7 gesetzt ist. Unter der zusdtzlichen Annahme my > 1, die kei-
og

nerlei Einschrankung der Allgemeinheit bedeutet, folgt daher
(mo — 1) (logﬁ +logd+ (L(m +1)(1+ o) +m)log (ﬁzalg (E)))
< mlogd—logB(L(m+1)(1+0))
beziehungsweise dazu dquivalent
((mo — 1) log (6d, (P)) +10g 8) ((mo — 1) + L(m + 1)(1 + o))
< (m+1-—myg) (logd — (mo — 1) log (ﬂzdg (B))) )
Somit existiert ein v € R, welches gleichzeitig den Ungleichungen
y ((m0 ~1)log (52@ (2)) + logﬁ) < m+1-—mg

und

(mo—1)+Lm+1)(1+0) < v (logd — (mg — 1) log (ﬂzdg (B)))

63



geniigt. Mit einem solchen 7 setzen wir nun k; := [ylog M| und zeigen, daf
daraus ky < ky folgt, sowie die beiden Bedingungen in (13) und (14) erfiillt sind.

Da wir ohne Einschriankung bereits mg > 1 voraussetzen konnten, folgt wegen
(mo— 1)+ L(m+1)(1 + o) - L(m+1)

logd — (mo — 1) log (ﬁ?dg (g)) ~ logd

bereits kg < k1. Durch die Wahl von ky ist ebenso die Bedingung (13) erfiillt.

v >

Um einzusehen, dafl die Ungleichung (14) erfiillt ist, zeigen wir, daf§ fiir alle
ko < k < k; die beiden Ungleichungen vd* > gFML(™+Y) und vd* > pEd*M
gelten.

Aber wegen mgy > 1 gilt:
m+1—myg m

S Y
(mo — 1)log (Bdy (P)) +10g 5~ 1087

v <

so dafl daraus schon

mlog M > klog 3+ o
fiir £ < k; folgt und damit auch die Ungleichung vd* > ¢B*d*M fiir jede Kon-
stante ¢ > 0 erfiillt ist.

Analog sieht man vd* > g ME(™+D > 1 ein. Aufgrund der Voraussetzung d > (G~

folgt fiir £ > ko und alle Konstanten vo € R

(1+m)L
logd

falls nur M hinreichend grof} ist. Daher ist also

k ko
<i> - (E) o o E-Dm+)
g) —\B) ~

fiir jede vorgegebene Konstante ¢ € R, erfiillt.

k (logd — log 3) > log M (logd — log 3) > (L — 1)(m + 1) log M + ~,

Damit ist nun vollstdndig gezeigt, dafl mit diesen Wahlen von kg, k; und N bzw.
M die Bedingungen von Lemma 10 erfiillt sind. Somit gelten die folgenden Un-
gleichungen

k1 (logd — (mo — 1) log (6%d, () )
> ((m0 — 1)+ Lim+1)(1+ 0)) log M + ¢

und

(m+1—myg)log M
>k ((mo —1)log (526@ (B)) + logﬂ) +ec
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fiir eine geniigend grofle Konstante ¢ > 0. Daraus folgt aber direkt die Giiltigkeit
der Ungleichungen (20) und (21), falls nur M > N hinreichend grof ist. O

4.4 Untersuchungen des Falls m =1

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dal wir mit der in dem vorangegangenen
Abschnitt dargestellten Methode fast das Ergebnis von NISHIOKA [47] erhalten.
Allerdings ist der Beweis nicht sonderlich elegant, da wir die Fille d = d,(P)
und d # d,(P) und dabei zusétzlich noch n = 1 bzw. n > 2 einzeln betrachten
miissen. Der Grund dafiir ist, dafl wir bei gewissen Abschétzungen, geometrische
Summen der Form Y7 (nd,(P)/d)? zu betrachten haben.

Aus Lemma 1.2 erhalten wir, dafl die Koeffizienten der Funktion f unter den obi-
gen Voraussetzungen bereits in einem festen algebraischen Zahlkérper K liegen,
und es gibt ein D € IN, und fiir alle ¢ > 0 gibt es ein ¢ > 0, so daf fiir alle j € N
gilt:

[£i] < exp (c(1+5'9)) und D't f; € Ox.
Im folgenden werden wir dieses € gegebenenfalls leicht modifizieren, ohne dann
darauf gesondert einzugehen.

Die Bedingung d > d,(P) wurde erstmals in der Abschitzung von d; ; in Para-
graph 4.3.5 benutzt. Um also die entsprechenden Resultate auch in den anderen
Féllen zu erhalten, miissen wir lediglich die Abschétzungen fiir dy j, ..., ¥2(j) da-
hingehend modifizieren. Unter den etwas allgemeineren Voraussetzungen miissen
wir den Beweis aus den vorherigen Abschnitten leicht modifizieren, insbesondere
ersetzen wir die Hohe durch die Linge geeigneter Polynome. Da dabei jedoch kei-
ne Schwierigkeiten auftauchen, zitieren wir hier nur das Ergebnis (vgl. TOPFER
[74]).

Unter der Bedingung d* >> v'*¢ erhalten wir fiir j = 0, ...,k die Existenz von
Polynomen R; € Ok [z,y], so daB fiir j = 0 gilt:

d.(Ry) = diog < N, dy(Ry) = d2o <N,
logL(Ry) = Ly < N**¢,
0 < |Ro(T*a, f (T*a))| < exp(—cvd®),

wobei v = ordgRy(z, f(2)) > N? gilt. Setzen wir nun noch ¥(0) = cvd® und
n = deg, P, so erfiillen die Polynome R; fiir j > 1:

dz (R]) = dl,]‘ <n (dZ(P) dl,j—l + ddg,j_l) ,
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) dz,]‘ < Ndy(P) dg,j_l,
lOgL (R]) = Lj <K ’I’LLj,1 “+cn (dl,j,1 + dg,jfl)
0 < |R;(T*a, f(T*a))| < exp(=9(j)),

wobel

(i) = { Y(j—1) —c(dij1+d*Vdy; 1+ Lj), imFalln=1,
lp(j - ].) —C (dk_] (dl,jfl + d27‘7’,1) + Ljfl) y fir n Z 2

definiert ist, vorausgesetzt, daf} fiir 6 := max {d, d,(P)}

k6N + kN2, fallsn = 1und d = d,(P) gilt,
SFN + ENZTe) falls n = 1 und d # d,(P) gilt,
k(nd)*N + n*N>*t¢| fallsn > 2 und d = d,(P),
(nd)*N + n*N?t¢ sonst

(22) wvdt >

in den jeweiligen Féllen fiir eine geniigend grofle Konstante erfiillt ist.

Induktiv erhalten wir sofort fiir j = 0,..., k:

dy; < (nd,(P))’ N.

Aus der Annahme, dal f(«) algebraisch ist, erhalten wir so eine analytische
Oberschranke fiir eine nichtverschwindende, algebraische Zahl. Lemma 1.9 liefert
dann eine arithmetische Unterschranke, von der wir zeigen werden, daf diese nicht
mit der hier erhaltenen Oberschranke vertriglich ist. Was Korollar 3 schliellich
beweist.

4.4.1 d=d,(P)

Wie iiblich erhalten wir induktiv

j—1
dy; < (nd)'N + ¢ (nd)* (nd)’ "' N < j(nd)’N.

i=0
Die Léange kann folgendermaflen abgeschétzt werden:
j—1
L; < n/ N*™* + anZ(j —i—1)d"" ' < n N> + j(nd)’N.

=0
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Als Unterschranke fiir ¢(j) ergibt sich im Fall n = 1

j—1

Y(j) = (0)— CZ (dk7j+id2,j—i—1 +dyjio1 + Lj—z'—l)
1=0
> vd* —c(kd*N + EN*),

dabei ist diese Unterschranke wegen (22) positiv. Ist nun n > 2, so erhalten wir
analog dazu

j—1

Y(i) = ¥(0)— CZ (d* 9% (dyj_is1 + doji1) + Lj_i1)
=0
> vd® —c (k(nd)kN +n*N?t€) |

was wiederum nach (22) positiv ist.

Ist jetzt D € IN ein Nenner fiir «, so definieren wir
Qx(y) := D* "Ry (o, y) € Ox [y].
Fiir dieses Polynom gilt:

degQr < (nd)*N,
log L(Qr) < n*N* 4 k(nd)*N
und 0 < |Qk (f())| < exp(—cd*v).

Mithin ergibt sich aus Lemma 1.9 und (22) die Ungleichung
vd" < c(n*N*"* +k(nd)*N),

dabei hingt die (feste) Konstante ¢ > 0 lediglich von a und f(«) ab. Aus (22)
erhalten wir weiterhin

vd* > cmax {kN*" + kd*N,n*N*** + k(nd)*N}

fiir jede Konstante ¢ > 0. Dies liefert bei n = 1 direkt einen Widerspruch, falls
nur k so grof ist, dal d* >> v'*¢ erfiillt ist. Bei n # 1 definieren wir nun M
implizit durch v = ¢M? und setzen damit

k:=[ylogM + ],

wobei v > 0 noch geeignet zu bestimmen ist. Wegen d* > '€ ist es hinreichend
v > 2/logd zu verlangen.
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Damit die Bedingung vd* > n* (N**¢ + k d*N) erfiillt ist, reicht es,
vd® > enF Mt und vd® > ck(nd)* M

zu zeigen. Wéhrend die erste Ungleichung bereits dann fiir grole M > N erfiillt
ist, wenn nur d > n ist, ist im zweiten Fall yvlogn < 1 hinreichend. Damit erhalten
wir fiir v folgende Schranken

2 1
<y<

logd logn’

Dabei ist dieses Intervall aber aufgrund der Bedingung d > n? nichtleer. Diese
Wahl von « zeigt, daf} sich die obigen Ungleichungen fiir vd* widersprechen, falls
N und damit M hinreichend grofl gewahlt ist. Damit ist das Korollar 3 in diesem
Fall gezeigt.

4.4.2 d+dy(P)

Dieser Fall ist einfacher, da die Abschitzungen der Summen einfacher sind. Wir
erhalten sofort:
]_1 . .
di; < (nd)'N+c> (nd) (nd,(P))"'N < (nd)’N,
i=0
L; < n'N?**+ (né)’N.

Damit ergibt sich als obere Abschitzung fiir log | Ry (o, f(a))] :

(6*N + kN**<) | falls n = 1 gilt,

log |Ry, (a, f(a))| < —9(k) < _de+c{ ((nd)kN + nFN?+e) | sonst.

Nun verfahren wir analog zu Fall 1 und erhalten hier aus der Annahme f(a) € Q
erneut einen Widerspruch.

Wihrend dies bei n = 1 wiederum direkt klar ist, erhalten wir im Fall n > 2

2 1
— <7<
logd 7 log(nd) — logd

als Schranken fiir v. Wegen d® > n2§? ist dieses Intervall nichtleer. Somit ist
Korollar 3 nun vollstindig bewiesen. ([l
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Kapitel 5

Uber lineare
Funktionalgleichungen mit
algebraischen Transformationen

5.1 Einleitung und Ergebnisse

Wie schon in der Einleitung von Kapitel 4 angedeutet wurde, hat BECKER in
[8] das Resultat von NISHIOKA [47, 48] auf algebraische Transformationen 7'
verallgemeinert. Wir folgen hier nun wiederum dem Vorgehen von TOPFER in [74]
(vgl. auch den Beweis in Kapitel 4), um Unterschranken fiir den Transzendenzgrad
von @ (fi(a), ..., fm(a)) zu erhalten, wobei « algebraisch ist und die Funktionen
fi,--., fm linearen Funktionalgleichungen mit einer algebraischen Transformation
T geniigen. Das nun folgende Theorem 1 verallgemeinert die fritheren Resultate
von BECKER [7] und TOPFER [72] fiir rationale Transformationen.

Doch nun zu dem angekiindigten Ergebnis:

Theorem 1

Seien fi1,..., fm : U — C algebraisch unabhingig iber C(z), holomorph in einer
Umgebung U um w € C. Die Koeffizienten der Potenzrethen von fi,..., fm um
w seien algebraisch.

Sei T algebraisch vom Grad n iber Q(z), meromorph in U und gelte T(U) C U.
w sei ein Fizpunkt von T mit ord,T := 6 > n. Mit Q(z,y) € Q[z,y] bezeichnen
wir das Minimalpolynom von T iber Q(z) und mit d := deg, @ den Grad von Q
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beziiglich z.

Die Funktionen f1,..., fm mogen einer Funktionalgleichung des Typs

a(2)f (T(2)) = A(2)f(2) + B(2)

geniigen. Dabei sei a(z) € Q|z], die m x m Matriz A(z) sei in U reguldr mit
Eintrigen in Q [2] und B(z) € (Q[2])".

Sei a € U algebraisch mit klim T*(a) = w. Fir k € Ny gelte ferner TF(a) €
—00
U\ {w, 00}, und T*(a) sei keine Nullstelle von a(z).

Ist dann my die kleinste ganze Zahl mat

(2m +1)logd — (m +1)logd (1 + 11?2?) —(m+ 1)1;’03;;”

mo Z log?n ’
(4m +3)logn +2(m + 1) 75 + logd
so gilt
trdegq Q (fi(),. .., fm(a)) > my.
Bemerkungen

(i) Im Fall, dal T eine rationale Funktion ist, entspricht das Ergebnis von
Theorem 1 dem Resultat von TOPFER [72, Theorem 2] (vgl. auch BECKER

[71)-
(ii) Esist klar, dal 6 = ord,T < deg, @ = d gilt, denn aus Q(z,7(z)) = 0 folgt

Betrachtet man nun die Ordnung der linken bzw. rechten Seite dieser Glei-
chung im Punkt w, so ergibt sich nd < (n —1)d + d, mithin also ¢ < d.

(iii) Man beachte, dafl wir hier, im Gegensatz zu den Theoremen in Kapitel 3
bzw. Theorem 4.1, lediglich verlangen, daf} die Koeffizienten der Funktionen
fi,..., fm algebraisch sind. Aus Lemma 1.4 folgt dann bereits, dafi die
Koeffizienten in einem algebraischen Zahlkorper K liegen und die Héuser
bzw. Nenner der Koeffizienten einer entsprechenden Wachstumsbedingung
geniigen.

(iv) Natiirlich stellt sich auch hier die Frage nach Anwendungen. Wie bereits
oben erwahnt, kann man aus Theorem 1 die Korollare 3 und 6 in TOPFER
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[72] folgern. Die dort definierten Funktionen y; (vgl. auch Seite 32) und
6; sind sicherlich Kandidaten, wenn man dort nicht nur rationale sondern
auch algebraische Transformationen 7' zuldfit. Allerdings ist es nicht gelun-
gen, die algebraische Unabhingigkeit dieser Funktionen (unter geeigneten
Zusatzvoraussetzungen) zu zeigen.

Als einfache Konsequenz von Theorem 1 erhalten wir das folgende
Korollar 2
Ist unter den Voraussetzungen von Theorem 1 die Ungleichung
log d _ 2m+1 — o ((2m —1)(m+ 1)o + (m — 1)(4m + 3))
log é 2m + o(m +1)

mit o := logn/logd erfillt, so sind die Funktionswerte fi(a),..., fm(a) alge-
braisch unabhdngig iber Q.

Bemerkung

Aus Theorem 1 bzw. Korollar 2 folgt dann unter den entsprechenden Voraus-
setzungen des Theorems die Transzendenz eines Wertes f(a) aus der Giiltigkeit
der folgenden Ungleichung:

3logd > 2logd(1+ o)+ 20 logn.

Dieses Ergebnis ist allerdings deutlich schwécher als das Resultat von BECKER [8§],
der die Transzendenz eines dieser Werte unter den Voraussetzungen von Theorem
1 unter der Bedingung 6 > n? d? zeigte. Im folgenden Korollar 3 behaupten wir,
dafl wir dieses Ergebnis durch eine Verschiarfung des Beweises von Theorem 1
im Fall m = 1 ebenso erhalten konnen. Der Beweis des Korollars erfolgt zum
Abschlufl (Abschnitt 5.3) dieses Kapitels.

Korollar 3
Die Voraussetzungen von Theorem 1 seien mit m = 1 erfillt. Ist dann § > n? d?,

so gilt f(a) ¢ Q.

Bemerkung
Aus der Ungleichung 62 > n?d? folgt insbesondere n < . Diese in Theorem 1
geforderte Bedingung bedeutet damit also keine weitere Einschrankung.

5.2 Beweis von Theorem 1

Der Beweis von Theorem 1 verlduft in den wesentlichen Schritten vollkommen
analog zu dem Beweis von Theorem 1 in Kapitel 4. Ergdnzend zu dem dortigen
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Vorgehen miissen wir hier noch zeigen, daf} es ausreicht, die Behauptung lediglich
fiir den Fall w = 0 zu zeigen.

5.2.1 Reduktion auf den Fall w =0

Wir betrachten wieder (vgl. BECKER [8] bzw. Kapitel 3, Seite 35) die folgende
Mobius-Transformation

| z-w fir w € C,
2(2) '_{ 1/(z—p) firw=oc0

mit einer algebraischen Zahl 8 und T*(«) # 3 fiir alle k € IN;.

Nun kann man wiederum zeigen, daf§ dann die Funktionen f}(2) := f; (®71(2)),
a*(z) == d(2)a (®71(2)), A*(2) := d(2)A(®7(2)) und B*(z) := d(2)B (®7(2)),
wobei d € Q [2] ein gemeinsamer Nenner fiir die rationalen Funktionen a o ® 1,

Ao® ! und Bo ® ! ist, den Voraussetzungen von Theorem 1 fiir w = 0 mit
der Transformation T*(z) := ® (T'(®7'(2))) geniigen. Die restlichen Aussagen
ibertragen sich entsprechend. Fiir Einzelheiten dazu vergleiche man BECKER
[7].

5.2.2 Iteration der Funktionalgleichung

Im weiteren Verlauf sei £ € IN fest gewéhlt; die in den Beweisen vorkommenden
Konstanten hingen nicht von £ ab. Unter den Voraussetzungen von Theorem 1
an a, T, f schreiben wir wiederum abkiirzend:

Tei=T*0), pini= fi(T(@) und o= (L (T*)),- -, fu (T())

Ohne Einschrénkung der Allgemeinheit setzen wir voraus, dafy die Koeffizienten

des Minimalpolynoms Q(z,y) = > Q;(2)y’ teilerfremd sind und kénnen daher
i=0

ny :=max {i € {0,...,n} |Q; (T* '(a)) # 0}

setzen. Aufgrund der Teilerfremdheit der Koeflizienten folgt, dafl die Menge
{ie{0,...,n} |Q; (T**(a)) # 0} nichtleer ist, und ebenso ist n; > 1 klar.
Denn aus nj = 0 wiirde folgen:

0=Q (7i-1,7) = »_ Qi(me—1)7’ = Qolms—1) # 0.
i=0
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Wir kommen nun zu einem Lemma, welches hier die Rolle von Lemma 4.7 iiber-
nimmt, um die Ordnungen von 7', die bei der Iteration der Funktionalgleichung
auftauchen, induktiv zu reduzieren.

Lemma 4
Seien k € IN und ¢ € INy. Dann gilt:

nE—1

(Qny (e-2) 7)™ =3 QW (m1) (@ (1))’

mat Qg? € Ok [z] und

IN

d, (Qﬁ,{?) (ng + € — 1) d,

L (QEZ{?) < 9! L(Q)nkJeri.
Beweis

Dies ist Lemma 4 in TOPFER [74]. Der Beweis verlauft vollkommen analog zu
dem Beweis von Lemma 4.7. O

Im folgenden sei M eine Oberschranke fiir den Grad von a bzw. die Grade der
Eintriage in A und B.

Lemma 5
Sei R € Og [z,g] mit d,(R) > n, dann existiert ein Polynom R* (z,u,g) =
SRy (2,y) vt € Ok [2,u,y] mit

Qn, (1) Pa (1) 2P R (Tk,fk) = R (kal, Qn, (Tk,l)Tk,fk_J ,

und firi=20,...,n, — 1 gilt:

d. (R;) < Mdy(R)+ (d.(R)—i)d,
dg (R}) < dg(R) bzw.
L (R:) < CdZ(R)'i‘dg(R) L(R) L(Q)dz(R)—i

mat einer explizit angebbaren Konstanten ¢ > 0, die lediglich von den Funktionen
fi, .-+, fm abhdngt.

Beweis
Aus der Darstellung

d.(R)
R(z,g)zz Z Riviz’gi

=0 Jj[<dy(R)
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erhalten wir mittels Lemma 4

Q)™ P (7o R (7,5,
J

= Z Rivi an (Tk_l)dZ(R)_i a (Tk_l)dE(R)7|l'| (an (Tk_l)Tk)i (a (Tk—l) £k>7

0<i<dz(R)
li|<dy(R)

= Y RiQun )P a(n )l (a(TIH)Ek)

J

(Qny (T1)7x)"

Ogignk—l

li|<dy (R)

nk—l .
Gl T autna s

=0 ny, <t<d.(R)

s j

x Z Rl’ng)”k,i(Tk—l)a (Tk—l)dg(R) 4 (a (Tk—l)fk) .

|g|<dy (R)

Somit erhalten wir fiir R und damit fiir R* die folgende Darstellung:

Rf (z,y) = Z a(z)dﬁ(R)_|Z| (A(z)g—i—ﬁ(z))l X
|i]<dy(R)

—q . _ k
RijQu,(2)* P+ 3" Ry Qu ()™ Q¥, (2],

ny <t<d.(R)

woraus sich R} € Ok [z,y] und dy (R}) < dy(R) sofort ergibt. Die Aussage iiber
d, (R}) folgt aus Lemma 4 und der Ungleichung

d.(R}) <dy(R)M + max {(d.(R)—1i)d,(d.(R) —{)d+d(—1i)}.

ny <t<d.(R)

Damit bleibt lediglich noch die Abschétzung der Lénge zu zeigen, was aber wie-
derum trivial aus Lemma 4 folgt:

L(R}) < L(RL(@Q)* M L™ (14 gttty | 371
|| <dy (R)

wobei L eine Oberschranke fiir die Lédnge von a bzw. fiir die Lingen der Eintréige
in A bzw. B ist. U

Das Ergebnis von Lemma 5 wird nun im folgenden benutzt, um die Ordnung k
von 73, zu reduzieren.
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Lemma 6
Sei R* € Oy [z,u,g] wie im Lemma 5, dann existieren Polynome Uy, ..., Uy,,

so dafl an der Stelle (zo,uo,go) = (Tk_l, Qny (The—1) Tk, fkfl)
R*™ _i_R*nkfl Ul + -4 Unk =0
gilt. Dabei gilt fiir die Polynome Uy, ..., Uy, € Ok [z,g] und:

nMdy(R) +ndd,(R),
ndy(R) und

L(U;) < exp (cn (dZ(R) + dg(R))) H(R)"

VARVAN

fir 3 = 1,...,ng, wobei die Konstante ¢ > 0 explizit ist und lediglich von den
Vorgaben abhdngt.

Beweis
Sei A € {0,...,n; — 1}, dann gilt:

(Qn, (Tk—1)7)* R* (Tk—la Qny. (The—1) Tk, fkfl)

np—1
- Z Ry (Tk—l,f,ﬁl) (an(Tk—l)Tk)iJr)\
o |
- Z Ry (Tk—lafk,l) (an(Tk—l)Tk)Pr)\
1=0
A-1
+ ZR;MH (T’vakq) (Qn, (kal)Tk)an
=0
ik—l—)\ A—1 ‘
> (RE‘ (o120 1) + 2 B (neny ) Qﬁ-f?m_o) (Qus et}
1=0 =0
np—1 A—1 ’ .
DY (Z B} imes (712, ) Qi-f?m_l)) (Qu, (ree)T)’
i=nk—XA \j=0
nip—1

= R; (kal,fkfl) (an(qu)Tk)i-

=0

Damit ist R; » € Ok [z,g] klar. Fiir die Grade und die Lingen ergeben sich aus
Lemma 5 die folgenden Oberschranken:

dy (Rip) < dy(R") < dy(R),
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d: (Rip) < Mdy(R)+d(d.(R) — (i = X)),
L (Ri,)\) < ’Yle(R)erg(R)L(R) (L(Q)dz(R)—i + L(Q)d"(R)_(i_)‘) )\zzl 2j+1>

< om0 L(R)L@)HRTEY
mit expliziten Konstanten vy, v, > 0.

Daher hat das homogene lineare Gleichungssystem

nE—1

Z (Ri,A (kal;fk_1> -6\ R (Tk,h Qn, (Tk,l)Tk,Ek_J) w; =0

1=

fiir jedes A € {0,...,ny — 1} eine nichttriviale Losung w; = (Qp, (7x_1)7%)" . Folg-
lich gilt an der Stelle (zg,ug,go) = (Tk,l,an (kal)Tk,fkil)l

0 = det (Ri,)\ - 5i,)\R*)0§i,)\§nk—l =+ (R*nk 4 R*nk—lUl 4+ .-+ Unk) ,

wenn man die Determinante nach den Potenzen von R* (Tk,l, Qn,, (Tk—1) Tk, fkfl)

entwickelt. Fiir die dabei auftretenden Polynome U; gilt U; € Ox [z, g], und jedes
dieser Polynome besteht aus Summen von Produkten der Form

Ril,a(il) e Risa”(%)’

wobei i1,...,is € {0,...,ny —1} (s < ng) paarweise verschieden sind und
o € Sy, eine Permutation der Menge {0, ..., n; — 1} ist. Die Grade der Polynome
U; sind aufgrund der vorangegangenen Betrachtungen beschrankt durch

dg(Uj) < ndg(R)a
nE—1

d:(U;) < Y Mdy(R)+(d:(R) ~ (i ~ o(i)))d
< ri]\;dg(R)nLndz(R)d.
Die Linge 18t sich folgendermafen abschétzen:
L(U;) < n!'max{L(R;;)|i,7€{0,...,n —1}}"
< exp (e (d:(R) +dy(R) ) ) L(R)"
< exp (c (do(R) +dy(R)) ) H(R)",

womit Lemma 6 nun vollstindig bewiesen ist. ([l
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5.2.3 Konstruktion geeigneter Hilfsfunktionen

Da der Fall rationaler Transformationen 7', d.h. n = 1, bereits in TOPFER [72]
vollstdndig behandelt wurde, beschrédnken wir uns im Beweis von Theorem 1 auf
den Fall n > 2, weshalb wir im folgenden zumindest auf einige Fallunterschei-
dungen verzichten kénnen.

Wir haben nun die Techniken dafiir bereitgestellt, wie man ausgehend von einem
geeigneten Startpolynom R durch Iteration der Funktionalgleichung zu einem
Polynom Rj mit guten Schranken fiir Grade, Hohen etc. gelangt.

Wir kénnen nun wiederum zeigen, daf fiir j € {0,...,k} und k € IN mit §* > v
Polynome R; € Ok [z,g] existieren, die fiir j = 0 den Bedingungen

dio = dy(Ry) <N,

d2,0 - dz (RO) S N;
Hy = logH (Ry) < N'™,

—1(0) := —cdt < log‘Rg (Tk,fk)‘ < —eudt = —1)2(0)
gentigen.

Dies folgt aus den Lemmata 1.4, 1.6 und 1.12. Da die Matrix A in einer Umgebung
U des Ursprungs reguldr ist und die Eintréige von (det A(2))A™*(z) € Ok|z] sind,
folgt daraus, dafl die Voraussetzungen des Lemmas 1.4 erfiillt sind.

Fiir j > 1 erfiillen die Polynome R;:
di; = dy(Rj) < nldyja,

d27]' = dz (R]) S n (M dl,jfl + dd27]',1) ,
Hj IOgH (R]) S nHj_l +c (dl,j—l + d2,j_1) s

1)) < log|Ry (mi,)| < —ua())

IN

mit
(7)) = niyi(G—1) +¢a (5k*j (dij1 + daj1)+ ijl) ,

Yo(j) == a(j—1) —co(drj1+doj1+Hj),

vorausgesetzt, dafl
vé* > c((nd)* N +n*f N*™™)

fiir eine geeignete Konstante ¢ > 0 erfiillt ist.
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Wie in Kapitel 4 kénnen wir daraus im folgenden obere Abschétzungen fiir die
Grade und Lénge von R; bzw. 9;(j) und eine untere Abschitzung fiir ¢(j)
bekommen. Es gilt:

dl,j < n] N,
dr; < (nd)N,
H; < n/ N™"' + (nd)’ N.

Ist 0 = d, so erhalten wir

P1(j) < (nd)*v + kn* (6* N + N™ ).
Im anderen Fall (§ < d) ergibt sich:

P1(j) < (nd)fv +n* (d* N + N™T) .

Bei der unteren Abschitzung fiir ¢, eriibrigt sich diese Fallunterscheidung. Wir

erhalten
Po(j) > v6* — (n* N'*™ + (nd)* N).
Da wir
vé* > (nd)f N +n* NTT™
vorausgesetzt haben, folgt fiir j = 0,...,k einerseits 15(j) > 0 bzw. genauer

Po(k) > v *, andererseits ergibt sich wegen n > 2 auch im Fall § = d die
folgende obere Abschitzung fiir ¥, (j):

Pi(j) < (nd)*v + knF (8¥ N + N™) < (né)fv + ké*v < (nd)*.

Die Existenz der Polynome R; € O [z, y ] mit den geforderten Eigenschaften ist
fiir j = 0 bereits klar. Sei die Existenz nun bereits fir j — 1 mit j € {1,...,k}

gezeigt. Nach Lemma 6 existieren dann Polynome Uy,..., Uy, € Ok [z,g]
mit

deg, (Ur) < ndy;1,

degz (Ug) S nMdl,j_l + nddg,]‘_l,

lOgH(Ug) S ’I’LHJ',1 + C(dl,j,1 +d27j,1)

fir { =1,...,n4_(j_1), so dafl

R*M=G=1 4 R*™M=G-0710; 4. + T, 0

Mg—(i-1)
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an der Stelle (zg,ug,go) = (Tk,j,ani(jil)(Tk,j)Tk,(jfl),fkij) gilt. Dabei ist
das Polynom R* € O [z, u,g] analog zu Lemma 5 durch
R* (Tk—jaan (j— 1)(Tk ) ] 1 (‘Ok ]>
(Tk ])dl] ! an G- 1)(Tk ])dZ] IR(Tk (] 1) gok ( ))
definiert.
Aus der Induktionsvoraussetzung und aus Lemma 1.11 folgt sodann
~1(j = 1) = 6" (dijo1 + doja)

< log |R (kaj’anf(ja)(Tk*j)Tk—(j—l)’fk_])
< =i -1 +e(dyya+daja).

Um Lemma 1.7 anwenden zu koénnen, miissen wir noch ‘Ug (Tk_j,fk_j)‘ nach
oben abschétzen. Wir erhalten dafiir:

‘UZ (Tk—i’fk—])‘ < L(Up)max{L,|mej|, |01l - [omypy| 00T
< exp (nHj_1 +c(dyj—1 + dQ,j_l)) :
Dabei haben wir die fiir P € Q[yy, ..., yn] giiltigen Ungleichungen
H(P) < L(P) < (1+deg,, P)---(1+deg,, P)H(P)

benutzt.

Nach Lemma 1.7 existiert dann wiederum ein ¢, € {1, e ,nk_(j_l)}, so dafl

—¢1(j) < log ‘UIZO (Tk—j,gkﬁ.)‘ < —a(j)

gilt. Wahlen wir dann R; := Uy, € Ok [z, y ] , so erfiillt dieses Polynom die obigen
Bedingungen, und die Behauptung ist bewiesen.

Damit haben wir also gezeigt, daf fiir alle N > Ny und alle £ € IN mit
o>
v6* > (nd)*N + nf N
Polynome R, € Ox [z, g] existieren, die den folgenden Bedingungen geniigen:
L (Ry) < (nd)*N,
( k) S nkNv
(Ry) < nF N'™ 4 (nd)*
¢ )

)|

Q.&.

log H (R

N,
—c1v(nd) <

— vk,

< log|Ry (a, f(a
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Ist nun D € IN ein Nenner fiir « und definieren wir das Polynom @, € Ox [g]
durch

Qk (g) — D[cnkde]-l-le (a,g) ’

so gelten fiir Q dieselben Abschitzungen wie fiir R;. Wegen N™ ™! <« v <« §% <
d* gilt also weiter:

log H (Qr) < (nd)*N,
o< log‘Qk (i(a))‘ < —equd®.

Wir setzen dann v = ¢M'™™ und mit diesem M mit M > N

—cyv(nd)

14+m
k()I: ( )lOgM+’70 )
log o

womit bereits fiir alle & > ko die Ungleichung §* > v erfiillt ist. Desweiteren
setzen wir mit einem noch geeignet zu bestimmenden k; € IN mit k; > kq:

®, := nFM, &, := c(nd)® M,
Pi(k) == 011/((;15)ka Po(k) == cov6”
_ ulk)
und A(k) := oalh) can®.

Folglich sind die Bedingungen (i) und (ii) von Lemma 1.13 fiir alle k > ky erfiillt.

Setzen wir

ki := [5 log M|

mit 5 > (1 + m)/logd, so erhalten wir einerseits ko < k; fiir groBe M und
andererseits aus der Bedingung

véF > (nd)*N + nF NPT

obere Schranken fiir k£; und damit auch fiir 8. Da wir aber § > n im Theorem
vorausgesetzt haben, folgt, dafl die Ungleichung

vs* > ¢ ((nd)*N + n* N'*™)

fiir alle Konstanten ¢ > 0 erfiillt ist, falls nur NV und damit M grofl genug sind
und

B <
log(nd) — logd

gilt. Hierbei beachte man, dafl wir n > 2 vorausgesetzt haben, weshalb also
log(nd) > logd folgt.
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Die Behauptung von Theorem 1 folgt dann wiederum aus Lemma 1.13, wenn wir
mit den obigen Bezeichnungen zeigen konnen, dafl die folgenden Ungleichungen
fir alle M bzw. N > N, erfiillt sind:

§\™
<n2(m01) ) > Mmo_l (n 5)k0 )
V5k1 > n(2m071) k1 dk1 M™o

Wegen v = cM'*™ sind diese Ungleichungen sicherlich dann erfiillt, wenn

B(logd — 2(mg —1)logn) > (mp—1) + (1 +m) (1+ 11(();?)

bzw. [ ((2my —1)logn +logd —logd) < m+1—my
gilt.
Aufgrund der Voraussetzung im Theorem an my folgt

(2m + 1)logd — (m + 1) logd (1 + llzig) —(m+ 1)1?0gg26n

my < + 1.

(4m + 3)logn + 2(m + 1)% + logd
Ohne Einschrankung der Allgemeinheit konnen wir wieder annehmen, daf3 bereits

mo > 1 gilt. Aus der obigen Ungleichung fiir mg folgt dann:

1 2
(mo—1) - ((4m +3)logn + (2m + 1) ;)ogg(? + log d>

logn
< (2m+1)logd — (m+1)logd <1 + log5>

bzw. dquivalent dazu

((m0 — 1)+ (1+m) <1+ l;;ig)) - ((2mg — 1) logn + log d — log 6)

< (logd — 2(my—1)logn)-(m+1—my).

Daher kénnen wir 3 entsprechend den obigen Vorgaben wihlen. Schliellich miissen
wir noch zeigen, daf3 damit
(1+m) m
<p <
log ¢ log(nd) — logd

ebenso erfiillt ist. Dies ist aber wegen (man beachte mg > 1 und logn > 0)

(mo— 1)+ (1 m) (L4 E8) 14

>
b logd — 2(mg — 1)logn ~ logé
und
< m+1—myg - m
(2mg — 1) logn + logd — logd — logn + logd — log d
klar. Somit ist die Behauptung von Theorem 1 vollstindig gezeigt. ([l
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5.3 Beweis von Korollar 3

Wir wollen nun zeigen, dafl wir die Behauptung von Theorem 1 im Fall m =1
deutlich verbessern kénnen. Aus dem Beweis von Theorem 1 iibernehmen wir die
Existenz eines Polynomes Qj € Ok [y], welches den Bedingungen

degy (Qk
log H (Qy,

) < nFN,
) < (nd)"N,
0 < |Qu(f(@))] < exp (—cd®)
geniigt, falls die Ungleichungen
&> v und
v6* > (nd)*N + nF N?
erfiillt sind.

Nehmen wir an, daf f(«) unter den Voraussetzungen von Theorem 1 algebraisch
ist, so erhalten wir aus den obigen Abschitzungen und aus Lemma 1.9:

log |Qx (f(a))] > —n* N* — (nd)"N.

Dies liefert zusammen mit der oberen Abschitzung fiir |Qy (f(«))|, daB8 die Un-
gleichung
(1) vi* < c(n*N? + (nd)*N)
mit einer festen, expliziten Konstanten ¢ > 0 gelten muf}. Wir werden zeigen, daf}
dies der geforderten Bedingung

v6* > n* N? + (nd)*N
widerspricht.

Definieren wir wiederum M > N durch v =: ¢ M? und
k = [ylog M + ¢],

so folgt aus
2

L log

bereits 0¥ > cv fiir alle Konstanten ¢ > 0, falls nur M hinreichend grof ist.
Andererseits ist fiir 0% > (nd)*N + n* N? wegen § > n aber auch die Bedingung

1
logn + logd — log

v <

82



hinreichend. Daher erhalten wir fiir v die folgenden Schranken:

2 1
— < < .
log d 7 logn + logd — logé

Dieses Intervall ist aber aufgrund der in Korollar 3 vorausgesetzten Bedingung
5% > n?d? nichtleer. Wahlt man nun k& dementsprechend mit einem solchen 7,
so erkennt man, dafl damit die Vorgaben erfiillt sind, falls nur N und damit M
hinreichend grof} sind. Andererseits widerspricht dies aber der in (1) geforderten
Ungleichung, womit Korollar 3 nun bewiesen ist. 0
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