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Kapitel 1EinleitungDie Performan
emessung für Wertpapiere und andere Vermögenswerte gehörts
hon lange zu den Teilgebieten der Finanzmarktfors
hung. Als si
h die Port-foliotheorie in den 1950er und 1960er Jahren etablierte, wu
hs das Bewusstseindafür, dass man Vermögenswerte ni
ht allein na
h ihrer erwarteten Rendite be-urteilen sollte, sondern au
h das Risiko, das ein Anleger dur
h Investition inbestimmte Anlageobjekte eingeht, geeignet einzubeziehen ist. Vor bald fünfzigJahren verö�entli
hten Ja
k L. Treynor (1965), William F. Sharpe (1966) undMi
hael C. Jensen (1968) Vors
hläge für Performan
emaÿe, d.h. Kennzahlen zurrisikoadjustierten Messung und Bewertung der Wertentwi
klung von Kapital-anlagen: Treynor-Ratio, Sharpe-Ratio und Jensens Alpha. Hat man Kenntnisseüber bestimmte Renditeeigens
haften vers
hiedener Portfolios oder tri�t Annah-men darüber, kann man dur
h die Anwendung von Performan
emaÿen Urteileüber die Vorteilhaftigkeit der Portfolios, ihre Rangfolge untereinander und dieoptimale Auswahl aus ihnen fällen. Will man sol
he Annahmen fundieren oderdie vergangene Performan
e bestimmter Portfolios bzw. Portfoliomanager be-werten, muss man die Performan
emaÿe aus beoba
hteten Finanzmarktdatens
hätzen.Na
h einiger Zeit begann si
h die Wissens
haft für die statistis
hen Eigens
haf-ten dieser S
hätzer zu interessieren. Miller und Gehr (1978) zeigten, dass derS
hätzer des Sharpe-Ratios verzerrt ist und ermittelten dessen Erwartungswertfür unabhängig und identis
h normalverteilte Renditen. In einem grundlegen-den Artikel leiteten Jobson und Korkie (1981) die asymptotis
hen Varianzender S
hätzer für Sharpe-Ratio und Treynor-Ratio her. Vinod und Morey (2000)wendeten Bootstrap-Ansätze zur S
hätzung von Kon�denzintervallen für dasTreynor-Ratio an. Seit diesen Arbeiten wurden einige Verfeinerungen, Erweite-rungen und Korrekturen verö�entli
ht, aber bisher fehlt eine zusammenhängen-de Darstellung über die Bere
hnung von Varianzen und Kon�denzintervallen füreine gröÿere Zahl von Performan
emaÿen.Diese Arbeit bietet Formeln für asymptotis
he Varianzen der S
hätzer vonSharpe-Ratio, Treynor-Ratio, Jensens Alpha, Risk-Adjusted Performan
e na
hModigliani/Modigliani (MM), Omega, Sortino-Ratio und Ex
ess Return on Value-1



2at-Risk für unabhängig und identis
h verteilte Renditen sowie für die Di�eren-zen dieser Maÿe beim Verglei
h zweier Portfolios.1 Auf dieser Basis sowie mit-tels vers
hiedener Bootstrap-Varianten werden Kon�denzintervalle konstruiert.Alle Ansätze werden ausführli
h mittels Monte-Carlo-Simulation getestet undmiteinander vergli
hen, wobei au
h die Verteilung der S
hätzer unter vers
hie-denen Renditemodellen dargestellt wird. Die Untersu
hung dieser statistis
henEigens
haften der Performan
emaÿs
hätzer wird ergänzt um eine ökonomis
heBetra
htung: Wie genau können Performan
emaÿe ges
hätzt werden? Inwieweitkann man mittels S
hätzung von Performan
emaÿen gut und weniger gut ge-managte Portfolios unters
heiden?Diese Arbeit ist wie folgt gegliedert: Kapitel 2 befasst si
h mit der Bere
h-nung von Renditen, vers
hiedenen Ansätzen zur Modellierung von Renditenund Renditezeitreihen sowie einer Si
htung der Literatur zu den Eigens
haftender Renditen von Aktien, Publikumsfonds und Hedgefonds. In Kapitel 3 werdendie in dieser Arbeit behandelten Performan
emaÿe und deren S
hätzer vorge-stellt. Kapitel 4 ist der theoretis
he Hauptteil dieser Arbeit und beinhaltet dieHerleitung der asymptotis
hen Varianzen der o. g. Performan
emaÿe mittels derDelta-Methode sowie eine Einführung in die S
hätzung von Kon�denzinterval-len per ni
htparametris
hem Bootstrap. Kapitel 5 enthält für jedes einzelne Per-forman
emaÿ Simulationen auf Basis vers
hiedener Verteilungsmodelle, um dieGenauigkeit der Varianzs
hätzungen, die Anpassung der Verteilung der S
hät-zer an die Normalverteilung und die Einhaltung des Kon�denzniveaus dur
hvers
hiedene Kon�denzintervall-S
hätzverfahren zu prüfen. Das S
hlusskapitel6 fasst die Ergebnisse zusammen und diskutiert deren Konsequenzen für dieökonomis
he Praxis. Im Anhang A.2 �ndet der Leser eine Au�istung aller inKapitel 4 hergeleiteten Formeln.Diese Arbeit greift wie jede wissens
haftli
he Verö�entli
hung auf Vorarbeitenanderer Wissens
haftler zurü
k, vor denen man einige gesondert aufgreifen soll-te, um die originalen Leistungen dieser Arbeit von den übernommenen abzugren-zen: Die Idee, asymptotis
he Varianzen von Performan
emaÿ-S
hätzern mittelsder Delta-Methode zu ermitteln, stammt, wie oben erwähnt, von J. D. Jobsonund Bob M. Korkie. Ihr Ansatz für Sharpe-Ratio und Treynor-Ratio wird inKapitel 4 na
hvollzogen. Für die asymptotis
hen Varianzen von Jensens Alpha,die Risk-Adjusted Performan
e (MM) und Omega konnte i
h auf teilweise re
htweitrei
hende Vorarbeiten meines Doktorvaters Prof. Dr. Friedri
h S
hmid undHerrn PD Dr. Rafael S
hmidt zurü
kgreifen.2Im wesentli
hen Anteil oder vollständig selbstständig erarbeitete neue Leistun-gen in dieser Dissertation sind:
• Ausarbeitung und Anwendung der Varianzansätze für Jensens Alpha, MMund Kappa3 (Kap. 4),1Für den Ex
ess Return on Value-at-Risk wird keine Varianzformel für den S
hätzer derDi�erenz dieses Performan
emaÿes für zwei Portfolios gezeigt.2Siehe hierzu z. B. S
hmid und S
hmidt (2008)3Kappa ist ein verallgemeinertes Performan
emaÿ, zu dessen Spezialfällen Omega undSortino-Ratio gehören.



3 Kapitel 1. Einleitung
• Konzeption, Ausarbeitung und Anwendung der Varianzformel für den Ex-
ess Return on Value-at-Risk (Kap. 4),
• Überprüfung der Varianzformeln aller genannter Performan
emaÿe per Si-mulation (Kap. 5),
• Verglei
h von Kon�denzintervallen auf Basis der hergeleiteten Varianzfor-meln mit vers
hiedenen Bootstrap-Kon�denzintervallen für alle genanntenPerforman
emaÿe (Kap. 5).Eher hilfsweise entstanden, aber für den einen oder anderen Leser viellei
ht ni
htuninteressant, sind ein einfa
hes multivariates Renditemodell mit GARCH-Varianzen(Abs
hnitt 2.2.3.2, S. 20 f.) sowie ein Maÿ für die Abwei
hung einer empiris
henVerteilung von einer Normalverteilung (Abs
hnitt 5.1.2, S. 111 �.).
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Kapitel 2RenditenInhalte dieses Kapitels sind der Begri� der Rendite, vers
hiedene Modelle zurDarstellung von Finanzmarktrenditen und die konkrete Eignung bestimmterVerteilungsmodelle für die in der Performan
emessung relevanten Renditedaten.Häu�gster Gegenstand von Performan
emessungen sind von Managern zusam-mengestellte Anlageportfolios, insbesondere Investmentfonds und Hedgefonds.Die Eigens
haften dieser Fondstypen und ihrer Renditen werden im letzten Teildes Kapitels behandelt.2.1 Renditebegri�eAls Rendite einer Anlage wird gemeinhin der Erfolg Wt − W0 = ∆W einerAnlage in einer Anlageperiode ∆t = t − t0, geteilt dur
h das in t0 eingesetzteKapital W0 verstanden.
RD;0,t =

∆W

W0
=
W0 +∆W

W0
− 1 =

Wt

W0
− 1Die Renditede�nition RD wird im Allgemeinen 'diskrete Rendite' genannt.Eine andere, häu�ger angewendete Renditede�nition ist die 'stetige Rendite'

RS;0,t = ln

(
Wt

W0

)
= ln(Wt)− ln(W0) = ln(RD + 1).Stetige Renditen haben den Vorteil, dass sie im Gegensatz zu diskreten Renditenadditiv aggregierbar sind, während diskrete Renditen multiplikativ aggregiertwerden.

RD;0,2 =
W2

W0
− 1 =

W2

W1

W1

W0
− 1 = (RD;1,2 + 1)(RD;0,1 + 1)− 1

RS;0,2 = ln

(
W2

W0

)
= ln

(
W2

W1

W1

W0

)
= ln

(
W2

W1

)
+ ln

(
W1

W0

)
= RS;1,2 +RS;0,15



2.1. Renditebegri�e 6Dur
h die lineare Aggregierbarkeit stetiger Renditen können sämtli
he übli-
hen Re
henoperationen (arithmetis
her Mittelwert, Varianzen, Regressionen)mit den bekannten Formeln dur
hgeführt werden. Unter anderem aus diesemGrund1 wird in der gesamten Arbeit der stetige Renditebegri� verwendet. ZurVereinfa
hung der Notation sei Rt, wenn ni
ht anders angegeben, glei
hbedeu-tend mit RS;t−1,t.In dieser Arbeit werden Renditezeitreihen betra
htet, also dur
h einen Zeitindex
t ∈ Z geordnete Renditen. Im Allgemeinen betra
hten wir Zeitreihen, die einenZeitraum von t = 0 bis T umfassen, also mit der Rendite R1 = R0,1 beginnen,mit RT = RT−1,T enden und den Zeitraum von 0 bis T lü
kenlos abde
ken.In der Arbeit werden nur zeitdiskrete Modelle verwendet, also Modelle, die nurzu festen, hö
hstens abzählbar unendli
h vielen Zeitpunkten Werte aufweisen.Auÿerdem wird stets von äquidistanten Zeitreihen ausgegangen: Der Abstandzweier aufeinanderfolgender Zeitpunkte sei innerhalb einer Zeitreihe immer kon-stant.2 Die kürzeste modellierte Zeitspanne ist der Abstand zwis
hen zwei Bör-sentagen (Tagesrenditen).Man kann Renditen als Ergebnisse von Zufallsversu
hen oder -prozessen auf-fassen und beoba
htete Renditen daher als Realisierungen von Zufallsvariablen.
RX bezei
hnet in diesem Sinne die zufällige Rendite eines Portfolios X, eineRealisierung der Zufallsvariable wird mit rX bezei
hnet. Die Zufallsvariable RXhat die Momente Erwartungswert µRX

und Varianz σ2
RX

, sofern einige re
htmilde Anforderungen an die Verteilung von RX erfüllt sind.In der Performan
emessung wird oft mit Überrenditen gere
hnet � Rohrenditen,von denen der Ertrag einer si
heren Geldanlage abgezogen wurde. Überrendi-ten darstellende Zufallsvariablen werden in dieser Arbeit zur Vereinfa
hung derNotation mit einfa
hen Groÿbu
hstaben X , Y usw. bezei
hnet.In den folgenden Abs
hnitten stelle i
h einige Modellierungsansätze für Finanz-marktrenditen vor und werde dabei ggf. kurz auf deren Motivation eingehen.Ein Verglei
h mit empiris
hen Erkenntnissen über das Verhalten von Finanz-marktrenditen erfolgt zusammengefasst in einem ans
hlieÿenden Abs
hnitt.1Weiterhin haben diskrete Renditen den Na
hteil, dass ihr Werteberei
h bei Vermögens-bestandteilen, deren Wert ni
ht negativ werden kann, auf das Intervall [−1;∞) bes
hränktist. Dies gilt für die meisten börsengehandelten Vermögenswerte(Aktien, Anleihen, Fonds,Long-Optionen). Stetige Renditen dagegen haben den Werteberei
h (−∞;∞). Vers
hiedenemathematis
he Modelle (z.B. normalverteilte Renditen) gehen von unbes
hränkten Wertebe-rei
hen aus. Einen Na
hteil haben stetige Renditen bei der Abbildung wertlos gewordenerVermögensgegenstände (z.B. Aktien von na
h Insolvenz liquidierten Unternehmen oder ver-fallene Optionen), bei denen R
S;t,Endzeitpunkt = −∞. Sol
he Vermögenswerte werden indieser Arbeit ni
ht betra
htet und sind in der Praxis au
h selten Gegenstand von Performan-
emessungen.2Praktis
h ist das in vielen Fällen ni
ht ganz erfüllt. Benutzt man Monatsrenditen, so habendie einzelnen Monate unters
hiedli
he Längen zwis
hen 28 und 31 Tagen. Bei Tagesrenditen,bere
hnet etwa auf Basis der Börsens
hlusskursen zweier aufeinanderfolgender Börsentage,nimmtman mit der Annahme der Äquidistanz an, dass si
h Renditen zwis
hen zwei Werktagenni
ht von denjenigen über das Wo
henende von Freitag auf Montag oder über Feiertage hinwegunters
heiden. Die Feiertage können si
h zudem von Börsenplatz zu Börsenplatz unters
heiden.



7 Kapitel 2. Renditen2.2 RenditemodelleBei sto
hastis
hen Modellen für Renditezeitreihen sind zwei Aspekte zu model-lieren: einerseits das Verteilungsmodell der Rendite zu einem gegebenen Zeit-punkt, andererseits die zeitli
he Abhängigkeitsstruktur zwis
hen den Renditen.Wir beginnen mit unabhängig und identis
h verteilten Renditen und stelleneinige Verteilungsmodelle vor. Ans
hlieÿend gehen wir auf zwei Arten der Ab-hängigkeit zeitli
h aufeinanderfolgender Renditen ein. Der dritte Unterabs
hnittbes
häftigt si
h mit Verallgemeinerungen für die simultane Modellierung meh-rerer, ggf. voneinander abhängiger Zeitreihen.2.2.1 Unabhängig identis
h verteilte RenditenIn diesem ersten Unterabs
hnitt ma
hen wir die Annahme, die Komponenteneiner (univariaten) Renditezeitreihe seien voneinander global unabhängig unddie Renditeverteilung der einzelnen Komponenten sei identis
h. Entspre
hendsind Erwartungswert, Varianz und alle anderen Eigens
haften jeder einzelnenZeitreihenkomponente glei
h. Diese Annahme, abgekürzt i.i.d. (für independentand identi
ally distributed), ermögli
ht eine direkte vollständige Modellierungder Verteilung der Rendite einer Periode, ohne dass Ein�üsse von Renditen an-derer Perioden berü
ksi
htigt werden müssen.Die Annahme unabhängig identis
h normalverteilter Renditen stelltdie einfa
hste hier verwendete Verteilungsannahme für Portfoliorenditen dar.Die Normalverteilung hat eine Fülle von Eigens
haften, die ihre Verwendungau
h in der Finanzmarktstatistik sehr angenehm ma
hen:
• Die Normalverteilung ist vollständig dur
h ihre zwei Parameter µ und
σ de�niert, die glei
hzeitig Erwartungswert und Standardabwei
hung derVerteilung sind.

• Linearkombinationen von Zufallsvariablen, die gemeinsammultivariat nor-malverteilt sind, sind wiederum normalverteilt. Da unabhängige univariatnormalverteilte Zufallsvariablen multivariat normalverteilt sind (mit einerDiagonalmatrix als Kovarianzmatrix), gilt dies au
h für Summen unab-hängiger univariat normalverteilter Zufallsvariablen:Ist Z =
∑n

i=1 aiXi mit Xi ∼ N(µi, σ
2
i ) und seien alle Xi global unabhän-gig, dann ist

Z ∼ N

(
n∑

i=1

aiµi,

n∑

i=1

a2iσ
2
i

)(Reproduktionseigens
haft der Normalverteilung). Somit verbleibt man beider Aggregation von Renditen innerhalb derselben Lage-Skalen-Familie.
• Na
h dem Zentralen Grenzwertsatz konvergieren au
h Summen von n un-abhängig identis
h ni
ht normalverteilter Zufallsvariablen für n → ∞ ge-gen eine Normalverteilung, solange die ersten beiden Momente der Aus-gangsverteilung endli
h sind.



2.2. Renditemodelle 8Seien Xi, i = 1, . . . , n unabhängig und identis
h verteilte Zufallsvariablenmit Erwartungswert µX und Varianz σX < ∞. Für n → ∞ gelten dannfolgende Konvergenzen in Verteilung:
∑

i

Xi
.∼ N(nµX , nσ

2
X) bzw. X̄ =

1

n

∑

i

Xi
.∼ N

(
µX ,

σ2
X

n

)Au
h ni
ht normalverteilte Renditen einer Zeitreihe können, wenn sie aufein gröberes Zeitintervall aggregiert werden, in ausrei
hender Näherungeiner Normalverteilung entspre
hen.
• Die Normalverteilung ist sehr gut erfors
ht und in allen gängigen Softwa-repaketen ohne Abwei
hungen in der De�nition mit vielen Zusatzfunktio-nen und Testverfahren implementiert. Viele vor- und na
hgelagerte For-s
hungsansätze verwenden die Normalverteilung oder eine ihrer Verallge-meinerungen.Aus empiris
her Si
ht wird eingewendet, dass die Normalverteilung für die Ver-teilung von Wertpapierrenditen - wie für viele andere reale Vorgänge au
h - nureine unzurei
hende Näherung darstelle. Insbesondere modelliere die Normalver-teilung bei gegebener Varianz der Verteilung deutli
h zu kleine Wahrs
hein-li
hkeiten für extreme Ereignisse. Gemessen wird dieser Sa
hverhalt mittels derKurtosis einer Verteilung, die für Renditeverteilungen in der Regel höher als dreiist, dem Wert der Kurtosis für die Normalverteilung. Zudem werde empiris
heine mehr oder weniger stark ausgeprägte Linkss
hiefe von Renditeverteilungenfestgestellt, während die Normalverteilung symmetris
h um dern Erwartungs-wert µ ist. Inwieweit diese Sa
hverhalte au
h für im Rahmen der Performan
e-messung verwendete Renditedaten zutre�en, wird im Abs
hnitt 2.3 (Empiris
heRenditen) untersu
ht.Eine Verallgemeinerung, die bei einer weiterhin symmetris
hen Verteilung ei-ne höhere Kurtosis erlaubt, ist die Students
he t-Verteilung mit ν ∈ N Frei-heitsgraden. Sie ist die Verteilung des Quotients einer standardnormalverteiltenZufallsvariablen und des Mittelwertes ν quadrierter standardnormalverteilterZufallsvariablen, wobei alle Zufallsvariablen voneinander unabhängig sind. Für

ν → ∞ konvergiert die t-Verteilung gegen die Standardnormalverteilung; mitsinkendem ν liegt ein immer gröÿeres Gewi
ht der Verteilung auf den Flankender Verteilung. Es sind jeweils nur die (ν−1)-ten Momente einer t-Verteilung de-�niert. Die Kurtosis der t-Verteilung beträgt 3+6/(ν−4), wobei die Kurtosis alsviertes Moment nur für t-Verteilungen mit ν ≥ 5 de�niert ist. Die t-Verteilung istsymmetris
h, so dass die S
hiefe null ist. Bei der Diskussion über die t-Verteilungwird meistens die jeweilige Standard-t-Verteilung mit ν Freiheitsgraden behan-delt. Ihr Erwartungswert ist 0 und ihre Varianz beträgt σ2 = ν/(ν − 2). Eine
t-verteilte Zufallsvariable X mit Erwartungswert µX und Varianz σ2

X erhältman über die Lage-Skalen-Beziehung X = µX + σX
√
(ν − 2)/ν · tν , wobei tν



9 Kapitel 2. Renditeneine Standard-t-verteilte Zufallsvariable ist.3Ein weiteres einfa
hes Modell zur Abbildung von Wertpapierrenditen istdie Mis
hung normalverteilter Zufallsvariablen. Eine Mis
hungsverteilung kannman si
h als zweistu�ge Verteilung vorstellen, bei der über eine Gewi
htungs-verteilung G die Verteilungsfunktion F (x|G) zufällig ausgewählt wird, aus derans
hlieÿend X gezogen wird. Bei einer diskreten Mis
hung aus K ∈ N ver-s
hiedenen Verteilungen ist G eine diskrete Verteilung, die K Werte annehmenkann, jeweils mit Wahrs
heinli
hkeit πk, k = 1, . . . ,K. Wird ein bestimmtes kgezogen, folgt X der Verteilung Fk(x). Mögli
herweise hängen die Fk von einemParametervektor θ ab. Die Di
htefunktion einer diskreten Mis
hungsverteilungkann man s
hreiben als4
f(x; θ, π) =

K∑

k=1

πkfk(x; θ) mit K∑

k=1

πk = 1.IstG eine stetige Verteilung, so wird über den Mis
hungsparameter π integriert5:
f(x; θ) =

∫
g(π)h(x;π, θ) dπ mit ∫ g(π) dπ = 1Mis
ht man K unters
hiedli
he N(µ0, σ

2
k)-verteilte Zufallsvariablen mit Ge-wi
hten πk > 0, so dass π1 + . . . + πK = 1, dann hat die resultierende Mi-s
hungsverteilung eine höhere Kurtosis als die Normalverteilung. Lässt man zu-dem unters
hiedli
he Mittelwerte µk zu, sind au
h s
hiefe und platykurtis
heMis
hungsverteilungen mögli
h.Ein Problem dieser Ansätze ist, dass sie die Reproduktionseigens
haft der Nor-malverteilung ni
ht teilen: Summen unabhängiger identis
h ni
ht-normalverteilterZufallsvariablen liegen im Allgemeinen ni
ht in der Lage-Skalen-Familie der Aus-gangsverteilung. Hat eine Verteilung die Eigens
haft, dass Summen unabhän-gig (identis
h) verteilter Zufallsvariablen eine Verteilung aus derselben Lage-Skalen-Familie wie die ursprüngli
he Verteilung haben, so handelt es si
h umeine (faltungs-)stabile Verteilung.Eine Verteilungsklasse, bei der die Stabilitätseigens
haft erhalten bleibt, istdie Klasse der (Alpha-)stabilen Verteilungen oder Stable Paretian Distributi-ons. Sie können dur
h Variation ihres Parameters α (0 < α ≤ 2) deutli
h mehrWahrs
heinli
hkeitsmasse auf die Flanken der Verteilung legen. Für α = 2 erhältman die Normalverteilung. Zusätzli
h ist dur
h Variation eines zweiten Parame-ters β die S
hiefe der Verteilung innerhalb gewisser Grenzen variierbar. DieseVerteilungen haben jedo
h einige deutli
he Na
hteile: Erstens hat die Di
hte-funktion bis auf wenige Ausnahmen keine ges
hlossene Form.6 Die Verteilung3Über eine Generalisierung der t-Verteilung zur ni
ht-zentralen t-Verteilung lässt si
h zu-sätzli
h no
h eine S
hiefe unglei
h null modellieren.4analog zu M
La
hlan und Basford (1988, S. 9)5analog zu Everitt (1982, S. 560)6Neben der Normalverteilung für α = 2 erhält man im Fall (α = 1, β = 0) die Cau
hy-Verteilung und im Fall (α = 0.5, β = 1) die Lévy-Verteilung.



2.2. Renditemodelle 10kann ledigli
h über ihre 
harakteristis
he Funktion E(eiXt) bes
hrieben werden.Diese Bes
hreibung ist zwar vollständig und eindeutig, für Anwendungen mussdie Di
htefunktion jedo
h jeweils numeris
h bestimmt werden. Ebenso wird kri-tisiert, dass für viele Anwendungen die Wahrs
heinli
hkeitsmasse auf den Flan-ken von ni
ht-normalen stabilen Verteilungen wiederum zu ho
h sei.7 S
hwererwiegt im Rahmen der Performan
eanalyse der Na
hteil, dass für stabile Ver-teilungen in den meisten Fällen nur wenige bis gar keine Momente existieren.Nur im Fall α = 2 (Normalverteilung) existieren alle Momente und sind end-li
h. Für 1 < α < 2 existiert nur der Erwartungswert; für α ≤ 1 existieren garkeine Momente. Da die Performan
emessung in den meisten Fällen über Mo-mente von Verteilungen (bzw. Funktionen dieser Momente) erfolgt, sind Modelleüber ni
ht-normale stabile Verteilungen nur für sehr wenige Performan
emaÿegeeignet; für die wi
htigste Anwendung in dieser Arbeit, die Ermittlung derVarianzen von Performan
emaÿ-S
hätzern, werden stets mindestens die erstenbeiden Momente einer Verteilung benötigt. Deshalb werden im Folgenden keineauf stabilen Verteilungen beruhenden Modelle verwendet. Kurze Einführungenin univariate Renditeverteilungsmodelle �ndet man z.B. in Ra
hev et al. (2005)und S
hmid und Trede (2006), ausführli
her in Ra
hev und Mittnik (2000).2.2.2 Intertemporal abhängige RenditenIm Folgenden wird die Annahme der intertemporalen Unabhängigkeit der Ren-diten aufgegeben.2.2.2.1 AutokorrelationDie Annahme unabhängig und identis
h verteilter Renditen impliziert die Un-korreliertheit aller Renditen eines Wertpapiers, das heiÿt, dass alle Korrelati-onskoe�zienten ρRt,Rt+s
für alle s ∈ {Z \ 0} glei
h null sind. Gibt man dieseAnnahme auf, kann intertemporale Korrelation von Renditen z. B. mittels einesARMA(p,q)-Modells

Rt = µ+ α1Rt−1 + . . .+ αpRt−p + εt + β1εt−1 + . . .+ βqεt−qmodelliert werden, wobei die εi unabhängig und identis
h verteilte Störtermeoder S
ho
ks mit E(ε) = 0 sind. Die Rendite in t hängt also von den Stör-termen aus den zurü
kliegenden Perioden ab. Über den Parameter µ wird derunbedingte Erwartungswert der Renditen gesteuert: Der Erwartungswert eines7Ein Problem liegt hier darin, dass si
h zwar die Nullhypothese s
hwa
her Flanken bei mo-deraten Sti
hprobengröÿen mit relativ hoher Ents
heidungskraft statistis
h testen lässt, dieNormalverteilungshypothese etwa über den Jarque-Bera-Test. Umgekehrt ist dies wesentli
hs
hwerer. Geht man von einem stabilen Verteilungsmodell aus, werden für den Flankenpara-meter α bei normalverteilten Sti
hproben (=̂ stabil verteilt mit α = 2) häu�g Werte deutli
hunter 2 ges
hätzt. Au
h die Unters
heidung stabiler Verteilungen von ni
ht stabilen Vertei-lungen mit endli
her Varianz (z.B. Lapla
e-Verteilung) ist bei moderaten Sti
hprobengröÿen(n < 1000) s
hwierig, siehe z.B. DuMou
hel (1983).



11 Kapitel 2. Renditenstationären ARMA-Prozesses beträgt
E(Rt) =

µ

1−∑p
k=1 αk

.Die Varianzen σ2
Rt

und Kovarianzen σRt,Rt−s
der Renditen können mittels derYule-Walker-Glei
hungen8 ermittelt werden. Für einen ARMA(1,0)-Prozess, kurz:AR(1)-Prozess, erhält man die Formeln

E(Rt) =
µ

1− α1
, σ2

Rt
=

σ2
ε

1− α2
1

und σRt,Rt−s
=
α
|t−s|
1 σ2

ε

1− α2
1

.Es sei an dieser Stelle kurz auf die Bedingungen eingegangen, unter denen einARMA-Prozess (s
hwa
h) stationär ist, d.h. dass der unbedingte Mittelwert
µRt

der Zeitreihe für alle t konstant ist und die Varianz sowie die Kovarianzen
σRs,Rt

endli
h sind und nur vom Abstand t− s abhängen. Die Eigens
haft derStationarität si
hert au
h, dass der Prozess ni
ht irreversibel abdriftet (�ex- oderimplodiert�).Die Stationarität eines ARMA(p,q)-Modells hängt nur von den autoregressivenAR-Termen α1, . . . , αp ab. Aus dem AR-Teil des Prozesses
Rt = µ+ α1Rt−1 + . . .+ αpRt−plässt si
h das sogenannte �
harakteristis
he Polynom�
P (z) = 1− α1z − . . .− αpz

pbilden. Der ARMA-Prozess ist stationär, wenn alle (mögli
herweise au
h kom-plexen) Nullstellen von P (z) einen Betrag gröÿer 1 haben. Für den häu�g ver-wendeten AR(1)-Prozess (bzw. den ARMA(1,q)-Prozess) bedeutet das, dassStationarität garantiert ist, solange |α1| < 1 ist.9 Solange wir uns auf Port-foliorenditen bes
hränken (und keine Portfoliowerte oder Wertpapierkurse ein-beziehen), haben wir es bis auf einige Ausnahmen10 mit erkennbar stationärenZeitreihen zu tun. Statistis
h getestet wird Stationarität über Einheitswurzel-tests.11Sind die Störterme εt eines stationären ARMA-Prozesses normalverteilt, so sindau
h die Realisationen Rt des Prozesses normalverteilt, da sie Linearkombina-tionen der unabhängig und identis
h normalverteilten Störterme εt, εt−1, . . . undder Konstanten µ sind.In ökonomis
her Hinsi
ht muss die Bedingung der intertemporalen Unkorre-liertheit der Renditen auf vollkommenen Kapitalmärkten erfüllt sein, da si
hansonsten Arbitragemögli
hkeiten, etwa über Terminges
häfte, bieten würden.8siehe z.B. Cryer und Chan (2008, S. 76)9Zur Stationarität von ARMA-Prozessen siehe ausführli
her z.B. Greene (2008, S. 718 �.)10Z. B. Geldmarktanlagen, deren Renditen der Höhe des jeweiligen kurzfristigen Zinssatzesfolgen oder Wertpapieren von Unternehmen in Ausnahmesituationen (z.B. Insolvenz), beidenen kein liquider Markt mehr existiert.11siehe z.B. Greene (2008, S. 744 - 756), Cryer und Chan (2008, S. 128 �.)



2.2. Renditemodelle 12Dur
h Ausnutzung dieser Arbitragemögli
hkeiten und dessen Auswirkung aufAngebot und Na
hfrage würden die Wertpapierkurse so angepasst, dass die Au-tokorrelation wieder vers
hwindet. An si
h sollte man bei Wertpapierrenditenalso keine Autokorrelation beoba
hten können. Sie �ndet si
h aber mitunterbei ni
ht börsengehandelten Vermögenswerten, zum Beispiel bei verö�entli
h-ten (Hedge-)Fondsrenditen, sowie in Ho
hfrequenzdaten, also Renditen übersehr kurze Zeiträume (Minuten, Sekunden(-bru
hteile) oder die Zeitspanne zwi-s
hen zwei Kursfeststellungen).2.2.2.2 Abhängige VarianzenEs ist mögli
h, dass zwar die Renditen selber zeitli
h unkorreliert sind, derenPotenzen jedo
h ni
ht. Ein gut modellierbarer Fall in dieser Gruppe betri�tAbhängigkeiten der quadrierten Renditen entspre
hend der Beoba
htung, dassdie S
hwankung von Finanzmarktzeitreihen (Volatilität) auf mittelfristige Si
htni
ht konstant ist, d.h. dass es dur
haus länger andauernde Perioden mit höhe-rer bzw. niedrigerer Volatilität gibt. Der wi
htigste (diskrete) Ansatz auf diesemGebiet ist das GARCH-Modell (Generalized Autoregressive Conditional Hete-ros
edasti
ity) von Bollerslev, eine Verallgemeinerung des von Engle12 entwi-
kelten ARCH-Modells. Die De�nition eines GARCH(p,q)-Prozesses ǫt lautetna
h Bollerslev (1986, dortige Notation):
ǫt|ψt−1 ∼ N(0, ht),mit

ψt−1 =̂ Menge aller verfügbaren Informationen bis zum Zeitpunkt t− 1

ht = α0 +

q∑

i=1

αiǫ
2
t−i +

p∑

j=1

βjht−j ;sowie p ∈ N0, q ∈ N, α0 > 0, αi ≥ 0 (i = 1, . . . , q), βj ≥ 0 (j = 1, . . . , p).13In der Praxis14 � und au
h in dieser Arbeit � bes
hränkt man si
h häu�g aufden GARCH(1,1)-Fall
ht = α0 + α1ǫ

2
t−1 + β1ht−1.In diesem Fall ist die Varianz in t bedingt auf die Varianz in t − 1 sowie denkonkreten Wert des Störterms in t− 1. Dabei wirkt das Quadrat des Störtermsdes Prozesses in t− 1 zunä
hst über den MA-Term in der Varianzformel direktauf die bedingte Varianz der Folgeperiode ht ein und wird dana
h über den AR-Term (mit exponentiell abnehmender Wirkung) in die weiteren Folgeperiodenübertragen. Damit wird der empiris
h gut beoba
htbare Fall modelliert, dass12Engle (1982)13Die Störterme müssen ni
ht notwendigerweise normalverteilt sein. Man kann die Annahmeauf ǫt|ψt−1 ∼ ht ·White Noise Typ 1(µ = 0, σ = 1) verallgemeinern. Die folgenden Ausfüh-rungen beziehen si
h ledigli
h auf GARCH-Modelle mit normalverteilten Störtermen.14vgl. Mills und Markellos (2008, S. 177)



13 Kapitel 2. Renditenein starker S
ho
k dur
h eine den Markt errei
hende und den Kurs stark beein-�ussende Na
hri
ht au
h zu höheren Kurss
hwankungen in den Folgeperiodenführt. Erfolgt kein weiterer S
ho
k, beruhigt si
h der Markt allmähli
h wieder.Eine ökonomis
he Erklärung hierfür ist, dass vor Eintre�en des S
ho
ks eingewisses Marktglei
hgewi
ht mit einigermaÿen stabilen Preiserwartungen hin-si
htli
h des betro�enen Vermögenswertes besteht. Dur
h den S
ho
k wird denMarktteilnehmern klar, dass si
h der Wert des Vermögenswertes nunmehr geän-dert hat. Es dauert aber einige Zeit, bis si
h am Markt ein impliziter Konsensherausgebildet hat, wie ho
h der neue Wert des Vermögenswertes ist.Ein GARCH(1,1)-Prozess lässt si
h als ARMA(1,1)-Prozess in den quadriertenRenditen au�assen.15 Für eine Stationarität des Prozesses muss die Bedingung
q∑

i=1

αi +

p∑

j=1

βj < 1erfüllt sein. In diesem Fall beträgt die unbedingte Varianz des Prozesses
σ2
ǫt =

α0

1−∑q
i=1 αi +

∑p
j=1 βj

.Bei einem GARCH(1,1)-Prozess reduzieren si
h die Formeln auf α1 + β1 < 1und σ2
ǫt =

α0

1−α1−β1
.Es ist mögli
h, ARMA- und GARCH-Prozesse miteinander zu verbinden,etwa indem ein ARMA-Modell keine unabhängig und identis
h verteilten Stör-terme hat, sondern Störterme, die einem GARCH-Prozess folgen16. Im weiterenVerlauf wird ledigli
h ein Modell �GARCH(1,1) + Konstante�

Rt = γ + htεt mit ht = α0 + α1ε
2
t−1 + β1ht−1 und ε ∼ N(0, σ2)verwendet, wobei die Konstante γ die angenommene langfristige (Über-)Renditeeines Portfolios darstellt.GARCH- bzw. ARMA-GARCH-Modelle führen zu unbedingten Verteilungen,die als Mis
hungen von Normalverteilungen die gegenüber der Normalvertei-lung höhere Kurtosis empiris
her Renditeverteilungen na
hbilden. Eine prakti-s
he S
hwierigkeit ist, dass si
h die unbedingten Verteilungen ni
ht in ges
hlos-sener Form ausdrü
ken lassen. Viele Eigens
haften, z.B. Quantile, können nurnumeris
h bzw. simulativ ermittelt werden. Andere Gröÿen wie die (unbedingte)Kurtosis sind nur für bestimmte Parameterkonstellationen de�niert. Die unbe-dingte Kurtosis für einen GARCH(1,1)-Prozess mit normalverteilten Störtermenbeträgt z.B.:17

γ2,u = 3 · 1− β2
1 − 2α1β1 − α2

1

1− β2
1 − 2α1β1 − 3α2

1

,15S
hmid und Trede (2006, S. 179)16siehe hierzu z.B. Gourieroux und Jasiak (2001, S. 128 f.)17Bollerslev (1986), zitiert na
h Jondeau et al. (2007, S. 146 f.)



2.2. Renditemodelle 14was nur de�niert ist, wenn der Nenner positiv, also β2
1 +2α1β1+3α2

1 < 1 erfülltist. Wenn beispielsweise α1 ≥
√
1/2 ≈ 0, 7071 ist, kann das vierte Moment ni
htexistieren.18Die häu�g beoba
htete S
hiefe von Renditeverteilungen lässt si
h mittels �ge-wöhnli
hem� GARCH ni
ht darstellen. GARCH unterstellt, dass positive undnegative S
ho
ks dieselbe (positive) Wirkung auf die bedingte Varianz der Fol-geperioden haben, während in der Praxis vor allem na
h negativen S
ho
ksstark erhöhte Volatilitäten zu beoba
hten sind.19 Für Diskussion und empiri-s
he Untersu
hung dieses �Leverage-E�ekt� genannten Phänomens siehe Chris-tie (1982) und Fren
h et al. (1987). Unter den vielen weiteren Fortentwi
klun-gen des GARCH-Modells20 können u.a. das Exponential GARCH (EGARCH)von Nelson (1991), das Treshold GARCH (TGARCH) von Zakoian (1994) undGJR-GARCH von Glosten et al. (1993) asymmetris
he unbedingte Renditever-teilungen modellieren.Insgesamt dominiert na
h wie vor das GARCH(1,1)-Modell, au
h aus prak-tis
hen Gründen: Das GARCH(1,1)-Modell ist ein Standardmodell mit rela-tiv wenigen und gut interpretierbaren Parametern, das häu�g keine s
hle
htereAnpassung an die Daten liefert als GARCH-Modelle höherer Ordnung. Vielfa
herweist si
h beim Test mehrerer Modelle keines hinsi
htli
h Anpassung und Pro-gnose als eindeutig überlegen.21 Wer höhere Lag-Längen nutzen will, muss eineWahl tre�en und begründen, wie ho
h p und q sein sollen. Klassis
he Informa-tionskriterien wie AIC und BIC sind für heteroskedastis
he Daten häu�g weniggeeignet.22 In einer Verglei
hsstudie von Hansen und Lunde (2005) mit ARCH,GARCH und 14 Modi�kationen von GARCH � insgesamt 330 Modellvarian-ten � konnten sie für We
hselkursdaten kein Modell �nden, das GARCH(1,1)eindeutig übertraf. In einem Aktiendatensatz erwies si
h GARCH(1,1) ledigli
hModellen, die den Leverage-E�ekt explizit abbildeten, unterlegen.2.2.3 Multivariate RenditemodelleViele Performan
emaÿe werden aus der Renditezeitreihe eines einzigen Portfo-lios bere
hnet � desjenigen, dessen Wertentwi
klung quanti�ziert werden soll.Andere Performan
emaÿe setzen die Renditezeitreihe eines Portfolios zu eineranderen Renditezeitreihe (Ben
hmark) in Beziehung, häu�g einem näher zu de-�nierenden Marktportfolio. Da in die Bere
hnung derartiger Performan
emaÿe18β2

1 + 2α1β1 + 3α2
1 < 1 ⇔ (β1 + α1)

2

︸ ︷︷ ︸
≥0

+ 2α2
1 < 1 ⇒ 2α2

1 < 1 ⇔ |α1| <
√

1/219Au
h eine umgekehrte Wirkungsbeziehung ist hier erklärbar: Steigt dur
h einen S
ho
kdie Unsi
herheit über die Wertentwi
klung einer Anlage, so nimmt na
h dem µ-σ-Prinzip derNutzen der Anlage für einen Investor ab. Um die Anlage 
eteris paribus wieder attraktiv zuma
hen, müsste deren erwartete Rendite ansteigen, was kurzfristig nur über einen sinkendenKurs der Anlage mögli
h ist. Dies würde die Wirkung von positiven S
ho
ks dämpfen undjene von negativen S
ho
ks verstärken.20Einen Überbli
k über univariate GARCH-Modelle liefern Jondeau et al. (2007, Kap. 4)und Teräsvirta (2009)21siehe z.B. Brailsford und Fa� (1996, S. 436), Brooks und Burke (2003)22siehe Brooks und Burke (2003)



15 Kapitel 2. Renditenbzw. deren Varianzen regelmäÿig gemis
hte Momente wie die Kovarianz ein-gehen, können die Zeitreihen ni
ht separat modelliert werden, sondern müsseneinem multivariaten Modell entstammen. Dies gilt au
h dann, wenn Performan-
emessungen zweier Portfolios miteinander vergli
hen werden. Es werden alsobivariate Modelle gebrau
ht; werden zwei Portfolios mittels eines Performan
e-maÿes mit Ben
hmark � die Ben
hmark ist für beide Portfolios notwendigerweisedieselbe � vergli
hen, ist ein trivariates Modell erforderli
h. Es folgt nun eineÜbersi
ht über die in dieser Arbeit verwendeten multivariaten Renditemodellesowie einige weitere Varianten.2.2.3.1 Multivariate unabhängig und identis
h verteilte Zufallsvaria-blenDas Ausgangsmodell für multivariate Renditeverteilungen ist die multivariateNormalverteilung mit Di
htefunktion für d Dimensionen
fX(x) =

1

(2π)
d
2 |Σ| 12

exp

(
−1

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

)
,wobei µ ∈ R1×d der Erwartungswertvektor und Σ ∈ Rd×d die Kovarianzmatrixder Verteilung ist. Die Kovarianzmatrix kann eine beliebige symmetris
he, po-sitiv de�nite Matrix sein.Alle Randverteilungen einer multivariaten Normalverteilung sind ebenfalls Nor-malverteilungen. Au
h alle auf j ∈ {1, . . . , d− 1} Komponenten bedingten Ver-teilungen sind (d− j) - dimensionale Normalverteilungen. Die multivariate Nor-malverteilung hat eine Reihe von Eigens
haften, die über ihre Verwendung alsRenditemodell hinaus für Anwendungen in den folgenden Kapiteln wi
htig sind:

• Die multivariate Normalverteilung ist dur
h ihre Parameter µ und Σ, dieglei
hzeitig au
h Erwartungswertvektor und Kovarianzmatrix der Kompo-nenten sind, vollständig de�niert.
• Ist die Kovarianzmatrix eine Diagonalmatrix, so sind alle Komponentensto
hastis
h global unabhängig.
• Die Reproduktionseigens
haft der Normalverteilung bleibt erhalten: Je-de lineare Funktion eines Vektors X

d×1 gemeinsam multivariat normal-verteilter Zufallsvariablen ist ebenfalls multivariat normalverteilt23: Wenn
X ∼ N(µµµ,Σ) sowie bd×1 ein reellwertiger Vektor und A eine reellwertige
d-spaltige Matrix sind, dann gilt AX+ b ∼ N(Aµµµ+ b,AΣA

′).
• Der aus dem univariaten Berei
h bekannte Zentrale Grenzwertsatz giltau
h im Multivariaten24:Seien die Zufallsvektoren Y

1×d
1 , . . . ,Y1×d

n unabhängig und identis
h ver-teilt mit Erwartungswertvektor µ1×d und Kovarianzmatrix Σ
d×d. Dannkonvergiert die Folge √n(Y−µ) für n→ ∞ in Verteilung gegen N(0,Σ).23Vgl. Greene (2008, S. 1015)24Beweis siehe z.B. Anderson (1984, S. 81)



2.2. Renditemodelle 16Wie im univariaten Fall kann die multivariate Normalverteilung die S
hiefe undKurtosis empiris
her Renditeverteilungen ni
ht abbilden. Hinzu kommt, dassdie Abhängigkeitsstruktur zwis
hen den univariaten Verteilungen, die die mul-tivariate Normalverteilung impliziert, si
h von empiris
h beoba
hteten Abhän-gigkeitsstrukturen unters
heidet. So wird oft beoba
htet, dass die Abhängig-keit zwis
hen den Wertpapierrenditen eines Marktes dann besonders ho
h ist,wenn die Rendite des Gesamtmarktes stark in eine Ri
htung auss
hlägt; hier-bei spri
ht man von tail dependen
e. Häu�g unters
heidet man zwis
hen demVerhalten bei Extremwerten an der oberen und der unteren Flanke der Rendi-teverteilung (upper tail und lower tail). In der multivariaten Normalverteilungist die Korrelation zwis
hen den Renditen konstant.Diese die Abhängigkeitsstruktur betre�enden Phänomene kann man mittelsCopulas modellieren. Eine Copula stellt im Falle von d glei
hzeitig betra
h-teten eindimensionalen Renditeverteilungen als Funktion C(u1, . . . , ud) im d-dimensionalen Einheitswürfel [0; 1]d die Verbindung der Randverteilungen FX1

(x1), . . ., FXd
(xd) mit der gemeinsamen Verteilung FX1,...,Xd

(x1, . . . , xd) her:25
FX1,...,Xd

(x1, . . . , xd) = C(FX1 (x1), . . . , FXd
(xd))Die Copula C ist also die gemeinsame Verteilung der Verteilungsfunktionen dereinzelnen Komponenten.In dieser Arbeit wird auf Copulas und ihre Theorie ni
ht weiter eingegangen. Ei-ne praxisorientierte Einführung geben Frees und Valdez (1998); eine Einführungauf mathematis
herem Niveau liefern Nelsen (2006) und Joe (1997), die Anwen-dung im Berei
h Finanzmarkttheorie stellen Cherubini et al. (2004) vor. FürCopula-Anwendungen im MGARCH-Kontext siehe Manner (2010), eine kurzeÜbersi
ht zu Literaturquellen �ndet man in Patton (2009, S. 772f.).Die multivariate Erweiterung der t-Verteilung ist die multivariate t-Ver-teilung. Sie wird spezi�ziert über die Anzahl ihrer Freiheitsgrade und die Ma-trix Σ. Die multivariate t-Verteilung hat als Randverteilungen t-Verteilungen,die jeweils dieselbe Anzahl Freiheitsgrade ν aufweisen müssen. Hier ist also � wieim univariaten Fall � die Modellierung einer bestimmten Kurtosis mögli
h, wäh-rend die S
hiefe aufgrund der weiterhin symmetris
hen Randverteilungen glei
hnull bleibt. Dass die Anzahl Freiheitsgrade für alle Dimensionen glei
h ist, stellteine Eins
hränkung dar, da es z.B. bei der Modellierung einer Wertpapier- undeiner Marktzeitreihe angemessener ers
heinen könnte, unters
hiedli
he Freiheits-grade anzunehmen, etwa weil ein einzelnes Wertpapier ausreiÿeranfälliger seinkönnte als der entspre
hende Marktindex.Über die als Parameter vorgegebene Matrix Σ kann jede mögli
he tatsä
hli
heKovarianzmatrix � über die Beziehung Cov(X) = ν

ν−2Σ � direkt modelliert wer-den, also au
h vollständige Korrelation oder völlige Unkorreliertheit. Allerdingssind die einzelnen Dimensionen der Verteilungen au
h bei Unkorreliertheit ni
htunabhängig.26 Dur
h beidseitige Multiplikation von Σ mit einem Vektor und25Zusammen mit der Feststellung, dass für jede multivariate Verteilungsfunktion eine Co-pula exisiert, heiÿt dieser Satz Sklars Theorem, na
h Sklar (1959).26vgl. M
Neil et al. (2005, S. 191)



17 Kapitel 2. Renditendur
h Addition eines Erwartungswertvektors ist die multivariate t-Verteilungbeliebig skalier- und vers
hiebbar.27 Für ν → ∞ konvergiert die multivariatet-Verteilung gegen die multivariate Normalverteilung.2.2.3.2 MGARCHWährend die Erweiterung der Normal- und t-Verteilung in den multivariaten Be-rei
h eindeutig ist, existieren vers
hiedene, teilweise sehr komplexe Ansätze fürmultivariates GARCH, von denen si
h keiner gegenüber den anderen eindeutigdur
hgesetzt hat. Im Folgenden werden einige etablierte Modelle in Reihenfolgeabsteigender Komplexität kurz vorgestellt. Die Darstellung bes
hränkt si
h aufmultivariate Versionen von GARCH(1,1)-Modellen.28Der älteste Ansatz, das Ve
h-MGARCH, wurde in Bollerslev et al. (1988) vorge-stellt. Na
h diesem Modell hängen Varianzen und Kovarianzen der modelliertenZeitreihen linear von allen Varianzen und Störtermen der Vorperiode(n) ab.Zur besseren Handhabbarkeit werden die entspre
henden Matrizen mittels des
vech-Operators(Halbvektorisierungs-Operator) in Vektoren umgewandelt.29 Beieinem bivariaten Ve
h-GARCH(1,1) hängt die Kovarianzmatrix Σt des Werte-vektors (r1,t, r2,t)′ wie folgt von den Werten der Vorperiode ab:30

vech(Σt) = vech

(
σ2
1,t σ12,t

σ12,t σ2
2,t

)
=




σ2
1,t

σ12,t
σ2
2,t


 =




γ11
γ12
γ22


+




a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33




︸ ︷︷ ︸
A




ε21,t−1

ε1,t−1 ε2,t−1

ε22,t−1


+




b11 b12 b13
b21 b22 b23
b31 b32 b33




︸ ︷︷ ︸
B




σ2
1,t−1

σ12,t−1

σ2
2,t−1


27Die multivariate t-Verteilung wird umfassend in Kotz und Nadarajah (2004) dargestellt.28Dieser Abs
hnitt fasst einen Teil der Inhalte vers
hiedener Übersi
htsdarstellungen vonMGARCH-Modellen zusammen. Diese sind: Bauwens et al. (2006), Jondeau et al. (2007,Kapitel 6.1), Lütkepohl (2005, Kapitel 16), Silvennoinen und Teräsvirta (2009).29Bei der Vektorisierung einer Matrix A werden die Spalten einer Matrix zu einem Spal-tenvektor aneinandergereiht:

vec




a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33



 = (a11 a21 a31 a12 a22 a32 a13 a23 a33)
′Ist die Matrix symmetris
h, so ist Berei
h oberhalb der Diagonalen redundant zum Berei
hunterhalb der Diagonalen. Bei der Halbvektorisierung (ve
h) einer Matrix wird deshalb nurdie untere Dreie
ksmatrix vektorisiert:

vech




a11 a21 a31
a21 a22 a32
a31 a32 a33



 = (a11 a21 a31 a22 a32 a33)
′30Analog zu Jondeau et al. (2007, S. 198)



2.2. Renditemodelle 18An diesem Modell lassen si
h gut einige Probleme verdeutli
hen, die die weiterenModelle zu beheben versu
hen.31
• Parameterzahl: Ein d-dimensionales Ve
h-GARCH(1,1)-Modell hat d(d+
1)(d(d + 1) + 1)/2 Parameter, so dass ein bivariates Modell 21, ein tri-variates bereits 78 Parameter aufweist. Dies ma
ht die Modells
hätzungre
henaufwendig und setzt dem Austesten vers
hiedener Parameterkom-binationen im Rahmen von Simulationsstudien Grenzen.

• Interpretierbarkeit der Parameter: Während die theoretis
he Bedeutungeinzelner Parameter meist relativ klar ist, sind die Wirkungen und We
h-selwirkungen einzelner Parameter auf die Korrelationsstruktur häu�g s
hwerabzus
hätzen. Es ist somit au
h ni
ht lei
ht mögli
h, im Rahmen einerSimulation a priori Parameterkombinationen vorzugeben, die zu realis-tis
hen Zeitreihenverläufen oder zu bestimmten, interessierenden Vertei-lungseigens
haften führen.
• Identi�zierbarkeit: Ähnli
h wie bei Vektor-ARMA-Prozessen kann es beiMGARCH-Prozessen zu Problemen der Modellidenti�kation kommen.
• Gültige Kovarianzmatrix: Beim Ve
h-Modell und einigen anderen Model-len ist ni
ht garantiert, dass der Prozess für alle Zeitpunkte t Kovarianz-matrizen Σt produziert, die positiv de�nit sind. In man
hen Fällen lassensi
h dur
h Parameterrestriktionen positiv de�nite Kovarianzmatrizen ga-rantieren.
• Momente und andere Eigens
haften der unbedingten Verteilung: Perfor-man
emaÿe werden zumeist aus Momenten und anderen Funktionen derunbedingten Verteilung erre
hnet. Aber:� Es ist häu�g unklar, wel
he unbedingten Momente des Prozessesbei einer bestimmten Parameterkombination existieren bzw. endli
hsind.� Wenn die Momente existieren, gibt es häu�g (no
h) keine Formeln, sieaus den Parametern direkt zu bere
hnen. Da es si
h um komplizierteMis
hungen von Normalverteilungen oder anderer Störgröÿenvertei-lungen handelt, bleibt für deren Ermittlung meist nur die Simulationübrig, wobei für jede Parameterkombination jeweils sehr viele Datensimuliert werden müssen. Für die Simulation von Renditen wieder-um ist es wi
htig, dass man bei der Generierung von Prozessen diefür die Bere
hnung eines Performan
emaÿes wi
htigen theoretis
henParameter exakt vorgeben kann � ansonsten sind im späteren Si-mulationsergebnis Verzerrung und S
hätzvarianz einerseits und derFehler aus der vorhergehenden Simulation ni
ht voneinander unter-s
heidbar.31In dieser Arbeit wird multivariates GARCH auss
hlieÿli
h zur Simulation von Zeitreihenbenutzt, so dass besonders auf damit zusammenhängende Probleme hingewiesen wird, wäh-rend andere wi
htige Problemfelder wie die Parameters
hätzung ni
ht angespro
hen werden.



19 Kapitel 2. Renditen� Bei einigen Modellen sind bestimmte Werte unbedingter Momenteni
ht modellierbar. Will man zum Beispiel eine bivariate Zeitreihe auseiner Marktrendite und einer damit nahezu perfekt korrelierten Port-foliorendite (z.B. eines breit gestreuten Fonds auf demselben Markt)modellieren, so ist das in man
hen Modellansätzen ni
ht mögli
h.Man kann zumeist erzwingen, dass si
h die modellierten Renditen zunahezu allen Zeitpunkten t in die selbe Ri
htung bewegen. Sind je-do
h die zeitabhängigen unbedingten Varianzen der Zeitreihen ni
htebenso fast vollständig korreliert, dann wird die unbedingte Korrela-tion au
h ni
ht nahezu perfekt (z.B. ρMX = 0, 99) sein.Zur Lösung dieser Probleme wurden eine Reihe von Modellen vorges
hlagen:Bollerslev, Engle und Wooldrigde regen bereits in ihrem oben genannten Artikelzum Ve
h-GARCH-Modell an, die Parametermatrizen A und B auf Diagonal-matrizen zu bes
hränken (DVEC). Dadur
h sinkt die Anzahl zu s
hätzenderParameter um die Elemente auÿerhalb der Hauptdiagonalen von A und B undes lassen si
h Bedingungen herleiten, unter der die positive De�nitheit der Ko-varianzmatrix garantiert ist. Ein weiterer Spezialfall des Ve
h-Modells ist das inEngle und Kroner (1995) vorgestellte BEKK-Modell32, das no
hmals restrikti-ver als das DVEC-Modell ist, aber stets auf positiv de�nite Kovarianzmatrizenführt.Ein anderer Literaturstrang folgt der Idee, kein genuin multivariates GARCHzu erzeugen, sondern univariate GARCH-Prozesse geeignet miteinander zu ver-knüpfen. Sehr einfa
h in der Handhabung ist Bollerslevs (1990) CCC-GARCH,wobei CCC für 
onstant 
onditional 
orrelation steht. Hierbei wird davon aus-gegangen, dass die bedingte Korrelation zwis
hen den Zeitreihen konstant ist;ans
hlieÿend wird die Korrelationsmatrix dur
h Multiplikation mit den zeit-abhängigen Varianzen (bzw. Standardabwei
hungen) zu einer zeitabhängigenKovarianzmatrix. Die Varianzen der einzelnen Zeitreihen entstammen jeweilsunivariaten GARCH-Prozessen. Dieser Ansatz benötigt relativ wenige, gut inter-pretierbare Parameter, garantiert unter einfa
hen Bedingungen positiv de�niteKovarianzmatrizen und ist lei
ht zu s
hätzen. Problematis
h für Simulationenist, dass die unbedingten Korrelationen zwis
hen den Zeitreihen s
hwer zu be-re
hnen sind. Weil die Varianzen der einzelnen Zeitreihen unkorreliert sind, sindsehr stark korrelierte Zeitreihen mit diesem Modell ni
ht darstellbar.Eine weitere Modellklasse ist diejenige der Faktormodelle, die vor allem fürdie Modellierung ho
hdimensionaler Zeitreihen gut geeignet ist. Dabei wird dieVarianz-Kovarianz-Struktur von d Zufallsvariablen auf k < d (mögli
herwei-se unbeoba
htbare) Faktoren zurü
kgeführt. Diebold und Nerlove (1989) ver-ö�entli
hten ein bedingt heteroskedastis
hes Faktormodell, wel
hes ni
ht alsGARCH-Modell, sondern eher in den Berei
h der Sto
hasti
 Volatility-Modelleeingeordnet wird.33 Die ersten Faktor-GARCH-Modelle gehen auf Engle, Ngund Roths
hild (Engle (1987), Engle et al. (1990)) zurü
k. Sentana (1998) fasst32Abkürzung der Na
hnamen Baba, Engle, Kraft und Kroner33siehe Silvennoinen und Teräsvirta (2009, S. 208)



2.2. Renditemodelle 20die Modelle von Engle34 und Diebold/Nerlove zu einem allgemeinen additivenAnsatz zusammen.Die Dimensionsreduktion dur
h den Einsatz gemeinsamer Faktoren reduziertdie Parameterzahl deutli
h. Denno
h sind die Parameter in den vorgenanntenModellen ni
ht immer lei
ht zu interpretieren. Wi
htig beim Einsatz in Simu-lationen ist zudem die exakte Modellierbarkeit der unbedingten Korrelations-matrix der Zufallsvariablen. Zur Simulation wurde deshalb folgendes, einfa
hesEinfaktormodell eingesetzt:
Xt = Zt ·

√
ht +µµµ, (2.1)wobei

Zt
iid∼ D1(0,Σ),

ht = α0 + α1m
2
t−1 + β1ht−1

mt = ǫt
√
ht

ǫt
iid∼ D2(0, 1)und µµµ ∈ Rd ein konstanter Vektor.Der Vektor Zt ∈ Rd sei für alle t unabhängig von ǫt. D1 ist eine multivariateVerteilung mit Erwartungswertvektor 0 und Kovarianzmatrix Σ, D2 eine uni-variate Verteilung mit Erwartungswert 0 und Varianz 1. α0, α1 und β1 sindParameter des Prozesses.Die multivariate Rendite Xt ∈ Rd ist also das Produkt aus einer zeitli
h unab-hängig und identis
h verteilten multivariaten Zufallsvariable und einem zeitab-hängigen latenten Skalar, der die Standardabwei
hung eines GARCH-Prozessesdarstellt. Die genaue Form der Verteilungen von Zt und ǫt ist ni
ht vorgegeben.Die Konstante α0 des GARCH-Varianzterms wird auf 1 − α1 − β1 festgesetzt,damit ht einen unbedingten Erwartungswert von 1 hat.35Der GARCH(1,1)-Prozess mt selbst wird ni
ht weiter verwendet, ledigli
h des-sen zeitabhängige Varianz ht wirkt auf die multivariate Zeitreihe ein. Dur
h dieNormierung von E(ht) auf 1 ist die unbedingte Kovarianzmatrix des Zielprozes-ses Xt die Kovarianzmatrix des i.i.d.-Prozesses Zt:Lemma: Für die spezielle Wahl α0 = 1− α1 − β1 in Modell (2.1) gilt:

Cov(X) = ΣBeweis: Es soll bewiesen werden, dass Cov(X) = Cov(Z).
E(Z) = 0. Die Zufallsvariable H sei von Z unabhängig und E(H)=1. Z1, . . . , Znseien die Komponenten von Z.34Sentana bezieht si
h bei der De�nition seines Modells ausdrü
kli
h auf Engles Modellaus dessen unverö�entli
htem Manuskript Engle (1987) und erst im weiteren Verlauf auf dieVerö�entli
hung Engle et al. (1990).35σ2mt

= E(ht) =
α0

1−α1−β1
wird 1, wenn α0 = 1− α1 − β1.
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Cov(X) = Cov(Z ·H +µµµ) = Cov(Z ·H) =




σZ1H,Z1H · · · σZ1H,ZnH... . . . ...
σZnH,Z1H · · · σZnH,ZnH


Es muss also gezeigt werden, dass σZiH,ZjH = σZi,Zj

∀ i, j ∈ 1, . . . , n.Bohrnstedt und Goldberger (1969) liefern eine Formel für die Kovarianz vonProdukten von Zufallsvariablen Cov(XY,UV ). Für den Spezialfall Y = V , inunserer Notation σZiH,ZjH , ergibt si
h:
σZiH,ZjH = µZi

µZj
σ2
H + µZi

µHσZi,H + µZj
µHσZj ,H + (µH)2σZi,Zj

+E((Zi − µZi
)(Zj − µZj

)(H − µH)2)

+µZi
E((Zj − µZj

)(H − µH)2) + µZj
E((Zi − µZi

)(H − µH)2)

+2µHE((Zi − µZi
)(Zj − µZj

)(H − µH))− σZi,HσZj ,HEingesetzt µZi
= µZj

= 0, µH = 1 und σZi,H = σZj ,H = 0 verbleibt:
σZiH,ZjH = σZi,Zj

+ E((ZiZj(H − 1)2) + 2 E((ZiZj(H − 1))Da Funktionen unabhängiger Zufallsvariablen unabhängig sind und die letztenbeiden Terme den Kovarianzen σZiZj ,H2 bzw. σZiZj ,H entspre
hen, sind diesebeiden Terme null.
�Wir haben also ein multivariates Renditemodell, dessen Komponenten GARCH-Varianzen besitzen und dessen Kovarianzmatrix beliebig bestimmbar ist. Strenggenommen handelt es si
h ni
ht um ein MGARCH-Modell, da die Volatilitätzum Zeitpunkt t ni
ht von den (quadrierten) Renditen der Vorperiode abhängt,sondern von einer externen latenten Variablen vorgegeben wird. Demna
h wärees eher in die Klasse der Modelle sto
hastis
her Volatilität einzuordnen. Öko-nomis
h gesehen werden hier n Portfoliorenditen mit fest de�nierten unbeding-ten Momenten modelliert. Die bedingten Mittelwerte und Korrelationen sindglei
h den unbedingten. Die Varianzen der einzelnen Portfolios sind sto
has-tis
h, aber perfekt korreliert. Es wird implizit angenommen, dass die zeitli
heDynamik der Volatilität dur
h einen �Marktprozess� vorgegeben wird. Erhöhtsi
h die Volatilität am Markt, etwa dur
h makroökonomis
he S
ho
ks, dannerhöhen si
h die Volatilitäten aller betra
hteten Portfolios in glei
hem Maÿe.Das ist dur
haus plausibel, wenn man etwa breit diversi�zierte Investmentfondsinnerhalb desselben Anlagesegments betra
htet: Spezi�s
he S
ho
ks einzelnerWertpapiere (z.B. Bilanzverö�entli
hungen, Übernahmeangebote) sind fondsin-tern weitgehend wegdiversi�ziert und wirken si
h kaum auf die Fondsvolatilitätin den Folgeperioden aus, die vor allem dur
h globale oder anlagesegmentspezi-�s
he Ereignisse bestimmt wird. Betra
htet man hingegen einzelne Aktien oderPortfolios aus vers
hiedenen Anlagegebieten, dann wird man deutli
he Abwei-
hungen von der Annahme proportionaler Varianzen feststellen können.



2.3. Empiris
he Renditen 222.3 Empiris
he RenditenNa
h dem vorhergehenden Abs
hnitt über die Modellierung von Renditen wer-den nun die Eigens
haften von auf Finanzmärkten beoba
hteten Renditen un-tersu
ht. Im ersten Unterabs
hnitt werden Renditen von Wertpapieren behan-delt, deren Preisfestsetzung in erster Linie über den laufenden Börsenhandelges
hieht. Performan
emessung wird jedo
h vor allem auf die Renditen verwal-teter (Wertpapier-) Portfolios angewendet, um die Qualität der Vermögensver-waltung zu messen. In den folgenden beiden Unterabs
hnitten werden deswegenmit (o�enen) Investmentfonds und Hedgefonds zwei wi
htige Formen verwalte-ter Finanzvermögen genauer betra
htet.2.3.1 Aktien und andere börsengehandelte WertpapiereHäu�gstes Fors
hungsobjekt, wenn man von Wertpapierzeitreihen spri
ht, sindZeitreihen von Aktien. Viele Studien, die angeben, si
h mit ��nan
ial data�,��nan
ial time series� oder �asset returns� zu bes
häftigen, behandeln haupt-sä
hli
h oder auss
hlieÿli
h Aktienzeitreihen. Es folgt nun ein Überbli
k übereinige stilisierte Fakten von Finanzmarktrenditen, basierend auf den Arbeitenvon Pagan (1996), Cont (2001), Rydberg (2000), S
hmid und Trede (2006),Sewell (2011a) und Taylor (2005, S. 51-96)36.2.3.1.1 Stilisierte FaktenDen Begri� �Stilisierte Fakten� kann man in diesem Kontext de�nieren als "em-piri
al �ndings that are so 
onsistent a
ross markets that they are a

epted astruth."37Leptokurtosis: Eine der am längsten bekannten38 Beoba
htungen bei Wert-papierrenditen ist die oben bereits angespro
hene höhere Kurtosis empiris
herRenditeverteilungen gegenüber der lange als Standard benutzten Normalver-teilungsannahme. Sie äuÿert si
h darin, dass extreme positive oder negativeRenditen häu�ger vorkommen als bei Annahme normalverteilter Renditen vor-hergesagt (starke Flanken). S
hmid und Trede39 ermitteln für Tagesrenditender DAX30-Aktien Werte der Kurtosis von 4,1 bis 8,4, mit zwei Ausreiÿern imzweistelligen Berei
h.36Pagan referiert ausführli
h den seinerzeitigen Stand der Fors
hung. Cont listet stilisierteFakten auf und bespri
ht sie (mit Datenbeispielen) anhand ausgewählter Literatur. Rydbergstellt die wi
htigsten stilisierten Fakten anhand von Renditen (vers
hiedener Frequenzen)der IBM-Aktie dar. S
hmid und Trede illustrieren im Rahmen ihres Lehrbu
hs grundlegen-de stilisierte Fakten anhand von Tagesrenditen von DAX-30-Aktien. Die aktuelle Arbeit vonSewell si
htet sehr breit, aber relativ kursoris
h die Literatur. Taylor betra
htet, neben ei-ner zusammenhängenden Darstellung des Themas, einzelne Reihen von Tagesdaten vielerleiAnlageklassen.37Sewell (2011a, S. 1)38Sewell (2011a, S. 1) zitiert Verö�entli
hungen beginnend mit dem Jahr 1915.39S
hmid und Trede (2006, S. 34)



23 Kapitel 2. RenditenAsymmetrie: Ebenfalls häu�g beoba
htet wird eine Linkss
hiefe von Ren-diteverteilungen, wobei hier der Befund ni
ht eindeutig ist.40 Bei den DAX-Tagesrenditezeitreihen, für die S
hmid und Trede41 die S
hiefe bere
hnen, wei-sen deutli
h weniger als die Hälfte (11 von 31) eine negative S
hiefe auf.In engem Zusammenhang mit der beoba
hteten Linkss
hiefe steht der Leverage-E�ekt, dass die meisten Maÿe temporärer Volatilität negativ mit den Renditenkorreliert sind. Pagan42 ma
ht hier folgende Beoba
htung: Tests auf Symme-trie anhand der S
hiefe lehnen die Nullhypothese γ1 = 0 deutli
h ab. Monats-renditen sind demna
h signi�kant re
htss
hief (t-Statistik 3,04), Tagesrenditensigni�kant linkss
hief (t-Statistik -13,1). Sodann führt er eine modi�zierte Ver-sion des Tests dur
h, die robust ist gegenüber Abhängigkeiten von γ̂1 mit denniedrigeren empiris
hen Momenten µ̂ und σ̂2. Die Teststatistiken behalten ihrVorzei
hen, liegen aber betragsmäÿig unter 1, sind also ni
ht signi�kant. Dieskann an einer geringeren Testgüte des robusten Tests liegen, es kann aber, wasdas starke Absinken der Teststatistik bei Tagesrenditen betri�t, au
h ein Aus-�uss des Leverage-E�ekts sein: Reagieren die Finanzmärkte stärker auf negativeNa
hri
hten als auf positive und sind somit starke Renditeauss
hläge meist ne-gativ, dann resultiert hieraus eine negative S
hiefe.Existenz der Momente: Sind die Flanken der Verteilung sehr stark besetzt,stellt si
h die Frage, ob alle Momente der Verteilung existieren und ggf. wel
heni
ht. Die univariaten Verteilungsmodelle haben klar de�nierte Eigens
haftenbetre�end der Existenz von Momenten. Unter Annahme der Normalverteilungsind alle Momente existent (und endli
h). Im Falle der t-Verteilung mit ν Frei-heitsgraden existieren die ersten ν − 1 Momente, während für stabile Pareto-Verteilungen maximal das erste Moment de�niert ist. In dieser Hinsi
ht beoba
h-tet Rydberg43, es s
heine einen allgemeinen Konsens zu geben, dass Tagesdatenendli
he Varianz haben und stabile Pareto-Verteilungen dafür wenig geeignetseien. Er verweist dabei auf Eberlein und Keller (1995), die (S. 287) anhand vonDAX30-Aktien zeigen, dass Tagesrenditen, für die der Formparameter α aufdeutli
h unter 2 ges
hätzt wird, bei zunehmender Aggregation S
hätzwerte von
α um 2 und darüber liefern, die Verteilung also ni
ht stabil ist.44 Loretan undPhillips (1994) s
hätzen die Anzahl existierender Momente mittels eines Flan-kenindexes auf zwei bis drei.45 Mills und Markellos46 kommen mit Tagesrenditenvon FT30 und S&P500 zu ähnli
hen Ergebnissen.Aggregation: Je gröber die Frequenz der Renditedaten ist, desto stärker nä-hert si
h die Renditeverteilung der Normalverteilung an.47 Rydberg verglei
ht40Cont (2001, S. 224) und Rydberg (2000, S. 238) zählen sie zu den stilisierten Fakten.41S
hmid und Trede (2006, S. 34)42Pagan (1996, S. 35)43Rydberg (2000, S. 237)44Ra
hev et al. (2005) listen in ihrer Verteidigung des Stable-Paretian-Modells (gegenüberdem GARCH-Normal-Modell) den Punkt des Aggregationsverhaltens gerade ni
ht unter denvon ihrem Modell abgebildeten stilisierten Fakten auf.45Sie kommen dabei auf das etwas kontraintuitive Ergebnis, dass für Monatsrenditen ten-denziell weniger Momente existierten als für Tagesrenditen, führen dies aber ni
ht weiter aus.46Mills und Markellos (2008, S. 258)47Cont (2001, S. 224)



2.3. Empiris
he Renditen 24die ges
hätzten Di
hten von Aktienrenditen vers
hiedener Frequenzen (halb-stündli
h, tägli
h, wö
hentli
h, monatli
h) miteinander48: Mit abnehmenderFrequenz werden die Abwei
hungen von der Normalverteilung geringer. Jedo
hsind au
h bei Monatsdaten am unteren Rand der Verteilung no
h deutli
heAbwei
hungen von der Normalverteilung erkennbar.Autokorrelation der Renditen: Theoretis
he Überlegungen spre
hen gegeneine erhebli
he Autokorrelation von Renditen börsengehandelter Wertpapiere,in erster Linie die si
h ansonsten ergebenden Arbitragemögli
hkeiten betre�end.Cont49 ist der Ansi
ht, Autokorrelation sei nur im Falle von Ho
hfrequenzda-ten relevant. Für Zeitintervalle gröÿer als 
a. 15 Minuten könne man für allepraktis
hen Zwe
ke eine Autokorrelation von null annehmen. Sewell50 verweisthingegen auf eine gröÿere Anzahl Studien, die quer über alle Renditefrequenzenpositive oder negative, statistis
h signi�kante Renditeautokorrelationen entde-
ken, die aber ein sehr uneinheitli
hes Bild abgeben. S
hmid und Trede51 testenmittels Box-Pier
e-, Ljung-Box- und Varianz-Quotienten-Tests die Tagesrendi-ten von DAX30-Aktien. Dabei wird die Nullhypothese, die (zentrierten) Rendi-ten folgten einem White-Noise-Prozess, in deutli
h mehr als 5 % der Fälle zum5-%-Niveau abgelehnt, bei einigen Tests sogar in über der Hälfte der Fälle. Tay-lor52 kommt, ebenfalls mit dem Box-Pier
e-Test, zu einem ähnli
hen Ergebnis.Grad und Ri
htung der Autokorrelation seien innerhalb der Wertpapierklassenunters
hiedli
h, bei Aktien etwa sei der Autokorrelationskoe�zient ρt−1,t beigroÿen Unternehmen höher als bei kleineren Unternehmen. Insofern muss manbei Tagesrenditen von geringer Autokorrelation ausgehen. Da die Autokorrela-tionen bei gröÿeren Lag-Längen meist knapp um null streuen, dürfte der E�ektbei Monatsrenditen nur no
h sehr gering sein.Autokorrelation quadrierter bzw. absoluter Renditen: Dass die quadriertenRenditen r2 bzw. die Absolutwerte |r| der Renditen eine deutli
he positive Au-tokorrelation aufweisen, und zwar über sehr viele Wertpapierklassen und Rendi-tefrequenzen hinweg, kann als unstrittig gelten und wird in allen o.g. Verö�ent-li
hungen behandelt53. Dieses Phänomen führte u. a. zur Entwi
klung der imvorigen Abs
hnitt bes
hriebenen GARCH-Modelle. Die Frage bleibt, inwieweitein Standardansatz, etwa ein GARCH(1,1)-Modell mit normalverteilten Stör-termen, Finanzzeittreihen hinrei
hend bes
hreibt.Curto et al. (2009) untersu
hen die Anpassung von GARCH-Modellen mit un-ters
hiedli
hen Verteilungsannahmen für die Störterme (normal-, t- und stabilePareto-Verteilung) anhand der Tagess
hlusskurse dreier Aktienindizes. Die An-passung an die Daten ist, gemessen an den Informationskriterien von Akaikeund S
hwarz, bei normalverteilten Störtermen s
hle
hter als bei Modellen mitstabil oder t-verteilten Störtermen. Bei der out-of-sample-Prognose s
hneidetdie t-Verteilung (mit ges
hätzter Zahl der Freiheitsgrade ν zwis
hen 6 und 10)48Rydberg (2000, S. 240 f.)49Cont (2001, S. 229)50Sewell (2011a, S. 2)51S
hmid und Trede (2006, S. 158-161)52Taylor (2005, S. 77 �.)53z.B. Cont (2001, S.230 f.), S
hmid und Trede (2006, S. 167 �.), Rydberg (2000, S. 239 f.)



25 Kapitel 2. Renditenbesser ab als die beiden Alternativen. Engle und Bollerslev (1986) kommen fürwö
hentli
he USD-CHF-We
hselkursveränderungen auf Werte von ν um 10 her-um.Ein weiterer Punkt ist die Persistenz der Autokorrelation der quadrierten Ren-diten. Ein GARCH(1,1)-Modell impliziert, dass der Autokorrelationskoe�zient
ρr2t ,r2t+s

mit steigendem s exponentiell abfällt. Studien zeigen jedo
h, dass die-se Korrelation au
h für groÿe s no
h systematis
h gröÿer als null ist. Rydberg(2000, S. 243) und Taylor (2005, S. 89) zeigen, dass die absoluten Tagesrendi-ten au
h bei Lags von 150 - 200 Tagen no
h signi�kant positiv korreliert sind.Wertpapierrenditen haben also häu�g ein �langes Gedä
htnis� (long memory).Kovarianz und Tail Dependen
e: Die (unbedingte) Kovarianzmatrix der Ren-diten von Wertpapieren wird als Maÿ für die Abhängigkeit der Renditen kriti-siert, weil sie von konstanter Korrelation zwis
hen den einzelnen Komponentenausgeht, was empiris
h ni
ht haltbar ist. Kommt es in einer Marktphase zustarken Kursauss
hlägen, sind die Korrelationen zwis
hen vers
hiedenen Wert-papieren häu�g sehr ho
h54.Weitere Merkmale: Sewell (2011a, S. 8 �.) listet eine Reihe von uhrzeit-und datumsbedingten Anomalien auf: unters
hiedli
he mittlere Renditen ver-s
hiedener Tageszeiten, Wo
henend- und Feiertagse�ekte, Renditeunters
hiedezwis
hen Kalendermonaten (�Januare�ekt�), die für si
h genommen Indizien füreine Ni
htstationarität von Renditezeitreihen darstellen. Die Ausmaÿe dieserPhänomene sind aber sehr begrenzt und sie können als exogene Störungen auf-gefasst werden.Taylor (2005) weist darauf hin, dass viele der in diesem Abs
hnitt aufgeführ-ten E�ekte in ihrem Ausmaÿ stark von Ausreiÿern abhängen. Er führt einenGroÿteil seiner Bere
hnungen ein weiteres Mal, diesmal ohne die im zehn Jahreumfassenden Ursprungsdatensatz enthaltenen Daten der Wo
he vom 19. - 23.Oktober 1987 dur
h. In diese Wo
he �el der �S
hwarze Montag�, an dem derDow Jones Industrial Average um 22,6 % verlor. Die Ergebnisse verändern si
hqualitativ ni
ht, aber die S
hätzwerte vers
hiedener Gröÿen wei
hen teilweisestark ab.2.3.1.2 Renten und DerivateDie zweite groÿe Anlageklasse börsengehandelterWertpapiere sind Anleihen ver-s
hiedener Art, also handelbare S
huldvers
hreibungen bestimmter Emittenten,häu�g au
h Rentenpapiere genannt. Sie verbriefen klar de�nierte, ni
ht sto
has-tis
he Zahlungsansprü
he zu einem oder mehreren zukünftigen Zeitpunkten ge-genüber dem Emittenten. Beim vorzeitigen Verkauf ist der erzielbare Verkaufs-preis/Kurs der Anleihe abhängig vom Barwert der Zahlungsreihe, die die zeitli
hgesta�elten Zins- und Tilgungsansprü
he gegenüber dem Emittenten bilden. DerBarwert wird anhand der aktuellen Zinsstruktur ermittelt. Das Risiko bestehtdarin, dass si
h die Marktzinssätze gegenüber dem Stand zur Emission bzw. zumKaufzeitpunkt ändern. Dieses Zinsänderungsrisiko wird mit der Zeit kleiner,54Cont (2001, S. 232)
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he Renditen 26da si
h mit Herannahen der Fälligkeit der Barwert der Tilgungszahlung derenNennwert annähert. Die Renditezeitreihe ist also ni
ht stationär. Hinzu kommtdas Risiko, dass der Emittent die vereinbarten Zahlungen ni
ht oder ni
ht invollem Umfang leisten kann. In diesem Fall der Insolvenz des Emittenten erhältder Investor die Zahlungen ni
ht bzw. vermindert und/oder verspätet. Steigt dasRisiko eines sol
hen Zahlungsausfalls, sinkt der Kurs der Anleihe. Dieses Boni-tätsrisiko wird häu�g qualitativ in Form von Ratings renommierter Agenturen(i.d.R. Moody's, Standard & Poor's oder Fit
h) angegeben. Zusammengefassters
heint es wenig zwe
kmäÿig, die Rendite einer Anleihe dur
h ein stationäresVerteilungsmodell zu modellieren, da die Rendite fast auss
hlieÿli
h Aus�ussvon Veränderung der Zinsstruktur und veränderten Bonitätseins
hätzungen istund si
h die Eigens
haften der Rendite mit sinkender Restlaufzeit der Anleiheändern.55Die Preisentwi
klung von Derivaten vonWertpapieren (Optionen, Futures, Swaps,Zerti�kate,...) hängt im Wesentli
hen von der jeweiligen Ausgestaltung und derArt sowie der aktuellen Marktsituation der zugrunde liegenden Basiswerte ab.Häu�g, etwa bei Optionen, hängen die Eigens
haften der Rendite vom zeitli
henAbstand zu einem bestimmten Bewertungstag (z.B. Verfallstag bei Optionen)ab, so dass die Renditezeitreihe ni
ht stationär ist. Die Anpassung eines Ren-diteverteilungsmodells auf Klassen sol
her Wertpapiere ma
ht wenig Sinn. DiePreise sol
her Instrumente sind in der Regel Resultate mathematis
her Bewer-tungsmodelle56, die von den Marktteilnehmern eingesetzt werden.In dieser Arbeit sollen also keine Renditemodelle für Rentenpapiere und Deri-vate verwendet werden. Diese Wertpapiere sind jedo
h wi
htige Anlageinstru-mente für viele Investment- und Hedgefonds, die Thema der beiden folgendenUnterabs
hnitte sind.2.3.2 InvestmentfondsDie Methoden der Performan
emessung werden in der Regel ni
ht auf die Wert-entwi
klung einzelner Aktien, Anleihen und Derivate angewandt, sondern zurBewertung der Wertentwi
klung eines Anlageportfolios und somit der Leistungdes verantwortli
hen Portfoliomanagements. Bei einem Fonds verwaltet ein Ver-mögensverwalter (bzw. ein Vermögensverwaltungsunternehmen) eine Vermö-gensmasse, die mehreren Anlegern zu de�nierten Anteilen gehört. Man kannFonds grob na
h folgenden Kriterien einteilen:
• Ges
hlossene und o�ene Fonds: Bei ges
hlossenen Fonds werden vorab Zu-sagen für Anlagesummen eingesammelt. Bei Fondsstart werden diese Sum-men eingezahlt und der Fonds wird für weitere Einzahlungen ges
hlossen.Au
h Mittelentnahmen sind in der Regel vor dem Ende der Fondslaufzeitni
ht mögli
h. Die Laufzeit des Fonds ist vielfa
h vorab festgelegt. Diese55Eine ausführli
he Übersi
ht über Bewertungsmodelle für Anleihen bieten Fabozzi undMann (2005)56Siehe z.B. Hull (2011), Deuts
h (2008), Franke et al. (2001), Steiner und Uhlir (2001, S.215 �.)
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haften erfordern, dass die Anleger ihr Geld für die gesamte Fonds-laufzeit zur Verfügung stellen.57 Andererseits hat die Fondsverwaltungdur
h das S
hlieÿen des Fonds eine kalkulierbare, langfristig verfügbareAnlagesumme und eine genaue Wertbestimmung der Fondsbestandteileist nur in gröÿeren Abständen bzw. am Ende der Laufzeit erforderli
h.Bei o�enen Fonds kann au
h na
h Fondsstart zu festgelegten Zeitpunkten,in der Regel börsentägli
h, Geld eingezahlt oder aus dem Fonds entnom-men werden. O�ene Fonds bieten den Anlegern somit eine höhere Flexibi-lität bzw. Liquidität ihrer Mittel. Um na
hträgli
he Ein- und Auszahlun-gen zu ermögli
hen, muss zu jedem Ein- und Auszahlungszeitpunkt derWert des Fondsvermögens festgestellt werden. In der Regel ges
hieht diesmittels der Ausgabe von Fondsanteilen, die ni
ht auf einen bestimmtenBru
hteil des Fondsvermögens lauten. Zu einem Ein- und Auszahlungs-zeitpunkt beläuft si
h der Wert eines Fondsanteils auf den Wert des Fonds-vermögens, geteilt dur
h die Anzahl umlaufender Fondsanteile. Zahlt einAnleger in den Fonds ein, werden zum jeweiligen Anteilswert Fondsanteileneu ges
ha�en; dur
h Auszahlungen sinkt analog die Anzahl ausgegebenerFondsanteile, der Wert eines einzelnen Fondsanteils bleibt unberührt. Inder Regel werden dabei börsentägli
h Ausgabe- und Rü
kgabekurse veröf-fentli
ht. Die ständig bestehende Mögli
hkeit, dass Fondsmittel abgezogenwerden oder neu hinzukommende Gelder angelegt werden müssen, stellthohe Ansprü
he an die Liquidität des Fondsvermögens. Ausgabeaufs
hlä-ge dienen neben der Abde
kung von Vertriebskosten häu�g au
h dazu,den Fonds für kurzfristige Anleger unattraktiv zu ma
hen.
• Börsennotierung der Anlageobjekte: Fonds, die auss
hlieÿli
h in börsen-notierte Wertpapiere (und Bankguthaben) investieren, sind stets in derLage, ihr gesamtes Fondsvermögen anhand der aktuellen Börsendaten zubewerten. Enthält der Fonds ni
ht börsennotierte (oder ni
ht fungible)Anlageobjekte wie z.B. Immobilien, ist deren Wertbestimmung nur aufungefährer Basis mögli
h. Da Neubewertungen vielfa
h nur in gröÿerenAbständen erfolgen, kann die Renditezeitreihe daher deutli
h glatter er-s
heinen.58 Wertpapierfonds konzentrieren si
h häu�g auf einzelne Anla-gesegmente wie Aktien oder Anleihen bestimmter Länder, Regionen oderBran
hen.
• Aktiv gemanagte und passive Fonds: Der klassis
he Managementgedankebei Fonds ist, dass ein fähiges Fondsmanagement dur
h ausführli
he Re-
her
he, gute Wertpapierauswahl und ges
hi
kte Wahl der Kauf- und Ver-57Es gibt prinzipiell die Mögli
hkeit, Fondsanteile privat an Dritte zu veräuÿern, jedo
h istdieser Sekundärmarkt häu�g kaum entwi
kelt.58Dies sieht man deutli
h beim Verglei
h der Renditen von börsennotierten REITs (RealEstate Investment Trusts) und o�enen Immobilienfonds na
h deuts
hem Re
ht. Beide inves-tieren ihre Mittel ähnli
h; die Renditen von REITs ähneln dabei eher Aktienrenditen, währendo�ene Immobilienfonds häu�g jahrzehntelang fast wie eine Festgeldanlage rentieren. In der Im-mobilienkrise ab 2008 jedo
h waren viele Fonds zu massiven Abs
hreibungen auf ihren Bestandgezwungen, so dass z.B. der seit 1972 bestehende Fonds Degi Europa (ISIN DE0009807800)von Ende 2009 bis Mitte 2011 etwa 30 % seines Wertes einbüÿte.
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he Renditen 28kaufszeitpunkte aktiv Anlageerfolge im Sinne der Zielsetzung des Fondserstrebt. Die Kosten dafür werden dur
h eine Verwaltungsgebühr auf dieAnleger umgelegt. Diese ist vom Anlages
hwerpunkt des Fonds abhängig:Bei Geldmarktfonds liegt sie häu�g unter 0,5 % des Nettofondsvermö-gens59 pro Jahr, bei auf bestimmte Bran
hen oder Regionen spezialisier-ten Aktienfonds kann sie 1,5 % p.a. deutli
h übers
hreiten. Hinzu kommenhäu�g no
h weitergerei
hte Kosten, z.B. in Form einer Depotbankgebühr;für den Vertrieb fallen zusätzli
he Gebühren an, meist in Form von ein-maligen Ausgabeaufs
hlägen von i.d.R. bis zu 6 %, in Ausnahmefällenbis zu 10 % der Anlagesumme. Aktiv gemanagte Investmentfonds sindein Hauptanwendungsgebiet der Performan
emessung, sowohl als Bewer-tungsinstrument für das Portfoliomanagement als au
h als Werkzeug zurAuswahl mögli
her Anlageobjekte.In den letzten Jahren sind Fonds und fondsähnli
he Anlageinstrumente po-pulär geworden, die zu deutli
h reduzierten Kosten �passive� Anlagemög-li
hkeiten bieten. Für deutli
h geringere Gebühren (meist unter 1 % derAnlagesumme p.a., bei liquiden Anlageberei
hen häu�g 
a. 0,3 %) wirdledigli
h versu
ht, einen bestimmten Marktindex mögli
hst genau na
hzu-bilden.60 Der Vertrieb erfolgt bei vielen Fonds über die Börse (Ex
hangeTraded Funds), so dass keine Ausgabeaufs
hläge anfallen. Die �Leistung�der Fondsverwaltung besteht hier mehr in te
hnis
her Abwi
klung als inAnlagepolitik und die Wertentwi
klung wird fast vollständig dur
h denabzubildenden Marktindex bestimmt, so dass Methoden der Performan-
emessung hier wenig Sinn ma
hen.Ein erhebli
her Teil der Literatur über Investmentfonds bes
häftigt si
hmit der Frage, ob (man
he) aktiv gemanagte Fonds eine systematis
h hö-here Rendite errei
hen können als der Markt und wenn ja, ob diese Über-rendite über mehrere Perioden hinweg Bestand hat. Einen kurzen Über-bli
k über Literaturquellen hierzu �ndet man in Sewell (2011b).
• Publikumsfonds und institutionelle Fonds: Publikumsfonds sind Fonds, dieau
h an Privatanleger vertrieben werden können. Ihre Zulassung zum Ver-trieb an Privatanleger ges
hieht unter Berü
ksi
htigung von Verbrau
her-s
hutzbestimmungen, in Deuts
hland etwa dem Investmentgesetz (InvG,seit 01. Januar 2004). Andere Fonds dürfen nur an institutionelle Anleger(z.B. Banken, Versi
herungen, Pensionsfonds) vertrieben werden. Darun-ter fallen au
h die weiter unten behandelten Hedgefonds.Kernanwendungsgebiet der Performan
emessung ist somit der aktiv gemanagteWertpapierfonds, wobei si
h der Rest dieses Abs
hnitts auf o�ene Publikums-fonds bes
hränkt.Die Renditen dieser Fonds werden auf Basis der (Rü
knahme-)Kurse erre
hnet,die börsentägli
h von den Fondsgesells
haften verö�entli
ht werden. Es existiert59Nettofondsvermögen = Aktiva des Fonds abzügli
h Verbindli
hkeiten60Häu�g erfolgt eine (bis auf Gebühren) genaue Replikation dadur
h, dass der Fonds einPortfolio von Wertpapieren beliebiger Art erwirbt und dessen Wertentwi
klung dur
h einSwapges
häft mit einem Dritten gegen die Wertentwi
klung des Zielindexes taus
ht.



29 Kapitel 2. Renditenzwar bei vielen Fonds au
h ein Börsenhandel, dieser dient aber in erster Liniedazu, Ausgabeaufs
hläge beim Erwerb dieser Fonds zu umgehen. Die Renditedes Fonds über eine Periode ist Ergebnis der Rendite der vom Fonds innerhalbdieser Periode gehaltenen Wertpapiere. Dementspre
hend kann man erwarten,dass si
h die statistis
hen Eigens
haften der Fondsbestandteile in den statisti-s
hen Eigens
haften der Renditen nieders
hlagen.Vrontos et al. (2011) untersu
hen Monatsrenditen von 108 groÿen US-Invest-mentfonds der Jahre 1990 bis 2005. Fast in jedem Fall liegt die Kurtosis derFonds über drei, im Dur
hs
hnitt beträgt sie 6,34. Der Jarque-Bera-Test lehntbis auf einen Fonds in allen Fällen die Nullhypothese normalverteilter Renditenab. Während Autokorrelation der Renditen mittels des Ljung-Box-Tests61 nurbei 4 % aller Fonds festgestellt wurde, wurde bei quadrierten bzw. absolutenRenditen die Nullhypothese �keine Autokorrelation� in etwa der Hälfte bzw.drei Viertel der Fälle abgelehnt.Zum Verglei
h wurde diese Analyse auf etwas breiterer Datenbasis repliziert.Dazu wurden aus der CRSP Mutual Funds-Datenbank alle verfügbaren Monats-renditen von Investmentfonds von Januar 2001 bis März 2011 heruntergeladen,die zu den jeweiligen Zeitpunkten ein Nettofondsvermögen von mindestens 50Mio. USD sowie eine komplette Renditeges
hi
hte von 2001 bis 2011 aufweisenkonnten. Unter den 2946 US-amerikanis
hen Fonds befanden si
h au
h in kurz-fristige Zinsanlagen investierende Fonds, deren Renditekurve der Entwi
klungder kurzfristigen Zinsen folgte und deren Monatsrenditen eine fast perfekte Au-tokorrelation erster Ordnung bei minimaler Varianz aufwiesen. Deshalb wurdennur diejenigen Fonds weiter betra
htet, bei denen die Nullhypothese einer Ein-heitswurzel bei einem Einheitswurzeltest abgelehnt wurde.62 Es verbleiben 2378Fonds, aus deren Daten einige Parameter bere
hnet wurden, deren Verteilungin Tabelle 2.1 skizziert wird.Mittelwert und Standardabwei
hung der einzelnen Renditezeitreihen im be-tra
hteten Zeitraum hängen stark von der Marktphase bzw. vom Anlagespek-trum des jeweiligen Fonds ab. Interessanter sind die skaleninvarianten MaÿeS
hiefe und Kurtosis. Die S
hiefe ist erwartungsgemäÿ bei der Mehrheit derFonds lei
ht negativ, die Kurtosis etwas gröÿer als die der Normalverteilung undim Mittel ähnli
h ho
h wie bei Vrontos et al.. Eine Kurtosis von 4,3 (1. Quartil)bis 6,3 (3. Quartil) entsprä
he bei t-verteilten Daten etwa 5,8 bis 8,6 Freiheits-graden63. Als Tests auf Normalverteilung der Renditen werden der Anderson-Darling- und der Jarque-Bera-Test verwendet. Beide Tests testen die Nullhy-pothese normalverteilter Daten. Dabei prüft der Anderson-Darling-Test64 die61jeweils mit Anzahl Lags = 12 bei α = 5 %62Di
key-Fuller-Test mit Trend und Drift, α = 0, 01. Siehe Di
key und Fuller (1981), er-läutert in Greene (2008, S. 745-754). Auf den Einsatz eines Augmented-Di
key-Fuller-Testswurde verzi
htet, da Autokorrelationen höherer Ordnung im Datensatz sehr gering sind undder Einbezug höherer Ordnungen angesi
hts der geringen Zeitreihenlängen (n = 123) die Gütedes Tests wohl deutli
h vers
hle
htert hätte.63na
h der Formel γ2 = 6/(ν − 4) + 3 ⇔ ν = 6/(γ2 − 3) + 464Anderson und Darling (1954), erläutert in Thode (2002, S.104) oder Sa
hs und Hedderi
h(2006, S. 342).
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he Renditen 30Maÿ Mittelwert Min. 1. Quart. Median 3. Quart. Max.
µ̂1 0,00366 -0,01092 0,00230 0,00338 0,00483 0,02145
σ̂ 0,044332 0,00174 0,01551 0,04522 0,05478 0,16160S
hiefe -0,9275 -6,8970 -1,0890 -0,8900 -0,7191 1,1290Kurtosis 5,971 2,700 4,349 5,098 6,220 57,530

ρ̂rt,rt−1 0,1780 -0,2112 0,1220 0,2077 0,2477 0,6262
ρ̂rt,rt−1 (01-05) 0,0746 -0,2152 -0,0004 0,0863 0,1430 0,9704
ρ̂rt,rt−1 (06-11) 0,2340 -0,2967 0,1780 0,2705 0,3173 0,6688
ρ̂|rt|,|rt−1| 0,2169 -0,0949 0,1404 0,2209 0,2859 0,7164
ρ̂r2t ,r2t−1

0,2372 -0,1099 0,1482 0,2504 0,3184 0,7162relative Ablehnhäu�gkeit bei Tests auf H0: NormalverteilungAnderson-Darling, α = 5% : 92,34 % Anderson-Darling, α = 1% : 83,26 %Jarque-Bera, α = 5% : 96,59 % Jarque-Bera, α = 1% : 93,78 %relative Ablehnhäu�gkeit Ljung-Box-Test auf H0: keine Autokorrelation für rtLags = 1, α = 5% : 66,61 % Lags = 12, α = 5% : 28,93 %relative Ablehnhäu�gkeit Ljung-Box-Test auf H0: keine Autokorrelation für |rt|Lags = 1, α = 5% : 64,68 % Lags = 12, α = 5% : 79,64 %relative Ablehnhäu�gkeit Ljung-Box-Test auf H0: keine Autokorrelation für r2tLags = 1, α = 5% : 70,02 % Lags = 12, α = 5% : 73,04 %
1 Die Zahlen zur mittleren Rendite sind mit Vorsi
ht zu betra
hten, da nur Fonds mitvollständiger Renditeges
hi
hte einbezogen wurden. Daraus ergeben si
h die in Abs
hnitt 2.3.3unter dem Sti
hwort Survivorship Bias bes
hriebenen Verzerrungen.
2 Wurzel des Mittelwerts der VarianzenQuelle: eigene Bere
hnung aus Daten von CRSPTabelle 2.1: Kennzahlen der Monatsrenditen von 2 378 amerikanis
hen Investment-fonds 2001-2011Anpassung der empiris
hen Verteilungsfunktion an die Verteilungsfunktion derNormalverteilung in ihrem gesamten Verlauf, hat aber im Verhältnis zum ver-breiteten Kolmogorow-Smirnow-Test eine höhere Güte im Falle von Abwei
hun-gen an den Flanken. Der Jarque-Bera-Test testet auf Abwei
hungen der S
hiefeund Kurtosis einer Verteilung gegenüber den Werten der Normalverteilung von0 bzw. 3. Aufgrund der Verwendung höherer Momente ist er sehr ausreiÿeran-fällig.65 Beide Tests führen in der Regel zur Ablehnung der Nullhypothese au
hauf dem 1 % -Niveau, in besonderem Maÿe beim Jarque-Bera-Test. Es kann al-so davon ausgegangen werden, dass das Normalverteilungsmodell insbesonderestarke Flanken ni
ht ausrei
hend abbildet.Etwas überras
hend sind die Ergebnisse für die Autokorrelation erster Ordnung
ρrt,rt−1 . Anders als bei Vrontos et al. lässt si
h bei den meisten Renditezeitreiheneine deutli
h positive Autokorrelation feststellen. Im Median liegt der Koe�zient65Benannt na
h dem Artikel Jarque und Bera (1980), erläutert in Hendry und Nielsen (2007,S. 128). Die Testidee ist wesentli
h älter, siehe hierzu Thode (2002, S. 41 - 68).



31 Kapitel 2. Renditender Autokorrelation erster Ordnung bei 0,2077, also deutli
h über dem erwarte-ten Wert von 0. Der Ljung-Box-Test66 mit einem Lag, der also nur auf Autokor-relation erster Ordnung prüft, lehnt bei α = 5% in zwei Drittel der Fälle die Null-hypothese ρrt,rt−1 = 0 ab. Werden analog zu Vrontos et al. 12 Lags, entspre
hendeinem Jahr, einbezogen, sinkt der Anteil auf unter 30 %. Da die Nullhypothesein letzterem Test no
h restriktiver ist (ρrt,rt−1 = ρrt,rt−2 = . . . = ρrt,rt−12 = 0),liegt dieses Ergebnis an der geringeren Güte des Tests bei höheren Laglängen.Man kann darauf s
hlieÿen, dass Lags höherer Ordnung kaum oder keine Kor-relation mit den aktuellen Fondsrenditen haben. Das Phänomen höherer Auto-korrelation s
heint neueren Datums zu sein. Teilt man den 10-Jahres-Datensatzin zwei Datensätze (2001-2005 und 2006-2011) auf, ist die Autokorrelation ers-ter Ordnung im ersten Zeitabs
hnitt (Median: 0,0863) weitaus kleiner als imzweiten Zeitabs
hnitt (Median: 0,2705). Die Autokorrelationen erster Ordnungder absoluten und der quadrierten Renditen sind für den Zeitraum 2001-2011nur lei
ht höher als die Autokorrelation der Originalrenditen. Der Ljung-Box-Test mit Laglänge 1 lehnt ähnli
h häu�g ab wie oben (65 % bzw. 70 % bei
α = 0, 05). Erhöht man hier die Laglänge auf 12, steigt die Ablehnungsquoteauf 80 % bzw. 73 %, was in etwa den von Vrontos et al. genannten Werten ent-spri
ht. Die höhere Ablehnungsquote bei gröÿerer Laglänge spri
ht dafür, dassau
h Autokorrelationen über mehr als einen Monat hinweg ni
ht glei
h null sind.Um der Frage na
hzugehen, ob si
h die Charakteristika der Fondsrenditenhinsi
htli
h der Autokorrelation seit der Analyse von Vrontos et al. geänderthaben, wurde aus CRSP ein Datensatz heruntergeladen, der in wesentli
henMerkmalen den Daten von Vrontos et al. entspri
ht. In Tabelle 2.2 sind deshalbdie obigen Ergebnisse, die Angaben aus Vrontos et al. (2011) und eine Verglei
hs-analyse nebeneinander gestellt. Dafür wurden sämtli
he Fondsmonatsrenditenaus dem von Vrontos et al. gewählten Betra
htungszeitraum (April 1990 bis De-zember 2005) heruntergeladen � ohne Bes
hränkungen hinsi
htli
h des Fonds-volumens � und mit exakt denselben Methoden analysiert wie in Tabelle 2.1. Eswurden also nur diejenigen Fonds einbezogen, für die über den gesamten Zeit-raum Renditen vorliegen und für deren Renditezeitreihe der Di
key-Fuller-Testeine Einheitswurzel ablehnt. Dies traf auf 1426 Fonds zu.Die Ergebnisse sind ni
ht vollständig verglei
hbar, weil zum einen die Grund-gesamtheiten der drei Untersu
hungen unters
hiedli
h sind und zum zweiten dieSti
hprobe bei Vrontos et al. erhebli
h kleiner ist. Zum dritten ist die Zeitreihen-länge in der dritten Untersu
hung etwas kleiner, wodur
h die Güte und damitdie Ablehnhäu�gkeit der Tests geringer ist. Denno
h kann man erkennen, dassdie Abwei
hung von der Normalverteilung von 1990 - 2005 auf 2001 - 2011 zuge-nommen hat. Die dur
hs
hnittli
he Autokorrelation der Renditen hat ebenfallsdeutli
h zugenommen, was man sowohl an den Werten für ¯̂ρrt,rt−1 als au
h anden Ablehnhäu�gkeiten der Ljung-Box-Tests sieht. Hinsi
htli
h der Autokorre-lation der absoluten bzw. quadrierten Renditen stellt man fest, dass diese fürden Zeitraum 1990 - 2005 unerwartet niedrig sind, au
h wenn die Testergebnisse66Siehe Ljung und Box (1979), erläutert in Greene (2008, S. 729).
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he Renditen 32Vrontos et al.1 1990 - 20052 2001 - 113Anzahl Fonds 108 1426 2378Zeitreihenlänge 189 189 123S
hiefe ( ¯̂γ1) - -0,3426 -0,9275Kurtosis ( ¯̂γ2) 6,34 4,646 5,971Ablehnung AD-Test(α = 5%) - 58,56 % 92,34 %Ablehnung JB-Test(α = 5%) - 49,58 % 96,59 %
¯̂ρrt,rt−1 - 0,0789 0,1780Ablehnung LB-Test für rt(α = 5%, Lags 1) - 20,90 % 66,61 %(α = 5%, Lags 12) 3,7 % 11,57 % 28,93 %
¯̂ρ|rt|,|rt−1| - 0,1000 0,2169Ablehnung LB-Test für |rt|(α = 5%, Lags 1) - 25,88 % 64,68 %(α = 5%, Lags 12) 77,8 % 48,74 % 79,64 %
¯̂ρr2t ,r2t−1

- 0,0850 0,2372Ablehnung LB-Test für r2t(α = 5%, Lags 1) - 20,62 % 70,02 %(α = 5%, Lags 12) 45,4 % 42,78 % 73,04 %
1 Angaben aus Vrontos et al. (2011, S. 298) entnommen, beziehen si
h lt. Autoren auf 108Aktienfonds mit Nettofondsvermögen > 500 Mio USD aus CRSP, die für denBetra
htungszeitraum (1990 - 2005) eine vollständige Renditehistorie aufweisen konnten.
2 Alle Monatsrenditen von Fonds, die von 1990 - 2005 in CRSP eine vollständigeRenditehistorie hinterlegt haben und na
h DF-Test keine Einheitswurzel aufwiesen.
3 Alle Monatsrenditen von Fonds, die von 2001 - 2011 in CRSP eine vollständigeRenditehistorie hinterlegt haben, ständig ein Nettofondsvermögen > 50 Mio. USD und na
hDF-Test keine Einheitswurzel aufwiesen.Tabelle 2.2: Verglei
h der Kennzahlen für Investmentfondsmonatsrenditenin etwa mit denen bei Vrontos et al. korrespondieren. Es ist allerdings au
h zuerwarten, dass die Autokorrelation der absoluten und der quadrierten Renditenbei Monatsdaten geringer ist als bei den häu�ger untersu
hten Tagesdaten. Ex-terne S
ho
ks kommen in der Regel plötzli
h und bei höherfrequenten Datenkönnen si
h kurzfristige Volatilitätsspitzen über mehrere Perioden ausbilden.Na
h einem oder mehreren Monaten dagegen ist der S
ho
k häu�g s
hon verar-beitet. O�enbar ist die Autokorrelation der absoluten/quadrierten Renditen imZeitraum 2001 - 2011 höher als im früher liegenden Zeitraum.Insgesamt können wir also weder die Annahme normalverteilter Renditen no
hdie Annahme unabhängig und identis
h verteilter Renditen als unproblematis
hfür Monatsrenditen von Investmentfonds betra
hten. Die Abwei
hungen sindaber au
h ni
ht zwangsläu�g gravierend: S
hiefe und Kurtosis wei
hen ni
htstark von den Werten der Normalverteilung ab. Dass in beiden, re
ht groÿenGesamtheiten das ausreiÿeranfällige arithmetis
he Mittel der Kurtosis klar im



33 Kapitel 2. Renditeneinstelligen Berei
h blieb, deutet darauf hin, dass mindestens das vierte Momentder Renditeverteilung endli
h sein dürfte: Hätte die wahre Renditeverteilungkein endli
hes viertes Moment, wären einige Ausreiÿer zu erwarten gewesen, diedas arithmetis
he Mittel der Kurtosis stark aufgebläht hätten. Ein Autokorrela-tionskoe�zient erster Ordnung von 0,178 entsprä
he bei einer Regression einerRendite auf die Rendite der Vorperiode einem R2 von nur 0,0317.2.3.3 HedgefondsAuf die Frage na
h einer De�nition des Begri�s �Hedgefonds� gibt es die halbs
herzhafte Antwort: �Anything that 
harges two and twenty�. Diese De�nitionnimmt vordergründig Bezug auf die typis
he Vergütungsstruktur von Hedge-fonds, die in der Regel einen �xen Prozentsatz des Fondsvermögens, häu�g 2 %p.a., eins
hlieÿt, sowie eine erfolgsabhängige Gebühr, häu�g 20 % des über einde�niertes Renditeziel hinausgehenden Ertrags. Der eigentli
he Punkt der De�-nition liegt aber darin, dass demna
h ansonsten ni
hts als gemeinsames Merkmalvon Hedgefonds geeignet sei.Der Name der Investmentklasse kommt vom englis
hen to hedge, ursprüngli
hdas Anlegen von He
ken (hedges) zum S
hutz von Weiden (dt.: einhegen). DasKonzept der als erster Hedgefonds betra
hteten Anlagegesells
haft von AlfredW. Jones in den 1950er Jahren war es, dur
h Kauf �günstiger� und glei
hzei-tigen Leerverkauf �überbewerteter� Aktien einerseits Gewinne zu ma
hen undandererseits das Portfolio gegenüber dem Auf und Ab des Gesamtmarktes zus
hützen. Heute verfolgen Hedgefonds alle erdenkli
hen Anlagestrategien; gehal-ten hat si
h bei vielen jedo
h der Anspru
h, unabhängig von der Entwi
klungdes Gesamtmarktes beständig positive Renditen erzielen zu wollen. Dies ist je-do
h ni
ht strikt der Fall: Neben Hedgefonds, die explizit eine positive (odernegative) Korrelation mit dem Markt anstreben, haben die Mehrzahl der Hed-gefondsrenditen eine positive Korrelation mit dem Aktienmarkt.67Ein Hedgefonds ist letztli
h eine Vermögenmasse, die von Kapitalgebern aneinen oder mehrere von ihnen für ausrei
hend befähigt gehaltene Vermögensma-nager zur Verwaltung übergeben wurde, wobei regelmäÿig erwartet wird, dassdie Vermögensmanager selbst einen Teil ihres Privatvermögens in den Fondsinvestieren. Dabei wird dem Management in der Regel sehr groÿe Ents
hei-dungsfreiheit hinsi
htli
h Anlagestrategie und einsetzbarer Finanzinstrumentegelassen. Das Management soll mögli
hst wenig dur
h staatli
he Regulierung inihrer Handlungsfreiheit bes
hränkt oder dur
h Beri
htsp�i
hten belastet wer-den. Dies und steuerli
he Gesi
htspunkte führen dazu, dass Hedgefonds meistin der Re
htsform der Limited Partnership oder Limited Liability Company or-ganisiert sind68 und ihren re
htli
hen Sitz in angelsä
hsis
hen Ländern oderin O�shore-Finanzplätzen wie den Kaimaninseln oder den Britis
hen Jungfern-inseln haben. Bezei
hnend für die S
heu vor Regulierung ist die Situation inDeuts
hland. Seit dem Inkrafttreten des Investment-Modernisierungsgesetzes67vgl. z.B. Lo (2008, S. 38)68Siehe Lhabitant (2002, S. 16)



2.3. Empiris
he Renditen 34am 1. Januar 2004 sind �Sondervermögen mit zusätzli
hen Risiken� au
h inDeuts
hland zum Vertrieb zugelassen, wobei eine Aufsi
ht dur
h die Bundes-anstalt für Finanzdienstleistungsaufsi
ht (BaFin) erfolgt. Wohl au
h aufgrunddieser vorges
hriebenen Regulierung waren in Deuts
hland mit Stand 28. Sep-tember 2011 ledigli
h 12 �Sondervermögen mit zusätzli
hen Risiken gemäÿ �112 InvG� genehmigt.69 Weltweit zählte der Hedgefonds-Dienstleister HFR imJahr 2009 jedo
h 6644 Hedgefonds.70 Eine au
h nur annähernd genaue Zahl derHedgefonds weltweit lässt si
h ni
ht ermitteln, da keine Registrierungsp�i
ht be-steht und die Grenzen zu anderen Anlagekategorien wie Private-Equity-Fonds�ieÿend sind. Starke Regulierungen erfahren Hedgefonds ledigli
h dahingehend,dass Werbung sowie der Vertrieb an kleine und mittlere Privatanleger in denmeisten Ländern verboten sind.Kapitalgeber von Hedgefonds haben im Verglei
h zur Anlage in Publikums-fonds einige Eins
hränkungen in Kauf zu nehmen. Neben hohen Mindestanla-gesummen ist ein Einstieg in Hedgefonds ni
ht jederzeit mögli
h, sondern nurbei Au�age des Fonds, häu�g au
h zu festgelegten späteren Einstiegsterminen.Fast immer gibt es eine Mindestanlagedauer (lo
kup period), dana
h könnenAnleger in der Regel unter Einhaltung bestimmter Vorankündigungsfristen zufestgelegten Zeitpunkten Kapital abziehen. Dur
h diese Regelungen erhält dasManagement Planungssi
herheit für ihre Anlagestrategie. Anders als bei Publi-kumsfonds muss ni
ht ständig Liquidität für kurzfristig abziehbare Gelder vor-gehalten werden. Eine Vermögensbewertung und -aufstellung ist nur zu den Ein-und Auszahlungsterminen erforderli
h, häu�g einmal im Monat oder im Quar-tal. Hauptkapitalgeber von Hedgefonds sind sehr wohlhabende Einzelpersonenund Familien sowie institutionelle Anleger.Ein weiterer häu�g angeführter Unters
hied von Hedgefonds gegenüber Pu-blikumsfonds ist der, dass die Fondsgröÿe einen (ni
htlinearen) Ein�uss auf denErfolg der Anlagestrategie haben kann. Einerseits ist ein gewisses Mindestvermö-gen günstig, um eine erkannte Anlage
han
e voll auszunutzen, ohne das Risiko-pro�l des Fonds zu stark zu belasten. Andererseits können Manager sehr groÿerFonds S
hwierigkeiten bekommen, das Kapital e�ektiv einzusetzen, da einzelneAnlage
han
en in der Regel nur eine limitierte Einstiegssumme erlauben, ohnedass die zusätzli
he Na
hfrage des einsteigenden Hedgefonds das Preisgefügeam Markt so verändert, dass die Anlage
han
e vers
hwindet. Die Fondsgröÿekann dur
h Einzahlungsstopps und Kapitalauss
hüttungen na
h oben begrenztwerden.Publikumsfonds unterliegen strengen Publizitätsp�i
hten. Sie verö�entli
henbörsentägli
h Anteilspreise und müssen jährli
h, meist au
h zusätzli
h in kür-zeren Abständen, Beri
hte verö�entli
hen, in denen sie über die von ihnen ge-haltenen Wertpapiere sowie getätigte Transaktionen Re
hens
haft ablegen. BeiHedgefonds ist dies ni
ht der Fall. Bestände und Transaktionen werden meistals Ges
häftsgeheimnisse behandelt, da diese Daten Rü
ks
hlüsse auf die An-lagestrategie des Fondsmanagements zulassen. Angaben zu Fondsvolumen und69siehe BaFin (2011)70ohne Da
hfonds, lt. HFR (2009), zitiert na
h Kaiser (2009, S. 14)



35 Kapitel 2. RenditenWertentwi
klung werden von vielen Hedgefonds nur an Kapitalgeber und aus-gewählte Personenkreise weitergerei
ht. Zwe
ks Neukundengewinnung rei
henviele Hedgefonds monatli
h ihre Renditedaten auf freiwilliger Basis an Fonds-datenanbieter wie Center for International Se
urities and Derivatives Markets(CISDM), Hedge Fund Resear
h (HFR), Bar
layHedge, HedgeFund.net (HFN),Dow Jones Credit Suisse (DJCS) oder Lipper TASS weiter, die diese in auf-bereiteter Form an interessierte Na
hfrager verkaufen. Auÿerdem bere
hnenviele Anbieter Indizes für den Hedgefonds-Gesamtmarkt, bestimmte Teilmärk-te und Strategiegruppen.71 Die von Hedgefonds-Datenanbietern vertriebenenDatensätze sind die Datengrundlage für empiris
he Studien in Wissens
haftund Finanzwirts
haft. Will man Daten dieser Anbieter für die Analyse desHedgefonds-Gesamtmarktes oder typis
her Eigens
haften von Hedgefondsdatennutzen, muss man si
h einer Reihe potentiell störender E�ekte bewusst sein, diezu groÿen Teilen auf der Freiwilligkeit der Datenlieferung dur
h die jeweiligenHedgefonds beruhen.72
• Survivorship Bias: Publikums- und Hedgefonds mit s
hle
hter Wertent-wi
klung stellen häu�g aus diesem Grund � bzw. aufgrund der damithäu�g verbundenen Mittelab�üsse � ihren Betrieb ein und liefern keineRenditedaten mehr. Si
h gut entwi
kelnde Fonds werden nur selten aufge-löst. Berü
ksi
htigt man bei der Untersu
hung eines Zeitraums nur Fonds,für die für den gesamten Zeitraum Renditedaten vorliegen, wie i
h es inAbs
hnitt 2.3.2 gema
ht habe, oder nur Fonds, die zum Zeitpunkt desDatenabrufs no
h existieren, dann �vergisst� man dabei Fonds, die si
hs
hle
ht entwi
kelt haben und übers
hätzt damit die Marktentwi
klung.Die von Kaiser (2009) zitierten Studien quanti�zieren den SurvivorshipBias auf 0,16 - 6,22 % pro Jahr, wobei drei Viertel der Angaben Wertezwis
hen 1 % und 4% p.a. nannten. Den Survivorship Bias kann man ver-hältnismäÿig einfa
h vermeiden, indem man die Renditedaten aufgelösterFonds in der Datenbank belässt (fund graveyard).
• Self-Sele
tion Bias: Da die Hedgefondsbetreiber ihre Fondsrenditen zumgroÿen Teil zum Zwe
k der Kundenakquise an die Datenbanken melden,kann man si
h vorstellen, dass sie versu
ht sein könnten, Renditen si
hs
hle
ht entwi
kelnder Fonds ni
ht mehr weiterzugeben, um die Reputa-tion der Gesells
haft oder der Fondsmanager zu s
hützen. Dieser E�ektwirkt ähnli
h wie der Survivorship Bias, beruht aber auf dem freiwilli-gen Meldeverhalten des Fondsmanagements. Hier ist au
h ein umgekehr-ter E�ekt denkbar: Erfolgrei
he Fonds ziehen neue Kapitalmittel an; wie71Hierbei ordnen si
h die Fonds selbst bestimmten Strategiegruppen zu, die je na
h Da-tenanbieter unters
hiedli
h de�niert sein können. Beispiele sind: Equity Market Neutral (Spe-kulation mit Aktien, mögli
hst keine Korrelation von Fonds- und Marktentwi
klung), GlobalMa
ro (Makroökonomis
he Spekulation, z.B. mit Währungen), Event Driven (Spekulationim Umfeld von Übernahmen und anderen Ereignissen), Convertible Arbitrage (Arbitrage beiWandelanleihen) und Statisti
al Arbitrage (Mathematis
h fundierte Arbitragestrategien)72Siehe z.B. Fung und Hsieh (2000); Kaiser (2009, S. 206-215) liefert neben einer Zusam-menfassung einen ausführli
hen Literaturüberbli
k.



2.3. Empiris
he Renditen 36oben dargestellt, ist ein Wa
hstum des Fonds über eine gewisse Gröÿe hin-aus oft gar ni
ht gewollt, so dass das Management das externe Reportingder Renditen einstellt. Aiken et al. (2012) untersu
hen Daten der US-amerikanis
hen Börsenaufsi
ht SEC über die Anlageklasse fund of hedgefunds und stellen fest, dass Fonds, die in einem bestimmten Quartal anDatenanbieter beri
hten, eine höhere Dur
hs
hnittsrendite aufweisen alssol
he, die gerade ni
ht beri
hten. Ein Bli
k auf die Verteilung der Ren-diten beri
htender und ni
ht beri
htender Fonds zeigt, dass bei letzterenstark negative Renditen deutli
h häu�ger auftau
hen.
• Instant History Bias / Stop-Reporting Bias: Wenn ein Fonds erstmals sei-ne Renditen an eine Datenbank meldet, sind meist s
hon einige Monateoder Jahre seit seiner Initiierung vergangen und häu�g liefert der Fondsseine bisherige Renditeges
hi
hte na
h.73 Dabei kann es sein, dass derFonds seine Renditehistorie nur dann anbietet, wenn diese eindru
ksvollist oder dass er Anfangsmonate strei
ht, wenn sie weniger gute Ergebnissebra
hten. S
hlieÿli
h kann es sein, dass ein Fonds, der si
h von Beginn ans
hle
ht entwi
kelt, nie an die Datenbanken beri
htet. Dieser E�ekt kanndie beri
htete Rendite des Fonds bzw. Gesamtmarkts künstli
h aufblähen.Die von Kaiser (2009) aufgelisteten Studien bezi�ern dessen verzerrendenEin�uss auf 0,05 % bis 5,47 % pro Jahr. In einer neueren Studie identi�-zieren Aggarwal und Jorion (2010) ebenfalls hohe Werte für den InstantHistory Bias, kommen aber darüber hinaus zu dem Ergebnis, dass jüngereFonds generell eine etwas höhere Rendite aufweisen. Die Verzerrung kanndadur
h beseitigt werden, dass man nur Renditen einbezieht, die na
h Be-ginn der Beri
hterstattung an die Datenbank entstanden sind, wofür diesesBeginndatum bekannt sein muss. Am anderen Ende der Lebensspanne ei-nes Fonds ist anzunehmen, dass s
hle
hte Renditen, die zur Überlegungoder dem Ents
hluss führen, den Fonds zu s
hlieÿen, ni
ht mehr gemel-det werden.74 Insbesondere ist fragli
h, ob Einbrü
he na
h katastrophalenFehlspekulationen, die unmittelbar zum Konkurs oder einer Abwi
klungdes Fonds führen, no
h an die Datenbankanbieter gemeldet werden.75 Inder oben genannten Verglei
hsstudie von Aiken et al. (2012) wird genaudieser E�ekt beoba
htet: Anlass für den Abbru
h der Beri
hterstattungsind häu�g stark negative Renditen.76 Diese Fehlerquelle lässt si
h ni
ht73Na
h Ibbotson et al. (2011, Tabelle A.2) besteht die TASS-Datenbank für die Jahre 1995bis 2009 je na
h Strategiegruppe zu 40 - 50 % aus �aufgefüllten� Daten.74Siehe hierzu ausführli
h Gre
u et al. (2007)75Xu et al. (2010), die diesen E�ekt näher untersu
hen, nennen ihn Hidden SurvivorshipBias.76Zudem ma
hen sie die Beoba
htung, dass die Renditen von Fonds, die die Beri
hterstat-tung abbre
hen, s
hon in den unmittelbar vorausgehenden Perioden tendenziell s
hwä
hersind. Das könnte darauf hinweisen, dass Manager s
hle
ht laufender Hedgefonds ihre Rendi-ten zunä
hst etwas s
hönen, viellei
ht in der Ho�nung, dass die tatsä
hli
hen Verluste dur
hspätere Gewinne wieder aufgeholt werden können. Wird diese Ho�nung ni
ht erfüllt, würdendie tatsä
hli
h aufgelaufenen Verluste ausgewiesen, aber ni
ht mehr an Dritte beri
htet. DieseVerzögerung bzw. Glättung von Verlusten fällt unter den unten erläuterten Data Quality Bias.



37 Kapitel 2. Renditenüber die Auswertung der Stammdaten eines Fonds korrigieren.77
• Existenz mehrerer Datenbankanbieter: Deutli
he Ungenauigkeiten ergebensi
h daraus, dass es mehrere Datenbankanbieter gibt und Hedgefonds na
heigener Wahl an einen, mehrere, alle oder überhaupt keinen Datenban-kanbieter beri
hten. Häu�g we
hseln Fonds den Datenbankanbieter78, oh-ne dass der bisherige oder der neue Anbieter vom jeweils anderen weiÿ;au
h die übermittelten Daten müssen ni
ht übereinstimmen. Dies führtzu Fehlerquellen innerhalb der Datenbanken. Zum anderen enthält jedeDatenbank einen anderen Auss
hnitt aus dem Fondsuniversum. Fung undHsieh (2006) untersu
hen hierzu fünf groÿe Datenbanken79. Von den vonihnen identi�zierten Fonds sind 64 % jeweils nur in einer Datenbank ent-halten, ledigli
h 3 % in allen fünf; die restli
hen 33 % sind in zwei bisvier der fünf Datenbanken enthalten. Dies führt dazu, dass die Ergebnisseempiris
her Studien zu Hedgefonds stark von der/den jeweils benutztenDatenbank(en) abhängen.
• Data Quality Bias: Die Datenbankanbieter können die ihnen von den Hed-gefonds gemeldeten Renditedaten ni
ht selbst überprüfen, was Gelegenheitzum Verda
ht gibt, Hedgefonds könnten ihre gemeldeten Renditen mani-pulieren. Häu�ger Anhaltspunkt ist die re
ht hohe Autokorrelation vonHedgefondsrenditen, die dazu führt, dass Renditen �geglättet� werden unddadur
h geringere S
hwankungen aufweisen, somit also risikoärmer ausse-hen als sie eigentli
h sind. Dagegen wird angeführt, dass viele Anlagein-strumente von Hedgefonds illiquide und s
hwer zu bewerten seien, so dassihr Wertansatz bei monatli
hen Bewertungen nur zögernd angepasst wer-de.80 Die Autokorrelation entstehe somit unbeabsi
htigt. Einige Studien�nden jedo
h Hinweise auf gezielte Steuerung von Renditen: Straumann(2009) führt Tests auf fünf numeris
he Eigens
haften von Hedgefondsren-diten dur
h (z.B. si
h wiederholende Renditesequenzen, empiris
he Ver-teilung der Zi�er an der zweiten Na
hkommastelle) und �ndet erhebli
hmehr sol
her Au�älligkeiten als in der Verglei
hsgruppe (Aktienrenditen).Agarwal et al. (2007) beoba
hten ungewöhnli
h hohe Renditen im Dezem-ber. Ci
i et al. (2010) verglei
hen die Bewertungen von Aktienpositionen,die Hedgefonds an die Wertpapieraufsi
ht melden, mit den tatsä
hli
henKursen der entspre
henden Aktien am jeweiligen Bewertungssti
htag. Sie�nden teilweise erhebli
he Abwei
hungen, die z.T. auf bestimmte Manipu-lationsmotive hinweisen. Einen eindeutigen Hinweis auf mutwillige Steue-rung von Hedgefondsrenditen liefern Bollen und Pool (2009): Hedgefonds-manager melden o�enbar lieber kleine positive Renditen als kleine negativeRenditen, wie das Histogramm in Abbildung 2.1 zeigt.77Zusätzli
h wird in der Literatur (z.B. Kaiser (2009, S. 212)) ein Ba
kdelete Bias erwähnt,der entsteht, wenn Hedgefondsmanager na
hträgli
h die Lös
hung ihres Fonds aus einer Da-tenbank verlangen können.78Fung und Hsieh (2009) erörtern dieses Problem.79CISDM, EUR, HFR, MSCI und TASS80vgl. Lo (2008, S. 66 f.)
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Oben: Auss
hnitt aus einem Histogramm der Monatsrenditen aller Hedgefonds aus derDatenbank CISDM 1994 - 2005 (n = 215930), ohne Nullrenditen, mit Balkenbreite von 19Basispunkten. Die beiden s
hwarzen Balken markieren die Intervalle um null herum.Unten: Teststatistik und Annahmeberei
h eines Tests auf Glätte des HistogrammsAus: Bollen und Pool (2009).Abbildung 2.1: Histogramm der Hedgefondsrenditen 1994 - 2005 aus CISDM
• Zeit- und Wertgewi
htung: Für gewöhnli
h erfolgt die zeitli
he Aggregati-on von Renditen ohne Einbeziehung der jeweiligen Ein- und Auszahlungendes Fonds, man spri
ht hier von zeitgewi
hteter (time-weighted) Aggrega-tion. Eine andere Mögli
hkeit ist die Betra
htung des Fonds als Inves-titionsprojekt mit Ein- und Auszahlungen, die wertgewi
htete (money-weighted) Aggregation.81 Di
hev und Yu (2011) zeigen, dass die Rendi-te von Hedgefonds bei wertgewi
hteter Betra
htung erhebli
h niedrigerliegt als bei zeitgewi
hteter �Buy-and-hold�-Betra
htung. Ihre Abbildungdes Hedgefonds-Gesamtmarktes von 1980 bis 2008 (eins
hlieÿli
h) zeigteine zeitgewi
htete Rendite von 13,8 % bei einer wertgewi
hteten Rendi-81Ein stark vereinfa
htes Beispiel zur Zeit- und Wertgewi
htung:Ein Fonds hat zum 1. Januar eines Jahres ein Vermögen von 50 e und kann dies dur
hges
hi
kte Anlage bis zum 1. Juli des Jahres auf 100 e verdoppeln. Zu diesem Termin werdenweitere 100 e in den Fonds eingezahlt. Bis zum Jahresende erleidet der Fonds 40 % Verlustund hat ein Vermögen von 120 e.Zeitgewi
htet betrug die Rendite des Jahres 2, 0 · 0, 6− 1 = 0, 2, also + 20 %. Wer zu Beginndes Jahres 1 e in den Fonds angelegt hatte und ihn bis zum Jahresende hielt, hat also 20 %Gewinn gema
ht.Na
h wertgewi
hteter Betra
htung wurden in den Fonds 50 + 100 = 150 e eingezahlt und120 e ausgezahlt. Die Bere
hnung des internen Zinsfuÿes auf das eingesetzte Kapital ergibt

50 · (1 + r) + 100 · (1 + r)0,5 = 120 ⇔ r = −28, 78%.Dies entspri
ht der Rendite des dur
hs
hnittli
hen in diesem Jahr in den Fonds investiertenEuros. Für nähere Erläuterungen zu vers
hiedenen Methoden der zeit- und wertgewi
htetenRenditebere
hnung siehe Ba
on (2004, S. 5 �.)



39 Kapitel 2. Renditente von 6,1 %. Dieser Unters
hied hat zwei Ursa
hen. Erstens gewi
htetder wertgewi
htete Ansatz die erfolgrei
hen 1980er Jahre, als Hedgefondsno
h re
ht exotis
he Anlagen waren, weit s
hwä
her als die entwi
keltenMärkte seit 2000, in die das Krisenjahr 2008 �el. Zweitens ziehen Fondsmit überdur
hs
hnittli
her Wertentwi
klung neue Anlegergelder an, na
hderen Einzahlungen si
h die Fonds ni
ht ebenso gut weiterentwi
keln müs-sen. Bei diesen Fonds liegt die wertgewi
htete Rendite deutli
h unter derzeitgewi
hteten.Die Datenanbieter entwi
keln zunehmend Methoden, um den genannten Ver-zerrungen bei der Bere
hnung von Marktindizes entgegenzuwirken. Ein andererAnsatz zur Bewertung der Entwi
klung des Hedgefonds-Gesamtmarktes bestehtin der Auswertung der Renditen von Da
h-Hedgefonds, also Fonds, die ihr Ka-pital in Hedgefonds investieren. Deren Renditen spiegeln reale Anlageergebnisseder Fonds wider.Hinsi
htli
h der statistis
hen Eigens
haften von Hedgefondsrenditen sind all-gemeine Aussagen kaum sinnvoll, da sie vom Betätigungsfeld und der Anlage-strategie des einzelnen Hedgefonds abhängen. S
hon zwis
hen den Strategie-gruppen gibt es groÿe Unters
hiede. Getmansky et al. (2004) untersu
hen dieDaten des Anbieters TASS von November 1977 bis Januar 2001 (insgesamt 909einzelne Fonds) in ihrer Gesamtheit und aufgeteilt auf einzelne Strategiegrup-pen.Parameter Gesamtmittelwert Minimum Maximum
µ̂annual. 13,72 % 0,33 % (10,26 %) 22,53% (10,80 %)(σ = 9, 46 %) Dedi
ated Shortseller US Equity Hedge
σ̂annual. 16,06 % 8,19 % (5,05 %) 26,60% (14,44 %)(12,21 %) Nondire
tional Pure Emerging MarketsS
hiefe -0,15 -0,94 (1,29) 0,53 (1,03)(1,38) Fixed In
ome Dire
tional Global Ma
roKurtosis 8,05 4,25 (1,49) 11,26 (11,68)(7,56) Natural Resour
es Event Driven
ρ̂t,t−1 0,121 -0,001 (0,129) 0,225 (0,123)(0,168) Pure Managed Futures Convertible Fund (Long)Dur
hs
hnittswerte und Standardabwei
hungen für vers
hiedene Verteilungsparameter vonHedgefondsrenditen aus der TASS-Datenbank, Nov. 1977 - Jan. 2001 aus Getmansky et al.(2004). Es wurden nur Fonds mit mindestens fünf Jahren ununterbro
hener Renditehistorieeinbezogen. Die untersu
hten Parameter sind zeilenweise angeordnet. In der ersten Datenspaltesteht der Mittelwert der Gesamtheit der 909 Fonds. In der zweiten und dritten Spalte sind dieMittelwerte für diejenige Strategiegruppe aufgeführt, die den kleinsten bzw. gröÿten Mittel-wert für den betre�enden Parameter aufweist; dabei wurden zwei nur aus jeweils einem Fondsbestehende Strategiegruppen ni
ht berü
ksi
htigt. Die empiris
hen Standardabwei
hungen derWerte stehen jeweils in Klammern.Tabelle 2.3: Kennzahlen für Hedgefondsmonatsrenditen na
h Getmansky et al.(2004)



2.3. Empiris
he Renditen 40Die Ergebnisse in Tabelle 2.3 weisen für den Hedgefondsgesamtmarkt eineauÿerordentli
h hohe Jahresrendite von 13,7 % aus. Dur
h die Bes
hränkungauf Fonds mit mindestens fünfjähriger ununterbro
hener Renditehistorie ist derSurvivorship Bias in den Daten trotz der Einbeziehung ni
ht überlebender Fondsni
ht ausges
hlossen. Die dur
hs
hnittli
hen Renditen unters
heiden si
h deut-li
h zwis
hen den Strategiegruppen und sind au
h innerhalb der Strategiegrup-pen sehr vers
hieden, wie man an den Standardabwei
hungen innerhalb derGruppen (in der Tabelle in Klammern gesetzt) sieht. Für die Standardabwei-
hungen der Hedgefondsrenditen lässt si
h dasselbe sagen. Die S
hiefe ist überalle Strategien hinweg kaum ausgeprägt, die Kurtosis ist dagegen gegenüberder Normalverteilung und au
h den Investmentfondsdaten aus Abs
hnitt 2.3.2deutli
h erhöht. Über fast alle Strategiegruppen hinweg lässt si
h eine positi-ve Autokorrelation 1. Ordnung feststellen, die jedo
h nur in drei von se
hzehnGruppen (knapp) über 0,2 liegt.82 Brooks und Kat (2002) untersu
hen dur
hvers
hiedene Datenanbieter zur Verfügung gestellte Hedgefondsindizes und �n-den neben den in Getmansky et al. (2004) bes
hriebenen Eigens
haften deutli
heUnters
hiede zwis
hen den jeweiligen Indizes vers
hiedener Anbieter, die diesel-be Hedgefonds-Strategiegruppe abbilden sollen.S
hlieÿli
h no
h ein Bli
k auf die Auswirkungen der Finanzkrise 2008 aufdie Hedgefondsbran
he: Hinsi
htli
h der si
htbaren Auswirkungen war das Jahr2008 zwar das Jahr mit den hö
hsten Verlusten der Hedgefondsbran
he seitder planmäÿigen Sammlung ihrer Renditedaten, also etwa 1977. Ibbotson et al.(2011) bezi�ern, wiederum aufgrund von Daten der TASS-Datenbank, die Ge-samtrendite der Hedgefondsbran
he im Jahr 2008 auf −16, 7 %. Erstmals indieser Zeit sank das von Hedgefonds verwaltete Vermögen, au
h dur
h erstmalsauftretende Nettoab�üsse von Kundengeldern.83 Im Verglei
h zu anderen Anla-geformen, z.B. Aktien, s
hnitten Hedgefonds ni
ht au�ällig s
hle
ht ab. Ibbotsonet al. (2011) führen die Verluste im Jahr 2008 in erster Linie auf Auswirkungender Marktentwi
klung (�systemati
 beta�) zurü
k. Au
h sind spektakuläre Insol-venzen von Hedgefonds mit systemis
hen Auswirkungen wie in der Krise um denZusammenbru
h des Hedgefonds LTCM 1998 ausgeblieben.84 Es ist aber ni
ht82Weitere, teilweise aktuellere Auswertungen zu Verteilungsparametern von Hedgefonds-renditen �ndet man in Posthuma und van der Sluis (2003), Malkiel und Saha (2005) und Lo(2008, S. 44 �.), die alle ebenfalls auf Basis der TASS-Datenbank bere
hnet wurden und ihnihren Ergebnissen kaum abwei
hen. Fung et al. (2002) nutzen Daten von MAR, ihre (obigenAussagen ni
ht widerspre
henden) Ergebnisse beruhen jedo
h auf ledigli
h 115 Fondsdaten-reihen. Die Fors
hung zu Hedgefonds und deren Renditen erlebte um das Jahr 2000 herumeinen starken Aufs
hwung. Eine Übersi
ht über die damals verö�entli
hte Literatur �ndet manin Géhin (2004). Eine bündige Zusammenfassung wi
htiger Fors
hungsergebnisse liefert Kat(2003). Einen qualitativen Bli
k auf den Berei
h der Vermögensverwaltung für institutionelleAnleger und Groÿinvestoren ermögli
ht Drobny (2010), das dreizehn ausführli
he Interviewsmit meist anonymen Vermögensverwaltern und anderen Bran
heninsidern enthält.83siehe Kaiser (2009, S. 14-16)84Der in der Krise 2008 zusammengebro
hene Mado�-Fonds war ein auf Betrug basierendesS
hneeballsystem, das na
h auÿen hin na
h Art eines Hedgefonds auftrat. Die Finanzkriseführte ni
ht dur
h Vermögensverluste dieses Fonds, sondern dur
h die starken Mittelab�üsseaus der Hedgefondsbran
he zum Platzen dieses Systems.
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he vollständig in den Datenbankenabgebildet werden. Xu et al. (2010) stellen für die Jahre 2007 und insbesondere2008 anhand der CISDM-Datenbank eine auÿergewöhnli
h starke Zunahme derZahl die Beri
hterstattung abbre
hender Fonds fest. Während in den Jahren1997 bis 2006 stets zwis
hen 10,1 % und 13,7 % aller Fonds, die im jeweiligenJahr Renditen beri
hten, ihre Beri
hterstattung abbre
hen, sind es 2007 14,7 %und 2008 31 %. Es ist also gut mögli
h, dass viele Fonds verheerende Anlageer-gebnisse erst gar ni
ht beri
htet haben.Die für Anlageinteressenten und Wissens
haft zugängli
hen Hedgefondsrenditensind also mit einer ganzen Reihe von Problemen behaftet. Will man ein Vertei-lungsmodell für die Rendite eines Hedgefonds auswählen, kommen im Verglei
hzu o�enen Investmentfonds no
h einige weitere Punkte hinzu. Bei o�enen Invest-mentfonds ist die Anlagestrategie des Fonds in wesentli
hen Teilen vorgegeben,ö�entli
h transparent und kann ni
ht kurzfristig grundlegend verändert werden.Ein geeignetes Verteilungsmodell für einen bestimmten Fonds kann anhand sei-nes Anlagespektrums, für verglei
hbare Fonds geeigneten Renditemodellen undggf. bereits beoba
hteten Renditen des Fonds sinnvoll bestimmt und für dieModellierung seiner zukünftigen Renditeeigens
haften verwendet werden. BeiHedgefonds ist das ni
ht so einfa
h mögli
h. Erstens hat jeder Hedgefonds eineindividuelle Investmentstrategie, so dass Verglei
he mit anderen Fonds ni
ht oh-ne weiteres mögli
h sind. Zweitens haben Auÿenstehende keinen Einbli
k in dieAnlagestrategie und die Transaktionen eines Hedgefonds und können das mitder Strategie verbundene Risikopro�l ni
ht vollständig erfassen. Mögli
herweisehaben au
h die Fondsmanager selbst ni
ht zu jedem Zeitpunkt eine adäquateVorstellung über die vollständige Risikoposition des Gesamtfonds. Drittens istdas Fondsmanagement in der Lage, den Kapitaleinsatz und die Risikopositio-nen s
hnell stark zu verändern. Dadur
h kann es sein, dass ein Modell für dieRendite des Fondsportfolios, das für einen bestimmten Zeitpunkt geeignet ist,na
h starken Portfolioums
hi
htungen ungeeignet wird.In diesem Kapitel wurden die im weiteren Verlauf der Arbeit verwende-ten Renditemodelle vorgestellt und die Eigens
haften vers
hiedener Arten vonFinanzmarktrenditen diskutiert. Für Monatsrenditen von o�enen Publikums-fonds ers
heint die Annahme unabhängig und identis
h normalverteilter Ren-diten vertretbar. Es kann si
h aber immer no
h lohnen, starke Flanken (überdie t-Verteilung) oder starke Flanken und abhängige Varianzen (über GARCH-Prozesse) zu modellieren. Bei feineren Renditefrequenzen treten diese Phäno-mene verstärkt auf und sollten berü
ksi
htigt werden. Hedgefondsrenditen sindmit spezi�s
hen Problemen bei der Datenbes
ha�ung und -bereinigung verbun-den und können sehr unters
hiedli
he Eigens
haften aufweisen, darunter au
hAutokorrelation.
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Kapitel 3Performan
emessungZiel der Performan
emessung ist es, die für Kapitalgeber relevanten Eigens
haf-ten der (gemessenen oder erwarteten) Wertentwi
klungen von Vermögensge-genständen oder Portfolios so zu Kennzahlen zu verdi
hten, dass Aussagen zurVorteilhaftigkeit von Anlagegegenständen bzw. zur optimalen Auswahl aus meh-reren dieser mögli
h werden. Die Kennzahlen werden Performan
emaÿe genannt.Performan
emessung soll bei folgenden Fragestellungen Ents
heidungen un-terstützen:
• Soll man eine bestimmte Vermögensanlage kaufen, ni
ht kaufen, abstoÿenoder sogar leerverkaufen?
• Wel
he Vermögensanlage aus einer Menge mögli
her Anlagen ist am vor-teilhaftesten?
• Hat ein Vermögensverwalter eine gute oder s
hwa
he Leistung im Sinneder Kapitalgeber erbra
ht?Für die Bewertung der Vorteilhaftigkeit für die Kapitalgeber muss zunä
hstdie Frage beantwortet werden, was diese unter �Vorteilhaftigkeit� bzw. �Nut-zen� verstehen, was im ersten Abs
hnitt dieses Kapitels kurz erläutert wird.Der zweite Abs
hnitt behandelt zunä
hst Performan
emaÿe im Allgemeinen.Ans
hlieÿend werden jene Performan
emaÿe vorgestellt, für die in dieser Ar-beit Inferenzstatistik betrieben wird. In den beiden darau�olgenden Abs
hnit-ten werden die Punkts
hätzung dieser Performan
emaÿe erläutert und einigepraktis
he Probleme bei der Bere
hnung von Performan
emaÿen thematisiert.Im letzten Abs
hnitt folgt ein Überbli
k über Studien zum Verglei
h von Per-forman
emaÿen.3.1 Rendite, Risiko und NutzenIm Rahmen der Performan
emessung wird der Nutzen einer Vermögensanlageallein auf die statistis
hen Eigens
haften ihrer Wertentwi
klung, ggf. im Zusam-menhang mit der Wertentwi
klung anderer Vermögensgegenstände, reduziert.43



3.1. Rendite, Risiko und Nutzen 44Darüber hinausgehende Eigens
haften der Anlageobjekte bleiben unberü
ksi
h-tigt. Darunter fallen emotionale, gesells
haftspolitis
he und ethis
he Präferen-zen der Kapitalgeber. Beispiele hierfür sind die Werts
hätzung und Förderungbestimmter Regionen, Bran
hen und Produktinnovationen, die Einhaltung ethi-s
her Standards wie Mens
hen-, Bürger- und Arbeitnehmerre
hte sowie ö�ent-li
he Güter wie Umweltaspekte oder Finanzmarktstabilität.1 Ethis
he, weltan-s
hauli
he und religiöse Grundsätze können bestimmte Anlageobjekte vollstän-dig auss
hlieÿen, sowohl hinsi
htli
h einzelner Bran
hen und Unternehmen (z.B.Biote
hnologie, Alkohol, Wa�en) als au
h Anlageklassen (Zinsverbot im Islam).Prinzipiell wäre es mögli
h, derartige Präferenzen in die Performan
emessungeinzubeziehen, z.B. indem man ni
htmonetäre Nutzenarten in die Bere
hnungder Wertentwi
klung miteinbezieht. Eine einfa
here Mögli
hkeit besteht darin,anhand ni
htmonetärer Kriterien eine Vorauswahl potentieller Anlageobjektezu tre�en und jene mittels Performan
emessung zu analysieren. Eine sol
heVorauswahl bieten Anbieter ethis
h bzw. religiös orientierter Investments bzw.Investmentfonds an. Andererseits kann eine verbreitete Ausri
htung der Anlage-politik an Performan
ekennzahlen zu Rü
kwirkungen auf die Realwirts
haft füh-ren, wenn dadur
h unternehmeris
hen Ents
heidern implizit vorgegeben wird,si
h auss
hlieÿli
h an der Verbesserung von Wertentwi
klungskennzahlen aus-zuri
hten.Der neben der Rendite und dem Risiko dritte wi
htige Aspekt der Vermögens-anlage, die Liquidität des Vermögens, wird in der Performan
emessung ni
htberü
ksi
htigt. Es wird davon ausgegangen, dass das in Rede stehende Anlage-vermögen für die betra
htete Anlageperiode ni
ht benötigt wird oder im Ernst-fall zügig über die Börse in liquide Mittel umgewandelt werden kann. Au
hsteuerli
he Aspekte werden hier ausgeblendet. Wenn die Erträge vers
hiedenerAnlageobjekte steuerli
h unters
hiedli
h behandelt werden, sollte das in der Kal-kulation der Renditen berü
ksi
htigt werden.Gehen wir im Folgenden davon aus, dass si
h die Präferenzen eines Kapital-anlegers hinsi
htli
h Anlageobjekten vollständig dur
h deren Wertentwi
klungs-eigens
haften abbilden lassen.Der einfa
hste Fall der Performan
emessung ist derjenige, dass die Wertent-wi
klung aller Anlageobjekte deterministis
h ist. Nimmt man dann an, dass derNutzen U des Kapitalanlegers streng monoton mit dem Anlageergebnis x wä
hst(dU/dx > 0), so wird er diejenige Anlagemögli
hkeit mit der hö
hsten Renditeauswählen.Sind die Renditen risikobehaftet, muss das Nutzenkalkül des jeweiligen Anlegersgenauer betra
htet werden. Ist der Nutzen U eine lineare Funktion
U(X) = b+ a ·Xder Wertentwi
klungX , ist der Anleger risikoneutral: Eine Auszahlungsverände-rung um k Geldeinheiten führt unabhängig vom bereits errei
hten Nutzenniveau1Man denke an bestimmte Hedgefonds-Kategorien, deren Handelsstrategien destabilisie-rende Wirkungen auf Finanzmärkte haben können.
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U0 stets zu einer Nutzenänderung von a ·k. Die Ents
heidung zwis
hen vers
hie-denen risikobehafteten Alternativen kann alleine anhand des Erwartungswertsder Auszahlungen getro�en werden. Der Anleger ist zwis
hen einer si
heren Aus-zahlung k und einer risikobehafteten Auszahlung X mit E(X) = k indi�erent.In diesem Fall würde die (erwartete) Rendite einer Anlage also zur Charakteri-sierung der Performan
e einer Anlage ausrei
hen.In der Tat ist die erwartete oder beoba
htete Rendite einer Anlage ein verbreite-tes Performan
emaÿ. Sie ist � bis auf die Dauer der einbezogenen Anlageperiode2� fest de�niert, ist verhältnismäÿig einfa
h zu bere
hnen und hat (mit �% p.a.�)eine einfa
h interpretierbare Einheit.Risikoneutralität dürfte für die Mehrheit der Anleger keine geeignete Ver-haltensannahme darstellen. Eine mehr oder weniger ausgeprägte Risikoaversionlässt si
h aus der Theorie des von Neumann-Morgenstern begründen. Nimmtder Nutzenzuwa
hs dur
h eine zusätzli
he Geldeinheit mit steigendem Wohl-stand ab, ist die Nutzenfunktion konkav (d2U/d2x < 0). Dies impliziert fürunsi
here Auszahlungen X

U(E(X)) = U

(∫
xf(x)dx

)
>

∫
U(x)f(x)dx = E(U(X)).Man kann zum Verglei
h nun diejenige si
here Zahlung heranziehen, die demEnts
heider denselben Nutzen bringt wie die unsi
here Zahlung X . Diese heiÿtSi
herheitsäquivalent von X , kurz: SEX .3

U(SEX) = E(U(X))Ist der Ents
heider risikoavers, dann ist das Si
herheitsäquivalent von X kleinerals der Erwartungswert von X . Die Di�erenz zwis
hen den beiden Werten istdie Risikoprämie RPX :
E(X) = SEX +RPXDie Höhe von RPX ist sowohl von der Verteilung von X als au
h vom genauenVerlauf der Nutzenfunktion U(X) abhängig und soll hier keine weitere Rollespielen. Wi
htig ist die Erkenntnis, dass das Risiko einer Anlage deren Nutzens
hmälert und eine Berü
ksi
htigung des Risikos von Anlagen bei der Perfor-man
emessung sinnvoll ers
heint.Für die Umsetzung des Begri�s �Risiko� in quantitative Konzepte gibt esmehrere Ansätze. Die zwei bekanntesten sind:a) Risiko als Unsi
herheit: Als Risiko wird die Streuung der Auszahlung Xbewertet. Die Lagekomponente von X geht ni
ht in die Risikobewertungein.b) Risiko als Drohverlust: Als Risiko wird die Wahrs
heinli
hkeit (oder Ge-fahr) angesehen, dass die Auszahlung X ein bestimmtes Niveau (z.B. denAnlagebetrag) unters
hreitet (engl. Downside Risk).2Dieser Parameter ist bei der Ex-post-Performan
eberi
hterstattung ni
ht zu verna
hläs-sigen. Interessengeleitete Beri
hterstatter können einen Beri
htszeitraum wählen, für den si
heine besonders hohe Dur
hs
hnittsrendite ergibt.3vgl. Eisenführ et al. (2010, S. 261 �.)



3.1. Rendite, Risiko und Nutzen 46Betra
hten wir als Beispiel die Anlagen A und B, die keine Einzahlungen bein-halten und als Auszahlungen XA bzw. XB liefern. Hierbei seien
XA = −10 und XB =

{
0 mit p = 50%

10 mit p = 50%
.Bewertet man das Risiko der beiden Anlagen mit dem Kriterium der Unsi
her-heit, so beinhaltet A kein Risiko, da die Auszahlung von −10 si
her ist. XBhingegen ist unsi
her, B ist demna
h risikobehaftet. Die Verlustträ
htigkeit derAnlage A wird separat über die Lagekomponente E(X) = −10 abgebildet.De�niert man hingegen Risiko als drohenden Verlust, so ist A risikorei
h, weilhier (mit Wahrs
heinli
hkeit 1) ein Verlust droht. Da XB ≥ 0 gilt, ist hier keinVerlust mögli
h, Anlage B also risikolos.Hinsi
htli
h erwüns
hter Eigens
haften von Risikomaÿen gibt es dementspre-
hend zwei unters
hiedli
he Axiomensysteme. Drohverlust-Risikomaÿe wurdenvon Artzner et al. (1999) axiomatisiert, Unsi
herheits-Risikomaÿe von Ro
ka-fellar et al. (2002)4. Beide Systeme haben folgende Axiome gemeinsam, wobeivon einem reellwertigen Risikomaÿ R(X) ausgegangen wird:

• Positive Homogenität: Investiert man in ein Vielfa
hes der Anlage X , sovervielfa
ht si
h das Risikomaÿ in glei
her Weise.
R(a ·X) = a · R(X)für a ≥ 0 (Artzner et al.) bzw. a > 0 (Ro
kafellar et al.).

• Subadditivität: Das zusammengefasste Risiko zweier Anlagen X1 und X2darf ni
ht gröÿer sein als die Summe der Einzelrisiken.
R(X1 +X2) ≤ R(X1) +R(X2)Ro
kafellar et al. stellen darüber hinaus folgende Anforderungen:

• Ni
htnegativität: R(X) = 0, wenn X eine Konstante ist, sonst R(X) > 0.
• Lageinvarianz: Wenn zu X eine Konstante a ∈ R addiert wird, ändert si
hdas Risikomaÿ ni
ht.

R(X + a) = R(X)Artzner et al. fordern hingegen:
• Monotonie: Ist in jedem mögli
hen Zustand die Auszahlung von X1 min-destens so groÿ wie die Auszahlung von X2, dann ist das Risiko von X2mindestens so groÿ wie das von X1.

X1 ≥ X2 ⇒ R(X1) ≤ R(X2)4Dieses Axiomensystem baut auf Vorarbeiten von Pedersen und Sat
hell (1998) und Kijimaund Ohnishi (1993) auf. Eine Zusammenfassung vers
hiedener Axiomensysteme für Risikoma-ÿe bietet Albre
ht (2003).



47 Kapitel 3. Performan
emessung
• Translationsäquivarianz: Wenn zu X eine Konstante a ∈ R addiert wird,wird a vom Risikomaÿ subtrahiert.

R(X + a) = R(X)− aMan erkennt, dass si
h Lage- und Translationsinvarianz gegenseitig auss
hlie-ÿen, die beiden Axiomensysteme also ni
ht kompatibel sind.Au
h Rendite und Risiko, erfasst dur
h Mittelwert und Standardabwei
hung,bilden das Erwartungsnutzenkalkül nur unter bestimmten Annahmen an dieNutzenfunktion oder die Renditeverteilung vollständig ab. Hinrei
hend dafürsind:5
• eine quadratis
he Nutzenfunktion U(X) = aX2+ bX+ c des Ents
heidersoder
• die Annahme gemeinsam normalverteilter Renditen oder, allgemeiner,
• dass die Renditeverteilungen aller Anlageobjekte derselben Lage-Skalen-Familie angehören.6Während an der Annahme einer quadratis
hen Nutzenfunktion Kritik geübtwird7, ist die Annahme, dass die vers
hiedenen Renditen einer Lage-Skalen-Familie angehören, zumindest für den Verglei
h von Anlageobjekten aus einergemeinsamen Investmentklasse eher akzeptabel.Es stellt si
h die Frage, ob höhere Momente der Renditeverteilungen eben-falls bei der Ents
heidungs�ndung berü
ksi
htigt werden sollten, da es dur
hausPhänomene gibt, die mit dem Rendite-Risiko-Kalkül ni
ht vereinbar sind. Mandenke an die ungebro
hene Beliebtheit von Glü
ksspielen wie dem Lotto, woder Spieler eine si
here Geldsumme investiert, um dafür eine äuÿerst unsi
hereAuszahlung zu erhalten, deren Erwartungswert deutli
h unterhalb des Einsat-zes liegt. O�enbar wird einer positiven S
hiefe der Auszahlungsverteilung einpositiver Nutzen zugewiesen. Dies ist theoretis
h begründbar: Nehmen wir an,dass die Nutzenfunktion eines Investors monoton steigend mit abnehmendenGrenznutzen sei und der Nutzenbewertung höherer Momente bis zur Ordnung

k ein eindeutiges Vorzei
hen zugewiesen werden kann. Für diesen Fall weisenS
ott und Horvath (1980) na
h, dass dann die Nutzenbewertung des Investorsfür höhere zentrale Momente ungerader Ordnung k (z.B. S
hiefe, k = 3) positivund für höhere zentrale Momente gerader Ordnung k (z.B. Kurtosis, k = 4)negativ ist.5vgl. Meyer und Ras
he (1992)6vgl. Sinn (1989) und Meyer (1987)7vgl. Eisenführ et al. (2010, S. 266 f.)



3.2. Performan
emaÿe 483.2 Performan
emaÿe3.2.1 Überbli
k und Klassi�kationUnter Performan
emaÿen wollen wir hier also Maÿzahlen verstehen, die Renditeund Risiko in einer für Ents
heidungen hilfrei
hen Art zu einer Zahl verdi
hten.Die ersten Performan
emaÿe wurden in den se
hziger Jahren des letztenJahrhunderts entwi
kelt, als die Portfoliotheorie zunehmend Verbreitung fand.Damals entstanden die drei 'klassis
hen', heute allgemein verbreiteten Perfor-man
emaÿe Sharpe-Ratio, Treynor-Ratio und Jensens Alpha. In dem seitdemvergangenen halben Jahrhundert wurde eine s
hwer übers
haubare Menge ver-s
hiedenster weiterer Performan
emaÿe vorgestellt. Entspre
hend gaben Co-gneau und Hübner einem 2009 ers
hienenen zweiteiligen Übersi
htsartikel denNamen �The (more than) 100 Ways to Measure Portfolio Performan
e�.8Ausgangspunkt der Performan
ebere
hnung ist zunä
hst die Rendite RXbzw. deren Erwartungswert µRX
. Sie ist der Mehrertrag gegenüber der Hor-tung von Geld in Form von Bargeld oder auf einem unverzinsten Bankkonto.In den meisten Fällen werden Anleger jedo
h eine verzinsli
he Anlageform �n-den, die sie als mindestens genauso si
her emp�nden wie ein Bankkonto oderdie Bargeldhortung. Der si
here Zins Rf dieser alternativen, risikolosen Anlagewird deshalb anstelle der Nullrendite der eigentli
he Verglei
hsmaÿstab für dieBewertung einer risikobehafteten Anlagemögli
hkeit sein. Deshalb wird in derPerforman
emessung in der Regel die Überrendite µX = µRX

−Rf , die Di�erenzzwis
hen der erwarteten (Roh-)Rendite µRX
einer Anlagemögli
hkeit und demsi
heren Zins Rf , als Renditemaÿ verwendet.9Die in dieser Arbeit eingehender bes
hriebenen Performan
emaÿe kann manin zwei Typen einteilen:

• Typ I (Quotientenmaÿe): Die Überrendite µX des Portfolios wird dur
hein Risikomaÿ dividiert.Performan
emaÿ Typ I = µXRisikomaÿPerforman
emaÿe von Typ I haben die Benennung �Renditeeinheit je Ri-sikoeinheit�. Rendite und Risiko werden in der Regel ni
ht in derselbenEinheit gemessen oder unters
hiedli
h zeitli
h skaliert. Deshalb ist derZahlenwert des Performan
emaÿes ni
ht lei
ht interpretierbar � oft nurim Verglei
h von Portfolios untereinander � und kann beim We
hsel aufeine andere Zeiteinheit ni
ht immer linear umgere
hnet werden (siehe da-zu Abs
hnitt 3.4.3).Da das Risikomaÿ in der Regel strikt positiv ist, hängt das Vorzei
hendes Performan
emaÿes vom Vorzei
hen der Rendite ab. Ist die Rendite8Cogneau und Hübner (2009a) und Cogneau und Hübner (2009b) versu
hen, mögli
hstviele Ansätze zu erwähnen und kurz einzuordnen. Der etwas strukturiertere Überbli
k vonLe Sourd (2007) bes
hränkt si
h auf gut 30 Maÿe.9Zur Problematik der risikolosen Anlage siehe Abs
hnitt 3.4.1
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emessungund damit das Vorzei
hen positiv, gibt es keine weiteren Interpretations-probleme. Ist die Rendite negativ, ist der Wert des Performan
emaÿesum so höher (= weniger negativ), je höher der Wert des Risikomaÿes ist.Diese Eigens
haft entspri
ht zwar man
hmal der Logik eines bestimmtenPerforman
emaÿes, ist aber für si
h genommen problematis
h: Bei einernegativen Rendite wirkt si
h eine Risikoerhöhung positiv auf die Perfor-man
ebewertung aus. Insofern gibt es an der Stelle Performan
emaÿ = 0einen Bru
h in der Interpretation.
• Typ II (Prozentmaÿe): Von der ggf. um einen dimensionslosen Faktor aadjustierten Überrendite wird ein Term b abgezogen, der dieselbe Einheitwie die Überrendite hat.Performan
emaÿ Typ II = µX · a− bPerforman
emaÿe von Typ II stellen (hypothetis
he) Renditen dar undwerden in aller Regel in der Einheit Prozent ausgedrü
kt bzw. sind (beiVerwendung stetiger Renditen) einfa
h in Prozente umre
henbar.Dur
h die Terme a und b sollen die Renditen vers
hiedener Portfolios ver-glei
hbar gema
ht werden. Die Zahlenwerte sind als Renditen oder Rendi-tedi�erenzen einfa
h interpretierbar und es gibt keinen �Bru
h� zwis
hender Interpretation von positiven und negativen Zahlenwerten.Im weiteren Verlauf dieses Abs
hnitts werden zunä
hst die drei �klassis
hen�Performan
emaÿe behandelt, die in den 1960er Jahren verö�entli
ht wurden.Ni
ht zuletzt dur
h ihre Rolle in Portfoliotheorie und Capital Asset Pri
ingModel (CAPM) sind sie bis heute die bekanntesten und am meisten verwende-ten Performan
emaÿe. Verstärkt seit den 1990er Jahren wurde eine groÿe Zahlneuer Ansätze zur Performan
emessung verö�entli
ht. Hierzu zählen die Risk-Adjusted Performan
e von Fran
o und Leah Modigliani, das eher in der Tra-dition der klassis
hen Maÿe steht, sowie eine Reihe von Maÿen, die das Risikoeiner Anlage explizit als Verlustrisiko modellieren.3.2.2 Die klassis
hen Performan
emaÿe3.2.2.1 Das Sharpe-RatioAu�istungen von Performan
emaÿen beginnen in der Regel mit dem Sharpe-Ratio, verö�entli
ht von William Sharpe im Jahr 1966.10. Es ist zwar ni
ht dasälteste Performan
emaÿ, heute aber das in der Praxis wohl am häu�gsten be-ri
htete. Selbst in der allgemeinen Wirts
haftspresse �ndet man Fondsverglei
heanhand des Sharpe-Ratios.Das Sharpe-Ratio eines Portfolios X ist der Quotient aus dessen Überrenditeund der Standardabwei
hung der Rendite:

ShX =
µRX

−Rf

σX
=
µX

σX10Sharpe (1966), eine Zusammenfassung und Diskussion dur
h den Er�nder des Maÿes istin Sharpe (1994) zu �nden.



3.2. Performan
emaÿe 50Steht eine risikobehaftete Anlage X zur Verfügung, dann wird der Anleger nurdann darin investieren, wenn er eine positive Überrendite als Ausglei
h für daseinzugehende Risiko erwarten kann. Das Sharpe-Ratio drü
kt nun die Überren-dite je eingegangener Risikoeinheit aus.Kennt man das Sharpe-Ratio mehrerer Anlagen, sind Verglei
hsaussagen mög-li
h. Angenommen, die PortfoliosX und Y haben Sharpe-Ratios von ShX = 0, 5und ShY = 0, 4. Wenn man nun soviel in PortfolioX investiert, dass man dassel-be Risiko eingeht wie bei einer Investition einer bestimmten Summe in Portfolio
Y , kann man die 0,5

0,4 = 1, 25-fa
he erwartete Rendite der Investition in Y er-ho�en. Insofern ist es für rationale Anleger vorteilhafter, in X statt in Y zuinvestieren.Das Sharpe-Ratio hat als Performan
emaÿ vom Typ I bei negativen Überrendi-ten die Eigens
haft, risikoarme Portfolios s
hle
hter zu bewerten als risikorei
hePortfolios mit glei
her negativer Überrendite. Wenn es um eine Anlageents
hei-dung geht (ex-ante-Fall) und es die Mögli
hkeit zu Leerverkäufen (Short Selling)gibt, lässt si
h das sinnvoll interpretieren. Bei einem risikobehafteten Portfoliomit negativer erwarteter Überrendite kann man eine positive Rendite erzielen,wenn man es leerverkauft. Will man eine bestimmte Risikogrenze einhalten, soll-te man jenes Portfolio leerverkaufen, wel
hes je Risikoeinheit die am stärkstennegative Überrendite � bzw. das niedrigste Risiko bei einer bestimmten nega-tiven Überrendite � und somit das niedrigste Sharpe-Ratio aufweist.11 Bei derna
hträgli
hen Bewertung der Wertentwi
klung eines Portfolios (ex-post-Fall)ist es jedo
h ni
ht ersi
htli
h, weshalb man bei s
hle
hter Wertentwi
klung ho-he eingegangene Risiken positiv bewerten soll.Annahmegemäÿ ri
htet si
h das Nutzenkalkül eines rationalen Anlegers an derWertentwi
klung und dem Risiko seines gesamten Vermögens aus. Wenn nurein Teil des Vermögens neu angelegt werden soll, rei
ht es ni
ht aus, nur dasSharpe-Ratio des potentiellen Anlagegegenstandes zu betra
hten, denn das Ge-samtrisiko des Vermögens hängt au
h von der Korrelation der Wertentwi
klungdes Anlageobjekts mit der des sonstigen Vermögens ab. Um das Sharpe-Ratiofür sol
he Anlageents
heidungen sinnvoll anwenden zu können, müsste man je-weils Portfolios aus dem sonstigen Vermögen und den einzelnen in Frage kom-menden Anlagemögli
hkeiten bilden und diese dann anhand des Sharpe-Ratiosverglei
hen. Insofern sind für Anleger, die ni
ht ihr gesamtes Vermögen in einAnlageobjekt investieren wollen, Angaben zu Sharpe-Ratios von Anlagemögli
h-keiten, wel
he alleine aus deren erwarteten Renditen und Standardabwei
hungenbere
hnet wurden, nur von einges
hränktem Nutzen.3.2.2.2 Das Treynor-RatioDas Treynor-Ratio, verö�entli
ht von Ja
k Treynor (1965), stellt eine Kennzahldar, die für die Beurteilung einzelner (potentieller) Teilinvestments geeignet ist.11Bei dieser Interpretation ist zu bedenken, dass der Anleger bei Wertpapierkäufen auf Kre-dit einen höheren Zins zahlen muss, als er für eigene Anlagen erhält, sowie bei LeerverkäufenGebühren zahlen und/oder Si
herheiten leisten muss und si
h somit die Überrendite undentspre
hend das Sharpe-Ratio der Anlagestrategie ändert.



51 Kapitel 3. Performan
emessungZentraler Gedanke dahinter ist die Mögli
hkeit zur Diversi�zierung bei der Ver-mögensanlage gemäÿ der Portfoliotheorie: Das Risiko eines Portfolios mehrerer(ni
ht exakt positiv korrelierter) Anlageobjekte ist kleiner als die Summe derEinzelrisiken dieser Anlageobjekte. Gewinne und Verluste vers
hiedener Einzel-objekte glei
hen si
h � zumindest teilweise � aus. Je mehr vers
hiedene Anlage-objekte in einem Portfolio enthalten sind, desto stärker wirkt der risikomindern-de Diversi�kationse�ekt. Aber au
h na
h no
h so guter Diversi�kation verbleibtein Restrisiko, das von globalen Faktoren ausgelöst wird, die in unters
hiedli-
hem Maÿe auf alle Anlageobjekte glei
hzeitig einwirken. Dieses Restrisiko wirdsystematis
hes Risiko oder Marktrisiko genannt im Gegensatz zum unsystema-tis
hen Risiko der einzelnen Anlageobjekte.Treynor geht nun davon aus, dass der betre�ende Anleger über ein perfektdiversi�ziertes Anlageportfolio verfügt und nunmehr eine im Verhältnis zumGesamtportfolio sehr kleine Summe neu investieren will. Hinsi
htli
h der Ren-dite ist sein erster Verglei
hsmaÿstab die risikolose Anlage, so dass wiederumdie Überrendite über einen risikolosen Zinssatz als Renditemaÿ verwendet wird.Das Risiko betre�end ist für ihn das Einzelrisiko der zusätzli
hen Anlage ni
htrelevant. Wi
htig ist, in wel
hem Maÿe die zusätzli
he Anlage auf die Markt-bewegung reagiert und somit dem bestehenden Portfolio Marktrisiko hinzufügt.Diese Sensitivität gegenüber dem Marktrisiko lässt si
h mittels eines Regressi-onsansatzes ausdrü
ken:12
RX = (Rf + αX) + βX · (RM −Rf ) + ǫXbzw. µRX

= (Rf + αX) + βX · (µRM
−Rf ) ,kurz: µX = αX + βX · µM (3.1)Die erwartete Überrendite eines Anlageobjekts X setzt si
h additiv zusammenaus einem A
hsenabs
hnitt αX und dem systematis
hen Risiko βX · µM , wobei

µM die Überrendite eines geeigneten Global- oder Marktportfolios ist.13 DerKoe�zient βX gibt an, um wie viele Einheiten si
h die Erwartung der Rendi-te des Anlageobjekts X ändert, wenn die Marktrendite um eine Einheit steigt.Entspre
hend der Formel für den Regressionskoe�zienten in der linearen Ein-fa
hregression von X auf M gilt βX =
σX,M

σ2
M

. Da das unsystematis
he Risikodur
h die anderen Anlageobjekte im Gesamtportfolio wegdiversi�ziert wird unddie Marktrendite für den Anleger ni
ht beein�ussbar ist, ist der Wert des Koef-�zienten β für das Anlageobjekt X das relevante Maÿ seines Risikos.Entspre
hend lautet das Treynor-Ratio
TrX =

µRX
−Rf

βX
=

µX
σX,M

σ2
M

=
µXσ

2
M

σX,M
.Ein Anleger sollte aus mehreren Anlageobjekten dasjenige mit dem hö
hsten(positiven) Treynor-Ratio auswählen, also jenes, das für eine bestimmte Menge12Hierbei ist RM eine beoba
htete Rendite des Marktportfolios, ǫX ein Störterm und µRXder Erwartungswert der Rohrendite des Marktportfolios. σX,M ist die Kovarianz der Über-renditen von Portfolio X und dem Marktportfolio M.13Die Frage na
h einem geeigneten Marktportfolio wird in Abs
hnitt 3.4.2 aufgegri�en.
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emaÿe 52systematis
hen Risikos die hö
hste Überrendite erwirts
haftet. Ist die Überren-dite negativ, bieten si
h - solange das β positiv ist - analog zum Sharpe-RatioLeerverkäufe an. Es ist zu bea
hten, dass das Risikomaÿ β ni
ht positiv seinmuss.14 Es gibt Anlageobjekte, etwa Derivate und bestimmte Hedgefonds, diesi
h mehr oder weniger stark gegenläu�g zum Markt bewegen. Anlageobjektemit positiver Überrendite und negativem β weisen ein negatives Treynor-Ratioauf, obwohl sie ideale Anlageobjekte wären: Sie erwirts
haften mehr als denrisikolosen Zinssatz, während sie glei
hzeitig das Risiko des Gesamtportfoliosmindern. Sind Überrendite und β negativ, ist das Treynor-Ratio positiv. Indiesem Fall wäre aber ein niedrigeres Treynor-Ratio vorteilhafter, denn manerhielte eine lei
ht negative Überrendite bei deutli
her Risikoreduktion.Das Treynor-Ratio ist anders als das Sharpe-Ratio also ein geeignetes Maÿfür die Bewertung einzelner Anlageobjekte, ni
ht jedo
h für das Gesamtport-folio eines Investors. Seine Angabe kann stets nur bezogen auf ein bestimmtesMarktportfolio erfolgen. Wenn für ein Anlageobjekt ein Treynor-Ratio angege-ben wird, kann ein Investor es für seine Anlageents
heidung übernehmen, wenner das bei der Bere
hnung verwendete Marktportfolio als für seine Belange ge-eignet ansieht.3.2.2.3 Jensens AlphaEine weitere Mögli
hkeit der Performan
emessung ist der Verglei
h eines Anla-geergebnisses mit dem eines passiven Investors. Ein passiver Investor, der si
hni
ht über die Eigens
haften einzelner Investitionsobjekte informiert und aufeine adäquate Preis�ndung dur
h den Markt ho�t, investiert den Anteil c ∈ Rseines Kapitals in das Marktportfolio und den Anteil 1− c in die risikolose An-lage.15 Sein eingegangenes Risiko, gemessen mit der Standardabwei
hung seinerRendite, ist σX = |c| ·σM und seine erwartete Rendite beträgt Rf + c ·µM . DenWert c wählt er anhand seiner Rendite-Risiko-Präferenz. Will man die Perfor-man
e eines PortfoliosX mit jener einer passiven Anlage mit glei
her Exposition
βX zum Marktrisiko verglei
hen, kann man einfa
h die Di�erenz der erwartetenRenditen bilden:

µX − βXµM = αXDieses Maÿ αX wird Jensens Alpha genannt16 und ist glei
h dem A
hsenab-s
hnitt aus der Regressionsglei
hung 3.1. Jensens Alpha gehört zu den Perfor-man
emaÿen vom Typ II und hat als Benennung die Einheit, in der au
h dieRendite ausgedrü
kt wird. Hat ein Portfolio ein Alpha von einem Prozent, so istseine Rendite um einen Prozentpunkt höher als jene einer passiven Anlage mitdemselben Marktrisiko. Hierbei wird ebenso wie beim Treynor-Ratio das βX desPortfolios als Risikomaÿ benutzt. Das setzt au
h hier voraus, dass der jeweilige14β ist na
h keinem der beiden oben genannten Axiomensysteme ein kohärentes Risikomaÿ,da es weder die Bedingung der Ni
htnegativität (Ro
kafellar et al.) no
h die der Monotonie(Artzner et al.) erfüllt.15Bei c ∈ R sind der Leerverkauf des Marktportfolios sowie der Kauf des Marktportfoliosauf Kredit erlaubt; will man dies ni
ht zulassen, gilt c ∈ [0 , 1].16Na
h Mi
hael C. Jensen (1968)



53 Kapitel 3. Performan
emessungInvestor ein im Verhältnis zur Anlage in X sehr groÿes, perfekt diversi�ziertesPortfolio besitzt.Für den Fall, dass Jensens Alpha für die Ex-post-Bewertung von Portfolio-managern eingesetzt wird, ist zu bedenken, dass jene das Beta ihres Portfoliosdur
h ihre Anlageents
heidungen beein�ussen können. Ingersoll et al. (2007) ma-
hen auf die Manipulierbarkeit dieser Maÿzahl (und anderer Performan
emaÿe)aufmerksam.17 In ents
heidungstheoretis
her Hinsi
ht muss man bedenken, dassAnlagen mit glei
hem Alpha zwar dieselbe (erwartete) marktrenditebereinigteÜberrendite haben, aber mit dem Alpha keine Aussage zum absoluten oder sys-tematis
hen Risiko verbunden ist. Deswegen � und wegen des Hebele�ektes vonBeta � wird davon abgeraten, Ranglisten von Portfolios mit unters
hiedli
henBetas anhand von Jensens Alpha aufzustellen.183.2.3 Neuere Performan
emaÿe3.2.3.1 Risk-Adjusted Performan
e na
h Modigliani / ModiglianiDen zuletzt angespro
henen Mangel wollen Fran
o und Leah Modigliani behe-ben, indem sie ein Typ-II-Performan
emaÿ vors
hlagen, das Risikounters
hiedezwis
hen Portfolios berü
ksi
htigt. Es wurde von Modigliani/Modigliani Risk-Adjusted Performan
e, abgekürzt RAP genannt. In der Literatur �ndet man esoft unter der neutraleren Bezei
hnungM2, na
h dem gemeinsamen Na
hnamender beiden Autoren. Um Verwe
hslungen mit dem Quadrat einer Marktrenditezu vermeiden, wird hier im folgenden das Kürzel MM verwendet. Zudem gibtes neben der Version von MM gemäÿ dem Originalartikel no
h eine weitereVersion (s.u.), die teilweise ohne weiteren Kommentar alsMM verwendet wird.Zur Unters
heidung nennen wir die Originalversion MMori und die alternativeFormulierung MMalt.
MMori ist für ein Portfolio X und eine Ben
hmark M gemäÿ Modigliani undModigliani (1997) wie folgt de�niert:

MMori =
σM
σX

(µRX
−Rf ) +Rf =

σM
σX

µX +RfDie Überrendite µX wird also mit dem Verhältnis von Markt- zu Portfoliorisikoskaliert und zur si
heren Rendite addiert. Das Ergebnis kann man als die Renditeinterpretieren, die man erhielte, wenn man genau soviel in Anlage X investierenwürde, dass das so gebildete Mis
hportfolio aus X und der risikolosen Anlagedasselbe Risiko aufweist wie eine Investition des gesamten Anlagebetrags in dasMarktportfolio.Neben dieser im Verglei
h zum Sharpe-Ratio aussagekräftigeren Interpretationhat es bei der Reihung mehrerer Portfolios im Verglei
h zu Jensens Alpha denVorteil, dass alle Portfolios auf dasselbe Risiko skaliert werden. Diese Eigens
haft17Haben Portfoliomanager z.B. in der ersten Hälfte einer Bewertungsperiode ein positivesAlpha erzielt, können sie das Alpha zum Ende der Bewertungsperiode dur
h Senkung desBetas (Desinvestition, Leerverkauf des Marktportfolios) in die Höhe treiben.18vgl. z.B. Wittro
k (2000, S. 81)
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emaÿe 54kann man dur
h die Beziehung von MMori zum Sharpe-Ratio illustrieren19:
MMori =

µXσM
σX

+Rf = σM · ShX +Rf

MMori ist also eine lineare Transformation des Sharpe-Ratios. Solange manmehrere Portfolios auf dasselbe Marktportfolio bezieht, ergibt si
h eine iden-tis
he Rangfolge wie beim Sharpe-Ratio, und dies unabhängig davon, wel
heskonkrete Marktportfolio man wählt.Das Performan
emaÿMM tau
ht in der Literatur man
hmal in einer lei
htabgewandelten Form auf, die hier mit MMalt abgekürzt wird20:
MMalt =

σM
σX

µX − µM =MMori − µRM
(3.2)Hierbei wird also von der risikoadjustierten Rendite MMori die Rendite desMarktportfolios abgezogen, es handelt si
h also ledigli
h um eine Vers
hiebungvonMMori um eine Konstante. Der Vorteil dieser Variante ist, dass man bereitsam Vorzei
hen von MMalt sieht, ob si
h das betre�ende Portfolio risikoadjus-tiert besser oder s
hle
hter als das Marktportfolio entwi
kelt. Ist MMalt(X)positiv, ist die risikoadjustierte Wertentwi
klung des Portfolios X besser als einpassives Investment in das Marktporfolio; für MMalt(X) < 0 ist sie s
hle
hterund man sollte demna
h ni
ht in X investieren.Das Performan
emaÿMM ist eine Kennzahl aus Rendite und absolutem Risikoder Anlage, das Marktportfolio wird nur zur Skalierung des absoluten Risikosverwendet. Das Anwendungsgebiet von MM ist also die Bewertung des ge-samten Anlageportfolios eines Investors und die bereits bei der Diskussion desSharpe-Ratios genannten Hinweise gelten entspre
hend au
h hier. Eine risikoad-justierte Rendite auf Basis des systematis
hen Risikos haben Wilkens und S
holz(1999) in verglei
hbarer Form vorgestellt (MRAP =Market Risk-Adjusted Per-forman
e).3.2.3.2 Performan
emaÿe auf Basis partieller MomenteBei den bisher vorgestellten Performan
emaÿen wurde Risiko immer als Un-si
herheit oder S
hwankungsanfälligkeit aufgefasst. Alle Performan
emaÿe ent-hielten, direkt oder als Bestandteil des Betas, die Varianz bzw. die Standard-abwei
hung der Rendite. Ein glei
hwertiges Risikokonzept ist, wie auf S. 45dargestellt, die Vorstellung des Risikos als Mögli
hkeit negativer Abwei
hungenvon einem Bezugswert.Diese Risikokonzeption kann dur
h partielle Momente quantitativ umgesetztwerden. Ein partielles Moment PM ist für eine stetige Zufallsvariable X (inallgemeiner Form) wie folgt de�niert:

PM(a, b, c) =

b∫

a

xcf(x)dx19vgl. Fis
her (2010, S.463)20z.B. S
hmid und S
hmidt (2006)



55 Kapitel 3. Performan
emessungmit −∞ ≤ a < b ≤ ∞ und c ∈ N0. Der Unters
hied zu einem �normalen�Moment besteht ledigli
h darin, dass ni
ht über ganz R integriert wird, sondernnur über ein Teilintervall [a, b].Von oberen partiellen Momenten (UPM) bzw. unteren partiellen Momenten(LPM)21 von X bezügli
h eines Parameters a ∈ R spri
ht man, wenn überganz R re
hts bzw. links von a integriert wird:
UPMX(a, c) =

∞∫

a

xcf(x)dx , LPMX(a, c) =

a∫

−∞

xcf(x)dxIm Rahmen des Konzepts von Risiko als Drohverlust de�nieren wir nun einenVerlust als eine Rendite unterhalb eines Wertes z ∈ R. Der Parameter z kann inder Praxis der risikolose Zinssatz, ein Eigenkapitalkostensatz oder eine andereextern vorgegebene Gröÿe sein. Die Gewinn-/Verlust-Verteilung ist nun um zzentriert. Die partiellen Momente dieser Verteilung sind:
UPMX(z, c) =

∞∫

z

(x − z)cf(x)dx = E(((X − z)+)
c)

LPMX(z, c) =

z∫

−∞

(z − x)cf(x)dx = E(((z −X)+)
c),wobei bei dem unteren partiellen Moment (z−x) anstatt (x−z) integriert wird,damit dessen Vorzei
hen stets positiv ist. Die Darstellung E(((. . .)+)

c) bringtzum Ausdru
k, dass die Werte innerhalb der inneren Klammer nur dann in dieBere
hnung des Erwartungswerts eingehen, wenn sie positiv sind. Im Folgendens
hreiben wir kürzer E((. . .)c+).Die ersten unteren partiellen Momente kann man wie folgt interpretieren:
• LPMX(z, 0) =

z∫
−∞

f(x)dx: Wahrs
heinli
hkeit eines Verlustes,
• LPMX(z, 1) =

z∫
−∞

(z − x)f(x)dx: erwarteter Verlust,
• LPMX(z, 2) =

z∫
−∞

(z − x)2f(x)dx: erwarteter quadrierter Verlust.Untere partielle Momente können als Risikomaÿe für die Performan
emessungverwendet werden. Das erste Performan
emaÿ dieser Art stellten Sortino undvan der Meer (1991) vor, es wird heute Sortino-Ratio genannt. Seine De�nitionlautet: SorX(z) =
E(X − z)√
LPMX(z, 2)

=
E(X − z)√

z∫
−∞

(z − x)2f(x)dx

.21UPM steht für upper partial moment, LPM für lower partial moment



3.2. Performan
emaÿe 56Das Sortino-Ratio ist ein Performan
emaÿ vom Typ I und das Downside-Risk-Äquivalent des Sharpe-Ratios: An der Stelle der Wurzel des zweiten zentralenMoments steht die Wurzel des zweiten partiellen Moments, auÿerdem erfolgtdie Korrektur der erwarteten Rohrendite E(X) ni
ht zwingend dur
h den ri-sikolosen Zinssatz, sondern bleibt als zu wählender Parameter z o�en. Ist fürden Ents
heider das Downside Risk das relevante Risikokonzept, ist für ihn dasSortino-Ratio aussagekräftiger als das Sharpe-Ratio.Ein weiteres Performan
emaÿ auf Basis partieller Momente ist das Omega vonKeating und Shadwi
k (2002):Omega =
E((X − z)+)

E((z −X)+)
=
UPMX(z, 1)

LPMX(z, 1)Hier steht über dem Bru
hstri
h der (partielle) Erwartungswert des Gewinnsund darunter der (partielle) Erwartungswert des Verlusts, bezogen auf eineRendite z. Anders als bei den bisher vorgestellten Performan
emaÿen ist derWerteberei
h von Omega auf R ≥ 0 bes
hränkt. Ein Wert von 1 bedeutet, dassi
h erwarteter Gewinn und erwarteter Verlust die Waage halten. Ebenfalls istau�ällig, dass hier erstmals ni
ht die erwartete Überrendite im Zähler steht, son-dern ein anderer Ausdru
k für den Anlageerfolg. Das ist aber nur vordergründigder Fall. Wenn X wie bei den klassis
hen Performan
emaÿen als Überrenditeinterpretiert wird bzw. z = Rf gilt, lässt si
h Omega mittels der Beziehung
µX =

∫ ∞

−∞
xf(x) dx =

∫ ∞

z

xf(x) dx +

∫ z

−∞
xf(x) dx

= E((X − z)+)− E((z −X)+)in einen Ausdru
k mit dem Erwartungswert von X im Zähler umformen:Omega =
E((X − z)+)

E((z −X)+)
=
µX + E((z −X)+)

E((z −X)+)

=
µX

E((z −X)+)
+ 1.Kaplan und Knowles (2004) haben mit ihrem Maÿ Kappa ein verallgemei-nertes Performan
emaÿ auf Basis partieller Momente vorgestellt:Kappa(α, z) = E(X − z)

α
√
E((z −X)α+)Im Zähler steht die um das Anspru
hsniveau verminderte erwartete Rendite, imNenner die α-te Wurzel des α-ten partiellen Moments. Der Parameter α steuertdie Gewi
htung der als Verlust betra
hteten Renditen untereinander. Bei α = 1werden alle Renditen glei
h gewi
htet, bei α = 2 werden die Renditen quadriert,also mit ihrem eigenen Wert gewi
htet. Stärkere Verluste erhalten so ein höheresGewi
ht. Wenn man α weiter erhöht, steigt die Gewi
htung extremer Verlusteweiter an.
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emessungDas Sortino-Ratio ist lei
ht als Spezialfall α = 2 von Kappa zu erkennen. Omegaist glei
h Kappa(α = 1) plus eins. Im weiteren Verlauf der Arbeit wird Kappa alsder Repräsentant für Performan
emaÿe auf Basis partieller Momente verwendet.S
hlieÿli
h kann man au
h no
h ein weiteres Maÿ in die Kategorie der Per-forman
emaÿe auf Basis partieller Momente einordnen, nämli
h den Mean onConditional Value-at-Risk (M-CVaR) na
h Agarwal und Naik (2004). Ersetzt die Überrendite ins Verhältnis zum Expe
ted Shortfall einer Anlage. DerExpe
ted Shortfall basiert auf einem partiellen Moment einer Zufallsvariablenna
h folgender Bere
hnungsvors
hrift:
ExSX(α) =

1

α

∫ xα

−∞
x f(x) dxIntegriert wird die untere Flanke einer Verteilung bis zum α-Quantil xα der Ver-teilung. Der Parameter α ∈ ]0; 1[ ist extern vorgegeben, meist 0,05 oder kleiner.Das Ergebnis wird mit 1/α multipliziert und kann als der Wert von X interpre-tiert werden, der zu erwarten ist, fallsX unterhalb des α-Quantils der Verteilungliegt. In dieses Risikomaÿ gehen also nur die 100 ·α % extremen Risiken der An-lage ein. Der Expe
ted Shortfall ist das einzige hier vorgestellte Risikomaÿ, dasgemäÿ den Axiomen für Drohverlust-Risikomaÿe von Artzner et al. (1999) einkonsistentes Risikomaÿ ist. Er wird gelegentli
h au
h Conditional Value-at-Riskgenannt, obwohl er ein anderes Konzept darstellt als der Value-at-Risk, der imFolgeabs
hnitt vorgestellt wird. Das Performan
emaÿ M-CVaR22 ist de�niertals M-CVaR =

µRX
−Rf

1
α

∫ xα

−∞ x f(x) dx
=

µX

ExSX(α)
.3.2.3.3 Performan
emaÿe auf Basis des Value-at-RiskDer Value-at-Risk (VaR) ist ein verbreitet angewendetes Risikomaÿ in der Fi-nanzwirts
haft und er kann au
h in der Performan
emessung als Risikomaÿ die-nen. Beim Value-at-Risk, der immer in Bezug auf ein Niveau (1−α) angegebenwerden muss, handelt es si
h um das α-Quantil der Verteilung einer Zufalls-variable, z.B. einer Portfoliorendite.23 Dieser zumeist negative Wert wird fürgewöhnli
h mit einem positiven Vorzei
hen versehen und drü
kt dann das Ver-lustniveau aus, das mit einer Wahrs
heinli
hkeit (1−α) ni
ht übers
hritten wird.Übli
he Parameterwerte für α sind 10 %, 5 % oder weniger. Der 99%-VaR (oder

V aRα=0,01) ist dementspre
hend das 0,01-Quantil der Renditeverteilung undwird zwe
ks positiven Vorzei
hens mit −1 multipliziert. Der Value-at-Risk gibtkeine Hinweise auf mögli
he extreme Verluste. Ein Vorteil des Value-at-Risksist, dass für den ex-ante-Fall eine Vielzahl von exakten und näherungsweisenBere
hnungsmethoden existiert. Will man ex ante den Value-at-Risk für ein aus22In Eling und S
huhma
her (2007) wird es Conditional Sharpe Ratio genannt.23Man bea
hte, dass der Bu
hstabe α bei den Maÿen Jensens Alpha, Kappa und den Value-at-Risk-basierten Maÿen unters
hiedli
he Bedeutungen hat. In allen Fällen wurde die Notationaus der Literatur übernommen.
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hiedenen Anlagetiteln zusammengesetztes Portfolio ermitteln, stehen z.B.die Delta-Normal- bzw. die Delta-Gamma-Normal-Methode24 oder vers
hiedeneSimulationsansätze zur Verfügung.25Das zugehörige Performan
emaÿ ist der Expe
ted Return on Value-at-Risk(ERVaR):
ERV aRX(α) =

µX

V aRα
.Aus den vers
hiedenen Bere
hnungsansätzen des Value-at-Risk bzw. bestimm-ten Verteilungsannahmen für die Portfoliorenditen sind vers
hiedene Unter-formen des ERVaR entstanden. Nimmt man zum Beispiel an, dass die Port-foliorendite normalverteilt ist, was z.B. das Delta-Normal-Modell impliziert,dann gilt (mit uα = α-Quantil der Standardnormalverteilung) V aRα,norm. =

−(µX + uα · σX) und der ERVaR hat die FormNormal-ERVaRX(α) =
µX

−(µX + uα · σX)
.Diese Form des Performan
emaÿes ergibt si
h aus einer (ex-ante-)Ents
hei-dungsregel in Dowd (2000) über die Vorteilhaftigkeit einer Investition in einzusätzli
hes Wertpapier. Aus der ex-post-Perspektive hat diese Variante des ER-VaR jedo
h die Eigens
haft, dass sie aufgrund der Normalverteilungsannahme(für α < 0, 5) ledigli
h eine Funktion des Sharpe-Ratios ist.Normal-ERVaRX(α) =

µX

−(µX + uασX)
=

µX

−(µX + uα
µXσX

µX
)
(für µX 6= 0)

=
µX

−(µX + uα
µX

ShX
)
= − 1

1 + uα

ShX

= − ShX
ShX + uα

= − ShX
ShX − u1−α

=
ShX

u1−α − ShXIm Berei
h ShX < u1−α
26 ist der Normal-ERVaR also eine monoton steigende,ni
htlineare Funktion des Sharpe-Ratios unter Beibehaltung des Vorzei
hens.Vorteilhaftigkeits- und Rangfolgeents
heidungen sind also na
h Sharpe-Ratiound Normal-ERVaR identis
h. Es besteht also au
h dann, wenn die Annahmenormalverteilter Renditen unproblematis
h ers
heint, kein Grund, das Sharpe-Ratio dur
h den komplizierteren Normal-ERVaR zu ersetzen.Favre und Galeano (2002) haben einen Modi�ed Value-at-Risk

MV aR(α) = µX + q∗α · σX mit
q∗α = uα +

u2α − 1

6
γ1,X +

u3α − 3uα
24

(γ2,X − 3)− 2u3α − 5uα
36

γ21,X24Siehe zusammengefasst in Hull (2011, S. 478 �.) oder Jorion (2007, S. 247 �.) und aus-führli
h in Read (1998).25Zu nennen sind die historis
he Simulation anhand von beoba
hteten Renditedaten und dieMonte-Carlo-Simulation anhand von Verteilungsmodellen, beide ebenfalls u.a. in Hull (2011)und Jorion (2007) bes
hrieben.26Für die übli
hen Werte von α � meist 5 % oder kleiner � dürfte dieser Berei
h alle ökono-mis
h relevanten Fälle umfassen.
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emessungentwi
kelt, der mittels Cornish-Fisher-Entwi
klung für das Quantil q∗α die S
hie-fe γ1,X und die Kurtosis γ2,X der Renditeverteilung in ein parametris
hes Modelleinbezieht. Gregoriou und Gueyie (2003) haben das Verhältnis µX

MV aRX (α) unterdem Namen Modi�ed Sharpe Ratio als Performan
emaÿ eingeführt.Wir werden uns in der Folge mit der S
hätzung von Performan
emaÿen aus be-oba
hteten (Portfolio-)Renditedaten bes
häftigen. Dabei wird der Value-at-Riskdirekt als Quantil aus den Daten ges
hätzt und die parametris
hen Ansätze zurErmittlung des Value-at-Risk ni
ht weiter verfolgt.3.3 Punkts
hätzung von Performan
emaÿenIn diesem Abs
hnitt wird die Punkts
hätzung der im vorigen Abs
hnitt darge-stellten Performan
emaÿe behandelt.Die meisten der hier vorgestellten Performan
emaÿe lassen si
h als Funktionvon Momenten oder partiellen Momenten darstellen. Es liegt nahe, die Punkt-s
hätzung von Performan
emaÿen aus empiris
hen Daten mittels Ersetzung dertheoretis
hen Momente dur
h die empiris
hen Momente vorzunehmen.Empiris
he Momente sind unter relativ allgemeinen Voraussetzungen konsisten-te und asymptotis
h normalverteilte S
hätzer der theoretis
hen Momente. ImFalle einfa
her Sti
hproben rei
ht die Existenz und die Endli
hkeit des 2k-tenMoments aus, damit das k-te empiris
he Moment ein konsistenter und asym-ptotis
h normalverteilter S
hätzer des k-ten theoretis
hen Moments ist.27In diesem Abs
hnitt wird stets mit Überrenditen unter weitgehendem Verzi
htauf zusätzli
he Indexierung gere
hnet.
• S
hätzer für den Erwartungswert E(X) ist das arithmetis
he Mittel

µ̂X = X =
1

n

n∑

i=1

Xi.

• S
hätzer für die Varianz σ2
X ist - als erwartungstreuer S
hätzer - die kor-rigierte Sti
hprobenvarianz

σ̂2
X = S∗2 =

1

n− 1

n∑

i=1

(Xi −X)2.

• Entspre
hend wird die Standardabwei
hung σX mit der korrigierten Sti
h-probenstandardabwei
hung S∗, also der Wurzel aus der korrigierten Sti
h-probenvarianz, ges
hätzt.
• S
hätzer für die Kovarianz σX,Y ist die korrigierte Sti
hprobenkovarianz

σ̂X,Y = S∗
X,Y =

1

n− 1

n∑

i=1

(Xi −X)(Yi − Y ).27vgl. Lehmann (1999, S. 297)
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• Der S
hätzer des Korrelationskoe�zienten ρX,Y lautet entspre
hend

ρ̂X,Y =
S∗
X,Y

S∗
XS

∗
Y

=
SX,Y

SXSY
=

n∑
i=1

(Xi −X)(Yi − Y )

√
n∑

i=1

(Xi −X)2

√
n∑

i=1

(Yi − Y )2

.Daraus ergeben si
h für die klassis
hen Performan
emaÿe die in Tabelle 3.1angegebenen Punkts
hätzer.Maÿ De�nition S
hätzerSharpe µX

σX

X

S∗
XTreynor µX

βX
=
µXσ

2
M

σX,M

XS2
M

SX,M
=

XSM

ρ̂X,MSXJensen µX − βXµM = µX − µMσX,M

σ2
M

X − MSX,M

S2
M

= X − Mρ̂X,MSX

SMModigliani µX
σM
σX

− µM X
SM

SX
−MTabelle 3.1: Punkts
hätzer für klassis
he Performan
emaÿeDiese S
hätzer sind in der Regel ni
ht erwartungstreu. Zum Beispiel ist na
hMiller und Gehr (1978) der Erwartungswert des S
hätzers ŜhX = X/S∗

X beiunabhängig und identis
h normalverteilten Renditen
E(ŜhX) =

(
Γ
(
n−2
2

)

Γ
(
n−1
2

)
√
n− 1

2

)
ShX ,wobei Γ in dieser Glei
hung für die Gammafunktion steht. Da der Korrektur-term gröÿer als eins ist, werden positive Sharpe-Ratios übers
hätzt und negativeSharpe-Ratios unters
hätzt, und zwar jeweils um einen bestimmten, nur von derSti
hprobengröÿe n abhängigen Faktor. Für n = 12 beträgt die Verzerrung bei-spielsweise 
a. 7,5 %, für n = 60 
a. 1,29 % und konvergiert mit etwa der Rate

n−1 gegen null.Jobson und Korkie (1981) leiten mit der unten in Abs
hnitt 4.1 dargestelltenDelta-Methode eine Näherung für E(ŜhX) bei unabhängig und identis
h belie-big verteilten Renditen her:
E(ŜhX) ≈

(
1 +

3

4n
+

100

128n2

)
ShX



61 Kapitel 3. Performan
emessungDaraus ergeben si
h Verzerrungen von 6,8 % für n = 12 und 1,27 % für n =
60; für gröÿere n liefern die beiden Methoden fast identis
he Ergebnisse. DerErwartungswert von T̂ rX lautet28

E(T̂ rX) ≈


1 +

1
ρ2
X,M

− 1

n
+

1− 4
ρ2
X,M

+ 3
ρ4
X,M

n2


TrXund ist damit au
h vom Parameter ρX,M abhängig, der in der Regel unbekanntist, so dass eine Angabe der Verzerrung beim Treynor-Ratio dann ni
ht a priorimögli
h ist.Partielle Momente kann man dur
h die empiris
hen partiellen Momentes
hätzen:

Ê(X − z)α+ =
1

n

n∑

i=1

(max(Xi − z, 0))αEntspre
hend erfolgt die S
hätzung der Performan
emaÿe des Kappa-Typs
κα,z =

E(X − z)
α
√
E(z −X)α+mit der Formel

κ̂α,z =
X − z

α

√
1
n

∑n
i=1(max(z −Xi, 0))α

.Die Parameterwahl hat hier Auswirkungen auf die Funktionalität des S
hätzers.Wählt man die S
hranke z zu niedrig, kann es besonders bei kurzen Zeitreihenvorkommen, dass sie in der Sti
hprobe überhaupt ni
ht unters
hritten wird.Dann wird das untere partielle Moment auf den Wert 0 ges
hätzt und der Wertdes Performan
emaÿs
hätzers, in dessen Nenner das partielle Moment steht, istni
ht de�niert. Beispielsweise wird für z häu�g der Wert 0 eingesetzt, so dassdas partielle Moment eine Funktion des Risikos nominaler Vermögensverlusteist. Bei o�enen Immobilienfonds und bei Rentenfonds, die in Anleihen mit kur-zer Restlaufzeit investieren, sind negative Monatsrenditen selten, so dass häu�gkein Wert für Kappa(α, 0) bestimmbar ist.Ni
ht ganz eindeutig ist im Falle des Ex
ess Return on Value at Risk (ER-VaR) die S
hätzung des Value-at-Risk(VaR). Da der (1−α)-VaR das α-Quantil
xα einer Renditeverteilung darstellt, ist das empiris
he Quantil x̃α dessen �na-türli
her� S
hätzer, für das jedo
h unters
hiedli
he S
hätzverfahren verbreitetsind.Unstrittig ist die Bestimmung des empiris
hen Quantils, wenn das Produkt aus
α und der Sti
hprobengröÿe n ganzzahlig ist. Das 0,05-Quantil aus 60 Einzel-daten ist der drittkleinste Wert x(3), da 0, 05 · 60 = 3. Ist das Produkt ni
htganzzahlig, gibt es die beiden Mögli
hkeiten, (I) einen der beiden Na
hbarwerte28Jobson und Korkie (1981, S. 892)
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x(⌊nα⌋) oder x(⌈nα⌉) auszuwählen29 oder (II) zwis
hen diesen beiden Werten ge-eignet zu interpolieren. Mögli
hkeit (I) hat die vielfa
h erwüns
hte Eigens
haft,dass x̃α glei
h einem der beoba
hteten Werte ist. Die empiris
he Quantilfunktion
Q(α|x(1), . . . , x(n)) ist dann eine Treppenfunktion. Mögli
hkeit (II) hat dagegenden Vorteil, dass Q(α|x(1), . . . , x(n)) für α ∈ ]0; 1[ stetig ist. Für die Anwendungauf den ERVaR ist die zweite Eigens
haft von Bedeutung: Es soll bei Variatio-nen von α (bzw. n) ni
ht zu plötzli
hen Sprüngen des Quantils
hätzers kommen.Würde z.B. ein S
hätzer gewählt, der bei der Parameterkombination (α = 0, 05,
n = 60) den drittkleinsten Wert, bei (α = 0, 0501, n = 60) bzw. (α = 0, 05,
n = 61) jedo
h den viertkleinsten Wert wählt30, würde si
h das zu erwarten-de S
hätzergebnis des VaR bei nur geringfügigen Parametervariationen deutli
hverändern.Eine Diskussion vers
hiedener S
hätzer �ndet man in Hyndman und Fan (1996).31In der vorliegenden Arbeit wird eine dort unter Nummer 7 aufgeführte Metho-de der linearen Interpolation zwis
hen bena
hbarten Ordnungsstatistiken be-nutzt. Die Quantilfunktion Q(p) ist dabei eine stü
kweise lineare Funktion, diein der gra�s
hen Darstellung der Quantilfunktion die Punkte ((0, x(1)), (1/(n−
1), x(2)), . . . , ((k − 1)/(n− 1), x(k)), . . . , (1, x(n))) miteinander verbindet, wobei
x(k) die k-t kleinste Rendite ist. Diese Methode hat den Vorteil, dass die Quan-tilfunktion streng monoton wä
hst, sofern keine Werte mehrfa
h auftau
hen.Das Konzept des S
hätzers geht auf Gumbel (1939) zurü
k.3.4 Risikoloser Zins, Marktportfolio und ZeitskalaIn diesem Abs
hnitt sollen kurz einige Problemfelder skizziert werden, die beider Implementierung bzw. der S
hätzung von Performan
emaÿen regelmäÿigrelevant werden. In den ersten beiden Unterabs
hnitten werden Probleme beider Wahl von risikolosem Zinssatz und Marktportfolio vorgestellt. Der dritte Teildieses Abs
hnitts handelt von zeitli
hen Dimension der Performan
emessung:die gewüns
hte Anlagedauer und die Frequenz der Renditedaten zur S
hätzungder Parameter bzw. der Performan
emaÿe.3.4.1 Der risikolose ZinsDie meisten vorgestellten Performan
emaÿe beinhalten einen Term Rf , den �ri-sikolosen Zinssatz�, der von der Rohrendite des Portfolios zur Ermittlung derÜberrendite abgezogen wird. Diesen Zinssatz kann man als Opportunitätskos-tensatz au�assen. Anstatt das eingesetzte Kapital in ein risikobehaftetes Port-folio zu investieren, könnte der Investor das Geld au
h mögli
hst risikolos ver-zinsli
h anlegen und dadur
h einen vorab festgelegten, si
heren Ertrag erzielen.29Zur Notation: ⌊a⌋ ist die gröÿte ganze Zahl kleiner oder glei
h a; ⌈a⌉ ist die kleinste ganzeZahl gröÿer oder glei
h a.30Dies wäre bei der empiris
hen Quantilfunktion Q(α) = min{x|F̂ (x) ≥ α} der Fall.31Rob Hyndman ist zusammen mit Ivan Frohne Autor der R-Funktion quantile, in der allein Hyndman und Fan (1996) bes
hriebenen Methoden implementiert sind.



63 Kapitel 3. Performan
emessungWenn ein Festgeldkonto bei seiner Hausbank für einen Investor die für ihn rele-vante Alternative zu einer Kapitalmarktanlage darstellt, kann er den Zinssatz,den ihm seine Bank anbietet, als risikolosen Zinssatz Rf verwenden. Wird diePerforman
emessung dagegen ni
ht nur für die eigene Anlageents
heidung oderex post dur
hgeführt, brau
ht man eine �si
here Rendite� (oder eine Rendite-zeitreihe) aus einer externen Quelle.Zunä
hst bezieht si
h ein Zinssatz stets auf eine bestimmte Währung und einenAnlagezeitraum. Als Währung bietet si
h aus ents
heidungstheoretis
her Si
htdie Währung des Landes an, in dem der Investor lebt bzw. die Währung, inder er seinen zukünftigen Konsum zu bezahlen beabsi
htigt. Werden Portfoli-os untersu
ht, die nur in Wertpapiere einer bestimmten Währung investieren,kann man au
h jene Währung heranziehen, wobei dann das Währungsrisiko desInvestors unberü
ksi
htigt bleibt. S
hlieÿli
h kann man au
h eine groÿe Anlage-und Reservewährung wie Euro oder US-Dollar verwenden. Die beste Lösung fürdie Laufzeit des risikolosen Zinssatzes wäre die geplante Anlagedauer des In-vestors bzw. die geplante Zeitspanne bis zur nä
hsten Neubewertung und Ver-mögensums
hi
htung des Investors. Soll seine jetzige Anlageents
heidung z.B.die Vermögensstruktur für zwei Jahre festlegen, stellt der aktuelle zweijährigeZinssatz die relevante Anlagealternative dar.Praktikerbü
her zur Performan
emessung geben zu diesem Thema zum Teil we-nig Auskunft. Fis
her (2010, S. 456) bes
hränkt si
h auf die Angabe, dass in derPraxis in der Regel ein �Geldmarktzinssatz wie etwa das Dreimonatsgeld� alsrisikoloser Zinssatz verwendet wird. Au
h Ba
on (2004, S. 57) gibt ledigli
h an,der risikolose Zinssatz sei �the return I should expe
t on a riskless asset (e.g., theinterest rate on 
ash or Treasury bills).� In der Neufassung des Bu
hes (Ba
on(2013), S. 46 f.) behandelt er das Thema in einem Unterabs
hnitt, gibt aberau
h keine konkreten Empfehlungen für die Wahl des Zinssatzes. Er sieht dieWahl eines bestimmten Zinssatzes als Aufgabe des individuellen Investors un-ter Berü
ksi
htigung der Währung und seines Anlagezeitraums. Beim Verglei
hmehrerer Portfolios sei wi
htig, dass die Methodik für alle Portfolios konsistentsei. Die konkrete Wahl des Zinssatzes sei ni
ht besonders bedeutend, weil beieiner Änderung des risikolosen Zinses alle Portfolios glei
hermaÿen betro�ensind: Wird z.B. ein um 0,5 Prozentpunkte höherer Zinssatz gewählt, sinkt dieÜberrendite aller Portfolios glei
hmäÿig um 0,5 Prozentpunkte. Christophersonet al. (2009, S. 57 �.) sehen den risikolosen Zinssatz als �the minimum that aninvestor 
ould expe
t in the most se
ure investment�, wozu sie kurz laufendeStaatspapiere solventer Industriestaaten (USA, Vereinigtes Königrei
h, Japan,Deuts
hland, S
hweiz,...) zählen.Wenn man si
h empiris
he Studien ans
haut, �ndet man ganz vers
hiedene Ent-s
heidungen in dieser Frage: Sharpe (1966) selbst setzt einen risikolosen Zinssatzvon 3 % p.a. an und bezieht si
h dabei auf die ungefähre Rendite langlaufenderUS-Staatsanleihen zu Beginn der von ihm untersu
hten Anlageperiode. Elingund S
huhma
her (2007, siehe dort Fuÿnote 10) wählen eine konstante risikolo-se Monatsrendite (hier: 0,35 %) entspre
hend der Rendite der zehnjährigen US-
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htungszeitraums.32 S
hmid und S
hmidt(2006) benutzen den von Datastream bereitgestellten 12-Monatsszinssatz ECW-CM1Y, der auf der Verzinsung von Staatsanleihen basiert. Man
he Studien ma-
hen überhaupt keine Angabe zum konkret verwendeten Zinssatz (z.B. Kosowskiet al. (2007)).Weitere Kandidaten für den Euro-Raum sind die EURIBOR- und LIBOR-Zinssätze, die Referenzzinssätze für unbesi
herte Interbankenverbindli
hkeitendarstellen und ein wi
htiger Orientierungspunkt für die kurzfristigen Zinssätzeim Laufzeitspektrum von einer Wo
he bis zu einem Jahr sind.33 Die Deuts
heBörse verö�entli
ht börsentägli
h REX-Renditen, die die Verzinsung von han-delbaren deuts
hen Bundeswertpapieren im Laufzeitberei
h von einem Jahr biszehn Jahren abbilden. Für den US-Dollar gibt es US Treasury Bonds Rates fürUS-amerikanis
he Staatspapiere mit Laufzeiten von drei Monaten bis zu dreiÿigJahren.Sol
he regelmäÿig und na
h ö�entli
h bekannt gema
hter Methodik erstelltenReferenzzinssätze eignen si
h gut als Datengrundlage für S
hätzungen von Per-forman
emaÿen. Es bleibt die Frage, inwieweit die genannten Zinssätze wirkli
hrisikolose Anlagen repräsentieren. Bis zum Beginn der Finanzkrise ab 2007 wur-de dieser Aspekt kaum bea
htet, au
h weil die Zinsdi�erenzen bei identis
henLaufzeiten ziemli
h gering waren. In der Folge sind die Renditeabstände zwi-s
hen erstklassigen Staatspapieren und unbesi
herten Interbankenkrediten an-gestiegen.34 Mittlerweile ist die Tatsa
he, dass keine Geldanlage absolut si
herist, allgemein bewusst und es ist unklar, in wel
hem Maÿe in den als am si
hers-ten geltenden Anlagen (S
huldvers
hreibungen der USA bzw. mitteleuropäis
herEuro-Länder) Risikoprämien eingepreist sind. Mö
hte man diese Überlegung be-rü
ksi
htigen, könnte man von den Renditen dieser Staatspapiere Prämien fürentspre
hende Kreditversi
herungen abziehen. Absolute Si
herheit der �risikolo-sen� Anlage ist aber weder für die Performan
eanalyse notwendig no
h in derRealität erzielbar.3.4.2 Das MarktportfolioBei Treynor-Ratio, Jensens Alpha und MM wird die Performan
e von Portfoliosunter Zuhilfenahme eines Marktportfolios bewertet. Zur S
hätzung dieser Maÿemuss au
h hier eine Ents
heidung getro�en werden, wel
he konkrete Rendite-zeitreihe dafür herangezogen wird.Zumindest bei den ersten beiden der genannten Maÿe wird davon ausgegangen,dass der Investor über ein perfekt diversi�ziertes Portfolio verfügt, sodass für32Sie beri
hten, au
h andere risikolose Zinssätze ausprobiert zu haben, aber � was die Ran-kingreihenfolge von Portfolios na
h unters
hiedli
hen Performan
emaÿen angeht � zu fastidentis
hen Ergebnissen gekommen zu sein.33Der Na
hteil dieser beiden Zinssätze ist, dass sie ni
ht auf Marktdaten beruhen, son-dern auf Meldungen ausgewählter Banken. Dur
h die im LIBOR-Skandal 2012 aufgede
ktenManipulationen hat das Vertrauen in diese Referenzsätze stark gelitten.34Der 12-Monats-EURIBOR und die einjährige REX-Rendite z.B. unters
hieden si
h in denJahren na
h 2000 zumeist nur um ein bis zwei Zehntelprozente. Seit etwa 2007 beträgt derUnters
hied etwa 0,5 bis 1,5 Prozentpunkte.



65 Kapitel 3. Performan
emessungihn das systematis
he Risiko die relevante Risikoart ist, wenn er neue Investi-tionsents
heidungen tre�en will.35 Sein Marktportfolio wäre für ihn dann dieGesamtheit der Vermögensgegenstände, in die er realistis
herweise investierenkann (engl.: Investment Opportunity Set).Für einen groÿen Investor wären das die weltweiten Aktien- und Rentenmärk-te, Immobilien, Derivate und sowie alle anderen Anlagemögli
hkeiten, in die erin der Lage und bereit ist zu investieren. Ledigli
h Vermögenswerte, in die erni
ht oder nur zu prohibitiv hohen Kosten investieren kann (z.B. ni
ht ö�entli
hnotierte Unternehmen, Staatsunternehmen, Vermögenswerte in Ländern mit Be-s
hränkungen für den Besitz dur
h Ausländer), sind ni
ht ents
heidungsrelevantund sollten ni
ht im Marktportfolio berü
ksi
htigt werden. Für sol
he Investorenwäre ein mögli
hst breit gefasstes Marktportfolio sinnvoll, das sehr viele Ver-mögensklassen und Anlageregionen beinhaltet. Ein klarer Standard hierfür hatsi
h ni
ht entwi
kelt. Angesi
hts der Vielzahl mehr oder weniger zugängli
herAnlageberei
he weltweit gibt es keine optimale Lösung. Eine Mögli
hkeit ist dieKonstruktion eines Portfolios mittels weit gefasster Indizes für einzelne Vermö-gensklassen. Kandidaten wären z.B. derMSCI All Country World Index (ACWI)für Aktien oder der Bar
lays Multiverse Index für Renten. Die Firma Dow Jonesbietet die Dow Jones Relative Risk Indi
es an, die Mis
hungen aus weltweitenAktien-, Renten- und Geldmarktindizes für vers
hiedene Risikopro�le darstel-len. Einen besonders weiten Ansatz bes
hreiben Clark und Kassimatis (2011),die anhand makroökonomis
her Daten einen Proxy für das Weltvermögen oderWelt-Marktportfolio konstruieren. Kleinere Investoren, die ihr Anlagespektrumauf Aktien ihres Heimatmarktes, Bankeinlagen und bis zur Fälligkeit gehalteneAnleihen36 begrenzen, können einen passenden Aktienindex verwenden.Soll die Leistung von Fondsmanagern mittels Performan
emessung bewertetwerden, dann sollte das Marktportfolio ihrem vorgegebenen Investment Oppor-tunity Set entspre
hen. Manager von o�enen Investmentfonds sind in der Regeldur
h ihre Anlageri
htlinien auf bestimmte Marktsegmente festgelegt. Indizesdieser Marktsegmente können dann als Ben
hmarks oder Marktportfolios die-nen (z.B. bei einem Fonds für europäis
he Standardwerte der STOXX Europe50). Mit sol
hen Indizes bere
hnete Performan
ekennzahlen können im Prinzipau
h für Anleger aussagekräftig sein, wenn sie Rü
ks
hlüsse auf die Qualitätdes Fondsmanagements erlauben. Man
he Anlageklassen wie z. B. Hedgefondshaben kaum Anlagebes
hränkungen und handeln mit komplexen Produkten, sodass hier keine geeigneten produktnahen Ben
hmarks existieren, die als ver-glei
hbare passive Anlage herangezogen werden könnten.35Der Investor sollte bei der Anlageents
heidung berü
ksi
htigen, dass er mögli
herweiseau
h Klumpenrisiken wie die eigene Arbeitskraft oder direkt gehaltene Immobilien in seinemVermögen hat.36Anleihen, die bis zur Fälligkeit gehalten werden, unterliegen keinem Zinsänderungsrisiko.Haben die Emittenten sehr gute Bonität, kann au
h das Ausfallrisiko verna
hlässigt werden,so dass man die Anlage in Anleihen der �risikolosen� Anlage in Bankeinlagen glei
hstellenkann.



3.4. Risikoloser Zins, Marktportfolio und Zeitskala 663.4.3 Die ZeitskalaZum Dritten muss man si
h festlegen, auf wel
he Zeitspanne (Anlageperiode)si
h ein Performan
emaÿ beziehen soll. Aus Si
ht des Anlegers sollte si
h einPerforman
emaÿ auf die Zeitspanne beziehen, für die die Anlage ab dem Ent-s
heidungszeitpunkt festgelegt werden soll. Plant der Anleger, seine jetzt zutre�enden Anlageents
heidungen in einem Jahr das nä
hste Mal zu überprüfenund ggf. anzupassen, sollten si
h alle ein�ieÿenden Gröÿen auf ein Jahr bezie-hen.Bei der S
hätzung eines Performan
emaÿes aus der beoba
hteten Wertentwi
k-lung eines Anlageobjekts benutzt man die Daten von n beoba
hteten Anlage-perioden der Vergangenheit. Je gröÿer die Zeitreihenlänge n ist, desto genauerkann man, Konstanz der gemessenen Gröÿen vorausgesetzt, das Performan
e-maÿ s
hätzen. Werden Tagesrenditen verwendet, kommt man s
hnell auf einehohe Zeitreihenlänge. Sie sind aber ni
ht immer verfügbar (Bsp.: Hedgefonds)und weisen oft ausgeprägte Zeitreiheneigens
haften wie temporär abhängige Vo-latilitäten auf. Je länger die Anlageperiode ist, desto besser sind die beoba
h-teten Renditen mit der vereinfa
henden Annahme unabhängig und identis
h(normal-)verteilter Renditen vereinbar (siehe Abs
hnitt 2.3). Je gröÿer n undje länger die Anlageperiode ist, desto weiter muss man jedo
h in die Vergan-genheit zurü
kgehen. Ob Renditen, die länger als drei, fünf oder zehn Jahrezurü
kliegen, no
h relevante Informationen für die heutigen Renditeeigens
haf-ten liefern, muss im Einzelfall beurteilt werden. Ein in Literatur und Praxisverbreiteter Kompromiss ist die Verwendung der Monatsrenditen von fünf Jah-ren (n = 5 · 12 = 60). Ein Investor, der seine Anlageents
heidungen monatli
hüberprüft, würde somit die Werte der Performan
emaÿe für die vor ihm liegendeMonatsperiode mittels der Daten aus 60 glei
h langen Perioden der unmittel-baren Vergangenheit s
hätzen. Bevorzugt ein Investor eine andere Dauer derAnlageperiode, dann kann er die aus Monatsdaten bere
hneten Werte man
herPerforman
emaÿe unter der Annahme, dass die Renditen unabhängig und iden-tis
h verteilt sind, umre
hnen. Für die Umre
hnung von Performan
emaÿen aufMonatsbasis in Performan
emaÿe für eine Anlage von k Monaten gilt dann:37
ShX,k =

µX,k

σX,k
=

k · µX,1√
k · σX,1

=
√
k · ShX,1

TrX,k =
µX,k
σMX,k

σ2
M,k

==
k · µX,1

k·σMX,1

k·σ2
M,1

= k · TrX,1

αX,k = µX,k − σMX,k

σ2
M,k

µM,k = k · µX,1 −
k · σMX,1

k · σ2
M,1

· k · µM,1 = k · αX,1

MMori,X,k = µX,k
σX,k

σM,k
= k · µX,1

√
kσX,1√
kσM,1

= k ·MMori,X,137Für die Umre
hnung des Sharpe-Ratios bei ni
ht unabhängig und identis
h verteiltenRenditen siehe S
hmid und S
hmidt (2010).
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MMalt,X,k = µX,k

σX,k

σM,k
− µM,k = k · µX,1

√
kσX,1√
kσM,1

− kµM,1 = k ·MMalt,X,1Für κX(α, z) und ERV aRX(α) existieren keine derartigen Formeln, weil dieUmre
hnung der partiellen Momente bzw. der Quantile von der Form der Ren-diteverteilung abhängig ist.3.5 Studien zur Performan
emessungZum Abs
hluss des Kapitels folgen nun no
h einige Hinweise auf Studien zu ver-s
hiedenen Eigens
haften von Wertpapierperforman
e und Performan
emaÿen.Ein wi
htiger Punkt bei der Nutzung der Performan
emessung für Anlageent-s
heidungen ist die Frage na
h der Dauerhaftigkeit(Persistenz) von Performan
e,engl.: performan
e persisten
e. Zeigt ein Wertpapier, bei dem man in der Ver-gangenheit überdur
hs
hnittli
he Performan
e beoba
hten konnte, eine sol
heau
h in den Folgeperioden? Brown und Goetzmann (1995) untersu
hen Invest-mentfonds und �nden e
hte Hinweise auf Persistenz allenfalls bei Fonds mitunterdur
hs
hnittli
her Performan
e. Na
hweise von Performan
e Persisten
ein älteren Studien seien darauf zurü
kzuführen, dass dort der Survivorship Bi-as ni
ht berü
ksi
htigt worden sei. Weiterhin sei bei einer Trendfolgerstrate-gie (Investition in die Gewinner der Vorperiode) zwar eine im Verglei
h zumGesamtmarkt lei
ht überdur
hs
hnittli
he Rendite beoba
htbar, die aber miterhöhtem Gesamtrisiko einhergehe. Au
h Carhart (1997) �ndet auf Basis einesVier-Faktoren-Modells38 bei Investmentfonds eine lei
hte kurzfristige Persistenzbei s
hwä
heren Fonds. Der weitaus gröÿte Teil der in den Rohdaten beoba
ht-baren Persistenz könne dur
h die Faktoren erklärt werden. Edwards und Cagla-yan (2001) sehen bei Hedgefonds dagegen ein etwas höheres Maÿ an Persistenzund werten dies als Hinweis darauf, dass zumindest einige Hedgefonds-Managerzu na
hhaltig besseren Anlageergebnissen fähig seien. Eling (2009) �ndet Per-sistenz bei Hedgefonds vorwiegend für einen Zeitraum bis zu se
hs Monaten.Unters
hiede der Ergebnisse vers
hiedener Studien seien zum groÿen Teil aufunters
hiedli
he Methodologien zurü
kzuführen. Zudem unters
heide si
h derGrad der Persistenz deutli
h zwis
hen Hedgefonds-Strategien. Insgesamt sei an-gesi
hts von Einstiegs- und Ausstiegsfristen zweifelhaft, ob si
h Anleger Persis-tenze�ekte nutzbar ma
hen könnten.39Eine zweite Frage ist die, wie stark si
h die Performan
emaÿe bei der Rei-hung von Portfolios unters
heiden. Ist die Wahl des Performan
emaÿes bei derBildung von Rangfolgen wi
htig oder reihen sie eine gegebene Anzahl von Port-folios weitgehend identis
h? Eling und S
huhma
her (2007) bere
hnen für 276338Seinen Regressionsansatz mit den Faktoren Markt, Unternehmensgröÿe, Bu
hwert-Marktwert-Verhältnis und Momentum kann man als eine Verallgemeinerung von Jensens Al-pha au�assen.39Im Anhang der Artikels von Edwards und Caglayan �ndet man eine kommentierte Listeweiterer Verö�entli
hungen zum Thema Performan
e Persisten
e. Eine aktuellere Übersi
htzur Performan
e Persisten
e bei Hedgefonds steht im Anhang des Artikels von Eling.



3.5. Studien zur Performan
emessung 68
rSp;A,B Omega Sortino Kappa(α = 3) MSRSharpe 0,99 0,99 0,98 0,97Omega 0,99 0,98 0,97Sortino ≈ 1,00 0,98Kappa(α = 3) 0,98Tabelle 3.2: Korrelation der S
hätzer ausgewählter Performan
emaÿe na
h Elingund S
huhma
her (2007)Hedgefonds eine gröÿere Zahl von Performan
emaÿen40 und ermitteln die Rang-korrelationskoe�zienten na
h Spearman für Paare von Performan
emaÿen. FürMaÿe ohne Marktportfolio lag die Rangkorrelation dabei stets bei mindestens0,92. Die Werte der Rangkorrelationskoe�zienten zwis
hen Sharpe-Ratio, Ome-ga, Sortino-Ratio, Kappa(α = 3) und Modi�ed Sharpe Ratio41 stehen in Tabelle3.2.42 Die Performan
emaÿe reihen die Fonds fast identis
h. Weniger stark istdie Rangkorrelation, wenn man Performan
emaÿe auf Basis des systematis
henRisiko betra
htet. Die Rangkorrelation von Sharpe-Ratio mit Jensens Alphaund Treynor-Ratio lag bei 0,69 bzw. 0,44.43 Eling (2008) dehnt diese Analy-se auf Aktien-, Renten-, Immobilienfonds und einige weitere Assetklassen aus,wobei er si
h auf Performan
emaÿe ohne Marktportfolio bes
hränkt. Die Er-gebnisse sind sehr ähnli
h, die Rangkorrelation zum Sharpe-Ratio liegt für alleeben genannten Maÿe in allen Assetklassen bei mindestens 0,97. Eling stelltdaraufhin die Frage, weshalb man andere Maÿe einsetzen sollte, wenn sie do
hmit dem einfa
hen und verglei
hsweise gut interpretierbaren Sharpe-Ratio soeng korreliert sind und emp�ehlt die dur
hgängige Nutzung des Sharpe-Ratios.S
huhma
her und Eling (2012) geben eine theoretis
he Begründung für die hoheRangkorrelation an. Sie zeigen, dass si
h eine ganze Reihe von Performan
ema-ÿen (darunter Omega, Sortino, Kappa(α = 3), Normal-ERVaR und M-CVaR)unter bestimmten Bedingungen als streng monoton steigende Funktionen desSharpe-Ratios darstellen lassen. Die wesentli
he Bedingung ist dabei, dass dieRenditen einer Lage-Skalen-Familie angehören. Wenn si
h also die Renditever-teilungen der relevanten Anlagealternativen im Wesentli
hen nur in Mittelwertund Standardabwei
hung unters
heiden, kann der Investor erwarten, dass jenePerforman
emaÿe sehr ähnli
he Ergebnisse wie das Sharpe-Ratio liefern werden,selbst wenn die Verteilungen z. B. eine hohe Kurtosis und/oder eine deutli
heS
hiefe aufweisen.40darunter Sharpe-Ratio, Omega, Sortino-Ratio, Kappa(α = 3), ERVaR, Treynor-Ratio undJensens Alpha41Die Autoren bere
hnen den Ex
ess Return on Value-at-Risk ni
ht über das empiris
heQuantil, sondern nur über Normal-VaR und Modi�ed VaR42entnommen aus Table 2, S. 2639, Eling und S
huhma
her (2007)43Dabei wurde ein Mis
hportfolio aus 60 % Renten, 20 % Aktien und je 10 % Immobilienund Geldmarktanlage als Marktportfolio konstruiert.



Kapitel 4Statistis
he InferenzDer Punkts
hätzung von Performan
emaÿen folgt nun die Intervalls
hätzungsowie die Bestimmung der Varianz von Performan
emaÿ-S
hätzern. Alle in Ab-s
hnitt 3.3 vorgestellten Punkts
hätzer beinhalten Quotienten von Zufallsvaria-blen, so dass die Herleitung der exakten Verteilung des S
hätzers analytis
h imAllgemeinen ni
ht mögli
h ist.Zur Näherung der Verteilung der Performan
emaÿ-S
hätzer bzw. einzelnerParameter dieser Verteilung aus einer Sti
hprobe stehen zwei grundsätzli
h ver-s
hiedene Ansätze zur Verfügung. Die Delta-Methode nutzt zur Bestimmung derVarianz des Performan
emaÿ-S
hätzers, wel
her eine ni
htlineare Funktion ausMomenten ist, eine asymptotis
he lineare Näherung. In die si
h ergebende For-mel aus theoretis
hen Momenten können dann empiris
he Momente eingesetztwerden, die aus der Sti
hprobe erre
hnet werden. Bei der Bootstrap-Methodeversu
ht man, auf Basis der Sti
hprobendaten simulativ eine groÿe Zahl neuer�Sti
hproben� zu generieren und daraus jeweils die interessierenden Maÿe zus
hätzen. Die empiris
he Verteilung dieser simulierten Maÿe wird als Näherungder Verteilung des Performan
emaÿ-S
hätzers verwendet.In den folgenden beiden Abs
hnitten werden Delta-Methode und Bootstrapjeweils zuerst theoretis
h dargestellt, dana
h werden bereits aus der Literaturvorliegende Ergebnisse referiert. Im Hauptteil werden mittels Delta-MethodeVarianzformeln für weitere Performan
emaÿ-S
hätzer hergeleitet.1 S
hlieÿli
hwerden Mögli
hkeiten zur Ermittlung von Kon�denzintervallen diskutiert. DieBewertung der Ergebnisse der beiden Verfahren anhand von Simulationen er-folgt im nä
hsten Kapitel.1Für den Bootstrap-Ansatz entfällt dieser Unterabs
hnitt, da aus dem Bootstrap keineges
hlossenen Formeln resultieren. 69



4.1. Die Delta-Methode 704.1 Die Delta-Methode4.1.1 AnsatzAusgangspunkt der Delta-Methode, au
h Cramérs Theorem genannt, ist dieTaylor-Entwi
klung einer Funktion g(x) um die Stelle x0:
g(x0 + h) = g(x0) + h

dg(x)dx (x0) +
h2

2

d2g(x)d2x (x0) + . . .+
hk

k!

dkg(x)dkx (x0) + o(hk)mit h ∈ R und unter der Annahme, dass g(x) an der Stelle x0 mindestens
k-mal di�erenzierbar ist. Ein unbekannter Funktionswert g(x0 + h) wird alsomit dem Funktionswert und dessen Ableitungen an einer bekannten Stelle xoangenähert. Je höher die Ordnung k der Approximation, desto geringer ist für
h < 1 der Näherungsfehler o(hk) um den Preis steigender Komplexität.2 Dielineare Näherung

g(x0 + h) = g(x0) + h
dg(x)dx (x0) + o(h)konvergiert für h→ 0 bereits mit o(h). Die Taylor-Approximation kann man nundafür verwenden, die asymptotis
he Verteilung einer Funktion g(Xn) des em-piris
hen Moments Xn = θ̂ zu bestimmen. Na
h dem Zentralen Grenzwertsatzgilt für X aus einer einfa
hen Sti
hprobe, die Existenz von σ2

X vorausgesetzt,
√
n(X − µ)

.∼ N(0, σ2
X),wobei .∼ für die Konvergenz na
h Verteilung steht.Cramérs Theorem lautet:3Wenn1. √

n(θ̂n − θ)
.∼ N(0, σ2),2. g(...) eine Funktion R → R ist, die in der Umgebung von θ stetig ist und3. die Ableitung dg(θ)/dθ an der Stelle θ ni
ht glei
h null ist,dann gilt:
√
n(g(θ̂n)− g(θ))

.∼ N

(
0,

(dg(θ)dθ )2

σ2

)
.Wenn also θ̂n na
h dem Zentralen Grenzwertsatz gegen θ konvergiert, so kon-vergiert au
h die (geeignete) Funktion g(θ̂n) gegen g(θ), ist asymptotis
h nor-malverteilt und hat näherungsweise die Varianz

σ2
g(θ̂n)

≈ 1

n

(dg(θ)dθ )2

σ2.2Die Notation bn = o(an) bedeutet, dass die Folge bn für n→ ∞ langsamer wä
hst als dieFolge an, also limn→∞
bn
an

= 0.3Beweis siehe Lehmann (1999, S. 86)



71 Kapitel 4. Statistis
he InferenzDieser Satz lässt si
h auf den mehrdimensionalen Fall eines Parametervek-tors θ und den Vektor der entspre
henden S
hätzer θn verallgemeinern.4 Dazubenötigen wir zunä
hst die Erweiterung des Zentralen Grenzwertsatzes auf mul-tivariate Zufallsvariable.Sei Xk, k = 1, . . . , n , eine Folge unabhängig und identis
h verteilter d-dimensi-onaler Zufallsvariablen mit Erwartungswertvektor µ ∈ R
d×1 und Kovarianzma-trix Σ ∈ R

d×d, dann gilt:
√
n

(
1

n

n∑

k=1

Xk − µ

)
.∼ N(0,Σ).Nun kann Cramérs Theorem auf den multivariaten Fall verallgemeinert wer-den:Wenn1. √

n
(
θ̂n(X1, . . . ,Xn)− θ

)
.∼ N(0,Σ),2. g(...) eine Funktion R

d → R ist, die in der Umgebung von θ stetig ist und3. der Gradient ∇g = (∂g(θ)/∂θ) ni
ht glei
h null ist,dann gilt: √
n
(
g(θ̂n)− g(θ)

)
.∼ N (0, (∇g)′Σ∇g) .4.1.2 Varianzen für einzelne MaÿeJobson und Korkie (1981) haben die Delta-Methode erstmals zur Herleitungder Varianz von Performan
emaÿs
hätzern angewendet. Dementspre
hend wirdzunä
hst die Herleitung der Formeln für die dort bereits behandelten MaÿeSharpe-Ratio und Treynor-Ratio gezeigt. Die Formeln für die weiteren Maÿe(Jensen's Alpha, Modigliani-Modigliani, die Kappa-Maÿe und den ERVaR) fol-gen im Ans
hluss daran und sind, soweit ni
ht anders angegeben, neu.Es werden jeweils zunä
hst Formeln für die Varianzen von Performan
emaÿ-s
hätzern unter Annahme unabhängig und identis
h verteilter Renditen herge-leitet. Wo sinnvoll, wurden die Formeln für den Fall unabhängig und identis
hnormalverteilter Renditen vereinfa
ht. Für das Sharpe-Ratio wird zusätzli
h ei-ne Verallgemeinerung von S
hmid und S
hmidt (2010) ohne Annahme unabhän-gig und identis
h verteilter Renditen vorgestellt. Ans
hlieÿend folgt jeweils dieHerleitung der Formel für die Di�erenz des Performan
emaÿes zweier Portfolios.4.1.2.1 Sharpe-RatioDer S
hätzer des Sharpe-Ratios eignet si
h aufgrund seiner einfa
hen Strukturgut zur Demonstration der Delta-Methode.Man kann den S
hätzer

ŜhX =
µ̂X

σ̂X4vgl. Spanos (1999, S. 491-493)



4.1. Die Delta-Methode 72zerlegen in die S
hätzer der Momente und die sie verbindende Funktion g:
ŜhX = g(a, b) mit g(x) =

a√
bWir nehmen nun an, dass die Renditen Xk, k = 1, . . . , n unabhängig und iden-tis
h verteilt seien. An die Verteilung vonX stellen wir ledigli
h die Anforderun-gen, dass mindestens die ersten vier Momente existieren und dass die Varianz

σ2
X gröÿer als null ist, da ansonsten der Nenner des Bru
hs null wird. LetztereAnnahme, die ledigli
h besagt, dass die Renditen risikobehaftet sind, wird füralle Herleitungen in diesem Abs
hnitt benötigt und im Folgenden ni
ht mehreigens erwähnt. Darüber hinaus wird keine Verteilungsannahme getro�en. Esgilt der zentrale Grenzwertsatz
√
n

(
X − µX

S2
X − σ2

X

)
.∼ N

((
0

0

)
,Σ =

(
σ2
X σX,(X−µX )2

σX,(X−µX )2 σ2
(X−µX )2

))
.(4.1)Der Ausdru
k σX,(X−µX )2 bezei
hnet die Kovarianz zwis
hen X und (X−µX)2,also E((X−µX)((X−µX)2− (E(X−µX))2)) = E(X(X−µX)2)−µXσ

2
X . DerGradient von g lautet:

∇g =

(
∂g(a, b)

∂a
,
∂g(a, b)

∂b

)′
=

(
1√
b
,− a

2
√
b3

)′Nun wird Cramérs Theorem an der Stelle (a = µX , b = σ2
X) angewendet:

√
n(Ŝh− Sh)

.∼ N(0, (∇g)′Σ∇g)

.∼ N

(
0,
(

1
σX
, − µX

2σ3
X

)( σ2
X σX,(X−µX )2

σX,(X−µX )2 σ2
(X−µX )2

)(
1

σX

− µX

2σ3
X

))Die asymptotis
he Varianz von ŜhX ist somit:
n σ2

Ŝh
=

(
1

σX
, − µX

2σ3
X

)( σ2
X σX,(X−µX )2

σX,(X−µX )2 σ2
(X−µX )2

)(
1
σX

− µX

2σ3
X

)

=

2∑

i=1

2∑

j=1

(∇g)iΣij(∇g)j

=
1

σ2
X

σ2
X + 2

1

σX

(
− µX

2σ3
X

)
σX,(X−µX )2 +

(
− µX

2σ3
X

)2

σ2
(X−µX )2

= 1− µX

σX

σX,(X−µX )2

σ3
X

+
µ2
X

σ2
X

σ2
(X−µX )2

4σ4
X

= 1− ShX
σX,(X−µX )2

σ3
X

+ Sh2X
σ2
(X−µX )2

4σ4
X
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he InferenzDie Kovarianz σX,(X−µX )2 und die Varianz σ2
(X−µX )2 kann man umformen in:(siehe Formeln A.1 und A.2 in Anhang A.1)5

σX,(X−µX )2 = σ3
Xγ1,X

σ2
(X−µX )2 = σ4

X(γ2,X − 1)Hierbei sind wiederum γ1,X die S
hiefe von X und γ2,X die Kurtosis von X .Eingesetzt in die Varianzformel erhalten wir als Ergebnis:6
n σ2

Ŝh
= 1− ShX γ1,X +

1

4
Sh2X(γ2,X − 1) (4.2)Die Varianz des S
hätzers des Sharpe-Ratios beträgt also bei einem Sharpe-Ratio von null 1/n. Ausgehend davon steigt die Varianz, wenn der Betrag desSharpe-Ratios steigt, insbesondere dann, wenn die Kurtosis der Verteilung ho
hist. Auÿerdem steigt (sinkt) die Varianz mit steigendem Sharpe-Ratio, wenn dieS
hiefe der Verteilung negativ (positiv) ist.Nimmt man zusätzli
h an, dass X normalverteilt ist, folgt γ1,X = 0 und

γ2,X = 3, so dass si
h die Formel zu
n σ2

Ŝh,norm.
= 1 +

1

2
Sh2X (4.3)vereinfa
ht.Analog wird das Verfahren für die Di�erenz des Sharpe-Ratios zweierPortfolios X und Y angewandt. Der S
hätzer für ∆Sh = ShX − ShY ist

∆̂Sh = ŜhX − ŜhY =
µ̂X

σ̂X
− µ̂Y

σ̂Y
=

X

S∗
X

− Y

S∗
Y

.Die Funktion g ist nun
∆̂Sh = g(a, b, c, d) mit g(x) =

a√
b
− c√

d
.Wir gehen nunmehr von einem bivariaten Zufallsvektor (X,Y )k, k = 1, . . . , n der(Über-)Renditen zweier Portfolios aus. Die (X,Y )k seien unabhängig und iden-tis
h verteilt und die (gemis
hten) MomenteE(XuY v) seien für alle {(u, v) |u, v ∈

N0 ; u+ v ≤ 4} existent. Der Grenzwertsatz lautet7
√
n




X − µX

S2
X − σ2

X

Y − µY

S2
Y − σ2

Y




.∼ N(0,Σ),5Diese und weitere im Verlauf der Arbeit folgende Termumformungen sind gesammelt inAnhang A.1 zu �nden.6Diese und alle weiteren Varianzformeln aus diesem Kapitel sind in Anhang A.2 gesammelt.7Da Σ als Kovarianzmatrix per De�nition symmetris
h ist, wird hier und in der weiterenFolge aus Gründen der besseren Darstellbarkeit darauf verzi
htet, die Elemente unterhalb derHauptdiagonalen aufzuführen.



4.1. Die Delta-Methode 74mit Σ =




σ2
X σX,(X−µX )2 σX,Y σX,(Y −µY )2

· σ2
(X−µX )2 σ(X−µX )2,Y σ(X−µX )2,(Y−µY )2

· · σ2
Y σY,(Y−µY )2

· · · σ2
(Y −µY )2


 .Mit dem Gradienten von g

∇g =

(
1√
b
,− a

2
√
b3
,− 1√

d
,

c

2
√
d3

)′an der Stelle (a = µX , b = σ2
X , c = µY , d = σ2

Y ) erhält man die quadratis
heForm
n σ2

∆̂Sh
=

4∑

i=1

4∑

j=1

(∇g)iΣij(∇g)j

= 2− µXσX,(X−µX )2

σ4
X

− 2σX,Y

σXσY
+
µY σX,(Y −µY )2

σXσY 3

+
µ2
Xσ

2
(X−µX )2

4σ6
X

+
µXσY,(X−µX )2

σ3
XσY

− µXµY σ(X−µX )2,(Y−µY )2

2σ3
Xσ

3
Y

−µY σY,(Y−µY )2

σ4
Y

+
µ2
Y σ

2
(Y −µY )2

4σ6
Y

.Diese Formel kann man no
h etwas vereinfa
hen
n σ2

∆̂Sh
= 2− 2ρX,Y − µXγ1,X

σX
− µY γ1,Y

σY
+
µ2
X(γ2,X − 1)

4σ2
X

+
µ2
Y (γ2,Y − 1)

4σ2
Y

+
µXσY,(X−µX)2

σ3
XσY

+
µY σX,(Y−µY )2

σXσY 3
− µXµY σ(X−µX )2,(Y−µY )2

2σ3
Xσ

3
Yund mittels der Sharpe-Ratios zu

n σ2
∆̂Sh

= 2− 2ρX,Y − ShXγ1,X − ShY γ1,Y +
1

4
Sh2X(γ2,X − 1)

+
1

4
Sh2Y (γ2,Y − 1) + ShX

σY,(X−µX )2

σ2
XσY

+ ShY
σX,(Y−µY )2

σXσY 2

−ShXShY
σ(X−µX )2,(Y−µY )2

2σ2
Xσ

2
Yumformen.Denno
h bleibt die Formel unübersi
htli
h. Die Zahl der Summanden lässt si
hohne Spezi�zierung der Verteilung ni
ht reduzieren, da die höheren Kovarian-zen bestehen bleiben. In praktis
hen Anwendungen könnte es sinnvoller sein,die quadratis
he Form (∇g)′Σ∇g zu verwenden.Mit der zusätzli
hen Annahme, dass X und Y bivariat normalverteilt sind,kann man γ1,X = γ1,Y = 0 und γ2,X = γ2,Y = 3 einsetzen. Au
h die Kovarian-zen lassen si
h in diesem Fall vereinfa
hen. Dazu ist ein Spezialfall des Theorems
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he Inferenzvon Isserlis nützli
h:8Theorem von Isserlis:Die Zufallsvariablen X1, . . . , Xn seien (ni
ht-singulär oder singulär) multivariatnormalverteilt mit E(Xi) = 0 für alle i ∈ {1, . . . , n} und Cov(Xi, Xj) = σij .Dann gilt
E(X1 ·X2 · . . . ·Xn) =

{
0, falls n ungerade,∑
σi1,i2 , σi3,i4 , . . . , σin−1,in falls n gerade,wobei si
h die Summe über alle Zerlegungen {{i1, i2}, {i3, i4}, . . . , {in−1, in}}der Indexmenge {1, 2, . . . , n} erstre
kt.Wir benötigen den Spezialfall

E(X1X2X3X4) = σ1,2σ3,4 + σ1,3σ2,4 + σ1,4σ2,3.Sind die Zufallsvariablen A,B,C,D multivariat normalverteilt mit Kovarianz-matrix Σ, so sind (A−µA), (B−µB), (C−µC), (D−µD) multivariat normalver-teilt mit Erwartungswertvektor 0 und Kovarianzmatrix Σ. In Anhang A.1 sindalle hier und im weiteren Verlauf dieses Kapitels verwendeten Umformungen aufBasis des Theorems von Isserlis gesammelt.In der obigen Formel kann man ersetzen:
σY,(X−µX)2 = 0

σX,(Y −µY )2 = 0

σ(X−µX )2,(Y−µY )2 = 2σ2
X,YDie Varianz von ∆̂Sh im Fall bivariat normalverteilter Renditen beträgt also

n σ2
∆̂Sh

= 2(1− ρX,Y ) +
1

2
(Sh2X + Sh2Y − 2ShXShY ρ

2
X,Y ) (4.4)Dies ist glei
h Memmels (2003) korrigierter Fassung der Formel von Jobson undKorkie (1981, S. 895).9 Die Varianz des Sharpe-Di�erenzs
hätzers nimmt mitsteigender Korrelation vonX und Y ab. Der erste Summand sinkt mit steigenderKorrelation von X und Y ; im letzten Summanden tau
ht ρX,Y ebenfalls auf,aber dur
h Quadrierung und Multiplikation mit ShX und ShY 10 fällt der Termweniger ins Gewi
ht.Das Ergebnis (4.4) erhalten wir ebenfalls, wenn wir die gemis
hten Momen-te in der Kovarianzmatrix Σ von Anfang an dur
h die Werte bei Annahmenormalverteilter Renditen ersetzen. Die Kovarianzmatrix unter Normalvertei-8Isserlis (1918), zitiert na
h S
hlittgen und Streitberg (2001, S. 506)9Man bea
hte, dass zu Jobson und Korkie (1981) no
h eine weitere Korrektur, Cadsby(1986), verö�entli
ht wurde.10In der Praxis sind Sharpe-Ratios betragsmäÿig deutli
h kleiner als 1.



4.1. Die Delta-Methode 76lungsannahme ΣNV lautet dann unter Verwendung des Satzes von Isserlis
ΣNV =




σ2
X 0 σX,Y 0

· 2σ4
X 0 2σ2

X,Y

· · σ2
Y 0

· · · 2σ4
Y


und das Resultat (4.4) ergibt si
h direkt aus (∇g)′ΣNV (∇g).Für die Varianz des Sharpe-Ratios gibt es zudem einige Ansätze für denNi
ht-i.i.d.-Fall:S
hmid und S
hmidt (2010) leiten Formeln für ni
ht unabhängig und identis
hverteilte Renditen her. Für Renditen aus einem GARCH(1,1)-Prozess mit nor-malverteilten Störtermen lautet die Varianzformel:11

n σ2
Ŝh,GARCH(1,1)

= 1 +
1

4
Sh2X(γ2,X − 1)

(
1 +

1− β2
1 − β1α1

1− β2
1 − 2β1α1

· 2α1

1− α1 − β1

)S
hmid und S
hmidt stellen zudem einen ni
htparametris
hen Ansatz für re
htallgemeine Bedingungen vor. Sie tre�en keine Verteilungsannahme, sondern ver-langen ledigli
h, dass die Renditezeitreihe (Xk)k∈Z ein stark stationärer Prozesssei, bei dem die Abhängigkeit der Werte Xt+s vomWert Xt für s→ ∞ mit einerbestimmten Mindestges
hwindigkeit gegen null geht.12Die S
hätzvarianz des Sharpe-Ratios ist allgemein
nσ2

Ŝh
=
σ1 1

σ2
X

− σ1 2

σ3
X

ShX +
1

4
Sh2X

σ2 2

σ4
X

mit Γ :=

(
σ1 1 σ1 2

σ1 2 σ2 2

) (4.5)Setzt man für Γ die aus Formel (4.1) bekannte Kovarianzmatrix Σ ein, erhältman den obigen i.i.d.-Ansatz. S
hmid und S
hmidt s
hätzen Γ mit
Γ̂ =

l∑

j=−l

Γ̂j

=

l∑

j=−l

1

n− |j| ·

n−j+min(0,j)∑

t=1−j+max(0,j)

(
(Xt−Xn)(Xt+j−Xn) (Xt−Xn)(Xt+j−Xn)

2

(Xt−Xn)(Xt+j−Xn)
2 (Xt−Xn)

2(Xt+j−Xn)
2−(S2

n)
2

)
.Für n, l → ∞, wobei l = l(n) mit l = o(n1/3), konvergiert der S
hätzer Γ̂ gegen

Γ.11Zur Gültigkeit der Konvergenzaussage müssen die Parameter des GARCH(1,1)-Prozessesgewisse Bedingungen erfüllen, die im wesentli
hen die Stationarität des Prozesses und dieExistenz des vierten Moments der Verteilung si
hern, siehe S
hmid und S
hmidt (2010, S.347f.)12Für die genauen Bedingungen vgl. S
hmid und S
hmidt (2010, S. 340).



77 Kapitel 4. Statistis
he InferenzLedoit und Wolf (2008) s
hlagen für die Di�erenz zweier Sharpe-Ratios vor,
Γ mittels HAC-Kerndi
htes
hätzung13 na
h Andrews (1991) bzw. Andrews undMonahan (1992) zu s
hätzen. Die Γ̂j werden dabei mittels Kerndi
htes
hätzungzu einem Kovarianzs
hätzer Γ̂ aggregiert.4.1.2.2 Treynor-RatioDie Herleitung der Varianz des S
hätzers für das Treynor-Ratio erfolgt metho-dis
h analog. Wir gehen wiederum von einer bivariaten Zufallsvariable (X,M)k,
k = 1, . . . , n aus, hier der (Über-)Renditen des Portfolios X und eines Markt-portfoliosM . Die (X,M)k seien unabhängig und identis
h verteilt und die Mo-mente E(XuMv) seien für alle {(u, v) |u, v ∈ N0 ; u+v ≤ 4} existent. Weiterhindürfen Portfolio- und Marktrendite ni
ht unkorreliert sein (ρX,M 6= 0), da sonstdas βX und somit der Nenner des Treynor-Ratios null wäre. Der S
hätzer fürdas Treynor-Ratio lautet̂

TrX =
µ̂X

β̂X
=
µ̂X σ̂2

M

σ̂X,M
=
X S2

M

SX,M
.Die Funktion g(a, b, c) und dessen Gradient sind

g =
a · b
c

, ∇g =

(
b

c
,
a

c
,−ab

c2

)′
.Na
h dem Zentralen Grenzwertsatz gilt

√
n




X − µX

S2
M − σ2

M

SX,M − σX,M


 .∼ N


0,




σ2
X σX,(M−µM )2 σX,(M−µM )(X−µX)

· σ2
(M−µM )2 σ(M−µM )2,(M−µM )(X−µX )

· · σ2
(M−µM )(X−µX )





 .Die Anwendung von Cramérs Theorem an der Stelle (a = µX , b = σ2

M , c =
σX,M ) ergibt
n σ2

T̂ r
=

3∑

i=1

3∑

j=1

(∇g)iΣij(∇g)j

=
σ4
Mσ

2
X

σ2
X,M

+
2σ2

MµXσX,(M−µM )2

σ2
X,M

− 2µXσ
4
MσX,(M−µM )(X−µX )

σ3
X,M

+
µ2
Xσ

2
(M−µM )2

σ2
X,M

−2µ2
Xσ

2
Mσ(M−µM )2,(M−µM )(X−µX )

σ3
X,M

+
µ2
Xσ

4
Mσ

2
(M−µM )(X−µX )

σ4
X,M

(A.2)
=

Tr2X

[
σ2
X

µ2
X

+ (γ2,M − 1) +
σ2
(X−µX )(M−µM )

σ2
X,M

+ 2
σX,(M−µM )2

σ2
MµX

−2
σX,(X−µX )(M−µM )

σX,MµX
− 2

σ(M−µM )2,(X−µX)(M−µM )

σX,Mσ2
M

]
.13HAC = heteroskedasti
ity and auto
orrelation 
onsistent



4.1. Die Delta-Methode 78In der letzten Umformung wird Formel (A.2) aus dem Anhang genutzt.Unter der Annahme unabhängig und identis
h bivariat normalverteilter Rendi-ten kann man die Formel mittels (A.10), (A.12) und (A.16) vereinfa
hen oderden Ansatz (∇g)′ΣNV (∇g) mit
ΣNV =




σ2
X 0 0

· 2σ4
M 2σ2

MσX,M

· · σ2
Xσ

2
M + σ2

X,M


neu bere
hnen. Man erhält

n σ2
T̂ r,norm.

=
σ4
Mσ

2
X

σ2
X,M

− µ2
Xσ

4
M

σ2
X,M

+
µ2
Xσ

6
Mσ

2
X

σ4
X,M

,was si
h vereinfa
hen lässt (mit V CX = Variationskoe�zient von X) zu
n σ2

T̂ r,norm.
= Tr2X

(
V C2

X +
1

ρ2X,M

− 1

)
.Diese Formel wei
ht von der Formel in Jobson und Korkie (1981, S.893) lei
htab, wobei dort o�enbar ein Dru
kfehler vorliegt.14 Die Varianz steigt also mitsteigendem Variationskoe�zienten und sinkt, je stärker Portfolio und Marktkorreliert sind. Sind X und M unkorreliert, dann ist die Varianz ni
ht de�niert,da dann der Nenner des Bru
hs null wird.Die Di�erenz des Treynor-Ratios zweier Portfolios ∆Tr wird mittels

∆̂Tr = T̂ rX − T̂ rY =
µ̂X σ̂2

M

σ̂X,M
− µ̂Y σ̂2

M

σ̂Y,M
= S2

M

(
X

SX,M
− Y

SY,M

)ges
hätzt.Wir haben nun einen trivariaten Zufallsvektor (M,X, Y )k, k = 1, . . . , n der(Über-)Renditen zweier PortfoliosX und Y und eines PortfoliosM , das für beidePortfolios glei
hermaÿen ein geeignetes Marktportfolio darstellt. Die (M,X, Y )kseien unabhängig und identis
h verteilt und die Momente E(MuXvY w) seien füralle {(u, v, w) |u, v, w ∈ N0 ; u+ v+w ≤ 4} existent. Auÿerdem seien ρX,M 6= 0und ρY,M 6= 0. Der Ansatz ist nun:
√
n




X − µX

Y − µY

S2
M − σ2

M

SX,M − σX,M

SY,M − σY,M




.∼ N(0,Σ) mit Σ =14Im Artikel von Jobson und Korkie lautet die Varianzformel
(
σ2i + µ2i

(
1−

1

ρ2im

))
σ4m
σ2im

, in unserer Notation: Tr2X

(
V C2

X + 1−
1

ρ2
X,M

)
.Es fällt auf, dass hier der Ausdru
k innerhalb der Klammer bei geringer Korrelation zwis
hen

X und M negativ wird, wodur
h der ganze Term negativ würde.
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


σ2
X σX,Y σX,(M−µM )2 σX,(X−µX )(M−µM ) σX,(Y −µY )(M−µM )

· σ2
Y σY,(M−µM )2 σY,(X−µX )(M−µM ) σY,(Y −µY )(M−µM )

· · σ2
(M−µM )2

σ(M−µM )2,(X−µX )(M−µM ) σ(M−µM )2,(Y −µY )(M−µM )

· · · σ2
(X−µX )(M−µM ) σ(X−µX )(M−µM ),(Y −µY )(M−µM )

· · · · σ2
(Y −µY )(M−µM )



,

∆̂Tr = g(a, b, c, d, e) mit g = c

(
a

d
− b

e

) und
∇g =

(
c

d
, − c

e
,
a

d
− b

e
, −ac

d2
,
bc

e2

)′
.Somit ist

n σ2
∆̂Tr

=

5∑

i=1

5∑

j=1

(∇g)iΣij(∇g)j ,ausgewertet an der Stelle (a = µX , b = µY , c = σ2
M , d = σX,M , e = σY,M ).Für das (re
ht umfangrei
he) ausmultiplizierte Ergebnis dieser Re
hnung wirdauf Formel (A.24) auf Seite 194 im Anhang verwiesen.Nimmt man zusätzli
h an, dass (M,X, Y ) multivariat normalverteilt ist,vereinfa
ht si
h Σ zu

ΣNV =




σ2
X σX,Y 0 0 0

· σ2
Y 0 0 0

· · 2σ4
M 2σ2

MσX,M 2σ2
MσY,M

· · · σ2
Mσ

2
X + σ2

X,M σ2
MσX,Y + σX,MσY,M

· · · · σ2
Mσ

2
Y + σ2

Y,M



,der Ansatz (∇g)′ΣNV (∇g) wird ausmultipliziert zu

n σ2
∆̂Tr,norm.

=
σ4
Mσ

2
X

σ2
X,M

− 2 σ4
MσX,Y

σX,MσY,M
+
σ4
Mσ

2
Y

σ2
Y,M

− σ4
Mµ2

X

σ2
X,M

+
2µXµY σ

4
M

σX,MσY,M

+
µ2
Xσ

6
Mσ

2
X

σ4
X,M

− 2µXσ
6
MµY σX,Y

σ2
X,Mσ2

Y,M

− σ4
Mµ

2
Y

σ2
Y,M

+
µ2
Y σ

6
Mσ

2
Y

σ4
Y,M

.Na
h der Zusammenfassung einiger Terme erhält man als Ergebnis
nσ∆̂Tr,norm.

=
Tr2X

(
V C2

X + 1
ρ2
X,M

− 1
)
+ Tr2Y

(
V C2

Y + 1
ρ2
Y,M

− 1
)

−2ρX,Y TrXTrY

(
V CXV CY + 1

ρX,MρY,M
− 1

ρX,Y

) .



4.1. Die Delta-Methode 804.1.2.3 Jensens AlphaJensens Alpha ist das einzige hier betra
htete Performan
emaÿ, für das s
honseit seiner De�nition eine Varianzformel existiert. Jensens Alpha ist die Kon-stante einer linearen Einfa
hregression der Portfolioüberrendite auf die Markt-überrendite. Für die Varianz des S
hätzers der Konstanten α einer linearenRegression Xi = α + βMi + εi gilt unter Annahme unabhängig und identis
hnormalverteilter Störterme εi die Formel
nσ2

α̂ = σ2
ε

(
1 +

µ2
M

σ2
M

)
. (4.6)Das für Regressionen bei heteroskedastis
hen und autokorrelierten Residuenentwi
kelte Instrumentarium zur Varianzermittlung und zur Dur
hführung vonTests steht ebenfalls zur Verfügung. Dies hat dazu geführt, dass Tests auf über-dur
hs
hnittli
he Performan
e zumeist anhand von Jensens Alpha oder demAlpha von Faktormodellen dur
hgeführt werden.15Zur Herleitung der Varianz des S
hätzers von Jensens Alpha mittels derDelta-Methode werden ähnli
h wie beim Treynor-Ratio folgende Annahmen ge-tro�en: (X,M)k, k = 1, . . . , n seien unabhängig und identis
h verteilt und dieMomente E(XuMv) für alle {(u, v) |u, v ∈ N0 ; u+v ≤ 4} existent. Der S
hätzerfür α ist

α̂ = µ̂X − β̂X,M µ̂M = µ̂X − µ̂M σ̂X,M

σ̂2
M

.Die Funktion g(a, b, c, d) und ihr Gradient sind
g = a− b d

c
, ∇g =

(
1 , −d

c
,
b d

c2
, −b

c

)′
.Mittels der Asymptotik

√
n




X − µX

M − µM

S2
M − σ2

M

SX,M − σX,M




.∼ N


0,




σ2
X σX,M σX,(M−µM )2 σX,(X−µX )(M−µM )

· σ2
M σM,(M−µM )2 σM,(X−µX )(M−µM )

· · σ2
(M−µM )2 σ(M−µM )2,(X−µX )(M−µM )

· · · σ2
(X−µX )(M−µM )





15Beispiele: Cumby und Glen (1990), Barras et al. (2010)



81 Kapitel 4. Statistis
he Inferenzwird die Varianz an der Stelle (a = µX , b = µM , c = σ2
M , d = σX,M ) bere
hnet:

n σ2
α̂ =

4∑

i=1

4∑

j=1

(∇g)iΣij(∇g)j

= σ2
X −

σ2
X,M

σ2
M

+
µMσX,MσX,(M−µM )2

σ4
M

− 2µMσX,(X−µX )(M−µM )

σ2
M

−
2 σ2

X,MµMσM,(M−µM )2

σ6
M

+
2µMσX,MσM,(X−µX )(M−µM )

σ4
M

+
µ2
Mσ

2
X,Mσ

2
(M−µM )2

σ8
M

− 2µ2
MσX,Mσ(M−µM )2,(X−µX)(M−µM )

σ6
M

+
µ2
Mσ

2
(X−µX )(M−µM )

σ4
MFür bivariat normalverteilte (X,M) vereinfa
ht si
h die Korrelationsmatrix imGrenzwertsatz zu

ΣNV =




σ2
X σX,M 0 0

· σ2
M 0 0

· · 2σ4
M 2σ2

MσX,M

· · · σ2
Mσ

2
X + σ2

X,M


 ,daraus ergibt si
h die Varianz

n σ2
α̂,norm. = σ2

X −
σ2
X,M

σ2
M

+
µ2
Mσ

2
X

σ2
M

−
µ2
Mσ

2
X,M

σ4
M

= σ2
X(1− ρ2X,M ) +

µ2
M

σ2
M

(
σ2
X −

σ2
X,M

σ2
M

)

= σ2
X(1− ρ2X,M ) + σ2

X

µ2
M

σ2
M

(
1− ρ2X,M

)

= σ2
X(1− ρ2X,M )

(
1 +

µ2
M

σ2
M

)
.Da ρ2X,M glei
h dem R2 einer Regression von X auf M ist, ist σ2

X(1 − ρ2X,M )glei
h der Störtermvarianz σ2
ε und es ergibt si
h Formel (4.6). Die Varianzher-leitung mittels Delta-Methode liefert hier also dasselbe Ergebnis wie aus derRegressionsanalyse bekannt.Für die Varianz der Di�erenz von Jensens Alpha σ2

∆̂α
zwis
hen zweiPortfolios X und Y bezogen auf dasselbe Marktportfolio M wird wiederumein trivariater Zufallsvektor (M,X, Y )k, k = 1, . . . , n angenommen, M sei einfür X und Y glei
hermaÿen geeignetes Marktportfolio. Die (M,X, Y )k sei-en unabhängig und identis
h verteilt und die Momente E(MuXvY w) für alle
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{(u, v, w) |u, v, w ∈ N0 ; u+ v + w ≤ 4} existent.

∆̂α = α̂X − α̂Y = µ̂X − µ̂M σ̂X,M

σ̂2
M

−
(
µ̂Y − µ̂M σ̂Y,M

σ̂2
M

)

= µ̂X − µ̂Y +
µ̂M

σ̂2
M

(σ̂Y,M − σ̂X,M )Zur Bere
hnung der Varianz σ2
∆̂α

wird die Funktion
g(a, b, c, d, e, f) = a− b+

c

d
(f − e)mit Gradient

∇g =

(
1,−1,

f − e

d
,−cf − e

d2
,− c

d
,
c

d

)′an der Stelle (a = µX , b = µY , c = µM , d = σ2
M , e = σX,M , f = σY,M )ausgewertet. Es gilt:

√
n




X − µX

Y − µY

M − µM

S2
M − σ2

M

SX,M − σX,M

SY,M − σY,M




.∼ N(0,Σ).Hierbei ist die Kovarianzmatrix Σ völlig analog zu den obigen Verfahren: Σ isteine 6 × 6 - Matrix mit den Elementen Σij = σKi,Kj
mit K = (X,Y,M, (M −

µM )2, (X−µX)(M −µM ), (Y −µY )(M −µM )); i, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6. Die Varianzwird mit dem Term
n σ2

∆̂α
=

6∑

i=1

6∑

j=1

(∇g)iΣij(∇g)jbere
hnet, der ausmultiplizierte Term steht als Formel (A.28) auf S. 196 imAnhang. Für unabhängige und identis
h multivariat normalverteilte (M,X, Y )kvereinfa
ht si
h die Kovarianzmatrix zu
ΣNV =




σ2
X σX,Y σX,M 0 0 0

· σ2
Y σY,M 0 0 0

· · σ2
M 0 0 0

· · · 2 σ4
M 2 σ2

MσX,M 2 σ2
MσY,M

· · · · σ2
Xσ

2
M + σ2

X,M σ2
MσX,Y + σX,MσY,M

· · · · · σ2
Y σ

2
M + σ2

Y,M



.
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he InferenzDie Varianz für normalverteilte Daten ist na
h Au�ösen der Formel
σ2
∆̂α,norm.

= σ2
X + σ2

Y − 2 σX,Y −
σ2
X,M

σ2
M

−
σ2
Y,M

σ2
M

+
2 σX,MσY,M

σ2
M

+
µ2
Mσ

2
X

σ2
M

+
µ2
Mσ

2
Y

σ2
M

− 2µ2
MσX,Y

σ2
M

−
µ2
Mσ

2
X,M

σ4
M

−
µ2
Mσ

2
Y,M

σ4
M

+
2µ2

MσX,MσY,M
σ4
M

= σ2
X + σ2

Y − 2 σX,Y −
(
σ2
Xρ

2
X,M + σ2

Y ρ
2
Y,M − 2 σXσXρX,MρY,M

)

+
µ2
M

σ2
M

(
σ2
X + σ2

Y − 2σX,Y −
(
σ2
Xρ

2
X,M + σ2

Y ρ
2
Y,M − 2 σXσXρX,MρY,M

))

=

(
1 +

µ2
M

σ2
M

)(
σ2
X(1− ρ2X,M ) + σ2

Y (1 − ρ2Y,M )− 2 σXσY (ρX,Y − ρX,MρY,M )
)4.1.2.4 Modigliani-ModiglianiDas Vorgehen im Falle des Modigliani-Modigliani-Maÿes ist vollkommen analogzu jenem beim Treynor-Ratio und Jensens Alpha. Wir unters
heiden wiederzwis
hen den beiden Versionen des Maÿes

MMX,ori = µX
σM
σX

und MMX,alt = µX
σM
σX

− µMbzw. den entspre
henden S
hätzern
M̂MX,ori = X

√
S2
M√
S2
X

und M̂MX,alt = X

√
S2
M√
S2
X

−MBeginnen wir mit dem S
hätzer für die alternative Formulierung MMX,alt,als Funktion g:
g(a, b, c, d) = a

√
d√
c
− b , ∇g =

(√
d√
c
,−1,− a

√
d

2
√
c3
,

a

2
√
c d

)′An der Stelle (µX , µM , σ
2
X , σ

2
M ) entspri
ht dies

∇g|a=µX ,b=µM ,c=σ2
X
,d=σ2

M
=

(
σM
σX

,−1,−µXσM
2σ3

X

,
µX

2σXσM

)
.Mit den übli
hen Annahmen (X,M)k, k = 1, . . . , n i.i.d. und E(XuMv) existentfür alle {(u, v) |u, v ∈ N0 ; u+ v ≤ 4} sowie dem Grenzwert

√
n




X − µX

M − µM

S2
X − σ2

X

S2
M − σ2

M




.∼ N


0,




σ2
X σX,M σX,(X−µX )2 σX,(M−µM )2

· σ2
M σM,(X−µX)2 σM,(M−µM )2

· · σ2
(X−µX )2 σ(X−µX )2,(M−µM )2

· · · σ2
(M−µM )2









4.1. Die Delta-Methode 84erhält man die Varianz
n σ2

M̂Malt

= 2 σ2
M − 2 σMσX,M

σX
− σ2

MµXσX,(X−µX )2

σ4
X

+
µXσX,(M−µM )2

σ2
X

+
µXσMσM,(X−µX )2

σ3
X

− µXσM,(M−µM )2

σXσM
+
µ2
Xσ

2
Mσ

2
(X−µX )2

4 σ6
X

−µ
2
Xσ(X−µX )2,(M−µM )2

2 σ4
X

+
µ2
Xσ

2
(M−µM )2

4 σ2
Xσ

2
M

= 2 σ2
M

(
1− ρX,M

σ2
X

)
+
µX

σX

(
−σ2

Mγ1,X +
σX,(M−µM )2

σX

+
σMσM,(X−µX)2

σ2
X

− σ2
Mγ1,M +

µXσ
2
M (γ2,X − 1)

4 σX

−µXσ(X−µX )2,(M−µM )2

2 σ3
X

+
µXσ

2
M (γ2,M − 1)

4 σX

)

= 2 σ2
M

(
1− ρX,M

σ2
X

)

+
µX

σX

(
σX,(M−µM )2

σX
+
σMσM,(X−µX )2

σ2
X

− σ2
M (γ1,X + γ1,M )

)

+
µ2
X

σ2
X

(
σ2
M

4
(γ2,X + γ2,M − 2)− σ(X−µX )2,(M−µM )2

2 σ2
X

)
.Bei zusätzli
her Annahme einer bivariaten Normalverteilung für die (X,M)klautet die Kovarianzmatrix

ΣNV =




σ2
X σX,M 0 0

· σ2
M 0 0

· · 2 σ4
X 2 σ2

X,M

· · · 2 σ4
M


und die Varianz des S
hätzers vereinfa
ht si
h zu

n σ2

M̂Malt,norm.
= 2 σ2

M − 2 σMσX,M

σX
+
µ2
Xσ

2
M

σ2
X

−
µ2
Xσ

2
X,M

σ4
X

= σ2
M

[
2 (1− ρX,M ) +

µ2
X

σ2
X

(
1− ρ2X,M

)]
. (4.7)Die Varianz steigt also mit der Varianz der Marktrendite und sinkt mit stei-gender Korrelation zwis
hen Portfolio und Markt, sie geht für σ2

M → 0 sowie
ρX,M → 1 (und natürli
h n → ∞) gegen null. Aus dem zweiten Summandenerkennt man eine steigende Varianz, wenn die (erwartete) Rendite des Portfoliosstärker vom risikolosen Zinssatz abwei
ht. Da das Verhältnis µ2

X/σ
2
X(= Sh2X) inder Praxis deutli
h kleiner als eins sein sollte, dürfte die Varianz � mit Ausnah-me von Fällen fast perfekter Korrelation zwis
hen X und M � in erster Linie
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he Inferenzvon σ2
M , ρX,M und n abhängen.Im der Originalversion von Modigliani-Modigliani fehlt die Subtraktion desErwartungswerts der Marktrendite µM und die Funktion g vereinfa
ht si
h zu

g(a, b, c) = a

√
c√
b
, ∇g =

(√
c√
b
,− a

√
c

2
√
b3
,

a

2
√
b c

)′
,was an der Stelle (µX , σ

2
X , σ

2
M ) bedeutet:

∇g|a=µX ,b=σ2
X
,c=σ2

M
=

(
σM
σX

,−µXσM
2σ3

X

,
µX

2σXσM

)
.Die Annahmen an (X,M)k bleiben unverändert, aus dem o. a. Grenzwert wer-den Zeile und Spalte der erwarteten Marktrendite gestri
hen:

√
n




X − µX

S2
X − σ2

X

S2
M − σ2

M


 .∼ N


0,




σ2
X σX,(X−µX )2 σX,(M−µM )2

· σ2
(X−µX )2 σ(X−µX )2,(M−µM )2

· · σ2
(M−µM )2







n σ2

M̂Mori
= σ2

M − σ2
MµXσX,(X−µX )2

σ4
X

+
µXσX,(M−µM )2

σ2
X

+
µ2
Xσ

2
Mσ

2
(X−µX )2

4σ6
X

−µ
2
Xσ(X−µX )2,(M−µM )2

2σ4
X

+
µ2
Xσ

2
(M−µM )2

4σ2
Xσ

2
M

=
σ2
M

σ2
X

(
σ2
X − µXσXγ1,X +

µXσX,(M−µM )2

σ2
M

−µ
2
Xσ(X−µX )2,(M−µM )2

2σ2
Mσ

2
X

+
1

4
µ2
X(γ2,X + γ2,M − 2)

)Wenn wir nun zusätzli
h wieder multivariat normalverteilte (X,M)k annehmen,lautet die Kovarianzmatrix
ΣNV =




σ2
X 0 0

· 2 σ4
X 2 σ2

X,M

· · 2 σ4
M


und wir erhalten als Formel für die S
hätzvarianz

n σ2

M̂Mori,norm.
= σ2

M +
µ2
Xσ

2
M

σ2
X

−
µ2
Xσ

2
X,M

σ4
X

= σ2
M + µ2

X

σ2
M

σ2
X

(
1− ρ2X,M

) (4.8)
= σ2

M

[
1 + Sh2X

(
1− ρ2X,M

)]

= MM2
ori

(
σ2
X

µ2
X

+ 1− ρ2X,M

)
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hätzvarianz hängt also zunä
hst von der Streuung des Marktes ab underhöht si
h (bei gegebenem ρX,M ) mit steigendem Betrag der Überrendite von
X . Dur
h einfa
he Umformungen erkennt man, dass bei normalverteilten Ren-diten die Varianz von M̂Mori (4.8) genau dann gröÿer ist als die Varianz von
M̂Malt (4.7), wenn ρX,M > 0, 5. Wenn X und M also stark positiv korreliertsind, ist die S
hätzvarianz bei der alternativen Formulierung von MM kleinerals die bei Originalformulierung.Für die Herleitung der Varianz des S
hätzers der Di�erenz von MMbei zwei Portfolios X und Y mit gemeinsamem Marktportfolio M tre�en wirwieder die übli
hen Annahmen, dass die trivariaten Zufallsvariablen (M,X, Y )k,
k = 1, . . . , n unabhängig und identis
h verteilt seien und alle MomenteE(MuXvY w)mit {(u, v, w) |u, v, w ∈ N0 ; u+ v + w ≤ 4} existieren.Eine Unters
heidung zwis
hen den beiden unters
hiedli
hen Versionen von MMist ni
ht mehr nötig, da si
h deren Unters
hied bei der Di�erenzbildung aufhebt:

MMX,alt −MMY,alt = µX
σM
σX

− µM −
(
µY

σM
σY

− µM

)
=

µX
σM
σX

− µY
σM
σY

=MMX,ori −MMY,oriDer S
hätzer für die Di�erenz ∆MM =MMX −MMY ist
∆̂MM = M̂MX − M̂MY = µ̂X

σ̂M
σ̂X

− µ̂M −
(
µ̂Y

σ̂M
σ̂Y

− µ̂M

)

= σ̂M

(
µ̂X

σ̂X
− µ̂Y

σ̂Y

) (
= σ̂M

(
ŜhX − ŜhY

))

= SM

(
X

SX
− Y

SY

)
.Die Di�erenz der MM zweier Portfolios ist also glei
h der Di�erenz der Sharpe-Ratios der beiden Portfolios, multipliziert mit der Standardabwei
hung der Ren-dite des gemeinsamen Marktportfolios.

g(a, b, c, d, e) =
√
e

(
a√
c
− b√

d

)

∇g =

(√
e√
c
,−

√
e√
d
,− a

√
e

2
√
c3
,
b
√
e

2
√
d3
,

1

2
√
e

(
a√
c
− b√

d

))′Der Ansatz lautet nun
√
n




X − µX

Y − µY

S2
X − σ2

X

S2
Y − σ2

Y

S2
M − σ2

M




.∼ N(0,Σ) mit
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Σ =




σ2
X σX,Y σX,(X−µX )2 σX,(Y −µY )2 σX,(M−µM )2

· σ2
Y σY,(X−µX)2 σY,(Y−µY )2 σY,(M−µM )2

· · σ2
(X−µX )2 σ(X−µX )2,(Y−µY )2 σ(X−µX )2,(M−µM )2

· · · σ2
(Y −µY )2 σ(Y−µY )2,(M−µM )2

· · · · σ2
(M−µM )2



.An der Stelle ∇g|(a = µX , b = µY , c = σ2

X , d = σ2
Y , e = σ2

M ) erhält man denVarianzterm
n σ2

∆̂MM
=

5∑

i=1

5∑

j=1

(∇g)iΣij(∇g)jder wiederum umfangrei
h ist, so dass hier auf Formel (A.34) im Anhang aufS. 197 verwiesen wird.Sind die (M,X, Y )k zusätzli
h multivariat normalverteilt, beträgt die Kovari-anzmatrix
ΣNV =




σ2
X σX,Y 0 0 0

· σ2
Y 0 0 0

· · 2 σ4
X 2 σ2

X,Y 2 σ2
X,M

· · · 2 σ4
Y 2 σ2

Y,M

· · · · 2 σ4
M


und die gesu
hte Varianz für unabhängig und identis
h normalverteilte Datenist (ShA = Sharpe-Ratio von A)

n σ2
∆̂MM ,norm.

= 2 σ2
M − 2 σ2

MσX,Y

σXσY
+
µ2
Xσ

2
M

σ2
X

+
µ2
Y σ

2
M

σ2
Y

− µXµY σ
2
M

σXσY

−
µXµY σ

2
Mσ

2
X,Y

σ3
Xσ

3
Y

−
µ2
Xσ

2
X,M

σ4
X

−
µ2
Y σ

2
Y,M

σ4
Y

+
µXµY σ

2
X,M

σ3
XσY

+
µXµY σ

2
Y,M

σXσ3
Y

= σ2
M

(
2− 2ρX,Y + Sh2X + Sh2Y − ShXShY

−ShXShY ρ2X,Y − Sh2Xρ
2
X,M − Sh2Y ρ

2
Y,M

+ShXShY ρ
2
X,M + ShXShY ρ

2
Y,M

)

=
σ2
M

(
2 (1− ρX,Y ) + Sh2X

(
1− ρ2X,M

)
+ Sh2Y

(
1− ρ2Y,M

)

−ShXShY
(
1 + ρ2X,Y − ρ2X,M − ρ2Y,M

))In der Tat ist dieser Ausdru
k16 der Formel für die Varianz der Di�erenz zweierSharpe-Ratios (Formel 4.4 auf S. 75) sehr ähnli
h. Setzt man in σ2
∆̂MM ,norm.

dieWerte σ2
M = 1 und ρX,M = ρY,M =

√
0, 5 ein, ergibt si
h σ2

∆̂Sh,norm.
.16Im Anhang �ndet man diese Formel ohne Zusammenfassung von Termen zu Sharpe-Ratiosals Formel (A.35), siehe S. 198.



4.1. Die Delta-Methode 884.1.2.5 KappaDie Kappa-Maÿe κα,z = µX−z
α
√

E(z−X)α+
sind nur de�niert, wenn der Nenner ni
htnull ist, also E(z − X)α+ > 0, was erfüllt ist, wenn P (X < z) > 0. Zusätzli
hmüssen die ersten α Momente von X existieren.17 Damit der S
hätzer

κ̂α,z =
X − z

α

√
Ê
(
(z −X)α+

) =
X − z

α

√
1
n

∑n
i=1(max(z −Xi, 0))α

.ein Ergebnis liefert, muss au
h dessen Nenner von null vers
hieden sein. Hierfürmuss zumindest X(1), der kleinste Wert der Sti
hprobe, kleiner als z sein. Wenn
P (X(1) < z) = 1, dann ist der S
hätzwert stets de�niert.Für den i.i.d.-Fall gilt:

P (X(1) < z) = 1− P (X(1) ≥ z) = 1− (P (X ≥ z))nIst P (X < z) > 0, dann folgt der Grenzwert lim
n→∞

P (X(1) < z) = 1.Somit können die Formeln für die Varianz des S
hätzers wie gewohnt her-geleitet werden. Dies erfolgt hier zunä
hst für κα,z allgemein; aus der si
h er-gebenden Formel werden ans
hlieÿend die Werte α = 1 bzw. α = 2 für Omegaund Sortino-Ratio eingesetzt. Neben der Annahme, dass die Elemente der Folge
Xk, k = 1, ..., n unabhängig und identis
h verteilt sind, muss für die Herleitungder Varianz von κα,z verlangt werden, dass mindestens die ersten 2α Momenteexistieren. Wir nutzen die Asymptotik
√
n

(
(X − z)− E(X − z)

Ê
(
(z −X)α+

)
− E

(
(z −X)α+

)
)

.∼ N

(
0,Σ =

(
σ2
X−z σX−z,(z−X)α+

· σ2
(z−X)α+

))
.Die Funktion g(a, b) = a · b− 1

α hat den Gradienten ∇g =
(
b−

1
α ,− 1

αab
−1− 1

α

)′und wird im folgenden Delta-Ansatz an der Stelle a = E(X − z) und b =
E
(
(z −X)α+

) ausgewertet.17Da si
h partielle Momente von gewöhnli
hen Momenten ledigli
h dadur
h unters
heiden,dass bei ihnen nur über Teile des Trägers von X statt über den gesamten Träger integriertwird, folgt aus der Existenz eines gewöhnli
hen Moments k-ter Ordnung die Existenz derpartiellen Momente k-ter Ordnung.
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he InferenzDie gesu
hte Varianz ist entspre
hend
n σ2

κ̂(α,z) =

2∑

i=1

2∑

j=1

(∇g)iΣij(∇g)j

=
σ2
X−z(

E
(
(z −X)α+

)) 2
α

+
1

α2

(E(X − z))2σ2
(z−X)α+(

E
(
(z −X)α+

))2+ 2
α

− 2

α

E(X − z)σX−z,(z−X)α+(
E
(
(z −X)α+

))1+ 2
α

= κ2α,z

(
σ2
X−z

(E(X − z))2
+

1

α2

σ2
(z−X)α+(

E
(
(z −X)α+

))2

− 2

α

σX−z,(z−X)α+

E(X − z)E
(
(z −X)α+

)
)
.Dur
h Au�ösen der (Ko-)Varianzen na
h dem Muster

σA,B

c ·E(A)E(B)
=
E(AB)− E(A)E(B)

c ·E(A)E(B)
=

E(AB)

c ·E(A)E(B)
− 1

c
,das Zusammenfassen der Subtrahenden der si
h daraus ergebenden Terme sowiedie Beziehung

(X − z)(z −X)α+ = [(X − z)+ − (z −X)+](z −X)α+

=

=0, wenn X≤z︷ ︸︸ ︷
(X − z)+ ·

=0, wenn X≥z︷ ︸︸ ︷
(z −X)α+︸ ︷︷ ︸

=0

− (z −X)+ · (z −X)α+

= −(z −X)α+1
+erhält man die Formel

nσ2
κα,z

= κ2α,z

(
E((X − z)2)

(E(X − z))2
+

2

α

E((z −X)α+1
+ )

E(X − z)E((z −X)α+)

+
1

α2

E((z −X)2α+ )

(E((z −X)α+))
2
−
(
1− 1

α

)2
)
.Dur
h Einsetzen von α = 1 folgt die Formel für die Varianz des S
hätzers
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nσ2
κ1,z

= κ21,z

(
E((X − z)2)

(E(X − z))2
+

2E((z −X)2+)

E(X − z)E((z −X)+)

+
E((z −X)2+)

(E((z −X)+))2
− 0

)

=
(E(X − z))2

(E((z −X)+))2

(
. . .

)

=
E((X − z)2)

(E((z −X)+))2
+

2E(X − z)E((z −X)2+)

(E((z −X)+))3

+
(E(X − z))2E((z −X)2+)

(E((z −X)+))4
. (4.9)Da κ1,z = Ωz − 1 ist, gilt diese Varianzformel au
h für Ωz. Speziell für Omegahaben S
hmid und S
hmidt (2008) eine kompakte Varianzformel hergeleitet:

nσ2
Ωz

= Ω2
z

(
E
(
(X − z)2+

)

(E ((X − z)+))
2 +

E
(
(z −X)2+

)

(E ((z −X)+))
2

) (4.10)Formel (4.9) lässt si
h dur
h eine Reihe einfa
her Umformungen in diese Formelüberführen, siehe den Abs
hnitt A.3.1 im Anhang.Für α = 2 ergibt si
h die Formel für die Varianz des S
hätzers desSortino-Ratios (Sor=κ2)
nσ2Sorz = Sorz (E((X − z)2)

(E(X − z))2
+

2

2

E((z −X)3+)

E(X − z)E((z −X)2+)

+
1

22
E((z −X)4+)

(E((z −X)2+))
2
−
(
1− 1

2

)2
)

=
(E(X − z))2

E((z −X)2+)

(
E((X − z)2)

(E(X − z))2
+

E((z −X)3+)

E(X − z)E((z −X)2+)

+
E((z −X)4+)

4 (E((z −X)2+))
2
− 1

4

)

=
E((X − z)2)

E((z −X)2+)
+
E(X − z)E((z −X)3+)

(E((z −X)2+))
2

+
(E(X − z))2E((z −X)4+)

4 (E((z −X)2+))
3

− (E(X − z))2

4E((z −X)2+)Verglei
h zweier Kappas: Das Performan
emaÿ Kappa hat anders als dievorher untersu
hten Maÿe zwei Parameter. Beim Verglei
h zweier Portfolios an-hand von Kappa ist man ni
ht darauf bes
hränkt, für beide Portfolios dieselbenParameter zu wählen, prinzipiell könnte man für die Portfolios X und Y au
h
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he Inferenzdie Maÿe καX ,zX und καY ,zY mit jeweils angepassten Parametern verglei
hen.Dabei sollte man von der Verwendung unters
hiedli
her α absehen, da Kappasmit unters
hiedli
hen α letztli
h unters
hiedli
he Performan
emaÿe sind. Fürden Verglei
h zweier Portfolios mit unters
hiedli
hen Mindestrenditen zX , zYsind dagegen sinnvolle Anwendungen zumindest denkbar.18Für die Varianz von
∆̂κα,zX,zY

= κ̂α,zX (X)− κ̂α,zY (Y )

=
X − zX

α

√
1
n

n∑
i=1

(max(zX −Xi, 0))α

− Y − zY

α

√
1
n

n∑
i=1

(max(zY − Yi, 0))α

,der ges
hätzten Di�erenz zweier Kappas, sei hier nur der Ansatz gezeigt, da si
hdie ausmultiplizierte quadratis
he Form nur unzurei
hend vereinfa
hen lässt.Für die (X,Y )k, k = 1, . . . , n Renditepaare der Portfolios X und Y wird wie-derum angenommen, sie seien unabhängig und identis
h verteilt und die (ge-mis
hten) Momente E(XuY v) für alle {(u, v) |u, v ∈ N0 ; u + v ≤ 4} existent.Zusätzli
h seien P (X < zX) > 0 und P (Y < zY ) > 0.Dann gilt
√
n




(X − zX)− E(X − zX)

Ê
(
(zX −X)α+

)
− E

(
(zX −X)α+

)

(Y − zY )− E(Y − zY )

Ê
(
(zY − Y )α+

)
− E

(
(zY − Y )α+

)




.∼

N



0,Σ =




σ2
X−zX

σX−zX ,(zX−X)α+
σX−zX ,Y−zY σX−zX ,(zY −Y )α+

· σ2
(zX−X)α+

σ(zX−X)α+,Y −zY σ(zX−X)α+,(zY −Y )α+

· · σ2
Y −zY

σY −zY ,(zY −Y )α+

· · · σ2
(zY −Y )α+






.Die Funktion g(a, b, c, d) = a

b − c
d hat den Gradienten ∇g =

(
1
b ,− a

b2 ,− 1
d ,

c
d2

),der an der Stelle
∇g|(a = µX − zX , b = E

(
(zX −X)α+

)
, c = µY − zY , d = E

(
(zY − Y )α+

)
)ausgewertet wird. Die gesu
hte Varianz kann dann mittels

n σ2
∆̂κα,zX,zY

=

4∑

i=1

4∑

j=1

(∇g)iΣij(∇g)j (4.11)bere
hnet werden.18Man stelle si
h vor, die Wertpapiere X und Y seien in vers
hiedenen Währungen notiert.Re
hnet man zwe
ks Verglei
h die Renditen von Y zu den jeweiligen We
hselkursen in dieWährung von X um, so lastet das Währungsrisiko einseitig auf Portfolio Y . Statt dessenkönnte man die Renditen der Ausgangswährungen verwenden und als zX und zY die si
herenRenditen der beiden Währungen wählen.
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ess Return on Value-at-RiskDie Delta-Methode lässt si
h au
h zur Herleitung der asymptotis
hen Varianzdes ERVaR nutzen. Der S
hätzer des ERVaRα ist
̂ERV aRα =

X

−x̂α
,also haben die Funktion g(a, b) = a

−b und deren Gradient ∇g =
(
− 1

b ,
a
b2

)′ eineverglei
hsweise einfa
he Form. Der Grenzwert zur Herleitung der Varianz ist
√
n

(
X − µX

x̂α − xα

)
.∼ N

((
0

0

)
,Σ =

(
σ2
X σX,x̂α

σX,x̂α
σ2
x̂α

)) (4.12)Ferguson (1999) leitet diesen Grenzwert und eine Formel für die asymptotis
heKovarianz von Mittelwert und Quantil σX,x̂α
her:

σX,x̂α
=

τ(α)

f(xα)Im Nenner steht mit f(xα) die Di
hte der Verteilung von X an der Stelle desQuantils xα. Der Ausdru
k τ(α) ist na
h Ferguson
τ(α) = E (Lα(X − xα))mit

Lα(X − xα) =

{
α(x − xα) wenn x > xα,

(1− α)(xα − x) wenn x ≤ xα.Zwe
ks besserer Handhabbarkeit soll die Fallunters
heidung in diesem Term aufeinfa
he Beträge reduziert werden:
Lα(X − xα) = max(α(x − xα), 0) + max((1− α)(xα − x), 0)

= [0, 5α(x− xα) + 0, 5α|x− xα|]
+ [0, 5 (1− α)(xα − x) + 0, 5 (1− α)|xα − x|]

= (0, 5α− 0, 5 (1− α))(x − xα) + (0, 5α+ 0, 5 (1− α))|x − xα|
= (α − 0, 5)(x− xα) + 0, 5 |x− xα|Der Erwartungswert τ(α) = E (Lα(X − xα)) beträgt somit

τ(α) = E [(α− 0, 5)(X − xα) + 0, 5 |X − xα|]
= 0, 5E(|X − xα|) + (α− 0, 5)E(X − xα + µX − µX)

= 0, 5E(|X − xα|) + (α− 0, 5)[E(X − µX)︸ ︷︷ ︸
=0

+ E(µX − xα)]

= 0, 5E(|X − xα|) + (α− 0, 5)(µX − xα). (4.13)
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he InferenzDie Varianz σ2
x̂α

des Quantils
hätzers (und dessen asymptotis
he Normalität)ist s
hon länger bekannt19:
σ2
x̂α

=
α(1− α)

(f(xα))2
(4.14)Zunä
hst wird mittels des Grenzwerts (4.12) und des Gradienten ∇g(a, b) ander Stelle (a = µX , b = xα) die Varianzformel hergeleitet:

nσ2
̂ERV aRX

=

(
− 1

xα
,
µX

x2α

)(
σ2
X σX,x̂α

σX,x̂α
σ2
x̂α

)(− 1
xα

µX

x2
α

)

=
1

x2α
σ2
X − 2

µX

x3α
σX,x̂α

+
µ2
X

x4α
σ2
x̂αHierin (4.13) und (4.14) eingesetzt ergibt:

nσ2
̂ERV aRX

=
σ2
X

x2α
− 2µX [0, 5E(|X − xα|) + (α − 0, 5)(µX − xα)]

x3αf(xα)

+
µ2
Xα(1 − α)

x4α(f(xα))
2

= ERV aR2
X

(
σ2
X

µ2
X

− E(|X − xα|) + (2α− 1)(µX − xα)

µXxαf(xα)

+
α(1− α)

(xαf(xα))2

)Soll diese Varianz aus einer Sti
hprobe ges
hätzt werden, kann man wieder-um die einzelnen Terme dur
h konsistente S
hätzer derselben ersetzen. Für µX ,
σ2
X und xα wurde dies bereits in Abs
hnitt 3.3 bes
hrieben und für E(|X−xα|)bietet si
h der S
hätzer n−1

∑n
i=1 |X − x̂α| an. Es bleibt die Frage na
h einergeeigneten S
hätzmethode für f(xα).Lässt si
h die Verteilung von X gut und zuverlässig dur
h einen bestimmtenVerteilungstyp bes
hreiben, bietet si
h eine parametris
he S
hätzung der Di
h-te an. Im Fall von Finanzmarktdaten ist die t-Verteilung ein guter Kandidat,wenn die Verteilung annähernd symmetris
h ist. Folgt X einer Verteilung ausder Lage-Skalen-Familie einer Standard-tν-Verteilung, dann gilt:
X − µX

σX

√
ν−2
ν

∼ tν19vgl. Stuart und Ord (1987, S. 330f.)
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hst das Quantil xα unter der Annahme der tν -Verteilung:
Ftν


 xα − µX

σX

√
ν−2
ν


 = α

xα − µX

σX

√
ν−2
ν

= F−1
tν (α)

xα = F−1
tν (α)σX

√
ν − 2

ν
+ µX (4.15)Für Di
hten von Lage-Skalen-Familien y = a+ bx gilt die Beziehung

fY (y) =
1

b
fX

(
y − a

b

)
.Eingesetzt a = µX , b = σX

√
(ν − 2)/ν, y = xα und der Di
htefunktion ftνerhält man unter Einsetzen von (4.15) für xα:

f(xα) =
1

σX

√
ν−2
ν

ftν


 xα − µX

σX

√
ν−2
ν




=
1

σX

√
ν−2
ν

ftν



F−1
tν (α)σX

√
ν−2
ν + µX − µX

σX

√
ν−2
ν




=
1

σX

√
ν−2
ν

ftν
(
F−1
tν (α)

)Die Standardabwei
hung σX wird wie übli
h dur
h S∗
X ges
hätzt. Mit der Be-ziehung

γ2(X ∼ t(ν)) =
6

ν − 4
+ 3 ⇔ ν =

6

γ2,X − 3
+ 4 ⇒ ν̂ =

6

γ̂2,X − 3
+ 4kann man aus der empiris
hen Kurtosis die Zahl der Freiheitsgrade einer als

t-verteilt angenommenen Zufallsvariablen s
hätzen.20 Also lautet der S
hätzerfür die Di
hte an der Stelle des Quantils xα:
f̂(xα) =

1√
(ν̂ − 2)/ν̂ SX

ftν̂ (F
−1
tν̂

(α))Falls die t-Verteilung ungeeignet zur Modellierung von f(xα) ers
heint oderman bewusst auf jede parametris
he Annahme verzi
hten mö
hte, kann man20Da diese Formel nur für γ̂2,X > 3 gültig ist, kann für Werte γ̂2,X ≤ 3 die Normalverteilungeingesetzt werden, gegen die die t-Verteilung für ν → ∞ konvergiert. Eine andere Mögli
hkeit,die hier zur Vermeidung von Fallunters
heidungen bevorzugt wird, ist die, eine Untergrenze
3 + δ, δ > 0 zu setzen, unterhalb derer ν̂ auf 6

δ
+ 4 festgelegt wird. Bei δ = 0, 01 führt dies zueiner Obergrenze von 604 Freiheitsgraden, einer fast exakten Näherung der Normalverteilung.
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he Inferenzau
h ni
htparametris
he Verfahren zur Di
htes
hätzung einsetzen. Das (nebendem Histogramm) wohl am weitesten verbreitete Verfahren in diesem Berei
hist die Kerndi
htes
hätzung.21 Hierbei werden jedem Datenpunkt und seinerUmgebung gemäÿ einer Bandbreite und einer Kernfunktion eine Wahrs
hein-li
hkeitsmasse (meist 1/n) zugewiesen. Erstere bestimmt die Form, in der Wahr-s
heinli
hkeitsmasse auf die Umgebung eines Datenpunkts verteilt wird, letzteredie Breite der lokalen Umgebung. S
hlieÿli
h werden die einzelnen Wahrs
hein-li
hkeitsmassen aufaddiert und ergeben bei vielen Verfahren eine Funktion, diedie Eigens
haften einer Di
htefunktion aufweist. Die Form dieser Funktion wirdmaÿgebli
h dur
h die Bandbreite bestimmt. Kleine Bandbreiten bedeuten star-ke Ballung der Wahrs
heinli
hkeitsmasse in der engeren Umgebung von Daten-punkten. Im Kontext der Anwendung auf die Varianz des ERVaR muss bea
h-tet werden, dass im Falle, dass n · α ganzzahlig ist, immer ein Datenpunkt auf
xα = xnα fällt und die Kernfunktion an diesem Punkt in der Regel ihr Maximumerrei
ht. Ist n ·α ni
ht ganzzahlig, fällt bei der angewendeten Interpolationsme-thode für xα kein Datenpunkt auf das ges
hätzte Quantil. Somit muss mandamit re
hnen, dass E(f̂(xα)) von der Ganzzahligkeit von n · α abhängt. DieStärke dieses E�ekts ist stark von der extern (ggf. über einen Anpassungsalgo-rithmus) vorzugebenden Bandbreite abhängig.Aus diesen Gründen wird hier ein anderes Verfahren eingesetzt, das eine lokaleLinearisierung der empiris
hen Verteilungsfunktion vornimmt. Bei stetigen Zu-fallsvariablen gilt f(x) = dF (x)/dx. Die theoretis
he Verteilungsfunktion F (x)lässt si
h mit steigendem n na
h dem Satz von Glivenko-Cantelli beliebig genaudur
h die empiris
he Verteilungsfunktion F̂ (x) s
hätzen. Allerdings lässt si
hdie Di
hte ni
ht direkt mittels der Ableitung bestimmen, da F̂ (x) eine Treppen-funktion mit bis zu n Sprungstellen ist, so dass dF̂ (x)/dx an allen Stellen glei
hnull ist � auÿer den Sprungstellen, an denen F̂ (x) ni
ht di�erenzierbar ist.Diesem Problem kann man dadur
h begegnen, dass man gröÿere Abs
hnitte derempiris
hen Verteilungsfunktion betra
htet. Dabei kann man entweder eine fes-te Bandbreite de�nieren und zählen, wie viele Sprungstellen in diesen Berei
hfallen22, oder man gibt die Anzahl der Sprungstellen vor und betra
htet, wieweit die beiden äuÿeren Sprungstellen voneinander entfernt sind. Hier wird letz-tere Mögli
hkeit angewandt.Konkret werden zur S
hätzung von f(x0) der k-gröÿte Sti
hprobenwert kleinerals x0, x−k, und der k-kleinste Sti
hprobenwert gröÿer als x0, x+k, in Betra
htgezogen. Gibt es keine doppelten Daten und tau
ht x0 in der Sti
hprobe auf,weist die empiris
he Verteilungsfunktion auf dem Abs
hnitt x−k bis x+k genau
2k Sprungstellen der Höhe 1/n auf. Dementspre
hend ist die dur
hs
hnittli
heSteigung auf diesem Abs
hnitt

F̂ (x+k)− F̂ (x−k)

x+k − x−k
=

2k/n

x+k − x−k21Siehe hierzu z.B. Wand und Jones (1995) oder Silverman (1998).22Dies entspri
ht einer Kerndi
htes
hätzung mit der Glei
hverteilung als Kernfunktion.
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hätzer für f(x0).23 Dieses Prinzip soll nun auf die S
hätzung von f(xα)angewendet werden. S
hätzen wir xα mit Interpolation, so gilt bei aufsteigenderSortierung der Werte x1, . . . , xn die Eingrenzung x⌊nα⌋ ≤ x̂α ≤ x⌈nα⌉.Ist das Produkt n · α ganzzahlig, gilt x⌊nα⌋ = x⌈nα⌉ und der S
hätzer für f(xα)ist:
f̂(xα) =

2k

n(xnα+k − xnα−k)Zwis
hen den Werten xnα−k und xnα+k hat die empiris
he Verteilungsfunktion
2k Sprungstellen der Höhe 1/n, wobei eine Sprungstelle, auf die mehrere Wertefallen, als mehrere Sprungstellen gezählt wird. Der S
hätzwert für die Di
hteist die Steigung der in der der Abbildung 4.1a eingezei
hneten Gerade zwis
henden entspre
henden Punkten auf der Verteilungsfunktion.

x

F(x)

x0x- x+

2k

^ 

 n 

a) n · α ganzzahlig, k = 2

x

F(x)

x0x- x+

2k - 1

^ 

 n 

b) n · α ni
ht ganzzahlig, k = 2S
hätzung der Di
hte an der Stelle x0 dur
h die Steigung einer Gerade zwis
hen Sprungstellender empiris
hen VerteilungsfunktionAbbildung 4.1: Ni
htparametris
her Di
htes
hätzerFür ni
ht ganzzahlige Werte von n · α gilt dasselbe Prinzip, nur fällt auf x̂αkein Wert und die Funktion übers
hreitet nur 2k− 1 Sprungstellen (Abbildung4.1b):
f̂(xα) =

2k − 1

n(x⌊nα⌋+k − x⌈nα⌉−k)Wie bei anderen Methoden der Di
htes
hätzung hat au
h hier die Wahl desGlättungsparameters k groÿen Ein�uss auf die statistis
hen Eigens
haften desDi
htes
hätzers. Ist k klein, im Extremfall k = 1, ist die Varianz des S
hätzers
f̂(x0) ho
h - man stelle si
h vor, dass die beiden nä
hstliegenden Werte in derSti
hprobe zufällig sehr nahe bei x0 liegen. Dann ist der Nenner des Bru
hs23Dieses Verfahren hat Ähnli
hkeit mit dem Nä
hste-Na
hbarn-Verfahren (siehe z.B. Sil-verman (1998, S. 96 �.)), bei dem zur S
hätzung von f(x0) ebenfalls die Abstände zu den
x0 nä
hstliegenden Werten herangezogen werden. Der Hauptunters
hied des hier vorges
hla-genen Verfahrens ist, dass hier jeweils glei
h viele Na
hbarn gröÿer und kleiner x0 gesu
htwerden. Beim klassis
hen Nä
hste-Na
hbarn-Verfahren spielt die Ri
htung der Na
hbars
haftkeine Rolle, es können sogar alle Na
hbarn von x0 aus gesehen in derselben Ri
htung liegen.
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he Inferenzentspre
hend klein und der Wert des S
hätzers sehr ho
h. Ist k groÿ, liegen dieWerte x−k und x+k weit auseinander. Wenn die wahre Di
hte zwis
hen x−k und
x+k ni
ht konstant ist, ist der S
hätzer verzerrt.Bei der Anwendung der S
hätzmethode auf die Di
hte an der Stelle des Value-at-Risk f̂(x̂α) kommt hinzu, dass linksseitig von x̂α nur (⌈nα⌉ − 1) Datenpunkteliegen, und dies sind bei übli
hen Gröÿen für α und n nur sehr wenige. Diesbegrenzt den Parameter k; für nα ≤ 1 ist der S
hätzer gar ni
ht anwendbar. Istdie Untergrenze x−k des S
hätzberei
hs das Minimum (x1) der Sti
hprobe, istder S
hätzer entspre
hend ausreiÿeranfällig. Aus diesem Grund ist es sinnvoll,die Wahl des Parameters k ni
ht von n, sondern von nα abhängig zu ma
hen.Hier wird k na
h folgender Formel festgelegt:

k = ⌈
√
⌈nα− 1⌉ ⌉In Abbildung 4.2 wird die Abhängigkeit von k vom Produkt n · α verdeutli
ht.Grundsätzli
h sollte man für kleine Werte von nα überlegen, ob man ni
ht anStelle dieses ni
htparametis
hen Verfahrens die oben genannte parametris
heMethode oder ein spezielles Modell zur Anpassung der Ränder von Verteilungenvorziehen sollte.

Gestri
helte Linie: n · αDünne Linie: Anzahl Werte kleiner als das α-Quantilin der Sti
hprobeBreite Linie: Parameterwert k bei gegebenem n · αAbbildung 4.2: Abhängigkeit des Parameters k von n · α



4.2. Die Bootstrap-Methode 984.1.3 Kon�denzintervalle auf Basis der VarianzformelnKon�denzintervalle [θ̂−(α), θ̂+(α)] sind Paare von S
hätzern, die einen unbe-kannten Parameterwert θ mit einer Wahrs
heinli
hkeit 1− α eins
hlieÿen. Einezusätzli
he wüns
henswerte Eigens
haft liegt darin, dass der Wert θ glei
h oftüber- wie unters
hätzt werden sollte, d.h. P (θ̂+(α) < θ) = P (θ̂−(α) > θ) = α/2(Überde
kungssymmetrie24).Da die Punkts
hätzer der Performan
emaÿe θ̂ asymptotis
h normalverteiltsind, kann man auf gewohnte Weise Kon�denzintervalle auf Basis der Quantileder (Standard-)Normalverteilung bere
hnen. Demna
h sind die Grenzen einesasymptotis
hen Kon�denzintervalls zum Niveau 1− α gegeben dur
h
θ̂ ± u1−α

2
· σ̂θ̂ .Dies ist eine asymptotis
he Aussage � für (n → ∞) sind die oben genanntenwüns
henswerten Eigens
haften erfüllt. Für konkrete Anwendungen stellt si
hdie Frage, ob und inwieweit diese Asymptotik im Einzelfall eine geeignete Nä-herung darstellt (siehe hierzu Kapitel 5). Dabei wird deutli
h werden, dass dieAntwort stark von der jeweiligen Ausgangslage (untersu
htes Performan
emaÿ,Sti
hprobengröÿe, Parameter) abhängt.4.2 Die Bootstrap-MethodeDie Bootstrapping-Verfahren (kurz: der Bootstrap) stellen eine grundsätzli
handere inferenzstatistis
he Herangehensweise dar. Das Ziel liegt hier ni
ht inder Gewinnung theoretis
her Gröÿen, die ggf. ans
hlieÿend empiris
h s
hätzbarsind. Statt dessen sollen Eigens
haften von S
hätzern in einer konkreten An-wendungssituation simulativ auf Basis derselben Sti
hprobenwerte gewonnenwerden, aus denen die S
hätzwerte bere
hnet wurden. Der Bootstrap gehörtzur Klasse der Resampling-Verfahren (= Verfahren, die auf erneutem Ziehenaus Sti
hprobendaten beruhen) und wurde in Efron (1979) erstmals zusam-menhängend dargestellt. Vorteile des Verfahrens sind ein sehr breites Anwen-dungsspektrum, einfa
he Dur
hführung und die Mögli
hkeit zum Verzi
ht aufVerteilungsannahmen. Heute werden eine gröÿere Zahl vers
hiedener Ansätzezu den Bootstrapverfahren gezählt. In dieser Arbeit wird nur eines dieser Ver-fahren, der ni
htparametris
he Bootstrap, verwendet. Auf dessen Basis könnenmit mehreren unters
hiedli
hen Methoden Kon�denzintervalle für interessieren-de Gröÿen bere
hnet werden. Fünf davon werden im zweiten Teil dieses Ab-s
hnitts erläutert. Ans
hlieÿend werden einige Anwendungen des Bootstrap aufPerforman
emaÿe vorgestellt. Die Ausführungen sind re
ht kurz gehalten, aufHerleitungen und Beweise wird weitgehend verzi
htet. Ausführli
he Darstellun-gen der Bootstrapverfahren bieten Efron und Tibshirani (1993) und Davisonund Hinkley (1997).24Dieser Ausdru
k wurde gewählt, um Verwe
hslungen mit der Eigens
haft auszus
hlieÿen,dass die Intervallgrenzen glei
hen Abstand zum Punkts
hätzer haben (Symmetrie um tn).



99 Kapitel 4. Statistis
he Inferenz4.2.1 Der ni
htparametris
he BootstrapGesetzt, θ sei eine theoretis
he Gröÿe, die dur
h die Verteilung eines Vektorsvon Zufallsvariablen X festgelegt ist. Es existiere nun ein S
hätzer
θ̂ = g(F̂ (X)),dessen unbekannte Verteilungseigens
haften uns interessieren.Wir verfügen über eine Sti
hprobe xN = (x1, . . . ,xn) von n unabhängigen Rea-lisationen aus X, aus der wir die empiris
he Verteilungsfunktion Fn und denS
hätzwert tn = θ̂xN

= g(Fn) bere
hnen können. Die Verteilungsfunktion von
X, F , und der wahre Wert θ seien unbekannt. Es wird � von Regularitätsbe-dingungen abgesehen � keine Annahme über die Form von F getro�en.25 Wiekönnen nun Aussagen über die Verzerrung, die Varianz oder � allgemeiner be-tra
htet � über die Verteilung von θ̂ gewonnen werden?Würden wir F kennen, könnten wir aus F per Simulation beliebig viele Da-tenreihen der Länge n generieren, jeweils tn bere
hnen und so die Verteilungvon θ̂ für eine bestimmte Sti
hprobenlänge n näherungsweise bestimmen. DieGrundidee des ni
htparametris
hen Bootstrap ist, genau dies zu tun, indem dieempiris
he Verteilungsfunktion Fn als S
hätzung für die unbekannte Verteilung
F verwendet wird. Dies entspri
ht dem Ziehen mit Zurü
klegen aus der vorlie-genden Sti
hprobe xN . Eine Pseudo-Sti
hprobe der Länge n dur
h Ziehen mitZurü
klegen aus n Ausgangsdaten wird als Bootstrap-Sti
hprobe x∗ bezei
hnet.Aus dieser Bootstrap-Sti
hprobe wird auf dieselbe Weise wie aus der Ausgangs-sti
hprobe die Gröÿe θ ges
hätzt, der S
hätzwert wird als Bootstrap-Replikation
t∗n bezei
hnet. Dieses Verfahren wird nun B-mal wiederholt. Die aus (x∗

1, . . . ,x
∗
B)bere
hneten Werte für t∗n,nämli
h (t∗n1, . . . , t

∗
nB), ergeben die Bootstrapvertei-lung des S
hätzers θ̂, dargestellt dur
h die empiris
he Verteiltungsfunktion F ∗

θ̂n
.Aus dieser Bootstrapverteilung kann man S
hätzer für einige interessierendeGröÿen bere
hnen.

• Der Bootstrap-S
hätzer für den Standardfehler von θ̂ ist die empiris
heStandardabwei
hung der Bootstrap-Replikationen
SE∗

θ̂
=

√√√√ 1

B − 1

B∑

b=1

(t∗nb − t∗n)
2.

• Die Verzerrung des S
hätzers θ̂ kann als Abwei
hung des Mittelwerts derBootstrap-Verteilung t∗n vom S
hätzwert aus der Sti
hprobe tn ges
hätztwerden. bias∗
θ̂
= t∗n − tn25Beim hier ni
ht dargestellten parametris
hen Bootstrap gehen wir hingegen davon aus,dass wir die Verteilung von X mit Ausnahme einer oder mehrerer Verteilungsparameter ken-nen.



4.2. Die Bootstrap-Methode 100Die Frage na
h der Wahl von B kann zwe
ks Minimierung des Simulationsfehlersprinzipiell mit �so groÿ wie mögli
h� beantwortet werden, wenn als praktis
heBegrenzung von B der hinnehmbare Aufwand an Re
henzeit gesehen wird. Einsinnvoller Mindestwert für B ist situationsabhängig; Efron und Tibshirani (1993,S. 52) sehen B = 200 für die S
hätzung von Standardfehlern als ausrei
hend an.Für Kon�denzintervalle seien erhebli
h höhere Replikationszahlen notwendig,Efron und Tibshirani re
hnen für 90%- und 95%-Kon�denzintervalle in der Re-gel mit B = 2000.Bei der Wahl von B sollte man au
h bea
hten, dass es beim ni
htparametris
henBootstrap, einer Simulation auf Basis von Sti
hprobendaten, im Verglei
h zu ei-ner exakten Lösung auf Basis einer bekannten theoretis
hen Verteilung (mindes-tens) zwei Fehlerquellen gibt: Erstens ist der Ausgangspunkt ni
ht die theoreti-s
he Verteilung von X, sondern die empiris
he Verteilung einer einzelnen Sti
h-probe. Ob die konkrete empiris
he Verteilung eine gute Näherung der wahrenVerteilung ist, ist im Einzelfall unbekannt. Tendenziell wird dieser �Sti
hproben-fehler� mit steigender Sti
hprobengröÿe n kleiner. Zweitens erfolgt die Bere
h-nung der Ergebnisse ni
ht über eine exakte mathematis
he Herleitung, sondernüber eine Simulation. Der �Simulationsfehler� sinkt mit steigender Anzahl vonBootstrapreplikationen B. Wenn die Anzahl vorhandener Daten n vorgegebenist, kann man dur
h Erhöhung von B nur den Simulationsfehler reduzieren, aberni
ht den Sti
hprobenfehler. Mängel aus einer sehr s
hmalen Datenbasis könnenalso ni
ht dur
h eine besonders hohe Anzahl von Bootstrapreplikationen ausge-gli
hen werden.Zudem ist es ni
ht immer klar, ob si
h ein Bootstrap-Ansatz für einen kon-kreten Anwendungsfall eignet. Der Bootstrap lässt si
h zwar auf sehr vielfälti-ge Problemstellungen anwenden, aber es sind Situationen bekannt, für die derBootstrap ungeeignet ist. Wenn beispielsweise θ̂ das Sti
hprobenminimum istund man dessen Eigens
haften wie oben bes
hrieben mit dem ni
htparametri-s
hen Bootstrap untersu
hen will, werden die Bootstrapreplikationen stets Wer-te annehmen, die in der Ausgangssti
hprobe auftau
hen; kleinster und häu�gsterWert wird das Sti
hprobenminimum der Ausgangssti
hprobe sein.26 Einen Ein-stieg in die Problematik �ndet man in Davison und Hinkley (1997, S. 37 �.),eine ausführli
he Darstellung in Mammen (1992).Da wir in dieser Arbeit hauptsä
hli
h mit simulierten Daten arbeiten, die wah-ren Werte θ kennen und mit der Delta-Methode einen Verglei
hsansatz zur Ver-fügung haben, sollten wir ggf. in der Lage sein zu erkennen, wann Bootstrap-Ansätze s
hle
hte Ergebnisse liefern.Beispiel DAX/BMW: Als Beispiel für die Bere
hnungen in diesem Ab-s
hnitt betra
hten wir monatli
he Renditen des DAX und der BMW-Aktie ausfünf Jahren27, für die wir das Treynor-Ratio s
hätzen. Wir haben se
hzig Da-tenpaare (MDAX , XBMW ), kurz (M,X) zur Verfügung. Unter Verna
hlässigung26Für n → ∞ mit der Wahrs
heinli
hkeit limn→∞[1− (1 − 1/n)n] = 1− e−1 ≈ 0, 6321.27Stetige Monatsrenditen der Jahre 2007 - 2011 von DAX 30 (ISIN DE0008469008) undBMW (ISIN DE0005190003) auf Basis von bereinigten S
hlusskursen zum Monatsersten aus



101 Kapitel 4. Statistis
he Inferenzeines si
heren Zinssatzes (Rf = 0) erhalten wir aus der Sti
hprobe folgende Wer-te:
M = −0, 00160 X = 0, 00334

S∗
M = 0, 06705 S∗

X = 0, 09627

S∗
M,X = 0, 00486 rM,X = 0, 75254

T̂ rX =
XS∗

M

S∗

X
rM,X

= 0, 003091 = tnBei der Anwendung des einfa
hen ni
htparametris
hen Bootstrapverfahrens neh-men wir ganz analog zu Abs
hnitt 4.1 an, die Renditepaare seien unabhängigund identis
h verteilt. Es werden nun aus den n = 60 Datenpaaren ((M,X)1,
. . ., (M,X)60) mit Zurü
klegen B = 2000 Pseudo-Sti
hproben zu je 60 Wertengezogen und daraus die Werte t∗601, . . . , t∗602000 bere
hnet. Der Dur
hs
hnitt die-ser Werte war bei diesem Simulationslauf t∗60 = 0, 003446. Demna
h beträgt derges
hätzte Biasbias∗

T̂ rX
= t∗60 − T̂ rX = 0, 003446− 0, 003091 = 0, 000355.Der Standardfehler als empiris
he Standardabwei
hung der t∗60 beträgt

SE∗
T̂ rX

= 0, 01235.4.2.2 Bootstrap-Kon�denzintervalleFür Bootstrap-Kon�denzintervalle sind die Werte t∗n Ausgangspunkt der Be-re
hnungen. Zwei Bere
hnungsansätze sind intuitiv verständli
h, erstens die Ver-wendung des ges
hätzten Standardfehlers zur Konstruktion eines Kon�denzin-tervalls um den S
hätzwert herum und zweitens die Ermittlung von Quantilender Bootstrapverteilung. Beide Methoden lassen si
h no
h verfeinern.4.2.2.1 Bootstrap-Kon�denzintervalle über StandardfehlerKann man davon ausgehen, dass ein S
hätzer θ̂ approximativ normalverteilt ist,kann man das Kon�denzintervall
θ̂ ± ŜEθ̂ · F

−1
tn−1

(1− α/2)verwenden, ein Intervall um den S
hätzwert herum, dessen Breite vom ges
hätz-ten Standardfehler des S
hätzers und dem (1−α/2)-Quantil der t-Verteilung mit
n− 1 Freiheitsgraden determiniert wird. Es liegt nun nahe, den Standardfehlerdes S
hätzers wie oben gezeigt per Bootstrap zu s
hätzen. Das Kon�denzinter-vall lautet dann:28

tn ± SE∗
θ̂
· F−1

tn−1
(1− α/2),und wenn man zusätzli
h no
h die Verzerrung berü
ksi
htigt:

tn − bias∗
θ̂
± SE∗

θ̂
· F−1

tn−1
(1− α/2).dem XETRA-Handel, Daten von �nan
e.yahoo.
om.28vgl. Efron und Tibshirani (1993, Formel (12.19) auf S. 159)



4.2. Die Bootstrap-Methode 102Dieses Kon�denzintervall wird im Folgenden als Bootstrap-t-Kon�denzintervallbezei
hnet.Oft wird die Verteilung von θ̂ bei gegebener Sti
hprobengröÿe nur unzurei-
hend dur
h eine Normalverteilung approximiert oder man mö
hte auf dieseparametris
he Annahme von vornherein verzi
hten. Dazu lässt si
h obiger An-satz erweitern, denn man kann au
h die Prüfverteilung aus den Daten herausper Bootstrap ermitteln. Wir ermitteln dazu für jede Bootstrap-Sti
hprobe diestudentisierte Gröÿe
Z∗
b =

t∗nb − tn

ŜE(θ̂|Fx
∗

b
)
=

t∗nb − tn
SE∗(t∗nb)Im Nenner des ersten Bru
hs steht der Standardfehler des S
hätzers θ̂, wenn θ̂aus der empiris
hen Verteilungsfunktion der b-ten Bootstrap-Sti
hprobe bere
h-net wird. Wenn keine Formel für ŜE(θ̂|Fx

∗

b
) zur Verfügung steht, kann man die-sen Standardfehler wiederum per Bootstrap s
hätzen. Dazu wird die zugehörigeBootstrap-Sti
hprobe x∗

b herangezogen, aus der C neue Bootstrap-Sti
hproben(zweiter Ordnung) x∗∗
b c gezogen werden. Aus jeder Bootstrap-Sti
hprobe zwei-ter Ordnung wird ein Parameters
hätzwert t∗∗nbc ermittelt. Der Standardfehler

SE(θ̂|Fx
∗

b
) lässt si
h dann als empiris
he Standardabwei
hung

SE∗(t∗nb) =

√√√√√
C∑

c=1
(t∗∗nbc − t∗∗nb)

2

C − 1s
hätzen. Nun lassen si
h die Werte Z∗
b bere
hnen. Die empiris
he Verteilung der

B Werte von Z∗
b dient als Prüfverteilung für tn, die nur für die gegebene Sti
h-probe xN gültig ist und für ein Kon�denzintervall desselben S
hätzers bei eineranderen Sti
hprobe vollständig neu bere
hnet werden muss. Das studentisierteBootstrap-Kon�denzintervall
[
tn + SE∗

θ̂
· F−1

Z∗ (α/2) , tn + SE∗
θ̂
· F−1

Z∗ (1− α/2)
]liegt nun ni
ht mehr symmetris
h um tn, da im Normalfall F−1

Z∗ (α/2) 6= −F−1
Z∗ (1−

α/2) ist.Diese Methode hat den Vorteil, si
h automatis
h an die Form der Bootstrap-Verteilung anzupassen und konvergiert s
hneller gegen das exakte Kon�denz-intervall als das einfa
he t-Kon�denzintervall.29 Efron und Tibshirani (1993, S.161 f.) kritisieren dagegen, das studentisierte Bootstrap-Intervall sei zwar in vie-len Fällen, z.B. bei Lagemaÿen, gut anwendbar, neige aber in anderen Fällenzu erratis
hem Verhalten. Zudem erhöht das �doppelte� Bootstrappen, das fürdie Ermittlung der Prüfverteilung nötig ist, den Re
henaufwand stark. Au
hwenn man si
h na
h dem von Efron und Tibshirani (1993, S. 161 f.) vorges
hla-genen Mindestwert von C = 25 (bei B ≥ 1000) ri
htet, vervielfa
ht si
h derRe
henaufwand.29siehe Davison und Hinkley (1997, S. 211 �.)



103 Kapitel 4. Statistis
he InferenzDer doppelte Bootstrap ist, da wir die Varianzformeln aus Abs
hnitt 4.1 ken-nen, ni
ht die einzige zur Verfügung stehende Methode zur S
hätzung der Stan-dardfehler SE(θ̂|Fx
∗

b
). Man kann au
h auf Basis jeder Bootstrap-Replikation x

∗
bdie Varianz σ2

θ̂
des jeweiligen Performan
emaÿs
hätzers s
hätzen und (dessenQuadratwurzel) in den Studentisierungsterm einsetzen:

Z∗
b =

t∗nb − tn

ŜE(θ̂|Fx
∗

b
)
=
t∗nb − tn
Sθ̂(x

∗
b )Diese Methode spart gegenüber dem doppelten Bootstrap in erhebli
hem MaÿeRe
henzeit und wird in dieser Arbeit für das studentisierte Bootstrap-Kon�-denzintervall dur
hgehend verwendet. Dabei wird stets die Varianzformel ohneVerteilungsannahme für die Renditen verwendet.4.2.2.2 Bootstrap-Kon�denzintervalle über PerzentileEine zweite einfa
he Mögli
hkeit zur Bestimmung von Kon�denzintervallen be-steht darin, die Bootstrap-Verteilung F ∗

θ̂n
unmittelbar als Näherung der Ver-teilung des S
hätzers Fθ̂n

zu verwenden. Entspre
hend besteht das Perzentil-Kon�denzintervall [
t∗n(⌈B·α2 ⌉) , t

∗
n(⌈B·(1−α

2 )⌉)

]aus den empiris
hen (α/2)- und (1 − α/2)-Quantilen der Bootstrapverteilung
F ∗
θ̂n
.Dieses Kon�denzintervall eignet si
h gut als erster Referenzpunkt, da es keinerleiVerteilungmodell impliziert, lei
ht zu bere
hnen ist und gegebenenfalls vorhan-dene Grenzen des De�nitionsberei
hs von θ respektiert.30 Die Präzision dieserIntervalle ist dagegen häu�g unbefriedigend.31 Die Konvergenz in Ri
htung derexakten, überde
kungssymmetris
hen Kon�denzintervalle ist für n→ ∞ relativlangsam und die Häu�gkeit der Überde
kung des wahren Parameters kann inpraktis
hen Anwendungen deutli
h vom theoretis
hen Niveau (1−α) abwei
hen.Eine Fortentwi
klung des Perzentil-Kon�denzintervalls stellt das BCa - Kon-�denzintervall (BCa = Bias-
orre
ted, a

elerated) dar.32 Es besteht ebenfallsaus zwei Quantilen der Bootstrap-Verteilung F ∗

θ̂n
:

[
t∗n(⌈Bα1⌉) , t

∗
n(⌈Bα2⌉)

]Anstelle der α- und (1−α)-Quantile sind die (empiris
hen) α1- und α2-Quantileder Bootstrap-Verteilung die Grenzen des Kon�denzintervalls. Die Werte α1 und30Vgl. Efron und Tibshirani (1993, S. 171 �.). Soll zum Beispiel ein Kon�denzintervallfür das Bestimmtheitsmaÿ R2 einer Regression ermittelt werden, liegen die Grenzen einesPerzentil-Kon�denzintervalls stets im Berei
h zwis
hen 0 und 1. Bei den Kon�denzintervallenaus Abs
hnitt 4.2.2.1 können die Grenzen au
h darüber hinausgehen.31vgl. Davison und Hinkley (1997, S. 203, S. 211�.), Efron und Tibshirani (1993, S. 174f.)32vgl. Efron und Tibshirani (1993, S. 184 �.); ausführli
he Darstellung in Efron (1987)
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α2 sind

α1 = Φ

(
ẑ0 +

ẑ0 + uα
2

1− â
(
ẑ0 + uα

2

)
) und

α2 = Φ

(
ẑ0 +

ẑ0 + u1−α
2

1− â
(
ẑ0 + u1−α

2

)
)
,wobei Φ die Verteilungsfunktion und uz das z-Quantil der Standardnormalver-teilung sind. Sind der Verzerrungskorrekturterm ẑ0 und der Akzelerationsterm

â beide null, erhält man das gewöhnli
he Perzentil-Kon�denzintervall. Zur Be-re
hnung der beiden Terme:
ẑ0 ist das Standardnormal-Quantil des Anteils der gebootstrapten Werte, diekleiner oder glei
h tn sind:

ẑ0 = Φ−1
(
F ∗
θ̂n
(tn)

)Der Term wird null, wenn genau die Hälfte der Bootstrapreplikationen kleineroder glei
h dem S
hätzwert aus der Sti
hprobe sind.
â kann mit Hilfe der Ja
kknife-Methode33 ermittelt werden:

â =

n∑
i=1

(
θ̂ jack
(·) − θ̂ jack

(i)

)3

6

[
n∑

i=1

(
θ̂ jack
(·) − θ̂ jack

(i)

)2]1,5BCa-Kon�denzintervalle teilen die positiven Eigens
haften der Perzentil-Intervalle,konvergieren aber verglei
hbar s
hnell wie die studentisierten Bootstrap-Intervalle.34Solange die Sti
hprobenlänge n ni
ht zu groÿ ist, wird nur wenig zusätzli
he Re-
henzeit benötigt.Beispiel DAX/BMW (Fortsetzung): Für die oben aus Renditedaten desDAX und der BMW-Aktie generierte Bootstrap-Verteilung F ∗
TrX ,n=60,B=2000erhalten wir folgende 95%-Kon�denzintervalle:

• Bootstrap-t-Kon�denzintervall ohne Korrektur des Bias:
T̂ rX ± SE∗

T̂ rX
· F−1

t59 (0, 975)

⇒ 0, 00309± 0, 01235 · 2, 00099
⇒ [−0, 02162 , 0, 02780]33Der Ja
kknife ist ebenfalls ein Resampling-Verfahren, bei dem in der hier verwendeteneinfa
hsten Version die interessierende Statistik unter Wegfall von jeweils genau einem Wertwiederholt neu bere
hnet wird: θ̂ jack

(i)
(x) = θ̂(x\xi). Der Ja
kknife-S
hätzer θ̂ jack

(·)
ist derMittelwert aller mögli
hen Ja
kknife-Replikationen:

θ̂ jack

(·)
=

1

n

n∑

i=1

θ̂ jack

(i)Eine kurze Einführung in die Ja
kknife-Methode bietet Efron und Tibshirani (1993, Kap. 11,S. 141 - 152)34vgl. Efron und Tibshirani (1993, S.187)
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• Bootstrap-t-Kon�denzintervall mit Bias-Korrektur: Das Intervall wird umden Bias von 0,000355 na
h unten vers
hoben:

[−0, 02198 , 0, 02744]

• Studentisiertes Bootstrap-Kon�denzintervall
[−0, 01887 , 0, 02805]

• Perzentil-Kon�denzintervall
[
t∗60 (⌈2000·0,025⌉=50) , t

∗
60 (⌈2000·0,975⌉=1950)

]
= [−0, 01967 , 0, 02881]

• BCa-Kon�denzintervall
[
t∗60 (37) , t

∗
60 (1935)

]
= [−0, 0201 , 0, 0281]4.2.3 Bootstrapping von Performan
emaÿenBootstrap-Verfahren lassen si
h direkt auf die vers
hiedensten Performan
emaÿeanwenden. Die am Beispiel des Treynor-Ratios gezeigte Vorgehensweise kannman analog bei allen anderen hier gezeigten Performan
emaÿen einsetzen.35Bootstrap-Verfahren wurden bereits von einer Reihe von Autoren zur Un-tersu
hung der statistis
hen Eigens
haften von Performan
emaÿen angewandt.Vinod und Morey (2000) wenden den Bootstrap zur S
hätzung von Kon�-denzintervallen auf Sharpe- und Treynor-Ratio an, S
herer (2004) themati-siert den Bootstrap bei Sharpe- und Sortino-Ratio und s
hlägt eine einfa
heAR(1)-Korrektur für autokorrelierte Daten vor. Kosowski et al. (2006), Ko-sowski et al. (2007) und Fama und Fren
h (2010) setzen den Bootstrap zurAnalyse von Multifaktor-Alphas bei Hedge- bzw. Publikumsfonds ein. Keinerdieser Autoren untersu
ht die Qualität der benutzten Varianz- und Intervall-s
hätzer. Dies leisten Ledoit und Wolf (2008), die bei Gültigkeit von H0 :

ShX = ShY die Ablehnungshäu�gkeiten von fünf vers
hiedenen Tests verglei-
hen: drei Tests unter Annahme eines normalverteilten S
hätzers � mit Jobson-Korkie-Varianzformel (na
h Memmel-Korrektur) bzw. zwei vers
hiedenen HAC-Varianzs
hätzern � und zwei Bootstrap-Tests: einem auf Basis eines symme-tris
hen studentisierten Bootstrap-Kon�denzintervalls und einem auf Basis ei-nes Cir
ular-Blo
k-Bootstrap-Kon�denzintervalls. Demna
h hält nur das Blo
k-Bootstrap-Intervall den vorgegebenen α-Fehler bei allen datenerzeugenden Pro-zessen (i.i.d., GARCH und VAR) ein. Alle anderen Tests neigen dazu, zu liberal35Zweifel sind hier allenfalls beim ERVaR angebra
ht, da dort Quantile ges
hätzt werden.Bei der S
hätzung von Quantilen aus Bootstrap-Sti
hproben einer Ausgangssti
hprobe kannstets nur eine begrenzte Zahl an S
hätzwerten auftau
hen. Ist das Produkt n · α ganzzahlig,bes
hränkt si
h die Menge mögli
her Bootstrap-S
hätzwerte auf die Menge der in der Aus-gangssti
hprobe realisierten Werte. Inwiefern Bootstrap-Kon�denzintervalle für den ERVaRbrau
hbar sind, wird im Rahmen der Simulationen in Abs
hnitt 5.4 erörtert.



4.3. Weitere Ansätze 106zu sein, wobei es aber nur bei autokorrelierten Daten bzw. bei Verwendung desNV-Tests mit Jobson-Korkie-Varianzen (bei ni
ht i.i.d.-normalverteilten Rendi-ten) zu erhebli
hen Übers
hreitungen des vorgegebenen Niveaus α (1 %, 5 %bzw. 10 %) kommt.4.3 Weitere AnsätzeMorey und Morey (2000) leiten folgende Grenzen für ein (1−α)-Kon�denzintervallfür das Treynor-Ratio her:36
[KI−1−α,KI

+
1−α] =

Xβ̂ ± t

√
X

2
S2
β̂
+

S2
X

n

(
β̂2 − t2S2

β̂

)

β̂2 − t2S2
β̂

,wobei t = tn−1(1−α
2 ) das 1−α

2 -Quantil der t-Verteilung mit n−1 Freiheitsgradenist. Dieses Intervall ist nur dann anwendbar, wenn der S
hätzwert von β̂ zumNiveau α statistis
h signi�kant von null vers
hieden ist, da sonst der Nenner desBru
hs negativ wird.Pedersen und Sat
hell (2000) entwi
keln Kon�denzintervalle für Jensens Alphain einem asymmetris
hen Verteilungsmodell.

36Formel (20) in Morey und Morey (2000) unter Korrektur eines Dru
kfehlers; vgl. ebd.,Formel (22)



Kapitel 5SimulationenDie Varianzformeln aus dem letzten Kapitel sind Ergebnisse asymptotis
herHerleitungen. Nun sollen die Eigens
haften der einzelnen Varianzs
hätzer mitHilfe von Monte-Carlo-Simulationen untersu
ht werden. Auÿerdem werden dieMethoden zur Herleitung von Kon�denzintervallen aus dem letzten Kapitel ge-prüft.Monte-Carlo-Simulationen haben im Verglei
h zur Arbeit mit realen Datenden Vorteil, dass man die Ausgangsparameter des Simulationsprozesses voll-ständig kennt. Dies gilt erstens für die Verteilung und die temporäre Abhängig-keitsstruktur innerhalb der Zeitreihen, so dass kontrolliert werden kann, ob dieAnnahmen für die Herleitung der Varianzen erfüllt sind. Zweitens kann man inder Regel die theoretis
hen Werte der Performan
emaÿe über die Verteilungs-parameter vorgeben.Im ersten Abs
hnitt dieses Kapitels werden zunä
hst Methodik und Notationerläutert. In den weiteren Abs
hnitten werden die Simulationsergebnisse darge-stellt, wobei zuerst gezeigt wird, inwieweit die S
hätzer bei relativ groÿen Sti
h-probenlängen konvergieren. Ans
hlieÿend werden die Eigens
haften der S
hät-zer der einzelnen Performan
emaÿe bei realistis
hen Sti
hprobenlängen genaueruntersu
ht. Den Abs
hluss des Kapitals bildet ein Verglei
h der vers
hiedenenAnsätze zur Bere
hnung von Kon�denzintervallen.5.1 MethodikZunä
hst werden ein- bis dreidimensionale Zeitreihen erzeugt. Ans
hlieÿend wer-den daraus Performan
emaÿe und deren Varianzen bere
hnet sowie weitere Ana-lysen dur
hgeführt.5.1.1 Datenerzeugende ProzesseFolgende Parameter werden bei der Erzeugung von Zufallszeitreihen vorgegeben(siehe au
h Tabelle 5.1): 107
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• Dimension der Zeitreihe: Für die einzelnen Maÿe werden folgende Zeitrei-hen benötigt:� Univariate Zeitreihe (d = 1): Sh, κα,z, ERV aR� Bivariate Zeitreihe (d = 2): Tr, Jensens α, MM , ∆Sh, ∆κα,z� Trivariate Zeitreihe (d = 3): ∆Tr, ∆α,∆MM

• Länge der Zeitreihe: In der Mehrzahl der Fälle werden n = 60 Werteangesetzt, entspre
hend den Monatsrenditen aus fünf Jahren.
• Zeitreihenstruktur: In der Regel wird mit i.i.d.-Zeitreihen gearbeitet. Mul-tivariate GARCH-Renditen werden mit dem Modell (2.1) (siehe S. 20)simuliert. AR-Renditen werden nur für univariate Zeitreihen simuliert,um die Varianzformel für autokorrelierte Daten von S
hmid und S
hmidt(2010) zu testen.
• Verteilungstyp: Es werden Normalverteilung und t-Verteilung verwendet,letztere mit zehn oder fünf Freiheitsgraden. Für die Konvergenz der meis-ten Varianzs
hätzer sind mindestens fünf Freiheitsgrade erforderli
h, dadann das vierte Moment der Verteilung endli
h ist.
• Erwartete Überrenditen und Standardabwei
hungen: Dies sind jeweils die
d-dimensionalen Vektoren µ und σ. Die weiteren Parameter in datenerzeu-genden Prozessen (z.B. der Parameter α0 in GARCH-Prozessen) werdenderart gewählt, dass die erzeugten Zeitreihen im Mittel tatsä
hli
h dieseVorgaben erfüllen.

• Korrelationsmatrix: Bei mehrdimensionalen Zeitreihen muss eine Korre-lationsmatrix vorgegeben werden. Bei bivariaten Zeitreihen bedeutet dieseinen variierbaren Parameter (ρM,X bzw. ρX,Y ), bei trivariaten Zeitreihendrei (ρM,X , ρM,Y , ρX,Y ).
• Anzahl der Läufe pro Simulation R

• weitere, te
hnis
he Parameter wie z.B. die Anzahl vorlaufender Periodenzum �Eins
hwingen� von Ni
ht-i.i.d.-Zeitreihen.Je Parameterkombination und Dimensionalität1 wird jeweils nur eine Matrixvon d× n×R Portfoliorenditen simuliert. Alle zugehörigen Maÿe und Varianz-formeln werden also aus denselben Daten bere
hnet, so dass Verglei
he zwis
henPerforman
emaÿen und Varianzformeln mögli
h sind. Beispielsweise werden auseinmal simulierten R eindimensionalen Zeitreihen für eine bestimmte Parame-terkombination alle Auswertungen für Sharpe-Ratio, Kappa und ERVaR (mitggf. unters
hiedli
hen Parametern der Maÿe) und mit den ggf. unters
hiedli
henVarianzformeln vorgenommen.1Hiermit sind die Ausprägungen ein Portfolio ("X"), Markt und ein Portfolio ("MX"),zwei Portfolios ("XY ") sowie Markt und zwei Portfolios ("MXY ") gemeint.



109 Kapitel 5. SimulationenParameter Kürzel/Benennung/AusprägungenAnzahl Dimensionen d = 1 (ein Portfolio)der Zeitreihe d = 2 (Markt und ein Portfolio) oder(zwei Portfolios)
d = 3 (Markt und zwei Portfolios)Länge der Zeitreihen nZeitreihenstruktur i.i.d., AR(1) oder GARCH(1,1)ggf. AR-/GARCH-Parameter α1 bzw. α1 und β1aVerteilungstyp Normal- oder t-Verteilung mit Vorgabe derAnzahl FreiheitsgradeVektor der erwarteten Überrenditen d Parameter ∈ RVektor der Standardabwei
hungen d Parameter ∈ R+Korrelationsmatrix d(d−1)

2
Parameter ∈ [−1; 1]Anzahl Simulationsläufe RaDer verbleibende Parameter α0 ergibt si
h aus den anderen Parametern und der ge-wüns
hten Varianz.Tabelle 5.1: Parameter bei der Simulation von ZeitreihenDie absolute Gröÿe der Renditeparameter ist in der Simulation ohne eigent-li
he Bedeutung. Ob man eine Zeitreihens
har mit der Parameterkombination(µX = 0, 01;σX = 0, 1) oder (µX = 1;σX = 10) simuliert und analysiert,führt zu keinen qualitativen Änderungen der Ergebnisse. Anstatt einer mög-li
hen Normierung eines Parameters (z.B. σX = 1) wurden die Parameter sogewählt, dass eine direkte ökonomis
he Interpretation der Simulationsergebnis-se prinzipiell mögli
h bleibt. Im gesamten Kapitel wird davon ausgegangen, dassMonatsrenditen vorliegen und au
h die Performan
emaÿe auf Monatsbasis be-re
hnet werden, so dass Probleme bei der Umre
hnung von Performan
emaÿenauf andere Zeiteinheiten (z.B. Annualisierung) ni
ht auftreten.5.1.2 AuswertungAus den Parametern und den simulierten Zeitreihen wurden für jedes Perfor-man
emaÿ, wo mögli
h, folgende Gröÿen erre
hnet:

• Aus den vorgegebenen Parametern kann entspre
hend dem jeweiligen Ver-teilungsmodell ein theoretis
her Wert des Performan
emaÿes θ be-re
hnet werden. Dazu stehen vers
hiedene Methoden zur Verfügung:� direkte analytis
he Bere
hnung aus den vorgegebenen Simulations-parametern,� numeris
he Bere
hnung dur
h Auswertung eines Integrals über einebestimmte Verteilungsfunktion,� Näherung dur
h Simulation: Hierzu werden die einzelnen simuliertenZeitreihen zu einer einzigen Zeitreihe (der Länge n · R) zusammen-



5.1. Methodik 110gefasst. Da stets n · R ≥ 600 000 ist, kann von einer ausrei
hend ge-nauen S
hätzung des theoretis
hen Werts ausgegangen werden, wenndie S
hätzer konsistent sind. Dur
h Simulationen angenäherte theo-retis
he Werte sind in den Tabellen dieses Kapitals entspre
hend ge-kennzei
hnet.Die Ermittlung des theoretis
hen Wertes eines Performan
emaÿes ist inden meisten Fällen direkt analytis
h mögli
h. Bei dem Performan
emaÿKappa werden die theoretis
hen partiellen Momente numeris
h ermittelt.
• Aus den Renditen jeder simulierten Zeitreihe wird jeweils ein S
hätzwertdes Performan
emaÿes ti bere
hnet. Beri
htet wird der Mittelwert derS
hätzungen t.
• Die theoretis
he Standardabwei
hung σ0(θ̂) des Performan
emaÿesgemäÿ den asymptotis
hen Bere
hnungen aus Kapitel 4 kann bei normal-verteilten Daten zumeist direkt aus den Parametern bere
hnet werden.In den meisten anderen Fällen wird sie aufgrund der dann in den For-meln enthaltenen höheren gemis
hten Momente numeris
h bere
hnet odersimuliert.
• Aus den Zeitreihen kann mittels der Varianzformeln aus Kapitel 4 jeweilsdie Standardabwei
hung des Performan
emaÿes si(θ̂) ges
hätztwerden.
• Aus der Gesamtheit der R S
hätzwerte des Performan
emaÿes kann dieempiris
he Standardabwei
hung der Performan
emaÿ-S
hätzwer-te s(ti) bere
hnet werden.
• S
hlieÿli
h wird aus den ges
hätzten Performan
emaÿ-Varianzen der ein-zelnen Zeitreihen eine dur
hs
hnittli
he ges
hätzte Varianz s2(θ̂i)erre
hnet. Deren Wurzel stellt eine gemittelte Standardabwei
hung dar,wel
he im Folgenden verkürzt als s(θ̂i) notiert wird.Auf Basis dieser Werte können weitere Auswertungen vorgenommen werden.Zunä
hst einmal ist von Interesse, ob der S
hätzer eines bestimmten Performan-
emaÿes für eine bestimmte Parameterkombination annähernd normalverteilt istoder ni
ht. Dies kann mit dem bereits auf S. 29 vorgestellten Anderson-Darling-Test getestet werden. Er erhält den Vorzug gegenüber dem Jarque-Bera-Test,da letzterer besonders sensibel auf Extremwerte reagiert, was bei der groÿenAnzahl an S
hätzwerten (R ≥ 10 000) ni
ht erwüns
ht ist. Es wird darauf ge-testet, ob die empiris
he Verteilung der Performan
emaÿ-S
hätzwerte mit einerentspre
hend angepassten Normalverteilung vereinbar ist; beri
htet wird jeweilsder p-Wert des Anderson-Darling-Tests.Angesi
hts der groÿen Anzahl von Datenpunkten der empiris
hen Verteilungrei
ht bereits eine kleinere Abwei
hung der tatsä
hli
hen Verteilung des S
hät-zers von der Normalverteilung aus, um den p-Wert des Anderson-Darling-Tests



111 Kapitel 5. Simulationensehr klein werden zu lassen, so dass der Test auf jedem übli
hem Niveau zur Ab-lehnung der Hypothese normalverteilter Daten führt. Dadur
h ist keine Aussagemögli
h, wie stark die Form der empiris
hen Verteilung von der einer Normal-verteilung abwei
ht. Entspre
hend wird eine Maÿzahl benötigt, die angibt, wiestark si
h zwei Verteilungen unters
heiden, hier die empiris
he Verteilung voneiner angepassten Normalverteilung. Eine sol
he Maÿzahl wird im folgenden Ex-kurs entwi
kelt.Exkurs: Eine Maÿzahl für den Unters
hied zwis
hen zwei Verteilun-gen Die Maÿzahl wird (für stetige ZufallsvariablenX1 und X2) über die Gröÿedes Berei
hes p hergeleitet, der von der Abszisse und beiden Di
htefunktionengemeinsam einges
hlossen wird, illustriert in Abbildung 5.1 . Als Maÿ für dieDi�erenz der beiden Funktionen dient ψf1,f2 = 1− p, das zudem der Hälfte derFlä
he entspri
ht, die nur unterhalb einer der beiden Di
htefunktionen liegt. Dieletztere Angabe kann man in folgende Formel fassen:2
ψf1,f2 =

1

2

∫ ∞

−∞
|f1(x)− f2(x)| dxEs gilt 0 ≤ ψf1,f2 ≤ 1 mit der Interpretation der Extremwerte

• ψf1,f2 = 0: X1 und X2 sind identis
h verteilt, so dass f1(x) = f2(x)

• ψf1,f2 = 1: Die Träger von X1 und X2 sind disjunkt.Will man ermitteln, wie gut eine Verteilung f1(x) einer Normalverteilungentspri
ht, kann man diese standardisieren und mit der Di
htefunktion einerStandardnormalverteilung φ(x) anhand obiger Formel verglei
hen. Für diesenSpezialfall gilt:
ψf,φ =

1

2

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣fX−µX
σX

(y)− φ(y)

∣∣∣∣ dy.Da hier empiris
he Verteilungen mit theoretis
hen Verteilungen wie der Normal-verteilung vergli
hen werden sollen, brau
hen wir einen S
hätzer für ψ. Hierfürwerden Histogramme von empiris
her und theoretis
her Verteilung vergli
hen.Es werdenK Klassen gebildet, für die die absolute Di�erenz zwis
hen der Anzahlder in eine Klasse kj fallenden Beoba
htungen nkj
und der erwarteten Häu�gkeitfür eine Klasse unter Gültigkeit von f0, E(nkj

|f0) = n ·P (X ∈ kj |f0), ermitteltwird. Die Einteilung von R in K Klassen erfolgt entspre
hend den k
K -Quantilender theroretis
hen Verteilung, wodur
h bei Gültigkeit von f0 in jeder Klasse aus

(k1, k2, . . . , kK) =
(
]−∞, F−1

0 ( 1
K
)] , ]F−1

0 ( 1
K
), F−1

0 ( 2
K
)] , . . . , ]F−1

0 (K−1
K

),+∞ [
)2Hierbei handelt es si
h um die Hälfte der L1-Distanz ‖f−g‖1 =

∫∞
−∞

|f(x)−g(x)| dx, vgl.Karian und Dudewi
z (2000, S. 197), für die in der Folge ein geeigneter S
hätzer entwi
keltwird. Eng verwandt ist der Überlappungskoe�zient OV L(X, Y ) = 1 − ψf1,f2 , vgl. S
hmidund S
hmidt (2006), die diesen ebenfalls ni
htparametris
h, aber mittels Kerndi
htes
hätzungs
hätzen.
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Bere
hnung des Maÿes ψf1,f2 für den Unters
hied zwis
hen zwei Ver-teilungen, repräsentiert dur
h die Di
htefunktionen f1(x) und f2(x):
ψf1,f2 = 1− p (p: Getönte Flä
he)Abbildung 5.1: Gra�s
he Erläuterung zu ψf1,f2dieselbe Anzahl n/K Beoba
htungen zu erwarten ist. Die Abwei
hungen derZahl der in jeweils eine Klasse fallenden Beoba
htungen von n/K werden auf-summiert und dur
h 2n geteilt3:

ψ̂f̂ ,f0
=

1

2n

K∑

k=1

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

I
(
F−1
0

(
k−1
K

)
< xi ≤ F−1

0

(
k
K

))
− n/K

∣∣∣∣∣

=
1

2n

K∑

k=1

|nk − n/K|Für den Verglei
h einer empiris
hen Verteilung mit einer angepassten Normal-verteilung lautet die Bere
hnungsvors
hrift
ψ̂f̂ ,φ =

1

2n

K∑

k=1

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

I

(
u k−1

K
<
xi − x̄

sx
≤ u k

K

)
− n/K

∣∣∣∣∣mit ua als a-Quantil der Standardnormalverteilung.Der Werteberei
h von ψ̂ ist bei theoretis
hen Verteilungen mit Träger = R dasIntervall [0 ; 1− 1
K ], weil im Extremfall alle Beoba
htungen in einer Klasse liegenund die Summe der Abstände dann 1 · (n − n

K ) + (K − 1) · n
KK = 2n(1 − 1

K )beträgt, was ψ = 1− 1
K ergibt. Die hier vorges
hlagene Klassenaufteilung na
hQuantilen der theoretis
hen Verteilung hat mehrere Vorteile: Erstens sind alleKlassen der theoretis
hen Verteilung glei
h stark besetzt, so dass die Verteilungglei
hmäÿig geprüft wird. Zweitens brau
ht die Klassenaufteilung ni
ht externvorgegeben zu werden, sondern ergibt si
h aus f0 und K. Drittens verbleibt mit3I(A) ist die Indikatorfunktion, die den Wert 1 annimmt, wenn Aussage A zutri�t undansonsten glei
h 0 ist.
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K dann nur no
h ein einziger Parameter für die Methode.Bei gegebener Beoba
htungsanzahl n tendiert ψ̂ dazu, mit steigendem K eben-falls anzusteigen, da si
h dann zufällige Abwei
hungen weniger gut innerhalbder Klassen ausglei
hen können. Deshalb ist es sinnvoll, die Anzahl der Klassen
K zu einer Funktion der Beoba
htungsanzahl n zu ma
hen, hier

K = ⌊
√
n ⌋.Dur
h diese Maÿnahme beträgt die Obergrenze der Maÿzahl

max ψ̂ = 1− 1

K
= 1− 1

⌊√n ⌋ ≤ 1− 1√
n
.

�Lässt si
h aus den Simulationsparametern mittels der Varianzformeln eineasymptotis
he Varianz σ0(θ̂) ermitteln, kann man darauf testen, ob dieser Wertmit der empiris
hen Varianz der Performan
emaÿ-S
hätzungen vereinbar ist.Ist eine Zufallsvariable Z normalverteilt und ist ZR = {Z1, . . . , ZR} eine einfa
heSti
hprobe aus Z, kann folgender Chi-Quadrat-Test dur
hgeführt werden4:
H0 : σ2 = σ2

0 gegen H1 : σ2 6= σ2
0Die Teststatistik lautet:

T =
R−1
R

∑R
i=1(Zi − Z)2

σ2
0

H0 wird abgelehnt, wenn T /∈ [F−1
χ2
R−1

(α2 ) , F
−1
χ2
R−1

(1 − α
2 )]. Beri
htet wird der

p-Wert des (zweiseitigen) Tests:5
p-Wert = 1− 2 ·

∣∣∣0, 5− Fχ2
R−1

(T )
∣∣∣ (5.1)Auÿerdem werden theoretis
he u1−α/2-σ-Berei
he

[
θ ± u1−α

2
σ0(θ̂)

]bere
hnet und geprüft, wel
her Anteil der Werte θ̂i in dieses Intervall hineinfällt.Eine gute Näherung dieses Anteils an das vorgegebene Niveau 1 − α bedeutet,dass man bei bekannten Verteilungsparametern gut jenen Berei
h abgrenzenkann, in den eine Realisierung mit einer bestimmten Wahrs
heinli
hkeit hin-einfallen wird. Den u1−α/2-σ-Berei
h kann man auÿerdem als Annahmeberei
h4vgl. z. B. S
hlittgen (1996, S. 342)5Diese Formel folgt direkt aus der De�nition des p-Werts, siehe Erläuterung in AnhangA.3.2



5.2. Konvergenz der S
hätzer 114Kürzel Erläuterung
θ theoretis
her Wert des Performan
emaÿes bei gegebener Parame-terkombination (exakt oder genähert)
t Mittelwert der S
hätzwerte ti von θ aus den simulierten Zeitreihen
σ0(θ̂) theoretis
he asymptotis
he Standardabwei
hung des Performan
e-maÿs
hätzers θ̂
s(ti) empiris
he Standardabwei
hung der S
hätzwerte ti
s(θ̂i) =

√
1
n

∑R

i=1 s
2
i (θ̂) , gemittelter Wert der aus den einzelnen Zeitrei-hen ges
hätzten Standardabwei
hungen von θ̂

pAD p-Wert des Anderson-Darling-Tests auf Normalverteilung der ti
ψ̂ Wert des oben de�nierten Maÿes des Abstands der empiris
hen Ver-teilung von ti zu einer angepassten Normalverteilung
pσ2=σ2

0
p-Wert des χ2-Tests von H0 : σ2(θ̂) = σ2

0(θ̂) anhand von s(ti)
[uα] u1−α

2
-σ-Berei
h: Ober- und Untergrenze des Berei
hes von u1−α

2theoretis
hen Standardabwei
hungen um den theoretis
hen Wertdes Performan
emaÿes% ti in u Anteil der S
hätzwerte ti, die innerhalb des u1−α
2
-σ-Berei
hs liegen% KI um θ Anteil der aus den Zeitreihen ges
hätzen Kon�denzintervalle, dieden theoretis
hen Wert θ eins
hlieÿenTabelle 5.2: Übersi
ht über die in den folgenden Abs
hnitten verwendeten Si-mulationsstatistikeneines approximativen Gauÿ-Mittelwert-Tests der Nullhypothese H0 : θ = θ0 in-terpretieren. In diesem Sinne gibt die Zahl einen Hinweis darauf, ob ein sol
herTest sein Niveau einhalten würde.In umgekehrter Weise wird für jede Zeitreihe i ein Gauÿ-Kon�denzinter-vall [

θ̂i ± u1−α
2
sθ̂,i

]ges
hätzt und geprüft, ob der Anteil der Intervalle, die den wahren Wert θeins
hlieÿen, dem theoretis
hen Niveau 1 − α nahe kommt. Hiermit wird dieZuverlässigkeit der Varianzs
hätzung s2
θ̂
geprüft. Eine Aussage über die Qualitätder Varianzs
hätzung ist nur dann mögli
h, wenn der Performan
emaÿ-S
hätzerin ausrei
hender Näherung normalverteilt ist.Tabelle 5.2 zeigt eine Übersi
ht über alle im folgenden Abs
hnitt verwende-ten Statistiken.5.2 Konvergenz der S
hätzerEs soll zunä
hst gezeigt werden, wie si
h die S
hätzer bei groÿen Sti
hproben un-abhängig und identis
h verteilter Renditen verhalten. Sind sie in hinrei
henderNäherung normalverteilt? Entspri
ht die empiris
he Varianz der S
hätzungen



115 Kapitel 5. Simulationender asymptotis
hen Varianz, wie sie aus den Verteilungsparametern gemäÿ denFormeln aus Abs
hnitt 4.1 bere
hnet wurde? Diese Ergebnisse liefern au
h Hin-weise darauf, ob si
h Probleme, die bei kleinen Sti
hprobengröÿen auftreten, aufdie geringe Sti
hprobengröÿe zurü
kführen lassen, oder ob der S
hätzer ni
ht ge-gen die erwarteten Werte konvergiert.Dazu werden Zeitreihen der Länge n = 500 simuliert. Die in diesem Abs
hnittverwendete Parameterkombination steht in der folgenden Tabelle, wobei je na
hDimension der Zeitreihe ni
ht alle Werte benötigt werden.Variable µ σ Korrelationsmatrix
X 0,002 0,1 1 0,75 0,75
Y 0,003 0,1 0,75 1 0,75
M 0,002 0,1 0,75 0,75 1

n = 500, i.i.d., Normal- bzw. t5-Verteilung
R = 20 000 (d = 1), R = 10 000 (d = 2, d = 3)Tabelle 5.3: Simulationsparameter in Abs
hnitt 5.2Eine stetige Monatsüberrendite von 0,002 entspri
ht einer diskreten Jahresüber-rendite von e12·0,002− 1 = 2, 43%, was - isoliert betra
htet - einen dur
haus vor-zeigbaren ökonomis
hen Anlageerfolg darstellen würde. Das untersu
hte Port-folio X hat dieselbe Überrendite wie das Marktportfolio M und eine geringereÜberrendite als das Konkurrenzportfolio Y . Wir beginnen mit den Ergebnissenfür normalverteilte Daten und Performan
emaÿe ohne Ben
hmark, für die alsoeine univariate Zeitreihe ausrei
ht, siehe Tabelle 5.4.6Die erste Spalte der Tabelle enthält die Namen der Performan
emaÿe, dar-unter jeweils eine bis vier Kurzbezei
hnungen für Varianten von Varianzformeln.Für jedes Performan
emaÿ stehen in der ersten Zeile Statistiken, die unabhän-gig von der verwendeten Varianzformel sind. Die Spaltenbezei
hnungen für dieDaten zu den einzelnen Varianzformeln sind in der Kopfzeile der Tabelle ange-geben.7Das erste betra
htete Maÿ ist das Sharpe-Ratio. Aus den Parametern (µX =

0, 002, σX = 0, 1) ergibt si
h der wahre Wert θ = 0,002
0,1 = 0, 02. Dieser Wert ist,wie alle anderen Werte in dieser Zeile, unabhängig davon, wel
he Varianzformelim weiteren Verlauf angewendet wird. Der Mittelwert der R = 20 000 S
hätzwer-te des Sharpe-Ratios beträgt t = 0, 02024, die empiris
he Standardabwei
hung

s(ti) = 0, 04458. Die Hypothese, dass die S
hätzwerte einer Normalverteilung6Hinweis: Dieses Tabellenlayout berü
ksi
htigt, dass für ein Performan
emaÿ meist meh-rere Formelvarianten zur Bere
hnung der S
hätzvarianz zur Verfügung stehen. Entspre
hendhängen einige Ergebnisse, wie die Daten zur empiris
hen Verteilung der S
hätzwerte, ni
htvon der verwendeten Varianzformel ab. Andere, wie die Überde
kungshäu�gkeiten von Kon-�denzintervallen, sind für jede Formelvariante anders. Deshalb werden erstere Daten für jedeSimulationsreihe in einer ersten Zeile angegeben. Die restli
hen Daten werden für jede For-melvariante in den folgenden Zeilen aufgeführt.7Die Bedeutung aller Kürzel kann man in Tabelle 5.2 auf S. 114 na
hs
hlagen.
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hätzer 116Varianzformel σ0(θ̂) s(θ̂i) pσ2=σ2
0

[u0,05] ti in u KI95% um θSharpeX θ = 0, 02 ; t = 0, 02024 ; s(ti) = 0, 04458; pAD = 0, 1859 ; ψ̂ = 0, 0324i.i.d., NV 0,04473 0,04475 0,5091 [-0,0677;0,1077℄ 94,975% 95,065%i.i.d. 0,04473 0,04475 0,5091 [-0,0677;0,1077℄ 94,975% 95,055%allg., j=1 0,04473 0,04464 0,5091 [-0,0677;0,1077℄ 94,975% 94,855%allg., j=5 0,04473 0,04428 0,5091 [-0,0677;0,1077℄ 94,975% 94,280%KappaX α=1
z=0 θ = 0, 05141 ; t = 0, 05863 ; s(ti) = 0, 11887; pAD < 10−64 ; ψ̂ = 0, 0567i.i.d. 0,1122 0,1196 < 10−99 [-0,1685;0,2713℄ 93,560% 95,030%KappaX α=2
z=0 θ = 0, 02847 ; t = 0, 03144 ; s(ti) = 0, 06549; pAD < 10−11 ; ψ̂ = 0, 0463i.i.d. 0,06327 0,06583 < 10−30 [-0,0955;0,1524℄ 94,115% 95,200%KappaX α=3
z=0 θ = 0, 02183 ; t = 0, 02353 ; s(ti) = 0, 04957; pAD < 10−7 ; ψ̂ = 0, 0450i.i.d. 0,04823 0,04983 < 10−20 [-0,0727;0,1163℄ 94,255% 95,165%ERVaRX5% θ = 0, 01231 ; t = 0, 01332 ; s(ti) = 0, 02810; pAD < 10−21 ; ψ̂ = 0, 0441i.i.d., param. 0,02787 0,02828 0,0929 [-0,0423;0,0669℄ 94,685% 95,295%i.i.d., nonp. 0,02787 0,02828 0,0929 [-0,0423;0,0669℄ 94,685% 95,250%Erläuterung der Kürzel für die Statistiken in Tab. 5.2 auf S. 114.Tabelle 5.4: Simulationsergebnisse für die ben
hmarkfreien Maÿe bei i.i.d.-normalverteilten Daten und Zeitreihenlänge n = 500entstammen können, kann anhand des Anderson-Darling-Tests (p-Wert: 0,1859)ni
ht abgelehnt werden, was bei einem Sti
hprobenumfang von 20 000 auf einesehr gute Übereinstimmung zwis
hen Normalverteilung und empiris
her Ver-teilung hindeutet. Au
h die Abstandsmaÿzahl nimmt mit ψ̂ = 0, 0324 einenniedrigen Wert an.Es werden nun drei vers
hiedene Bere
hnungsformeln zur S
hätzung der Varianzvon ŜhX untersu
ht: Die Formel für unabhängig und identis
h normalverteilteWerte (4.3, im Anhang A.18), jene für unabhängig und identis
h verteilte Werteohne Normalverteilungsannahme (4.2, im Anhang A.17) und die Formel (4.5,im Anhang A.19), die au
h autokorrelierte Werte zulässt. Letztere Formel be-sitzt einen Parameter j, die Anzahl der Perioden, deren Autokorrelation mit deraktuellen Periode mit einbezogen wird. Beispielhaft werden hier die Ergebnissefür j = 1 bzw. j = 5 einbezogene Perioden dargestellt.Na
h der Formel für i.i.d.-normalverteilte Werte beträgt die Standardabwei-
hung des S
hätzers ŜhX gemäÿ den Parameterwerten

σ0(θ̂) =

√
n−1

(
1 +

1

2
Sh2X

)
=

√
1

500

(
1 +

1

2
· 0, 022

)
= 0, 04473.Die in der Zeile darüber angegebene empiris
he Standardabwei
hung s(ti) =

0, 04458 kommt dem sehr nahe und mit dem χ2-Varianztest erhält man einen
p-Wert von 0,5091, so dass die Nullhypothese, dass der über die Asymptotik be-re
hneteWert σ0(θ̂) = 0, 04473 der wahreWert ist, ni
ht abgelehnt werden kann.Die S
hätzungen der Varianzen mittels der i.i.d.-NV-Formel aus den einzelnenZeitreihen ergeben eine mittlere ges
hätzte Standardabwei
hung von 0,04475;dieser Wert liegt sehr nahe bei den anderen beiden.Im zweiten Teil der Zeile folgt zunä
hst der asymptotis
he 95%-Berei
h: Für
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n→ ∞ sollte der Anteil der S
hätzwerte, die in das Intervall θ ± 1, 96σ0 fallen,95% betragen. Für die gegebenen Parameter rei
ht dieser Berei
h von -0,0677bis 0,1077, er s
hlieÿt also trotz der deutli
hen Überrendite au
h bei 500 Mo-natsrenditen den Wert 0 mit ein. Von den 20 000 S
hätzwerten �elen 18 995,entspre
hend einem Anteil von 94,975%, in diesen Berei
h. Der theoretis
heAnteil wird also fast genau errei
ht. S
hlieÿli
h wurden mittels der S
hätzwertefür ShX und σ

ŜhX
aus den 20 000 einzelnen Zeitreihen jeweils 95%-Kon�denzin-tervalle bere
hnet. Von diesen enthielten 19 013, also 95,065%, den wahren Wert0,02. Au
h hier ist die Näherung sehr gut � bei einem allerdings sehr �gutar-tigen� Fall, bei dem zutre�end Normalverteilung angenommen wird und langeZeitreihen vorliegen.In der nä
hsten Zeile folgen die Ergebnisse für die verteilungsfreie i.i.d.-Formel.In diese Formel �ieÿen S
hiefe und Kurtosis von X ein, die aus den Datenges
hätzt werden. Im Falle normalverteilter Daten sind ihre Werte bekannt(γ1,X = 0, γ2,X = 3). In die Formel eingesetzt erhält man denselben theo-retis
hen Wert σ0(θ̂) wie im NV-Fall und entspre
hend sind au
h die aus die-sem Wert und den empiris
hen S
hätzwerten ti bere
hneten Statistiken (pσ2=σ2

0
,

[u0,05], ti in u) identis
h. Bei der verteilungsfreien S
hätzung der Varianz von
ŜhX aus den normalverteilten Zeitreihendaten werden jedo
h γ1,X und γ2,X un-nötigerweise mitges
hätzt und in die Varianzformel einbezogen. Dadur
h wirddie ges
hätzte Varianz �verraus
ht� und die Resultate der weiteren Statistikenkönnten s
hle
hter sein. Das ist hier aber ni
ht der Fall. Die mittlere Standard-abwei
hung wei
ht erst ab der se
hsten (ni
ht dargestellten) Na
hkommastelleab und die Überde
kungshäu�gkeit der Kon�denzintervalle ist mit 95,055% (zu-fällig) sogar no
h etwas besser.Bei der generalisierten Varianzformel na
h S
hmid und S
hmidt (siehe Formel4.5, S. 76), deren Ergebnisse in den nä
hsten beiden Zeilen folgen, werden zu-sätzli
h Autokorrelationse�ekte bis zur einer bzw. fünf Perioden mit einbezogen.Wie im vorigen Fall resultiert aus der allgemeineren Formel, in die die Werte desSpezialfalls i.i.d.-NV eingesetzt werden, die i.i.d-NV-Formel, so dass die theo-retis
hen Werte glei
h bleiben. Das zusätzli
he �Raus
hen� dur
h die unnötigeEinbeziehung von ges
hätzten höheren Momenten und Autokorrelationen ver-s
hle
htert die Ergebnisse im Fall j = 1 kaum und erst bei j = 5 merkli
h.Insgesamt ist die asymptotis
he Näherung im bes
hriebenen Fall sehr gut, au
hfür die verallgemeinerten Formeln.Auf die Kappa-Maÿe tri�t dies ni
ht im selben Maÿe zu. Bei Kappa-1 istder Mittelwert der S
hätzungen von 0,05863 deutli
h vom theoretis
hen Wert0,05141 vers
hieden und der AD-Test lehnt die Normalverteilungshypothese ein-deutig ab, wenn au
h der Wert von ψ̂ andeutet, dass die Abwei
hung von derNormalverteilung moderat ist. Die asymptotis
he theoretis
he Standardabwei-
hung des S
hätzers (Formel A.37) liegt mit 0,1122 unter der empiris
hen Stan-dardabwei
hung und die beiden Werte sind na
h dem χ2-Test ni
ht miteinandervereinbar. Entspre
hend fallen mit 93,56 % au
h weniger als 95 % der S
hätz-werte in den θ ± u0,975σ0-Berei
h. Wenn die Standardabwei
hung über die ein-zelnen Zeitreihen ges
hätzt wird, erhält man im Mittel mit s(θ̂i) = 0, 1196 in
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0

[u0,05] ti in u KI95% um θTreynorX θ = 0, 00267 ; t = 0, 00259 ; s(ti) = 0, 00592 pAD = 0, 8114 ; ψ̂ = 0, 0346i.i.d., NV 0,00596 0,00597 0,2511 [-0,0090;0,0144℄ 95,27% 95,42%i.i.d. 0,00596 0,00596 0,2511 [-0,0090;0,0144℄ 95,27% 95,23%JensenX θ = 0, 0005 ; t = 0, 000455 ; s(ti) = 0, 00293 pAD = 0, 1950 ; ψ̂ = 0, 0404i.i.d., NV 0,00296 0,00296 0,2121 [-0,0053;0,0063℄ 95,17% 95,09%i.i.d. 0,00296 0,00295 0,2121 [-0,0053;0,0063℄ 95,17% 95,09%MMX,ori θ = 0, 002 ; t = 0, 00201 ; s(ti) = 0, 00444 pAD = 0, 1563 ; ψ̂ = 0, 0391i.i.d., NV 0,00447 0,00447 0,3579 [-0,0068;0,0108℄ 95,16% 95,21%i.i.d. 0,00447 0,00450 0,3579 [-0,0068;0,0108℄ 95,16% 95,57%MMX,alt θ = 0 ; t = −0, 000001 ; s(ti) = 0, 00315 pAD = 0, 8376 ; ψ̂ = 0, 0381i.i.d., NV 0,00316 0,00316 0,6326 [-0,0062;0,0062℄ 95,06% 95,13%i.i.d. 0,00316 0,00317 0,6326 [-0,0062;0,0062℄ 95,06% 95,30%Erläuterung der Kürzel für die Statistiken in Tab. 5.2 auf S. 114.Tabelle 5.5: Simulationsergebnisse für die Maÿe mit Ben
hmark bei i.i.d.-normalverteilten Daten und Zeitreihenlänge n = 500etwa den Wert der empiris
hen Standardabwei
hung und die Überde
kungshäu-�gkeit (KI95% um θ) des theoretis
hen Werts 0,05141 dur
h die aus den Zeitrei-hen ges
hätzten Kon�denzintervalle beträgt nahezu exakt 95 %. Für Kappa-2(Sortino-Ratio, Formel A.38) und Kappa-3 (Formel A.39) ergibt si
h ein ähn-li
her Befund, allerdings mit s
hwä
her werdender Abwei
hung der Verteilungdes S
hätzers von der Normalverteilung. Für die Kappa-Maÿe gibt es also au
hbei langen Zeitreihen Abwei
hungen von den erwüns
hten Idealbedingungen.Darauf wird im Unterabs
hnitt zu diesem Performan
emaÿ ab S. 156 genauereingegangen.Für den S
hätzer des Ex
ess Return on Value-at-Risk sind die Ergebnissegemis
ht: Der S
hätzer ist deutli
h verzerrt (t = 0, 01332 bei einem theoreti-s
hen Wert von 0, 01231) und ni
ht normalverteilt. Dagegen wird die Hypo-these, dass die tatsä
hli
he S
hätzvarianz glei
h dem dur
h die asymptotis
heVarianzformel bere
hneten Wert von 0,02787 (na
h Formel A.40) ist, auf dem5 % -Niveau ni
ht abgelehnt. Die S
hätzung der S
hätzvarianz aus den Datenführt zu unau�älligen Ergebnissen: Die dur
hs
hnittli
he Standardabwei
hungliegt nahe an der tatsä
hli
h beoba
hteten und die Überde
kungshäu�gkeit derKon�denzintervalle liegt nahe am vorgegebenen Niveau von 95 %. Es zeigensi
h kaum Unters
hiede zwis
hen parametris
her und ni
htparametris
her Di
h-tes
hätzung innerhalb der Varianzs
hätzung.Als nä
hstes folgen in Tabelle 5.5 die Ergebnisse für Performan
emaÿe mitBen
hmark bei der oben angegebenen Parameterkombination (vgl. Tabelle 5.3).Bei allen vier Maÿen s
heint eine ausrei
hende Konvergenz errei
ht zu sein:Die Abwei
hungen der S
hätzwertdur
hs
hnitte t von den theoretis
hen Wer-ten θ sind jeweils gering und eine Normalverteilung der S
hätzwerte kann fürkeines der Maÿe abgelehnt werden. Au
h die Tests auf σ2 = σ2
0 führen nie zur
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0

[u0,05] ti in u KI95% um θ

∆ShX,Y θ = −0, 01 ; t = −0, 01060 ; s(ti) = 0, 03170 ; pAD = 0, 935 ; ψ̂ = 0, 036i.i.d., NV 0,03239 0,03168 0,0022 [-0,0735;0,0535℄ 95,52% 95,17%i.i.d. 0,03239 0,03163 0,0022 [-0,0735;0,0535℄ 95,52% 95,10%
∆κ(X, Y )α=1

z=0 θ = −0, 0267 ; t = −0, 0285 ; s(ti) = 0, 08561 ; pAD = 0, 077 ; ψ̂ = 0, 036i.i.d. - 0,08610 - - - 95,74%
∆κ(X, Y )α=2

z=0 θ = −0, 0147 ; t = −0, 0157 ; s(ti) = 0, 04693 ; pAD = 0, 561 ; ψ̂ = 0, 040i.i.d. - 0,04704 - - - 95,39%
∆TrX,Y θ = −0, 00133 ; t = −0, 00137 ; s(ti) = 0, 00429 ; pAD = 0, 345 ; ψ̂ = 0, 036i.i.d., NV 0,00422 0,00423 0,0146 [-0,0096;0,0069℄ 94,23% 94,37%i.i.d. 0,00422 0,00423 0,0146 [-0,0096;0,0069℄ 94,23% 94,29%
∆JeX,Y θ = −0, 001 ; t = −0, 00102 ; s(ti) = 0, 00321 ; pAD = 0, 230 ; ψ̂ = 0, 0404i.i.d., NV 0,00316 0,00316 0,2303 [-0,0072;0,0052℄ 94,38% 94,37%i.i.d. 0,00316 0,00316 0,2303 [-0,0072;0,0052℄ 94,38% 94,37%
∆MMX,Y θ = −0, 001 ; t = −0, 00102 ; s(ti) = 0, 00321 ; pAD = 0, 259 ; ψ̂ = 0, 0399i.i.d., NV 0,00316 0,00316 0,0419 [-0,0072, 0,0052℄ 94,25% 94,31%i.i.d. 0,00316 0,00317 0,0419 [-0,0072, 0,0052℄ 94,25% 94,40%Erläuterung der Kürzel für die Statistiken in Tab. 5.2 auf S. 114.Tabelle 5.6: Simulationsergebnisse für Di�erenzen von Performan
emaÿen beii.i.d.-normalverteilten Daten und Zeitreihenlänge n = 500Ablehnung der Nullhypothese. Die Überde
kungsanteile der Kon�denzintervalleliegen stets lei
ht über 95 %. Unters
hiede zwis
hen der verteilungsfreien Vari-anzbere
hnung8und der (hier genau passenden) Formel mit NV-Annahme9 sindkaum zu erkennen; allenfalls ist der Überde
kungsanteil der Kon�denzintervallebei MMX,ori geringfügig erhöht.Tabelle 5.6 zeigt die Ergebnisse für die Performan
emaÿ-Di�erenz zweierPortfolios. Bei allen se
hs Maÿen ist die Anpassung der Verteilung des S
hät-zers an die Normalverteilung sehr gut, der Anderson-Darling-Test lehnt zum5%-Niveau nie ab. Der Test auf die Varianz lehnt jedo
h in drei von vier Fällenab. Hinsi
htli
h der Erfüllung des 95%-Niveaus bei Kon�denzintervallen und

1, 96σ-Berei
hen gibt es Abwei
hungen in der Gröÿenordnung von 
a. einemhalben bis einem dreiviertel Prozentpunkt.10In Tabelle 5.7 auf S. 121 folgen nun die Ergebnisse für Zeitreihen mit unab-hängig und identis
h verteilten Renditen aus einer t-Verteilung mit fünf Frei-heitsgraden. Bei fünf Freiheitsgraden sind die (gemis
hten) Momente bis ein-8Formeln für i.i.d.-Renditen ohne Verteilungsannahme, siehe Anhang: Treynor (A.22), Jen-sen (A.26), MMori (A.32), MMalt (A.30)9Formeln für i.i.d.-normalverteilte Renditen, siehe Anhang: Treynor (A.23), Jensen (A.27),
MMori (A.33), MMalt (A.31)10Nummern der verwendeten Varianzformeln, siehe Anhang:
∆ShX,Y : i.i.d.: A.20; i.i.d.-NV: A.21 ∆TrX,Y : i.i.d.: A.24 ; i.i.d.-NV: A.25
∆JeX,Y : i.i.d.: A.28 ; i.i.d.-NV: A.29 ∆MMX,Y : i.i.d.: A.34 ; i.i.d.-NV: A.35
∆κ(X,Y )αz=0: ni
ht dargestellt, vgl. Erläuterung zu Formel 4.11, S. 91
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hlieÿli
h vierten Grades endli
h, so dass die Bedingungen für die Konvergenzzu den per Taylor-Entwi
klung gewonnenen Formeln gerade erfüllt sind. In die-ser Tabelle unters
heiden si
h die theoretis
hen Varianzen σ0(θ̂) zwis
hen denAnsätzen mit und ohne Normalverteilungsannahme. Im ersteren Fall wird σ0(θ̂)weiterhin mit der jeweiligen Formel für normalverteilte Daten bestimmt, imzweiten Fall mit der allgemeineren, verteilungsfreien Formel. Da diese bei mehr-dimensionalen Zeitreihen ni
ht vorgegebene höhere gemis
hte Momente enthält,wurden die theoretis
hen Werte hier simuliert. Per Simulation genäherte theo-retis
he Werte werden in der Tabelle mit einem Stern
hen gekennzei
hnet.Au
h bei i.i.d.−t5-verteilten Zeitreihenwerten ist die Konvergenz zu Normal-verteilung und asymptotis
hen Varianzen zumeist gut. Auÿer bei den Kappa-Maÿen und ERVaR lehnt der Test auf Normalverteilung der Performan
emaÿ-S
hätzer ni
ht ab. Au
h die jeweiligen Hypothesen σ2 = σ2
0 werden nur in letzte-ren Fällen zum 5%-Niveau abgelehnt, zudem die asymptotis
he Varianz für dieDi�erenz zweier Sharpe-Ratios, wenn (fäls
hli
herweise) von Normalverteilungausgegangen wird. Ansonsten sind die Unters
hiede zwis
hen den verteilungs-freien Ansätzen und jenen mit Normalverteilung ziemli
h gering. Au�ällig istwiederum, dass der theoretis
he 1, 96 σ-Berei
h bei den Kappa-Maÿen zwar sehrviel weniger als 95 % der S
hätzwerte umfasst, dass aber die Überde
kungshäu-�gkeit der [ti ± 1, 96 σ̂i]-Kon�denzintervalle bei fast exakt 95 % liegt.Insgesamt kann man bei der genannten Parameterkombination und der Zeitrei-henlänge n = 500 für die meisten Maÿe von guten Konvergenzeigens
haftenspre
hen. Es wurde allerdings nur eine einzige Parameterkombination simuliertund es wird si
h in den kommenden Abs
hnitten zeigen, dass die Leistung man-
her Performan
emaÿs
hätzer deutli
h von den Eigens
haften der ausgewertetenZeitreihen abhängt.5.3 Ergebnisse für einzelne MaÿeIn diesem Teil werden die Ergebnisse für die einzelnen Performan
emaÿe ge-sondert untersu
ht. Ziel ist es, die Eigens
haften der Performan
emaÿ-S
hätzerund die Qualität der Varianzermittlung bei kleinen Zeitreihenlängen und Ni
ht-i.i.d.-Zeitreihen zu prüfen.5.3.1 Sharpe-RatioFür das Sharpe-Ratio wird eine univariate Zeitreihe Xt benötigt, die variierba-ren Parameter sind Zeitreihenstruktur (i.i.d., GARCH(1,1) oder AR(1)), Ver-teilungstyp, Zeitreihenlänge, Mittelwert und Standardabwei
hung. Für die letz-ten beiden Parameter kommt es nur auf das Verhältnis zueinander an, da dasSharpe-Ratio und alle Varianzformeln nur vom Verhältnis µX/σX abhängen,ni
ht von den exakten Werten für µX und σX . Deshalb �xieren wir σX in die-sem Abs
hnitt auf den Wert 0,1.Wir s
hauen uns zunä
hst (siehe Tabelle 5.8) die Ausgangsparameterkombina-tion µX = 0, 002, σX = 0, 1 mit n = 60 und Xt

i.i.d∼ N(µX , σX) an, ans
hlieÿend
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0

[u0,05] ti in u KI95% um θSharpeX θ = 0, 02 ; t = 0, 02045 ; s(ti) = 0, 04466 ; pAD = 0, 9128 ; ψ̂ = 0, 0309i.i.d., NV 0,04473 0,04475 0,7717 [-0,0677;0,1077℄ 94,90% 95,02%i.i.d. 0,04474 0,04462 0,7188 [-0,0677;0,1077℄ 94,91% 94,69%allg., j = 1 0,04474 0,04456 0,7280 [-0,0677;0,1077℄ 94,91% 94,51%allg., j = 5 0,04474 0,04423 0,7280 [-0,0677;0,1077℄ 94,91% 93,93%KappaXα=1
z=0 θ = 0, 04305 ; t = 0, 06489 ; s(ti) = 0, 12971 ; pAD < 10−61 ; ψ̂ = 0, 055i.i.d. 0,09292 0,13047 <10−99 [-0,1391;0,2251℄ 84,41% 95,07%KappaXα=2
z=0 θ = 0, 02216 ; t = 0, 03265 ; s(ti) = 0, 06630 ; pAD < 10−41 ; ψ̂ = 0, 0475i.i.d. 0,04817 0,06647 <10−99 [-0,0723;0,1166℄ 84,76% 95,04%ERVaRX5% θ = 0, 01298 ; t = 0, 01453 ; s(ti) = 0, 02994 ; pAD < 10−29 ; ψ̂ = 0, 0478i.i.d., param. 0,02955 0,03009 0,0070 [-0,0457;0,0717℄ 94,52% 95,07%i.i.d., nonp. 0,02955 0,03011 0,0070 [-0,0457;0,0717℄ 94,52% 94,94%TreynorX θ = 0, 00267 ; t = 0, 00275 ; s(ti) = 0, 005970 ; pAD = 0, 9018 ; ψ̂ = 0, 0417i.i.d., NV 0,005964 0,005975 0,8926 [-0,0090;0,0144℄ 95,09% 95,38%i.i.d. 0,005965* 0,005964 0,9134 [-0,0090;0,0144℄ 95,09% 95,09%JensenX θ = 0, 0005 ; t = 0, 000535 ; s(ti) = 0, 002946 ; pAD = 0, 1417 ; ψ̂ = 0, 0375i.i.d., NV 0,002959 0,002950 0,5362 [-0,0053;0,0063℄ 94,72% 94,76%i.i.d. 0,002958* 0,002943 0,5455 [-0,0053;0,0063℄ 94,72% 94,73%MMX,ori θ = 0, 002 ; t = 0, 00206 ; s(ti) = 0, 004465 ; pAD = 0, 8225 ; ψ̂ = 0, 0383i.i.d., NV 0,004473 0,004475 0,7996 [-0,0068;0,0108℄ 95,11% 95,40%i.i.d. 0,004486* 0,004556 0,5033 [-0,0068;0,0108℄ 95,16% 95,36%MMX,alt θ = 0 ; t = 0, 000031 ; s(ti) = 0, 003154 ; pAD = 0, 2393 ; ψ̂ = 0, 044i.i.d., NV 0,003163 0,003157 0,6806 [-0,0062;0,0062℄ 94,69% 94,87%i.i.d. 0,003172* 0,003204 0,4160 [-0,0062;0,0062℄ 94,77% 95,26%

∆ShX,Y θ = −0, 01 ; t = −0, 0099 ; s(ti) = 0, 03176 ; pAD = 0, 2815 ; ψ̂ = 0, 0404i.i.d., NV 0,03239 0,03173 0,0052 [-0,0735;0,0535℄ 95,41% 95,04%i.i.d. 0,03176* 0,03162 0,9823 [-0,0722;0,0522℄ 94,96% 94,95%
∆κ(X, Y )α=1

z=0 θ = −0, 02221 ; t = −0, 02903 ; s(ti) = 0, 0939 ; pAD = 0, 0002 ; ψ̂ = 0, 049i.i.d. - 0,09428 - - - 95,71%
∆κ(X, Y )α=2

z=0 θ = −0, 01127 ; t = −0, 01469 ; s(ti) = 0, 04785 ; pAD = 0, 0015 ; ψ̂ = 0, 0434i.i.d. - 0,04780 - - - 95,36%
∆TrX,Y θ = −0, 00133 ; t = −0, 00138 ; s(ti) = 0, 00425 ; pAD = 0, 6119 ; ψ̂ = 0, 0392i.i.d., NV 0,00422 0,00425 0,3061 [-0,0096;0,0069℄ 94,55% 94,81%i.i.d. 0,00422* 0,00424 0,4055 [-0,0096;0,0069℄ 94,56% 94,82%
∆JeX,Y θ = −0, 001 ; t = −0, 001027 ; s(ti) = 0, 00314 ; pAD = 0, 5682 ; ψ̂ = 0, 4745i.i.d., NV 0,00316 0,00316 0,5512 [-0,0072;0,0052℄ 95,50% 95,42%i.i.d. 0,00317* 0,00315 0,4617 [-0,0072;0,0052℄ 95,54% 95,40%
∆MMX,Y θ = −0, 001 ; t = −0, 001028 ; s(ti) = 0, 00315 ; pAD = 0, 6756 ; ψ̂ = 0, 0454i.i.d., NV 0,00316 0,00316 0,6930 [-0,0072:0,0052℄ 95,46% 95,49%i.i.d. 0,00317* 0,00321 0,6391 [-0,0072:0,0052℄ 95,48% 95,79%* aus den Daten simulierte WerteErläuterung der Kürzel für die Statistiken in Tab. 5.2 auf S. 114.Tabelle 5.7: Simulationsergebnisse bei i.i.d.-t5-verteilten Daten und Zeitreihen-länge n = 500



5.3. Ergebnisse für einzelne Maÿe 122Varianzformel σ0(θ̂) s(θ̂i) pσ2=σ2
0

[u0,05] ti in u KI95% um θSharpeX θ = 0, 02 ; t = 0, 0205 ; s(ti) = 0, 1327 ; pAD < 10−5 ; ψ̂ = 0, 0232i.i.d., NV 0,1291 0,1297 < 10−99 [-0,2330;0,2730℄ 94,23% 95,15%i.i.d. 0,1291 0,1297 < 10−99 [-0,2330;0,2730℄ 94,23% 95,08%allg., j = 1 0,1291 0,1274 < 10−99 [-0,2330;0,2730℄ 94,23% 93,53%allg., j = 5 0,1291 0,1209 < 10−99 [-0,2330;0,2730℄ 94,23% 87,22%Erläuterung der Kürzel für die Statistiken in Tab. 5.2 auf S. 114.Tabelle 5.8: Ergebnisse für das Sharpe-Ratio bei i.i.d.-normalverteilten Datenund Zeitreihenlänge n = 60, Ausgangsparameterwerden einzelne Parameter variiert. Die Anzahl der simulierten eindimensiona-len Zeitreihen beträgt R = 100 000.Einziger Unters
hied zu den Werten in Tabelle 5.4 ist die kleinere Zeitrei-henlänge, dadur
h ist die Varianz von ŜhX gröÿer. Der Bias t− θ des S
hätzersfällt nun etwas stärker ins Gewi
ht. Der Anderson-Darling-Test lehnt die Hy-pothese der Normalverteilung des S
hätzers zwar ab, aber die Abwei
hung vonder Normalverteilung s
heint gering zu sein, was ein Bli
k auf das Histogrammder Verteilung (Abb. 5.2a) bestätigt.Die aus den Verteilungsparametern bere
hnete asymptotis
he Standardabwei-
hung σ0(θ̂) beträgt 0,1291; die aus den Daten ges
hätzten Werte sind imMittel mit 0,1297 für die beiden i.i.d.-Formeln sehr ähnli
h. Die Sti
hproben-standardabwei
hung der S
hätzer liegt mit 0,1327 jedo
h soweit höher, dass
H0 : σ = 0, 1291 zu jedem beliebigen Niveau abgelehnt wird. Da der Test beider Zeitreihenlänge n = 500 ni
ht abgelehnt hat (siehe Tabelle 5.4) und dasMittel der ges
hätzten Standardabwei
hungen s(θ̂i) mit der aus den Parame-tern bere
hneten Standardabwei
hung σ0(θ̂) konform geht, ist die Konvergenzbei n = 60 o�enbar no
h ni
ht in ausrei
hendem Maÿe errei
ht.Da σ0(Ŝh) etwas zu niedrig ist, ist au
h der Anteil der S
hätzwerte, die in das
1, 96σ-Intervall fallen, trotz fast perfekter Normalverteilung mit 94,23 % etwasniedriger als 95 %. Dagegen liegt der Anteil der Kon�denzintervalle, die denwahren Wert Sh = 0, 02 eins
hlieÿen, bei fast exakt 95 %. Dies kann man da-dur
h erklären, dass die S
hätzformeln
n σ̂2

Ŝh,norm.
= 1 +

1

2
Ŝh

2

X und n σ̂2
Ŝh

= 1− ŜhX γ̂1,X +
1

4
Ŝh

2

X(γ̂2,X − 1)jeweils den S
hätzwert des Sharpe-Ratios enthalten. Die ges
hätzte Varianzunter Annahme normalverteilter Renditen ist eine quadratis
he Funktion desS
hätzwerts des Sharpe-Ratios. Je gröÿer der Betrag von Ŝh, desto gröÿer istdie ges
hätzte Varianz bzw. Standardabwei
hung. In der verteilungsfreien For-mel kommen S
hätzwerte für S
hiefe und Kurtosis der Verteilung hinzu, diefür zusätzli
he Streuung sorgen. Diese Verhältnisse sind in Abb. 5.2b darge-stellt, in der für jede Zeitreihe11 der S
hätzwert des Sharpe-Ratios Ŝh gegen11Aus Gründen der besseren Darstellung sind nur die Daten von 2 000 statt R = 100 000



123 Kapitel 5. Simulationen

−0.6 −0.4 −0.2 0.0 0.2 0.4 0.6

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

(a) Histogramm Ŝh
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(b) Ŝh-σ̂
Ŝh

-DiagrammLinks: Histogramm von Ŝh mit angepasster Di
htefunktion der NormalverteilungRe
hts: Punktdiagramm für 2000 Zeitreihen mit Ŝh (Abszisse) und zugehörigem σ̂
Ŝh

(Ordi-nate) für die verteilungsfreie Varianzformel(△) und die Varianzformel mit Normalverteilungs-annahme(•)Abbildung 5.2: Gra�ken zur Verteilung von Ŝh für i.i.d.-normalverteilte Datenmit Sh = 0, 02 und Zeitreihenlänge n = 60.den S
hätzwert für die Standardabwei
hung des S
hätzers, σ̂
Ŝh

, abgetragen ist.Für die Normalverteilungsformel bilden die Punkte eine konvexe Kurve; für dieverteilungsfreie Formel erkennt man eine um die Kurve herum liegende Punkt-wolke, die si
h für |Ŝh| → 0 in Ri
htung σ̂
Ŝh

= 1/
√
n = 1/

√
60 ≈ 0, 1291zusammenzieht. Besonders extreme S
hätzwerte gehen also mit erhöhten Vari-anzs
hätzungen einher. Wie am Verglei
h der Skalen von Abszisse und Ordinateerkennbar ist, ist der E�ekt ni
ht sehr stark. Während Ŝh etwa zwis
hen -0,4 und0,4 s
hwankt, bewegen si
h die S
hätzwerte der Standardabwei
hung zwis
hen0,115 und 0,145. Der Quartilsabstand von Ŝh beträgt 0,1783, jener für σ̂

Ŝh
nur0,0007 (NV-Formel) bzw. 0,0019 (verteilungsfreie Formel). Die Varianzs
hät-zung ist hier also im Verglei
h zur Performan
emaÿs
hätzung ausgespro
henstabil.Etwas anders sind die Ergebnisse der verallgemeinerten Formel für Ni
ht-

i.i.d.-Daten. Für Tabelle 5.8 wurde die Standardabwei
hung wiederum für mög-li
he Autokorrelationen zu einer bzw. fünf Na
hbarperioden bere
hnet. Hierbeisteigt die Anzahl der ges
hätzten und ans
hlieÿend aggregierten Terme deutli
h,wodur
h die Streuung der S
hätzung no
hmals steigt. In den Simulationsdatenfür j = 1 wurden Werte zwis
hen 0,0227 und 0,1777 ges
hätzt, mit Quartils-abstand 0,0231. Bei j = 5 resultierte aus der Addition der Komponenten insimulierten Zeitreihen eingetragen.



5.3. Ergebnisse für einzelne Maÿe 124Verteilung σ0(θ̂) s(θ̂i) pσ2=σ2
0

[u0,05] ti in u KI95% um θ

t10 θ = 0, 02 ; t = 0, 02012 ; s(ti) = 0, 1327 ; pAD < 10−5 ; ψ̂ = 0, 02533i.i.d., NV 0,12911 0,12968 < 10−99 [-0,2331;0,2731℄ 94,26% 95,11%i.i.d. 0,12912 0,12901 < 10−99 [-0,2331;0,2731℄ 94,26% 94,54%allg., j = 1 0,12911 0,12686 < 10−99 [-0,2331;0,2731℄ 94,26% 93,06%allg., j = 5 0,12911 0,12040 < 10−99 [-0,2331;0,2731℄ 94,26% 87,03%GARCH(1,1) θ = 0, 02 ; t = 0, 03123 ; s(ti) = 0, 1331 ; pAD = 0, 3548 ; ψ̂ = 0, 0230i.i.d., NV 0,12911 0,12970 < 10−99 [-0,2331;0,2731℄ 94,19% 95,10%i.i.d. 0,12912 0,12745 < 10−99 [-0,2331;0,2731℄ 94,13% 93,25%allg., j = 1 0,13468* 0,12328 < 10−7 [-0,2440;0,2840℄ 95,21% 90,47%allg., j = 5 0,13468* 0,11534 < 10−7 [-0,2440;0,2840℄ 95,21% 84,52%AR(1) θ = 0, 02 ; t = 0, 0205 ; s(ti) = 0, 1711 ; pAD < 10−6 ; ψ̂ = 0, 0214i.i.d., NV 0,12911 0,13005 < 10−99 [-0,2331;0,2731℄ 86,19% 87,60%i.i.d. 0,12912 0,13000 < 10−99 [-0,2331;0,2731℄ 86,19% 87,53%allg., j = 1 0,17216 0,15574 0,0048 [-0,3174;0,3574℄ 95,04% 92,59%allg., j = 5 0,17216 0,15311 0,0048 [-0,3174;0,3574℄ 95,04% 87,33%* aus den Daten simulierte WerteErläuterung der Kürzel für die Statistiken in Tab. 5.2 auf S. 114.Tabelle 5.9: Ergebnisse für das Sharpe-Ratio bei ni
ht normalverteilten Datenund Zeitreihenlänge n = 60, Ausgangsparameteretwa 4 % der Fälle sogar ein negativer Wert als S
hätzwert für die Varianz12,das Maximum der Werte lag bei 0,2592 und der Quartilsabstand war 0,048. Beider kleineren Sti
hprobengröÿe n = 60 werden die Ergebnisse der generalisier-ten Formel also s
hnell instabil, so dass man die Formel ni
ht anwenden sollte,wenn kein Verda
ht auf zeitli
h abhängige Renditen vorliegt � und wenn, dannmit kleinem Parameter j. Die Überde
kungshäu�gkeiten der mittels dieser ge-s
hätzten Varianzen bere
hneten Kon�denzintervalle (letzte beiden Zeilen derTabelle 5.8) wei
hen deutli
h vom vorgegebenen Niveau ab.Kommen wir nun zu Zeitreihen mit anderen Verteilungseigens
haften:a) i.i.d.-t10-verteilte Renditen,b) GARCH(1,1)-Prozesse mit α1 = 0, 1 (MA-Term) und β1 = 0, 8 (AR-Term)sowie normalverteilten Störtermen,
) AR(1)-Prozesse mit α1 = 0, 25 und normalverteilten Störtermen.Die einzelnen Prozesse sind jeweils so kalibriert, dass die unbedingten Momenteder Renditen wie zuvor µX = 0, 002 und σX = 0, 1 betragen. Die Ergebnissestehen in Tabelle 5.9.Die Unters
hiede zwis
hen den Ergebnissen für normal- und t10-verteilte Da-ten sind gering. Es gibt kaum Unters
hiede zwis
hen den i.i.d.-Formeln mit undohne Normalverteilungsannahme. In beiden Fällen liegt die empiris
he Stan-dardabwei
hung s(ti) erkennbar über den asymptotis
hen Näherungen, sowohl12In diesem Fall wurde der negative Wert in den weiteren Bere
hnungen dur
h das Ergebnisder verteilungsfreien i.i.d.-Formel ersetzt.
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(b) Ŝh-σ̂
Ŝh

-DiagrammLinks: Histogramm von Ŝh mit angepasster Di
htefunktion der NormalverteilungRe
hts: Punktdiagramm für 2000 Zeitreihen mit Ŝh (Abszisse) und zugehörigem σ̂
Ŝh

(Ordina-te) für die verteilungsfreie Varianzformel(△) und die Varianzformel mit Normalverteilungsan-nahme(•). Gestri
helte Linie: Asymptotis
he Varianz gemäÿ Parametern und VarianzformelAbbildung 5.3: Gra�ken zur Verteilung von Ŝh für i.i.d.-t10-verteilte Daten mit
Sh = 0, 02 und Zeitreihenlänge n = 60.der theoretis
hen (σ0(θ̂)) als au
h dem Mittel der ges
hätzten (s(θ̂i)). Die Nä-herung der empiris
hen Verteilung des S
hätzers an die Normalverteilung isttrotz der im AD-Test abgelehnten Normalverteilungshypothese fast perfekt (sie-he Abb. 5.3a). Im Ŝh-σ̂

Ŝh
-Diagramm (Abb. 5.3b) folgen die S
hätzwerte mittelsder i.i.d.-NV-Formel weiter der theoretis
hen Vorgabe. Zusätzli
h ist die theo-retis
he asymptotis
he Standardabwei
hung in Abhängigkeit vom Sharpe-Ratiogemäÿ der allgemeinen i.i.d.-Formel als gestri
helte Kurve eingezei
hnet. In derGra�k ist jedo
h kein Zusammenhang zwis
hen den mittels dieser Formel ge-s
hätzten Standardabwei
hungen und der gestri
helten Kurve zu erkennen.Die i.i.d.-Annahme, die bei der Herleitung der Varianzformel gema
ht wur-de, ist bei GARCH-Zeitreihen ni
ht mehr erfüllt. Insbesondere ist zu erwarten,dass die empiris
hen Varianzen der einzelnen Zeitreihen stark streuen. Zudemexistiert das vierte Moment der Rendite bei der genannten Parameterkombina-tion ni
ht.13Beim Bli
k auf die Daten in Tabelle 5.9 fällt zunä
hst auf, dass der Mittelwertdes ges
hätzten Sharpe-Ratios mit 0,03123 ein gutes Stü
k über dem theore-tis
hen Wert von 0,02 liegt. Man könnte vermuten, dass einzelne Extremwer-te aus der stark leptokurtis
hen Renditeverteilung den Dur
hs
hnitt verzerren.13Das vierte Moment eines GARCH(1,1)-Prozesses mit normalverteilten Innovationen exis-tiert, wenn 3α2+2αβ+β2 < 1 (Bollerslev 1986). Hier: 3 ·0, 82+2 ·0, 8 ·0, 1+0, 12 = 2, 09 ≮ 1.
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ht der Fall, wie ein Bli
k auf Abb. 5.4a zeigt. Die Verzerrungist systematis
h und sie ist au
h erklärbar, hier allgemein für positive erwarteteÜberrenditen µX > 0: Die bedingten und unbedingten Erwartungswerte derRenditen aller Zeitreihen haben denselben Wert µX . Die bedingten Varianzender Zeitreihen hingegen di�erieren je na
h Stärke der Auss
hläge in den Vor-perioden. Liegt nun eine Zeitreihe ohne groÿe Auss
hläge und somit geringerVarianz vor, liegen die Werte der Zeitreihe relativ eng um den positiven Erwar-tungswert µX . Die geringe Variation führt zu einem kleinen S
hätzwert σ̂X imNenner und somit zu einem relativ deutli
h positiven Sharpe-Ratio. Kommendagegen starke Auss
hläge vor, führen diese zu einem hohen σ̂X für die jewei-lige Zeitreihe und ŜhX bleibt betragsmäÿig klein. Zudem heben si
h deutli
heAuss
hläge na
h oben und unten hinsi
htli
h µ̂X gegenseitig auf, aber ni
hthinsi
htli
h σ̂X . Dazu passt, dass der S
hätzer ŜhX ausweisli
h des p-Werts desAnderson-Darling-Tests annähernd perfekt normalverteilt ist. Die empiris
heStandardabwei
hung des S
hätzers ist im Verglei
h zum i.i.d.-Fall fast unverän-dert.Die in der Tabelle angegebene asymptotis
he Standardabwei
hung σ0(θ̂) für denNon-i.i.d.-Ansatz liegt der empiris
hen Standardabwei
hung re
ht nahe, ist aberni
ht mit den anderen Werten in dieser Spalte verglei
hbar, da sie simuliert undni
ht aus den Parametern bere
hnet wurde. Die Überde
kungshäu�gkeit derdamit gebildeten Kon�denzintervalle ist dagegen no
h s
hle
hter als im i.i.d.-Fall. Unter den i.i.d.-Ansätzen liefert die Formel mit Normalverteilungsannahmebessere Ergebnisse als jene ohne Verteilungsannahme. Das kann darauf zurü
k-zuführen sein, dass in die verteilungsfreie Formel S
hätzungen von S
hiefe undKurtosis der Renditeverteilung eingehen und der S
hätzfehler dadur
h steigt.Wie an der Skala von Abb. 5.4a erkennbar ist, streuen die Varianzs
hätzungenhier stärker als bei temporär unabhängigen Zeitreihen (vgl. Abb. 5.2b und 5.3b).Wenn die Non-i.i.d.-Formel für GARCH-Daten keine guten Ergebnisse liefert,muss man bedenken, dass sie ni
ht für die Behandlung autokorrelierter Varian-zen entwi
kelt wurde, sondern für den Fall autokorrelierter Renditen. Diesen Falluntersu
hen wir als nä
hstes (Tab. 5.9, letzter Abs
hnitt) anhand von AR(1)-Renditen.Der Bias von Ŝh ist hier wie im i.i.d.-Fall eher geringfügig, jedo
h ist die em-piris
he Standardabwei
hung der S
hätzwerte deutli
h erhöht. Die Anpassungan die Normalverteilung ist gut, aber ni
ht perfekt. Die Varianzformeln für un-abhängig und identis
h verteilte Renditen berü
ksi
htigen die zeitli
he Abhän-gigkeit ni
ht, ergeben identis
he bzw. sehr ähnli
he Werte wie bei den i.i.d.-Zeitreihen und unters
hätzen damit die Varianz des S
hätzers deutli
h. DieKon�denzintervalle sind dementspre
hend zu s
hmal. Die Non-i.i.d.-Formel mit
j = 1, die Autokorrelation erster Ordnung einbezieht, ist die für einen AR(1)-Prozess theoretis
h exakt passende Formel und liefert bessere Ergebnisse. Ihrtheoretis
her Wert liegt sehr nahe an der empiris
hen Standardabwei
hung von
Ŝh. Die S
hätzungen aus den Daten heraus sind jedo
h im Mittel etwas zu nied-rig. Im Streudiagramm (Abb. 5.4b) ist erkennbar, dass die S
hätzwerte für dieStandardabwei
hung von Ŝh erhebli
h streuen und im Mittel deutli
h über den
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(b) Ŝh-σ̂
Ŝh

-Diagramm ARPunktdiagramme für 2000 Zeitreihen mit Ŝh (Abszisse) und zugehörigem σ̂
Ŝh

(Ordinate).Renditezeitreihen aus GARCH(1,1)-Prozess (links) bzw. AR(1)-Prozess(re
hts). Angegebensind die verteilungsfreie i.i.d-Varianzformel (links) bzw. die verallgemeinerte Varianzformel(non-i.i.d) mit j = 1 (re
hts) (△) sowie die Varianzformel mit Normalverteilungsannahme(•).Abbildung 5.4: Gra�ken zur Verteilung von Ŝh für GARCH- und AR-Zeitreihenmit Sh = 0, 02 und Zeitreihenlänge n = 60.Werten der i.i.d.-NV-Formel liegen. Au
h ist hier kein Zusammenhang zwis
hendem Betrag von Ŝh und dem S
hätzwert der Standardabwei
hung zu erkennen.Die Überde
kungshäu�gkeit der Kon�denzintervalle von 92,59 % ist verglei
hbarmit den Ergebnissen dieses Ansatzes im i.i.d.-Fall. O�enbar kann man mit derNon-i.i.d.-Formel die Autokorrelation der Zeitreihe korrekt verarbeiten, mussaber bei einer Zeitreihenlänge von 60 Renditen weiterhin eine hohe S
hätzun-genauigkeit in Kauf nehmen. Versu
ht man die Autokorrelation bis zur fünftenOrdnung in die Varianzs
hätzung miteinzubeziehen (j = 5), sind die Ergebnissehinsi
htli
h der dur
hs
hnittli
hen S
hätzvarianz mit dem (j = 1)-Ansatz ver-glei
hbar, aber die Überde
kungshäu�gkeit der Kon�denzintervalle ist s
hle
ht.Nun verlassen wir die Referenz-Parameterkombination und lassen den Pa-rameter µX Werte zwis
hen -0,02 und 0,1 annehmen; alle anderen Parameterwerden beibehalten. Das Wertespektrum ist in ökonomis
her Hinsi
ht sehr weitgewählt, bereits Monats-Überrenditen von 1 % sind kaum realistis
h, aber essoll hier in erster Linie um die statistis
hen Eigens
haften des Maÿes gehen. InAbbildung 5.5 sind die wi
htigsten der bisher in Tabellen aufgelisteten Simula-tionsstatistiken visualisiert. Von den se
hs Tafeln der Abbildung bezieht si
h dielinke Hälfte auf i.i.d-t10-verteilte Renditen, die re
hte Hälfte zeigt Ergebnisse für
AR(1)-Renditezeitreihen mit denselben Parametern wie im vorigen Abs
hnitt.In allen se
hs Tafeln wird auf der Abzisse die erwartete Rendite µX variiert,



5.3. Ergebnisse für einzelne Maÿe 128wobei die Abstände ni
ht maÿstabgetreu sind.Die oberen beiden Tafeln zeigen als dur
hgezogene Linie die theoretis
hen Wer-te des Sharpe-Ratios bei den jeweiligen Werten für µX ; als gestri
helte Liniemit Datenpunkten liegt das Mittel der S
hätzwerte fast genau darüber und istin beiden Tafeln vom theoretis
hen Wert kaum zu unters
heiden. Die Verzer-rung des S
hätzers ist also relativ gering. Um die Linie herum ist in s
hwarz der1,96σ-Berei
h gemäÿ der asymptotis
hen i.i.d.-Varianzformel eingezei
hnet, des-sen Breite si
h über den Werteberei
h kaum verändert. Die re
hte Tafel enthältzusätzli
h den 1,96σ-Berei
h na
h verallgemeinerter Varianzformel mit j = 1(grau), der über den gesamten Werteberei
h etwas breiter ist.Die beiden mittleren Tafeln zeigen Standardabwei
hungen und deren S
hätzun-gen. Links (t10-Daten) zeigt die starke s
hwarze Linie ohne Datenpunkte dieempiris
hen Standardabwei
hungen s(ti) der Performan
emaÿ-S
hätzwerte beivers
hiedenen erwarteten Renditen an. Die dur
hgezogene bzw. die gestri
helteLinie mit Datenpunkten zeigen die aus den Parametern bere
hnete asympto-tis
he Standardabwei
hung σ0(θ̂) bzw. die Mittelung aus den S
hätzungen derStandardabwei
hungen s(θ̂i). Die Werte bleiben für den ökonomis
h relevan-ten Berei
h von -0,01 bis +0,01 nahezu konstant, wobei die empiris
he Stan-dardabwei
hung stets etwas höher ist als die asymptotis
he und die aus denDaten ges
hätzte Näherung. Erst für stark von Null abwei
hendes µX steigtdie Standardabwei
hung des S
hätzers merkli
h an. Re
hts (AR(1)-Daten) sindin grauer Farbe zusätzli
h die entspre
henden Werte von σ0(θ̂) und s(θ̂i) ausder Non-i.i.d.-Varianzformel mit j = 1 eingezei
hnet. Die S
hätzwerte gemäÿder i.i.d.-Formel sind hier nahezu glei
h denen in der linken Tafel. Die empi-ris
he Standardabwei
hung der S
hätzer liegt konstant etwa 0,03 höher als imi.i.d.-Fall, was von der verallgemeinerten asymptotis
hen Varianzformel für denökonomis
h relevanten Berei
h sehr gut na
hvollzogen wird, wenn man die Stan-dardabwei
hung aus den Parametern bere
hnet. Sind die Parameter unbekanntund s
hätzt man die Standardabwei
hungen aus den Daten, sind die S
hätz-werte tendenziell etwas zu niedrig, jedo
h deutli
h besser als die Ergebnisse deri.i.d.-Formel.Die untere Reihe s
hlieÿli
h zeigt empiris
he Anteile, entweder den Anteil derS
hätzwerte, die in einem 1, 96σ-Berei
h liegen oder der Anteil der Kon�denz-intervalle, die den wahren Wert ums
hlieÿen. Links zeigt die breite s
hwarzeLinie, dass meist geringfügig weniger als 95 % der S
hätzwerte innerhalb der
1, 96σ-Berei
he liegen, was zu erwarten war, da die asymptotis
heWert der Stan-dardabwei
hung etwas unter der empiris
hen Standardabwei
hung liegt (siehemittlere Reihe). Die Überde
kungshäu�gkeiten der Kon�denzintervalle zu 95 %(dur
hgezogen, mit Datenpunkten) und 99 % (gestri
helt) liegen ebenfalls ge-ringfügig unter dem vorgegebenen Niveau. Re
hts liegen alle mittels der i.i.d.-Formel bere
hneten Statistiken weit unter den jeweiligen Zielwerten. Die graueingezei
hneten Werte für die Non-i.i.d.-Formel sind deutli
h besser. Allerdingsist nur der aus den Parametern bere
hnete 1, 96σ-Berei
h relativ exakt, die ausden Daten ges
hätzten Kon�denzintervalle haben zu niedrige Überde
kungshäu-�gkeiten (
a. 93 % und 98 % anstatt 95% und 99%).
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−.02 −.01 −.004 −.002 0 .002 .004 .01 .02 .05 .1Erste Reihe: Theoretis
her Wert Sh und Mittelwert der S
hätzungen (praktis
h de
kungs-glei
h); umliegend die theoretis
he 1, 96 − σ-Umgebung mit der i.i.d.-Formel (s
hwarz) undder allgemeinen Formel mit j = 1 (nur re
hts, grau).Zweite Reihe: Empiris
he Standardabwei
hung der S
hätzer (dur
hgehende Linie, ohneDatenpunkte); asymptotis
he Standardabwei
hung (dur
hgehend, mit Datenpunkten) undmittlere ges
hätzte Standardabwei
hung (gestri
helt) mittels i.i.d.-Formel, re
hts au
h ingrau für die allgemeine Formel mit j = 1.Dritte Reihe: Anteil der S
hätzwerte in 1, 96σ-Umgebung (breite Linien), Überde
kungshäu-�gkeit des 95%-KI (dur
hgehende Linie, mit Datenpunkten) und des 99%-KI (gestri
helteLinie, m.D.) für die i.i.d.-Formel (s
hwarz); re
hts au
h in grau für die allgemeine Formel mit
j = 1.Abbildung 5.5: Simulationsstatistiken des Sharpe-Ratios bei Variation von µXfür i.i.d.-Daten (links) und AR(1)-Daten (re
hts)



5.3. Ergebnisse für einzelne Maÿe 130Verteilung σ0(θ̂) s(θ̂i) pσ2=σ2
0

[u0,05] ti in u KI95% um θ

NV θ = 0, 01 ; t = 0, 0107 ; s(ti) = 0, 09389 ; pAD = 0, 0249 ; ψ̂ = 0, 0292i.i.d., NV 0,09351 0,09280 0,2070 [-0,1733;0,1933℄ 95,01% 94,99%i.i.d. 0,09351 0,09191 0,2070 [-0,1733;0,1933℄ 95,01% 94,61%
t10 θ = 0, 01 ; t = 0, 0098 ; s(ti) = 0, 09432 ; pAD = 0, 0047 ; ψ̂ = 0, 0261i.i.d., NV 0,09351 0,09289 0,0065 [-0,1733;0,1933℄ 94,78% 94,93%i.i.d. 0,09143* 0,09169 < 10−99 [-0,1692;0,1892℄ 94,26% 94,47%
t5 θ = 0, 01 ; t = 0, 0104 ; s(ti) = 0, 09469 ; pAD = 0, 0002 ; ψ̂ = 0, 0208i.i.d., NV 0,09351 0,09322 < 10−4 [-0,1733;0,1933℄ 94,63% 95,07%i.i.d. 0,09162* 0,09143 < 10−99 [-0,1696;0,1896℄ 94,15% 94,32%

GARCH(1) θ = 0, 01 ; t = 0, 0109 ; s(ti) = 0, 09405 ; pAD = 0, 0098 ; ψ̂ = 0, 0245i.i.d., NV 0,09351 0,09282 0,0699 [-0,1733;0,1933℄ 94,80% 95,11%i.i.d. 0,09143* 0,09185 < 10−99 [-0,1692;0,1892℄ 94,32% 94,63%* aus den Daten simulierte WerteErläuterung der Kürzel für die Statistiken in Tab. 5.2 auf S. 114.Tabelle 5.10: Ergebnisse für die Di�erenz der Sharpe-Ratios zweier Portfolios Xund Y mit Zeitreihenlänge n = 60, AusgangsparameterInsgesamt kann man feststellen, dass die weiter oben anhand der Standard-Parameterkombination getro�enen Aussagen im ökonomis
h relevanten Berei
hqualitativ ni
ht von der erwarteten Überrendite der Anlage abhängen. Für be-tragsmäÿig sehr hohe theoretis
he Werte des Sharpe-Ratios s
heint das Verhal-ten der S
hätzer zumindest bei n = 60 deutli
her von der Asymptotik abzuwei-
hen; insbesondere nimmt die Abwei
hung der Verteilung der S
hätzwerte vonder Normalverteilung zu.Bei der Simulation der Di�erenz des Sharpe-Ratios zweier Portfoli-os X und Y werden Renditetupel (X,Y ) simuliert. Auÿer den Parametern fürdie Zeitreihenlänge, die Zeitreihenstruktur und den Verteilungstyp der multiva-riaten Verteilung haben wir fünf Parameter für die ersten beiden (gemis
hten)Momente: µX , µY , σX , σY und ρX,Y . Wie beim Sharpe-Ratio für ein einzelnesPortfolio wird zunä
hst eine Ausgangs-ParameterkombinationVariable µ σ Korrelationsmatrix
X 0,003 0,1 1 0,75
Y 0,002 0,1 0,75 1

n = 60, R = 50 000genauer untersu
ht; ans
hlieÿend werden einzelne Parameter variiert.Eine grobe Vorstellung von der gemeinsamen Verteilung von ŜhX und ŜhYfür die angegebene Kombination ermögli
ht (für i.i.d.-t10-verteilte Renditen) dasStreudiagramm Abb. 5.6a mit 95%- und 99%-Zentralberei
hen einer angepass-ten bivariaten Normalverteilung14.14Hierbei handelt es si
h um die Zentralberei
he einer Normalverteilung, deren Verteilungs-parameter aus der Punktwolke ges
hätzt werden.



131 Kapitel 5. SimulationenDetaillierte Ergebnisse für i.i.d.-normal-, -t10-, -t5- und MGARCH(1)15-verteilte Renditen sind in Tabelle 5.10 aufgelistet. Sie unters
heiden si
h für dieeinzelnen Zeitreihen- und Verteilungstypen nur graduell. Der S
hätzer ∆̂Sh isttendenziell geringfügig na
h oben verzerrt und gemäÿ der Verteilungsstatisti-ken pAD und ψ̂ fast exakt normalverteilt (siehe au
h Abb. 5.6b). Hinsi
htli
hder Varianzformeln s
hneidet die Formel für normalverteilte Werte gut ab. IhreWerte kommen der empiris
hen Standardabwei
hung sehr nahe und der χ2-Testauf H0 : σ2 = σ2
0 lehnt nur bei den t-verteilten Renditen ab, und das ange-si
hts der hohen Zahl von Simulationsläufen nur knapp. Entspre
hend ist au
hder Anteil der S
hätzwerte innerhalb des u95%-Berei
hs nahe 95 %. Im Mittelliegen die ges
hätzten Standardabwei
hungen (s(θ̂i)) etwas unter der empiri-s
hen Standardabwei
hung der S
hätzwerte s(ti), die Überde
kungshäu�gkeitder Kon�denzintervalle bleibt jedo
h gut. Etwas anders verhält es si
h mit denErgebnissen für die Varianzformel ohne Verteilungsannahme. Die (simulierten)asymptotis
hen Standardabwei
hungen sowie die mittlere ges
hätzte Standard-abwei
hung sind erkennbar niedriger als die empiris
he Standardabwei
hung derS
hätzwerte. Au
h die Überde
kungshäu�gkeiten der Kon�denzintervalle liegenetwa einen halben Prozentpunkt unter dem vorgegebenen Niveau.In Abb. 5.6
 wird si
htbar, dass die S
hätzungen der Standardabwei
hun-gen σ̂∆̂Sh

für beide Varianzformeln keine erkennbare Abhängigkeit von ∆̂Shaufweisen. Sie streuen aber deutli
h stärker als die S
hätzungen der Standard-abwei
hung von Ŝh (vgl. Abb. 5.3b, S. 125).Die Ergebnisse für vers
hiedene Parameterkombination sind (im Wesentli-
hen analog zu Abb. 5.5) in Abb. 5.7 dargestellt. Hierbei wird von der obenverwendeten Parameterkombination (µX = 0, 003, µY = 0, 002, σX = σY =
0, 1, ρX,Y = 0, 75) ausgegangen und jeweils einer der drei Parameter µX , σXund ρX,Y variiert, entspre
hend sind die drei Tafeln der Gra�k horizontal indrei Abs
hnitte aufgeteilt. Die Ausgangsparameterkombination ist jeweils miteiner senkre
hten gestri
helten Linie gekennzei
hnet. Das verwendete Vertei-lungsmodell der Simulationsdaten ist ein MGARCH-Prozess, dasjenige unterden verwendeten Modellen, das realen Finanzmarktdaten wohl am nä
hstenkommt. Die verwendeten Varianzformeln sind die i.i.d.-Formel für beliebig ver-teilte Daten und jene für i.i.d.-normalverteilte Daten. Bei einer Zeitreihenlängevon n = 60 wurden je 50 000 Simulationsläufe dur
hgeführt.In der oberen Tafel stellen die mittleren, optis
h praktis
h ni
ht unters
heid-baren Linien den theoretis
hen Wert sowie das Mittel der S
hätzwerte von
∆Sh dar. Die beiden äuÿeren Linien sind die Grenzen der theoretis
hen [∆Sh ±
1, 96σ∆̂Sh,0

]-Intervalle. Die Di�erenz der Sharpe-Ratios verändert si
h mit µX(steigende Überrendite von X führt zu höherem Sh(X)) und σX (bei positi-vem µX nimmt Sh(X) mit steigendem σX ab), während es bei Variationen von
ρX,Y konstant bleibt. Die Verzerrung von ∆̂Sh beträgt bei allen untersu
htenParameterkombinationen nur wenige Prozent. Die Breite des (theoretis
hen)15gemäÿ Modell 2.1, siehe S. 20, mit β1 = 0, 8, α1 = 0, 1 und normalverteilten Innovationen
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henoben re
hts: Histogramm von ∆̂Sh mit angepasster Normalverteilungunten: ∆̂Sh(Abszisse) gegen σ̂

∆̂Sh
(Ordinate) für 1 000 Zeitreihen. Varianzs
hätzung na
hFormel für normalverteilte Renditen (∆) bzw. ohne Verteilungsannahme (+).Abbildung 5.6: Gra�ken zur Verteilung von ∆̂Sh, i.i.d.-t10-verteilte Renditen,Zeitreihenlänge n = 60.
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µ(X) σ(X) ρ(X,Y)Verteilungsstatistiken bei Variation der Simulationsparameter µX , σX und ρX,Y . Ausgangspa-rameterkombination: µX = 0, 003, µY = 0, 002, σX = σY = 0, 1, ρX,Y = 0, 75 (jeweils senk-re
hte gestri
helte Linien).Daten: MGARCH(1)-Prozesse, n = 60, je 50 000 Simulationsläufe.oben: Theoretis
her Wert ∆Sh und Mittelwert der S
hätzungen (praktis
h de
kungsglei
h);umliegend die theoretis
he 1, 96 − σ-Umgebung mit der i.i.d.-NV-Formel.Mitte: Empiris
he Standardabwei
hung der S
hätzer (dur
hgehende Linie, ohne Datenpunk-te); asymptotis
he Standardabwei
hung (dur
hgehend, mit Datenpunkten) und mittlere ge-s
hätzte Standardabwei
hung (gestri
helt) mittels i.i.d.-NV-Formel (s
hwarz), und vertei-lungsfreier i.i.d.-Formel (grau).unten: Anteil der S
hätzwerte in 1, 96σ-Umgebung na
h i.i.d. NV-Formel (Linie ohne Daten-punkte), Überde
kungshäu�gkeit des 95%-KI (dur
hgehende Linie mit Datenpunkten) und des99%-KI (gestri
helte Linie, m.D.) für die i.i.d.-NV-Formel (s
hwarz) und die verteilungsfreiei.i.d.-Formel (grau).Abbildung 5.7: Gra�ken zu ∆̂Sh bei Parametervariation
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hs nimmt mit steigender Korrelation ab.In der mittleren Tafel sind vier vers
hiedene Statistiken der Standardabwei-
hung abgetragen: Die asymptotis
he Standardabwei
hung na
h der i.i.d.-NV-Formel, die empiris
he Standardabwei
hung der S
hätzwerte und die gemitteltenges
hätzten Standardabwei
hungen na
h i.i.d.-NV-Formel und verteilungsfreieri.i.d.-Formel. Alle vier Kurven liegen bis auf wenige Ausnahmen nahezu genauaufeinander. Für Änderungen von µX und σX bleibt die Standardabwei
hungfast konstant, ledigli
h bei µX = 0, 01 sowie σX = 0, 02 liegt die Mittelung derna
h der verteilungsfreien Formel ges
hätzten Standardabwei
hungen geringfü-gig höher. Das liegt daran, dass hier ShX relativ ho
h ist und die Standardab-wei
hung von ŜhX mit |ShX | steigt.16 Bei sehr hoher Korrelation von X und
Y ist auÿerdem die theoretis
he Standardabwei
hung erkennbar höher als dieempiris
he und die mittlere ges
hätzte Standardabwei
hung.Die untere Tafel verglei
ht die Anpassung von Häu�gkeitsstatistiken an vorge-gebene Niveaus von 95% bzw. 99%. Die s
hwarze Linie ohne Datenpunkte stelltden Anteil der in den theoretis
hen 1, 96σ-Berei
h um ShX fallenden S
hätz-werte dar. In den meisten Fällen wird die Marke von 95 % lei
ht unters
hritten;bei sehr hohen Korrelationen fallen deutli
h mehr als 95 % der S
hätzwerte indas Intervall, was also o�enbar (siehe au
h voriger Absatz) zu breit ist. DieLinien mit Datenpunkten stellen Überde
kungshäu�gkeiten des wahren Wer-tes dur
h Kon�denzintervalle dar. Dur
hgehende Linien beziehen si
h auf 95%-Intervalle, gestri
helte Linien auf 99 %-Intervalle. In s
hwarz sind Werte zuIntervallen auf Basis der i.i.d.-NV-Formel abgebildet, graue Werte beziehen si
hauf Intervalle auf Basis der verteilungsfreien Formel. O�enbar liefert die For-mel mit Normalverteilungsannahme verlässli
h die besseren Ergebnisse. Auf ihrbasierende Kon�denzintervalle halten die vorgegebenen Niveaus ziemli
h ver-lässli
h ein, ohne dass systematis
he Verzerrungen oder Trends bei bestimmtenParametern erkennbar wären. Kon�denzintervalle auf Basis der verteilungsfreienVarianzformel s
hlieÿen den wahren Wert dagegen etwas zu selten ein. Insbe-sondere bei s
hwa
h oder negativ korrelierten Renditen wird das vorgegebeneNiveau merkli
h unters
hritten, die Überde
kungshäu�gkeiten liegen hier eherbei knapp 94% bzw. gut 98%.In der Gra�k ni
ht dargestellt ist die Anpassungsgüte der S
hätzer an die Nor-malverteilung. Diese ist, mit ψ̂ gemessen, dur
hweg gut. Die p-Werte der AD-Tests sind in den meisten Fällen im Annahmeberei
h der gängigen Testniveausoder zumindest gröÿer als 0,0001. Ledigli
h bei hohen Werten für ShX sowiebei hoher Korrelation von X und Y sind die p-Werte kleiner.5.3.2 Treynor-RatioDie Ergebnisse für vers
hiedene Verteilungsmodelle bei der Parameterkombina-tion16vgl. Abb. 5.5, mittlere Reihe links



135 Kapitel 5. SimulationenVerteilung σ0(θ̂) s(θ̂i) pσ2=σ2
0

[u0,05] ti in u KI95% um θ

NV θ = 0, 004 ; t = 0, 00413 ; s(ti) = 0, 0176 ; pAD < 10−10 ; ψ̂ = 0, 0293i.i.d., NV 0,01722 0,01731 < 10−10 [-0,0298;0,0378℄ 94,32% 95,47%i.i.d. 0,01722 0,01717 < 10−10 [-0,0298;0,0378℄ 94,31% 94,24%
t10 θ = 0, 004 ; t = 0, 00415 ; s(ti) = 0, 0177 ; pAD < 10−9 ; ψ̂ = 0, 0318i.i.d., NV 0,01722 0,01735 < 10−15 [-0,0298;0,0378℄ 94,27% 95,40%i.i.d. 0,01722* 0,01720 < 10−14 [-0,0298;0,0378℄ 94,28% 94,07%
t5 θ = 0, 004 ; t = 0, 00412 ; s(ti) = 0, 0189 ; pAD < 10−99 ; ψ̂ = 0, 0475i.i.d., NV 0,01722 0,07520 < 10−99 [-0,0298;0,0378℄ 94,22% 95,55%i.i.d. 0,01725* 0,20741 < 10−99 [-0,0298;0,0378℄ 94,25% 93,99%

MGARCH θ = 0, 004 ; t = 0, 00408 ; s(ti) = 0, 0176 ; pAD < 10−13 ; ψ̂ = 0, 0304i.i.d., NV 0,01722 0,01731 < 10−11 [-0,0298;0,0378℄ 94,32% 95,55%i.i.d. 0,01721* 0,01716 < 10−11 [-0,0297;0,0377℄ 94,31% 94,24%* aus den Daten simulierte WerteErläuterung der Kürzel für die Statistiken in Tab. 5.2 auf S. 114.Tabelle 5.11: Ergebnisse für das Treynor-Ratio bei Zeitreihenlänge n = 60, Aus-gangsparameter Variable µ σ Korrelationsmatrix
M 0,002 0,1 1 0,75
X 0,003 0,1 0,75 1

n = 60, R = 50 000sind in Tabelle 5.11 zu �nden. Erneut kann man eine lei
hte Verzerrung desS
hätzers na
h oben beoba
hten. Die Hypothese normalverteilter S
hätzer wirdjeweils klar abgelehnt. Aber nur bei den t5-verteilten Daten signalisiert ψ̂ dur
heinen erhöhten Wert, dass die S
hätzerverteilung deutli
her von der Normal-verteilung abwei
ht. Der Ursprung der Abwei
hung ist im Histogramm Abb.5.8a für t10-verteilte Daten implizit dur
h die Breite der Abszisse erkennbar.Während der Hauptteil der Verteilung eine gute Anpassung an die Normalver-teilung zeigt, liegen einzelne S
hätzwerte deutli
h abseits. Konkret liegen 50%der Werte zwis
hen den beiden Quartilen -0,0074 und 0,0155, aber die beidenExtremwerte sind -0,102 und 0,088.Bei normal-, t10- und MGARCH(1)-verteilten Daten sind die asymptotis
heStandardabwei
hung σ0(θ̂) und die Mittelung von dessen S
hätzwerten s(θ̂i)etwas niedriger als die beoba
htete Standardabwei
hung der S
hätzwerte s(ti).S
hätzungen na
h der verteilungsfreien Formel wei
hen dabei no
h etwas stärkerna
h unten ab als jene na
h der NV-Formel. Die Werte für t5-verteilte Daten sinddur
h Ausreiÿer na
h oben stark verzerrt. Da die aus den Parametern bere
hne-te asymptotis
he Standardabwei
hung etwas kleiner als die empiris
he ist, liegenjeweils etwas weniger als 95 % der S
hätzwerte im 1, 96σ-Intervall. Die Überde-
kungshäu�gkeiten der Kon�denzintervalle sind bei Anwendung der NV-Formeletwa bei 95,5%. Wie s
hon beim Sharpe-Ratio gesehen sind die Überde
kungs-häu�gkeiten lei
ht überhöht, obwohl die ges
hätzten Standardabwei
hungen im
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(b) T̂ r-σ̂
T̂ r

-DiagrammLinks: Histogramm von T̂ r mit angepasster Di
htefunktion der NormalverteilungRe
hts: Punktdiagramm für 2000 Zeitreihen mit T̂ r (Abszisse) und zugehörigem
σ̂
T̂ r

(Ordinate) für die verteilungsfreie Varianzformel(◦) und die Varianzformel mitNormalverteilungsannahme(△).Abbildung 5.8: Gra�ken zur Verteilung von T̂ r für i.i.d.-t10-verteilte Daten mit
Tr = 0, 004 und Zeitreihenlänge n = 60.Mittel etwas zu niedrig sind. Au
h beim Treynor-Ratio zeigt si
h, dass deutli
hvon Null abwei
hende S
hätzwerte mit hohen Varianzs
hätzungen einhergehen.Im T̂ r− σ̂

T̂ r
-Diagramm (Abb. 5.8b) erkennt man eine U-Form der Punktwolke,wenn man die äuÿeren, dünn besetzten Berei
he einbezieht.17Klare Aussagen liefern die Gra�ken zum Verhalten von T̂ rX bei Variationvon µX , σX und ρM,X (Abb. 5.9). Hinsi
htli
h der Variation von µX und σX gibtes wenige Au�älligkeiten. TrX steigt mit µX und fällt mit σX ; nennenswerte Ver-zerrungen des S
hätzers T̂ rX werden ni
ht beoba
htet. Die Standardabwei
hungdes S
hätzers zeigt für vers
hiedene µX und σX praktis
h keine Veränderungund es gibt keine gröÿeren Abwei
hungen zwis
hen theoretis
hen, ges
hätztenund empiris
hen Standardabwei
hungen. Kleinere Abwei
hungen werden auf derunteren Tafel erkennbar. Die Kon�denzintervalle auf Basis der i.i.d.-NV-Formelsind tendenziell etwas zu breit (Überde
kungshäu�gkeiten im Dur
hs
hnitt 
a.95,4 % bzw. 99,3 %) , jene na
h verteilungsfreier Formel eher zu s
hmal (94 %bzw. 98,5 %).17Anders als im Fall des Sharpe-Ratios (vgl. Abb. 5.2b) ziehen si
h die S
hätzwerte σ̂

T̂ r
bei

T̂ rX ≈ 0 ni
ht in Ri
htung eines Punktes zusammen. Zwar tau
ht µ2
X
im Zähler des Vorfaktorsder Varianzformel auf, so dass man annehmen könnte, dass die Varianz für T̂ rX → 0 gegennull geht, aber µ2

X
steht au
h im Zähler einer der Terme innerhalb der Klammer.



137 Kapitel 5. SimulationenDeutli
here Unters
hiede gibt es bei der Variation von ρM,X . Je näher ρM,Xan der Obergrenze 1 liegt, desto besser sind die Anpassungsstatistiken. Für
ρM,X = 0, 95 und ρM,X = 0, 99 führt weder der Anderson-Darling-Test no
hder χ2-Test zur Ablehnung. Die Überde
kungshäu�gkeiten liegen fast exakt bei95 % bzw. 99 %. In Ri
htung ρM,X = 0 nimmt die Qualität der S
hätzungenstark ab. Bereits bei der Ausgangsparameterkombination sind die oben bes
hrie-benen lei
hten Abwei
hungen erkennbar und bei ρM,X < 0, 5 sind die Ergebnissekaum no
h brau
hbar. Die Verzerrung des S
hätzers nimmt stark zu und die Va-rianzs
hätzung wird vollständig unzuverlässig. Für ρM,X = 0, 5 beispielsweisebeträgt die aus den Parametern bere
hnete asymptotis
he Standardabwei
hung0,026, die empiris
he Standardabwei
hung ist mehr als doppelt so ho
h und diegemittelte ges
hätze Standardabwei
hung liegt bei etwa 44. Geht der Parametergegen null, ist der S
hätzer nur no
h in weniger als 85 % der Fälle im (stark ver-breiterten) 1, 96σ-Intervall und die S
hätzungen der Standardabwei
hung sindso ho
h, dass die Kon�denzintervalle den wahren Wert fast immer eins
hlieÿen.Der Grund hierfür ist, dass ρM,X einerseits ein Faktor des Nenners ist (βM,X =
σX/σM ·ρM,X) und andererseits nur verhältnismäÿig ungenau ges
hätzt werdenkann.18 Ist also die tatsä
hli
he Korrelation vonX undM ni
ht allzu ho
h, kannes gut sein, dass der empiris
he Korrelationskoe�zient rM,X einer bestimmtenSti
hprobe nahe null liegt. Dann ergibt si
h ein betragsmäÿig groÿer S
hätz-wert. Für ρM,X = 0 s
hlieÿli
h ist TrX gar ni
ht de�niert, da ρM,X ein Faktordes Nenners von TrX ist. Inferenzstatistis
h brau
hbar ist das Treynor-Ratioalso nur dann, wenn das untersu
hte Portfolio und das Marktportfolio starkkorreliert sind. Bei n = 60 sollte der Korrelationskoe�zient zwis
hen Portfo-lio und Markt auf jeden Fall höher als 0,5 sein. In der Praxis muss bei derEnts
heidung, ob der Einsatz des Treynor-Ratios für eine bestimmte Portfolio-Markt-Konstellation geeignet ist, berü
ksi
htigt werden, dass man seinerseitsmeist nur S
hätzwerte für ρM,X zur Verfügung hat. S
hon eine verhältnismäÿiggeringe Korrelation zwis
hen Portfolio und Markt kann Werte für rM,X über0,5 hervorbringen. Auÿerdem führen Renditeverteilungen mit starken Flanken(z.B. t5-Verteilung, vers
hiedene GARCH-Prozesse) häu�ger zu Ausreiÿern, diedie in der Sti
hprobe beoba
htete Korrelation in eine Ri
htung ziehen. Liegensol
he Renditeverteilungen vor, sollte man si
h no
h stärker auf die Analyseho
h korrelierter Renditezeitreihen bes
hränken.Zugunsten besserer Eigens
haften des S
hätzers β̂M,X könnte man die Sti
h-probengröÿe dadur
h erhöhen, dass man die Wertentwi
klung in kürzeren Fre-quenzen misst, etwa indem man von Monats- auf Tagesrenditen we
hselt. Füreinen Beoba
htungszeitraum von fünf Jahren würde man dann ni
ht auf Basisvon 60 Monatsrenditen re
hnen, sondern (bei ungefähr 250 Börsentagen/Jahr)auf Basis von etwa 1250 Tagesrenditen. Natürli
h würde das daraus resultie-rende Ergebnis qualitativ verändert sein (Umre
hnung der Ergebnisse erfordertAnnahme unabhängig und identis
h verteilter Tagesrenditen; andere Rendite-18Bei n = 60 und α = 5% ist z.B. der Annahmeberei
h eines Tests auf ρ = 0 bei nor-malverteilten Daten das Intervall [−0, 258; 0, 258], vgl. Sa
hs und Hedderi
h (2006, S. 544�.).



5.3. Ergebnisse für einzelne Maÿe 138
−

0.
06

−
0.

02
0.

02
0.

06

 

Tr
(X

)

−,002 0 ,002 ,003 0,01 0,02 0,05 0,1 0,2 0,5 −0,5 −0,25 0 0,1 0,25 0,5 0,75 0,9 0,95 0,99

µ(X) σ(X) ρ(M,X)

0.
01

5
0.

02
0

0.
02

5

 

σ(
T

r X
)

−,002 0 ,002 ,003 0,01 0,02 0,05 0,1 0,2 0,5 −0,5 −0,25 0 0,1 0,25 0,5 0,75 0,9 0,95 0,99

µ(X) σ(X) ρ(M,X)

0.
90

0.
94

0.
98

 

Ü
be

rd
ec

ku
ng

sh
äu

fig
ke

it
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µ(X) σ(X) ρ(M,X)Verteilungsstatistiken bei Variation der Simulationsparameter µX , σX und ρX,M . Aus-gangsparameterkombination: µX = 0, 003, µM = 0, 002, σX = σM = 0, 1, ρX,M = 0, 75 (je-weils senkre
hte gestri
helte Linien).Daten: MGARCH(1)-Prozesse, n = 60, je 50 000 Simulationsläufe.oben: Theoretis
her Wert TrX und Mittelwert der S
hätzungen(mit Datenpunkten) ; umlie-gend die theoretis
he 1, 96− σ-Umgebung mit der i.i.d.-NV-Formel.Mitte: Empiris
he Standardabwei
hung der S
hätzer (dur
hgehende Linie, ohne Datenpunk-te); asymptotis
he Standardabwei
hung (dur
hgehend, mit Datenpunkten) und mittlere ge-s
hätzte Standardabwei
hung (gestri
helt) mittels i.i.d.-NV-Formel (s
hwarz), und vertei-lungsfreier i.i.d.-Formel (grau).unten: Anteil der S
hätzwerte in 1, 96σ-Umgebung na
h i.i.d. NV-Formel (Linie ohne Daten-punkte), Überde
kungshäu�gkeit des 95%-KI (dur
hgehende Linie mit Datenpunkten) und des99%-KI (gestri
helte Linie, m.D.) für die i.i.d.-NV-Formel (s
hwarz) und die verteilungsfreiei.i.d.-Formel (grau).Abbildung 5.9: Gra�ken zu T̂ rX bei Parametervariation
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he Korrelation ist ni
ht monatli
he Korrelation; ggf. Problememit Wo
hentags- und Uhrzeite�ekten). Simulieren wir trotz dieser Eins
hrän-kungen einmal ein Szenario für Tagesdaten. Hierfür wird die Zeitreihenlänge umden Faktor d = 250
12 = 20 5

6 auf 1 250 erhöht, im Gegenzug werden die Parame-ter für Periodenrendite dur
h d und jene für die Periodenstandardabwei
hungdur
h √
d geteilt. Hier eine Übersi
ht der Simulationsparameter:Variable µ σ Korrelationsmatrix

M 0,000096 0,02191 1 ρ

X 0,000144 0,02191 ρ 1
n = 1 250, R = 8 000, MGARCH(1)Die Ergebnisse in Abb. 5.10 zeigen, dass dur
h die Erhöhung der Renditefre-quenz brau
hbare S
hätzungen des Treynor-Ratios nun s
hon ab etwa |ρM,X | ≥

0, 2 erzielt werden können. Trotzdem bleibt es dabei, dass das Treynor-Ratio fürseine zahlenmäÿige Aussagekraft eine deutli
he Korrelation zwis
hen Portfoliound Markt benötigt. Aus inferenzstatistis
her Si
ht ers
heint das Treynor-Ratioalso für die Bewertung von Portfolios geeignet, die s
hon anhand ihrer Anlage-strategie an einem bestimmten Marktportfolio ausgeri
htet sind, ni
ht aber fürsol
he � etwa bestimmte Hedgefonds �, die versu
hen, ohne gröÿere Exposuregegenüber dem Risiko des Gesamtmarktes Überrenditen zu generieren. Au�äl-lig ist, dass der S
hätzer weiterhin sehr stark streut. Die 1, 96σ-Intervalle liegenweiterhin fast symmetris
h um den Nullpunkt herum, obwohl die von den Pa-rametervorgaben implizierte jährli
he Überrendite von 
a. 3,6 % ökonomis
herhebli
h ist. Die S
hätzgenauigkeit des Treynor-Ratios lässt si
h also dur
h ei-ne höhere Datenfrequenz und damit genauere S
hätzung von σX , σM und ρM,Xni
ht wesentli
h erhöhen. Das Problem bleibt die hohe Streuung der Rendite beieinem relativ geringen Erwartungswert.DieDi�erenz ∆TrX,Y
der Treynor-Ratios zweier Portfolios X und Y ,bezogen auf dasselbe Marktportfolio M , untersu
hen wir zunä
hst wiederanhand einer AusgangsparameterkombinationVariable µ σ Korrelationsmatrix

M 0,002 0,1 1 0,75 0,75
X 0,003 0,1 0,75 1 0,75
Y 0,002 0,1 0,75 0,75 1

n = 60, R = 20 000und den vier Zeitreihenmodellen i.i.d.-normal, i.i.d.-t5, i.i.d.-t10 undMGARCH(1)(mit β1 = 0, 8 und α1 = 0, 1). In Tabelle 5.12 erkennt man Ergebnisse, die denenin Tab. 5.11 zu TrX sehr ähneln. Dur
h die positive Korrelation von X und Y(und somit au
h T̂ rX und T̂ rY ) ist die Standardabwei
hung von ∆̂TrX,Y
etwaskleiner als jene von T̂ rX , das oben mit denselben Parametern simuliert wurde.Auÿerdem ist die Überde
kungshäu�gkeit des wahren Werts dur
h die mittelsder verteilungsfreien Varianzformel bere
hneten Kon�denzintervalle ni
ht mehr
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ρ(M,X)Verteilungsstatistiken bei Variation von ρX,M . Feste Parameter: µX = 0, 000144, µM =
0, 000096, σX = σM = 0, 02191Daten: MGARCH(1)-Prozesse, n = 1250, je 8 000 Simulationsläufe.oben: Theoretis
her Wert TrX (zentrale Linien ohne Datenpunkte) und Mittelwert der S
hät-zungen (mit Datenpunkten); umliegend die theoretis
he 1, 96 − σ-Umgebung mit der i.i.d.-NV-Formel.Mitte: Empiris
he Standardabwei
hung der S
hätzer (dur
hgehende Linie, ohne Datenpunk-te); asymptotis
he Standardabwei
hung (dur
hgehend, mit Datenpunkten) und mittlere ge-s
hätzte Standardabwei
hung (gestri
helt) mittels i.i.d.-NV-Formel (s
hwarz), und vertei-lungsfreier i.i.d.-Formel (grau).unten: Anteil der S
hätzwerte in 1, 96σ-Umgebung na
h i.i.d. NV-Formel (Linie ohne Daten-punkte), Überde
kungshäu�gkeit des 95%-KI (dur
hgehende Linie mit Datenpunkten) und des99%-KI (gestri
helte Linie, m.D.) für die i.i.d.-NV-Formel (s
hwarz) und die verteilungsfreiei.i.d.-Formel (grau).Abbildung 5.10: Gra�ken zu T̂ rX bei Variation des Korrelationskoe�zientenund n = 1250



141 Kapitel 5. SimulationenVerteilung σ0(θ̂) s(θ̂i) pσ2=σ2
0

[u0,05] ti in u KI95% um θ

NV θ = 0, 00133 ; t = 0, 00136 ; s(ti) = 0, 01259 ; pAD = 0, 0016 ; ψ̂ = 0, 0344i.i.d., NV 0,01218 0,01254 < 10−10 [-0,0225;0,0252℄ 94,06% 95,05%i.i.d. 0,01218 0,01241 < 10−10 [-0,0225;0,0252℄ 94,06% 94,76%
t10 θ = 0, 00133 ; t = 0, 00128 ; s(ti) = 0, 01267 ; pAD < 10−4 ; ψ̂ = 0, 0359i.i.d., NV 0,01218 0,01262 < 10−14 [-0,0225;0,0252℄ 94,06% 95,46%i.i.d. 0,01218* 0,01252 < 10−14 [-0,0225;0,0252℄ 94,08% 95,23%
t5 θ = 0, 00133 ; t = 0, 00155 ; s(ti) = 0, 01339 ; pAD < 10−99 ; ψ̂ = 0, 0481i.i.d., NV 0,01218 0,01338 < 10−99 [-0,0225;0,0252℄ 93,39% 95,46%i.i.d. 0,01219* 0,01339 < 10−99 [-0,0226;0,0252℄ 93,42% 95,52%

MGARCH θ = 0, 00133 ; t = 0, 00134 ; s(ti) = 0, 01262 ; pAD < 10−4 ; ψ̂ = 0, 0353i.i.d., NV 0,01218 0,01256 < 10−12 [-0,0225;0,0252℄ 93,89% 95,23%i.i.d. 0,01219* 0,01243 < 10−12 [-0,0226;0,0252℄ 93,95% 95,01%* aus den Daten simulierte WerteErläuterung der Kürzel für die Statistiken in Tab. 5.2 auf S. 114.Tabelle 5.12: Ergebnisse für die Di�erenz der Treynor-Ratios zweier Portfoliosbei Zeitreihenlänge n = 60, Ausgangsparameterwie oben deutli
h unter den vorgegebenen 95 %. Die Abwei
hungen betragenjetzt nur no
h bis zu einem halben Prozentpunkt. In den Gra�ken in Abb. 5.11sieht man, dass ∆̂TrX,Y
fast exakt normalverteilt ist (Abb. 5.11b) und dass au
hdie gemeinsame Verteilung von T̂ rX und T̂ rY der Hypothese einer gemeinsamenNormalverteilung ni
ht widerspri
ht (Abb. 5.11a). Die gemessene Korrelationzwis
hen T̂ rX und T̂ rY von 0,755 entspri
ht nahezu der Korrelation von X und

Y (ρX,Y = 0, 75). In Abb. 5.11
 erkennt man bestenfalls eine s
hwa
he positiveAbhängigkeit zwis
hen |∆̂TrX,Y
| und σ̂∆̂Tr

.Da es bei der Simulation der Di�erenz zweier Treynor-Ratios zusätzli
hzu Verteilungsmodell und Stri
hprobenlänge neun variierbare Parameter gibt,soll hier aus Platzgründen darauf verzi
htet werden, die Simulationsergebnissebei Parametervariationen systematis
h darzustellen. Statt dessen eine Übersi
htüber einige wi
htige Punkte:
• Wenn mindestens eines der Portfolios X und Y eine geringe KorrelationzumMarktportfolioM (kleiner als 0,5) aufweist, ist die Qualität der S
hät-zergebnisse � kaum überras
hend � ähnli
h jener, die wir weiter oben beimTreynor-Ratio eines Portfolios mit geringer Korrelation zum Marktport-folio gesehen hatten. Extreme Ausreiÿer sind häu�g und die Anpassungder Verteilung des S
hätzers an die Normalverteilung ist s
hle
ht. Das giltau
h dann, wenn die Korrelation zwis
hen X und Y ho
h und jene derbeiden zum Markt niedrig ist (z.B. ρXY = 0, 99 , ρMX = ρMY = 0, 5).
• Wenn die Korrelationen zwis
hen den drei Portfolios bei 0,9 und höher lie-gen, sind alle Prüfgröÿen (AD-Test, χ2-Varianztest, Überde
kungshäu�g-keiten) unau�ällig, unabhängig von den anderen Verteilungsparametern.1919Voraussetzungen: Sonstige Parameter in ökonomis
h sinnvollem Berei
h; vierte Momenteder Renditeverteilung sind endli
h.
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(
) ∆̂Tr-σ̂∆̂Tr
-Diagrammlinks: Streudiagramm T̂ rX -T̂ rY mit angepassten 95%- und 99%-NV-Zentralberei
hen für 2 000ZeitreihenMitte: Histogramm von ∆̂Tr mit angepasster Normalverteilungre
hts: ∆̂Tr(Abszisse) gegen σ̂

∆̂Tr
(Ordinate) für 2 000 Zeitreihen. Varianzs
hätzung na
hFormel für normalverteilte Renditen (∆) bzw. ohne Verteilungsannahme (◦).Abbildung 5.11: Gra�ken zur Verteilung von ∆̂Tr, i.i.d.-t10-verteilte Renditen,Zeitreihenlänge n = 60.

• Die asymptotis
hen 1,96σ-Intervalle beinhalteten in fast allen simuliertenParameterkombinationen die Null. Ausnahmen gab es nur, wenn der Ren-diteunters
hied zwis
hen den beiden Portfolios sehr ho
h war (z.B. 1 Pro-zentpunkt pro Monat) bei glei
hzeitiger starker Korrelation (ρXY ≥ 0, 95).
• Die Mittelwerte µM , µX , µY und die Standardabwei
hungen σM , σX , σYhaben nur geringen Ein�uss auf die statistis
hen Eigens
haften des S
hät-zers ∆̂Tr.5.3.3 Jensens AlphaDie Varianz des S
hätzers von Jensens Alpha für ein Portfolio X auf Basis einesMarktportfoliosM ist unter Annahme normalverteilter Renditen ni
hts anderesals die Varianz des Steigungsparameters einer linearen Einfa
hregression mitnormalverteilten Residiuen (siehe Abs
hnitt 4.1.2.3, S. 80). Neu hinzu kommtdessen oben vorgestellte Verallgemeinerung für beliebige Verteilungen. In Tab.5.13 stehen die Ergebnisse für die Ausgangsparameterkombination (µX = 0, 003,

µM = 0, 002, σX = σM = 0, 1, ρM,X = 0, 75, n = 60, R = 50 000, vgl. S. 134).Die Anpassung der empiris
hen Verteilung der S
hätzwerte an eine Normal-verteilung ist ausweisli
h der AD-Tests und des Histogramms in Abb. 5.12a sehr



143 Kapitel 5. SimulationenVerteilung σ0(θ̂) s(θ̂i) pσ2=σ2
0

[u0,05] ti in u KI95% um θ

NV θ = 0, 0015 ; t = 0, 001533 ; s(ti) = 0, 00864 ; pAD = 0, 2483 ; ψ̂ = 0, 0232i.i.d., NV 0,00854 0,00847 0,0004 [-0,0152;0,0182℄ 94,66% 94,51%i.i.d. 0,00854 0,00839 0,0004 [-0,0152;0,0182℄ 94,66% 94,22%
t10 θ = 0, 0015 ; t = 0, 001599 ; s(ti) = 0, 00860 ; pAD = 0, 3566 ; ψ̂ = 0, 0288i.i.d., NV 0,00854 0,00845 0,0213 [-0,0152;0,0182℄ 94,82% 94,53%i.i.d. 0,00854* 0,00836 0,0304 [-0,0152;0,0182℄ 94,84% 94,30%
t5 θ = 0, 0015 ; t = 0, 001536 ; s(ti) = 0, 00856 ; pAD = 0, 3609 ; ψ̂ = 0, 0269i.i.d., NV 0,00854 0,00840 0,5143 [-0,0152;0,0182℄ 95,01% 94,62%i.i.d. 0,00856* 0,00827 0,9176 [-0,0153;0,0183℄ 95,03% 94,25%

MGARCH θ = 0, 0015 ; t = 0, 001548 ; s(ti) = 0, 00862 ; pAD = 0, 0877 ; ψ̂ = 0, 0272i.i.d., NV 0,00854 0,00846 0,0042 [-0,0152;0,0182℄ 94,71% 94,67%i.i.d. 0,00854* 0,00839 0,0060 [-0,0152;0,0182℄ 94,72% 94,44%* aus den Daten simulierte WerteErläuterung der Kürzel für die Statistiken in Tab. 5.2 auf S. 114.Tabelle 5.13: Ergebnisse für Jensens Alpha bei Zeitreihenlänge n = 60, Aus-gangsparametergut, au
h bei den Verteilungsmodellen mit stärkeren Flanken.20 Au
h asymp-totis
he und empiris
he Standardabwei
hung weisen nur geringe Unters
hiedeauf. Beide Varianzformeln liefern gute Ergebnisse, wobei die Formel mit NV-Annahme in Hinbli
k auf die Überde
kungshäu�gkeiten der 95%-Kon�denzin-tervalle etwas besser abs
hneidet. In Abb. 5.12b erkennt man keine Abhängig-keit zwis
hen S
hätzer und ges
hätzter Standardabwei
hung. Au
h sind keinenennenswerten Unters
hiede in den statistis
hen Eigens
haften zwis
hen Va-rianzs
hätzungen auf Basis der NV-Formel und der verteilungsfreien Formelerkennbar. Insbesondere gibt es keine Ausreiÿer in den ges
hätzten Standardab-wei
hungen. Im Verglei
h zum Treynor-Ratio (Abb. 5.8b) und zum Sharpe-Ratio(Abb. 5.3b) ist die S
hwankungsbreite der S
hätzwerte für die Standardabwei-
hung des Performan
emaÿs
hätzers verhältnismäÿig ho
h.Die Ergebnisse bei Parametervariation sind Abb. 5.13 zu entnehmen, wie-derum für je 50 000 MGARCH(1)-Zeitreihen der Länge n = 60. In der oberenTafel ist keine Verzerrung des S
hätzers auszuma
hen, und wenn, wäre sie kaumrelevant im Verglei
h zu seiner groÿen Streuung, dargestellt dur
h die theore-tis
hen 1, 96σ-Berei
he. In der mittleren Tafel ist bei allen drei Parameternjeweils praktis
h nur eine einzige Linie zu sehen. Die empiris
he Standardab-wei
hung der S
hätzer, die asymptotis
he Standardabwei
hung σ0(θ̂) und dasMittel der ges
hätzten Standardabwei
hungen s(θ̂i) mit und ohne Normalver-teilungsannahme unters
heiden si
h ni
ht nennenswert. Die in der unteren Tafeldargestellten Überde
kungshäu�gkeiten des wahren Wertes dur
h vers
hiede-20Da die Mittel der S
hätzwerte aller vier Simulationsreihen über dem theoretis
hen Wertliegen, würde man eine Verzerrung des S
hätzers in Erwägung ziehen, die theoretis
h ni
htvorkommen dürfte. Der KQ-S
hätzer für den A
hsenabs
hnitt einer linearen Einfa
hregressionist nämli
h unverzerrt, siehe z.B. Auer (2007, S. 83 f.). Es handelt si
h hier o�enbar umZufall, denn die Abwei
hungen sind ni
ht signi�kant und in Kontroll-Simulationsreihen tratenMittelwerte unter 0,0015 auf.
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(b) α̂-σ̂α̂-DiagrammLinks: Histogramm von α̂ mit angepasster Di
htefunktion der NormalverteilungRe
hts: Punktdiagramm für 2000 Zeitreihen mit α̂ (Abszisse) und zugehörigem
σ̂α̂ (Ordinate) für die verteilungsfreie Varianzformel(◦) und die Varianzformel mitNormalverteilungsannahme(△).Abbildung 5.12: Gra�ken zur Verteilung von Jensens α̂ für i.i.d.-t10-verteilteDaten mit α = 0, 0015 und Zeitreihenlänge n = 60.ne Kon�denzintervalle hängen ni
ht erkennbar von der Parameterkonstellationab. Stets wird das vorgegebene Niveau lei
ht unters
hritten (bis max. ein Pro-zentpunkt). Kon�denzintervalle auf Basis der verteilungsfreien Varianzformelwei
hen stets etwas stärker na
h unten ab.Insgesamt erweist si
h die Varianzformel mit Normalverteilungsannahme in denSimulationen als zuverlässiger als die verteilungsfreie Formel. Es kann natürli
hsein, dass si
h diese Aussage bei längeren Zeitreihen und stark s
hiefen Rendi-teverteilungen umkehrt. Anders als das Treynor-Ratio kann man Jensens Alphaohne Rü
ksi
ht auf die Verteilungsparameter inferenzstatistis
h valide s
hätzen(aber zumindest bei n = 60 keineswegs genau).21Zur Di�erenz ∆αX,Y

der Alphas zweier Portfolios X und Y , bezo-gen auf dasselbe Marktportfolio M stehen in Tabelle 5.14 die Ergebnissefür die Ausgangsparameterkombination bei vers
hiedenen Verteilungsmodellen.Ähnli
h wie s
hon bei Jensens Alpha für ein einzelnes Portfolio ist die empi-ris
he Verteilung der S
hätzwerte per Anderson-Darling-Test ni
ht von einerNormalverteilung unters
heidbar. Theoretis
he und empiris
he Standardabwei-
hungen passen na
h den Ergebnissen der χ2-Tests sehr gut zusammen. Ledigli
h21Bei Simulationen mit sehr extremen Parameterkonstellationen erwies si
h die verteilungs-freie Formel als weniger robust als die NV-Formel. In sol
hen Fällen waren die Kon�denzinter-valle auf Basis der NV-Formel tendenziell zu liberal, diejenigen auf Basis der verteilungsfreienFormel zu konservativ.
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µ(X) σ(X) ρ(M,X)Verteilungsstatistiken bei Variation der Simulationsparameter µX , σX und ρX,M . Aus-gangsparameterkombination: µX = 0, 003, µM = 0, 002, σX = σM = 0, 1, ρX,M = 0, 75 (je-weils senkre
hte gestri
helte Linien).Daten: MGARCH(1)-Prozesse, n = 60, je 50 000 Simulationsläufe.oben: Theoretis
her Wert αX und Mittelwert der S
hätzungen(mit Datenpunkten) ; umlie-gend die theoretis
he 1, 96− σ-Umgebung mit der i.i.d.-NV-Formel.Mitte: Empiris
he Standardabwei
hung der S
hätzer (dur
hgehende Linie, ohne Datenpunk-te); asymptotis
he Standardabwei
hung (dur
hgehend, mit Datenpunkten) und mittlere ge-s
hätzte Standardabwei
hung (gestri
helt) mittels i.i.d.-NV-Formel (s
hwarz), und vertei-lungsfreier i.i.d.-Formel(grau).unten: Anteil der S
hätzwerte in 1, 96σ-Umgebung na
h i.i.d. NV-Formel (Linie ohne Daten-punkte), Überde
kungshäu�gkeit des 95%-KI (dur
hgehende Linie mit Datenpunkten) und des99%-KI (gestri
helte Linie, m.D.) für die i.i.d.-NV-Formel (s
hwarz) und die verteilungsfreiei.i.d.-Formel (grau).Abbildung 5.13: Gra�ken zu α̂X bei Parametervariation



5.3. Ergebnisse für einzelne Maÿe 146Verteilung σ0(θ̂) s(θ̂i) pσ2=σ2
0

[u0,05] ti in u KI95% um θ

NV θ = 0, 001 ; t = 0, 000995 ; s(ti) = 0, 00922 ; pAD = 0, 869 ; ψ̂ = 0, 0316i.i.d., NV 0,00913 0,00907 0,053 [-0,0169;0,0189℄ 94,66% 94,49%i.i.d. 0,00913 0,00899 0,053 [-0,0169;0,0189℄ 94,66% 94,26%
t10 θ = 0, 001 ; t = 0, 000935 ; s(ti) = 0, 00915 ; pAD = 0, 841 ; ψ̂ = 0, 0365i.i.d., NV 0,00913 0,00902 0,663 [-0,0169;0,0189℄ 94,94% 94,81%i.i.d. 0,00914* 0,00892 0,849 [-0,0169;0,0189℄ 94,97% 94,49%
t5 θ = 0, 001 ; t = 0, 001134 ; s(ti) = 0, 00913 ; pAD = 0, 247 ; ψ̂ = 0, 0333i.i.d., NV 0,00913 0,00898 0,910 [-0,0169;0,0189℄ 95,07% 94,80%i.i.d. 0,00915* 0,00885 0,641 [-0,0169;0,0189℄ 95,11% 94,51%

MGARCH θ = 0, 001 ; t = 0, 001013 ; s(ti) = 0, 00922 ; pAD = 0, 113 ; ψ̂ = 0, 0353i.i.d., NV 0,00913 0,00905 0,050 [-0,0169;0,0189℄ 94,79% 94,61%i.i.d. 0,00913 0,00897 0,040 [-0,0169;0,0189℄ 94,77% 94,40%* aus den Daten simulierte WerteErläuterung der Kürzel für die Statistiken in Tab. 5.2 auf S. 114.Tabelle 5.14: Ergebnisse für die Di�erenz der Jensens Alphas zweier Portfoliosbei Zeitreihenlänge n = 60, Ausgangsparameterdie Überde
kungshäu�gkeiten der Kon�denzintervalle liegen stets etwas unter
95 %, wobei die Abwei
hung bei der verteilungsfreien Formel etwas gröÿer ist.In Abb. 5.14 erkennt man in der linken Gra�k, dass α̂X und α̂Y eine re-gelmäÿige Punktwolke bilden, ohne dass von einer bivariaten Normalverteilungabwei
hende Strukturen zu �nden wären. Die beiden S
hätzer sind positiv kor-reliert, jedo
h � anders als bei ∆Tr � deutli
h s
hwä
her als X und Y (hier:
ρα̂X ,α̂Y

≈ 0, 45 bei ρX,Y = 0, 75). Die mittlere Tafel verdeutli
ht no
h einmal,dass der S
hätzer ∆̂α bei i.i.d.-t10-verteilten Werten s
hon bei n = 60 geradezuperfekt normalverteilt ist. Die re
hte Tafel, die eine kreisrunde, glei
hmäÿigePunktwolke zeigt, lässt au
h keinen Zusammenhang zwis
hen den S
hätzwertenund den zugehörigen S
hätzungen der Standardabwei
hung erkennen.Zum Abs
hluss wieder einige Hinweise zum Verhalten des S
hätzers bei Ver-änderung der Ausgangsparameter µX , µY , µM , σX , σY , σM , ρM,X , ρM,Y und
ρX,Y (i.i.d.-t10-Zeitreihen, n = 60, R = 20 000):

• Normalverteilung der S
hätzer: Die Normalverteilungshypothese konntemittels des Anderson-Darling-Test � mit einer Ausnahme22 � bei keinerParameterkombination zum 0,01%-Niveau abgelehnt werden.2322Die Ausnahme trat auf, wenn eines der beiden Wertpapiere sehr viel stärker mit demMarkt korreliert ist als das Wertpapier und der Markt mit dem alternativen Wertpapier. ψ̂signalisiert hier jedo
h, dass die Abwei
hung zwis
hen empiris
her Verteilungsfunktion undangepasster Normalverteilung immer no
h relativ unbedeutend ist.23Da hier Simulationsdaten zu etwa 150 vers
hiedenen Parameterkombinationen unabhängigvoneinander auf Signi�kanz getestet wurden (Data Mining), sollte ein deutli
h strengeresnominelles Testniveau zur Ents
heidung über die Nullhypothese verwendet werden. Würdeman Tests zum Niveau 5% oder 1% verwenden, wäre eine erhebli
he Zahl fals
h positiverResultate (Fehler 1. Art) zu erwarten.



147 Kapitel 5. Simulationen
−0.02 −0.01 0.00 0.01 0.02 0.03

−
0.

03
−

0.
02

−
0.

01
0.

00
0.

01
0.

02
0.

03

Jensen(X)

Je
ns

en
(Y

)

ρ= 0,448

(a) α̂X -α̂Y -Streudiagramm −0.04 −0.02 0.00 0.02

0

10

20

30

40

(b) Histogramm ∆̂α

−0.04 −0.03 −0.02 −0.01 0.00 0.01 0.02 0.03

0.
00

6
0.

00
7

0.
00

8
0.

00
9

0.
01

0
0.

01
1

0.
01

2

geschätztes ∆α(X,Y)

ge
sc

hä
tz

te
 S

ta
nd

ar
da

bw
ei

ch
un

g

(
) ∆̂α-σ̂∆̂α
-Diagrammlinks: Streudiagramm α̂X -α̂Y mit angepassten 95%- und 99%-NV-Zentralberei
hen für 2 000ZeitreihenMitte: Histogramm von ∆̂α mit angepasster Normalverteilungre
hts: ∆̂α(Abszisse) gegen σ̂∆̂α

(Ordinate) für 2 000 Zeitreihen. Varianzs
hätzung na
h For-mel für normalverteilte Renditen (∆) bzw. ohne Verteilungsannahme (◦).Abbildung 5.14: Gra�ken zur Verteilung von ∆̂α, i.i.d.-t10-verteilte Renditen,Zeitreihenlänge n = 60.
• Die Überde
kungshäu�gkeiten der 95%- und 99%- Kon�denzintervalle la-gen stets ausrei
hend nahe an den theroetis
hen Niveaus (meist lei
ht dar-unter), auÿer wenn die Standardabwei
hung eines der beiden Wertpapierweit über der des anderen Wertpapieres und des Marktportfolios liegt. Indiesem Fall steigen die Überde
kungshäu�gkeiten in Ri
htung eins an.
• Während das Mittel der aus den Daten ges
hätzten Standardabwei
hun-gen stets nahe der empiris
hen Standardabwei
hung liegt, gibt es oft groÿeUnters
hiede zwis
hen diesen beiden Werten und der aus den Parameternbere
hneten asymptotis
hen Standardabwei
hung. Die aus den Parame-tern bere
hnete asymptotis
he Varianz ist zu klein, wenn das Marktport-folio mit einem oder beiden Portfolios deutli
h stärker korreliert ist als diebeiden Portfolios untereinander. Im Gegenzug ist die asymptotis
he Vari-anz zu groÿ, sobald die Korrelation zwis
hen den beiden Portfolios X und
Y deutli
h gröÿer ist als die Korrelationen zwis
hen den Portfolios unddem Marktportfolio. Wenn man also Varianzs
hätzungen betreiben mö
h-te, sollte man ein Marktportfolio wählen, das mit den beiden Portfoliosetwa ähnli
h stark korreliert ist wie die Portfolios untereinander.Jensens Alpha ist vom inferenzstatistis
hen Standpunkt her wesentli
h unpro-blematis
her als das Treynor-Ratio. Bei allen untersu
hten Parameterkombina-tionen erwiesen si
h die S
hätzungen der Standardabwei
hungen und Kon�denz-
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0

[u0,05] ti in u KI95% um θ

NV θ = 0, 003 ; t = 0, 00307 ; s(ti) = 0, 01300 ; pAD < 10−4 ; ψ̂ = 0, 0284i.i.d., NV 0,01291 0,01285 0,0363 [-0,0223;0,0283℄ 94,70% 95,15%i.i.d. 0,01291 0,01345 0,0596 [-0,0223;0,0283℄ 94,70% 98,01%
t10 θ = 0, 003 ; t = 0, 00307 ; s(ti) = 0, 01303 ; pAD < 10−4 ; ψ̂ = 0, 0285i.i.d., NV 0,01291 0,01285 0,0026 [-0,0223;0,0283℄ 94,66% 95,09%i.i.d. 0,01292* 0,01368 0,0047 [-0,0223;0,0283℄ 94,68% 98,60%
t5 θ = 0, 003 ; t = 0, 00306 ; s(ti) = 0, 01306 ; pAD < 10−6 ; ψ̂ = 0, 0278i.i.d., NV 0,01291 0,01286 0,0005 [-0,0223;0,0283℄ 94,64% 95,23%i.i.d. 0,01295* 0,01421 0,0103 [-0,0224;0,0284℄ 94,72% 99,12%

MGARCH θ = 0, 003 ; t = 0, 00303 ; s(ti) = 0, 01301 ; pAD < 10−7 ; ψ̂ = 0, 0284i.i.d., NV 0,01291 0,01285 0,0204 [-0,0223;0,0283℄ 94,68% 95,20%i.i.d. 0,01291* 0,01350 0,0207 [-0,0223;0,0283℄ 94,68% 98,23%* aus den Daten simulierte WerteErläuterung der Kürzel für die Statistiken in Tab. 5.2 auf S. 114.Tabelle 5.15: Ergebnisse für die Originalversion von MM bei Zeitreihenlänge
n = 60, Ausgangsparameterintervalle als einigermaÿen bis sehr zuverlässig � abgesehen von dem Hinweis amEnde des letzten Absatzes.5.3.4 Modigliani-ModiglianiDie Simulationsergebnisse der beiden Versionen des Performan
emaÿes na
hModigliani/Modigliani24 (MMori undMMalt) werden in diesem Abs
hnitt na
h-einander vorgestellt. Die Di�erenz des Performan
emaÿes für zwei Portfolios
∆MM ist für beide Versionen identis
h und folgt im Ans
hluss.Die Ergebnisse für MMori mit den Ausgangsparametern (siehe S. 134) sindin Tabelle 5.15 zu �nden. Für alle Verteilungsmodelle lassen si
h folgende Beob-a
htungen tre�en: Man kann eine positive Verzerrung des S
hätzers feststellen,die aber verna
hlässigbar ers
heint. Ebenfalls erkennbar, aber sehr gering isteine lei
hte Unters
hätzung der tatsä
hli
hen Varianz dur
h die asymptotis
heVarianz sowie dur
h die ges
hätzte Varianz bei Verwendung der Formel mitNormalverteilungsannahme. Die Varianz na
h der Formel ohne NV-Annahmeist hingegen tendenziell zu groÿ, was darin zum Ausdru
k kommt, dass die 95%-Kon�denzintervalle den wahren Wert deutli
h zu häu�g eins
hlieÿen (in etwa98 - 99 % der Fälle.). Der S
hätzer M̂MX,ori ist nahezu normalverteilt (sieheau
h Abb. 5.15a). In Abb. 5.15b kann man bei ansonsten unau�älligem Befunderkennen, dass die Standardabwei
hungen na
h der Formel ohne NV-Annahmegelegentli
h � vor allem bei betragsmäÿig groÿem MMori � lei
ht na
h obenausreiÿen.In Abb. 5.16 (Ergebnisse für Parametervariationen) erkennt man in der obe-ren Tafel, dass für keine der geprüften Parametervariationen eine nennenswerte24siehe Abs
hnitt 3.2.3.1
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(b) M̂Mori-σ̂M̂Mori
-DiagrammLinks: Histogramm von M̂Mori mit angepasster Di
htefunktion der NormalverteilungRe
hts: Punktdiagramm für 2000 Zeitreihen mit M̂Mori (Abszisse) und zugehörigem

σ̂
M̂Mori

(Ordinate) für die verteilungsfreie Varianzformel(◦) und die Varianzformel mitNormalverteilungsannahme(△).Abbildung 5.15: Gra�ken zur Verteilung von M̂Mori für i.i.d.-t10-verteilte Datenmit Zeitreihenlänge n = 60.Verzerrung des S
hätzers au�ällt. Die 95%-Berei
he sind erneut sehr breit undkommen an keiner Stelle in die Nähe der Nulllinie. Die Standardabwei
hungwird im ökonomis
h sinnvollen Berei
h kaum dur
h die hier variierten Parame-ter beein�usst25 (mittlere Tafel, man bea
hte die feine Skala). Die S
hätzun-gen der Standardabwei
hung über die NV-Formel liegen im Mittel sehr nahean der asymptotis
hen Standardabwei
hung und minimal unter der empiris
henStandardabwei
hung. Die S
hätzungen über die Formel ohne NV-Annahme sindim Mittel etwas erhöht (siehe die Ausreiÿer in Abb. 5.15b). Entspre
hend sinddie Überde
kungshäu�gkeiten der mit jenen S
hätzungen der Standardabwei-
hung gebildeten Kon�denzintervalle deutli
h über den vorgegebenen Niveausvon 95 % bzw. 99 %. Die Kon�denzintervalle auf Basis der Formel mit NV-Annahme sind hier besser.S
hauen wir uns nun die alternative Version des Modigliani/Modigliani-Maÿes MMalt = MMori − µM an. Die Ergebnisse in Tab. 5.16 wurden ausdenselben simulierten Renditedaten bere
hnet wie jene in Tab. 5.15 und sindsomit unmittelbar verglei
hbar. Wie bei M̂Mori ist eine geringfügige Verzer-rung des S
hätzers na
h oben erkennbar. Au
h die Abwei
hung der Verteilungdes S
hätzers von der Normalverteilung ist allenfalls minimal, vgl. Abb. 5.17a.25Der absolute Wert der Standardabwei
hung hängt jedo
h stark vom hier ni
ht variiertenParameter σM ab.
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µ(X) σ(X) ρ(M,X)Verteilungsstatistiken bei Variation der Simulationsparameter µX , σX und ρX,M . Aus-gangsparameterkombination: µX = 0, 003, µM = 0, 002, σX = σM = 0, 1, ρX,M = 0, 75 (je-weils senkre
hte gestri
helte Linien).Daten: MGARCH(1)-Prozesse, n = 60, je 50 000 Simulationsläufe.oben: Theoretis
her Wert MMori und Mittelwert der S
hätzungen(mit Datenpunkten) ; um-liegend die theoretis
he 1, 96− σ-Umgebung mit der i.i.d.-NV-Formel.Mitte: Empiris
he Standardabwei
hung der S
hätzer (dur
hgehende Linie, ohne Datenpunk-te); asymptotis
he Standardabwei
hung (dur
hgehend, mit Datenpunkten) und mittlere ge-s
hätzte Standardabwei
hung (gestri
helt) mittels i.i.d.-NV-Formel (s
hwarz), und vertei-lungsfreier i.i.d.-Formel(grau).unten: Anteil der S
hätzwerte in 1, 96σ-Umgebung na
h i.i.d. NV-Formel (Linie ohne Daten-punkte), Überde
kungshäu�gkeit des 95%-KI (dur
hgehende Linie mit Datenpunkten) und des99%-KI (gestri
helte Linie, m.D.) für die i.i.d.-NV-Formel (s
hwarz) und die verteilungsfreiei.i.d.-Formel (grau).Abbildung 5.16: Gra�ken zu M̂Mori(X) bei Parametervariation



151 Kapitel 5. SimulationenVerteilung σ0(θ̂) s(θ̂i) pσ2=σ2
0

[u0,05] ti in u KI95% um θ

NV θ = 0, 001 ; t = 0, 00104 ; s(ti) = 0, 00925 ; pAD = 0, 0258 ; ψ̂ = 0, 0268i.i.d., NV 0,00913 0,00907 0,0001 [-0,0169;0,0189℄ 94,70% 94,54%i.i.d. 0,00913 0,00936 0,0001 [-0,0169;0,0189℄ 94,70% 95,37%
t10 θ = 0, 001 ; t = 0, 00112 ; s(ti) = 0, 00921 ; pAD = 0, 0590 ; ψ̂ = 0, 0273i.i.d., NV 0,00913 0,00906 0,0112 [-0,0169;0,0189℄ 94,74% 94,74%i.i.d. 0,00915* 0,00950 0,0653 [-0,0169;0,0189℄ 94,79% 95,96%
t5 θ = 0, 001 ; t = 0, 00105 ; s(ti) = 0, 00921 ; pAD = 0, 0068 ; ψ̂ = 0, 0249i.i.d., NV 0,00913 0,00902 0,0106 [-0,0169;0,0189℄ 94,84% 94,71%i.i.d. 0,00920* 0,00976 0,7598 [-0,0170;0,0190℄ 94,97% 96,37%

MGARCH θ = 0, 001 ; t = 0, 00107 ; s(ti) = 0, 00920 ; pAD = 0, 0233 ; ψ̂ = 0, 0287i.i.d., NV 0,00913 0,00907 0,0126 [-0,0169;0,0189℄ 94,82% 94,90%i.i.d. 0,00914* 0,00940 0,0285 [-0,0169;0,0189℄ 94,84% 95,82%* aus den Daten simulierte WerteErläuterung der Kürzel für die Statistiken in Tab. 5.2 auf S. 114.Tabelle 5.16: Ergebnisse für die alternative Version vonMM bei Zeitreihenlänge
n = 60, AusgangsparameterDie Standardabwei
hung von M̂Malt ist mit 
a. 0,009 etwas kleiner als jenevon M̂Mori (
a. 0,013). Grund dafür ist die in den Simulationsparameternvorgegebene positive Korrelation zwis
hen X und M von ρM,X = 0, 75. Ho-he Werte von µ̂X gehen tendenziell mit hohen Werten von µ̂M einher und da
µ̂M von sM/sX · µ̂X abgezogen wird, glei
hen si
h die Auswirkungen teilweiseaus. Die empiris
he Standardabwei
hung s(ti) liegt bei allen vier Verteilungs-modellen knapp über der asymptotis
hen Standardabwei
hung σ0(M̂Malt). Beider S
hätzung der Standardabwei
hung aus den Daten liefert die Varianzformelmit Normalverteilungsannahme zumeist bessere Ergebnisse. Mit der Formel oh-ne Normalverteilungsannahme werden die Standardabwei
hungen lei
ht über-s
hätzt, was zu erhöhten Überde
kungshäu�gkeiten der entspre
henden Kon-�denzintervalle führt. Diese Abwei
hung ist weniger stark ausgeprägt als bei
M̂Mori.Bei Variation der Simulationsparameter kann man in Abb. 5.18 erkennen,dass si
h die Werte für MMalt und MMalt im Verglei
h zu MMori (Abb. 5.16)ledigli
h um µM = 0, 002 na
h unten vers
hieben. Die Varianz von M̂Malt isthingegen von ρM,X abhängig. Ist ρM,X gröÿer als etwa 0,5, streut der S
hätzerder alternativen Version von MM weniger als jener von MMori. Für s
hwa
hbzw. negativ korrelierte Portfolio- und Marktrenditen hat M̂Malt die stärkereStreuung. Eine nennenswerte Verzerrung von M̂Malt und σ̂

M̂Malt
ist nur fürletzteren Wert bei hoher Korrelation von M und X und nur bei Verwendungder Varianzformel ohne Normalverteilungsannahme erkennbar. Das s
hlägt si
hdarin nieder, dass die Überde
kungshäu�gkeiten der entspre
henden Kon�denz-intervalle das theoretis
he Niveau vor allem bei höherem ρM,X deutli
h über-s
hreiten. Der Abstand zu den Werten 95 % bzw. 99% ist aber dur
hweg kleinerals bei M̂Mori.
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(b) M̂Malt-σ̂M̂Malt
-DiagrammLinks: Histogramm von M̂Malt mit angepasster Di
htefunktion der NormalverteilungRe
hts: Punktdiagramm für 2000 Zeitreihen mit M̂Malt (Abszisse) und zugehörigem

σ̂
M̂Malt

(Ordinate) für die verteilungsfreie Varianzformel(◦) und die Varianzformel mitNormalverteilungsannahme(△).Abbildung 5.17: Gra�ken zur Verteilung von M̂Malt für i.i.d.-t10-verteilte Datenmit Zeitreihenlänge n = 60.S
hlieÿli
h no
h Bli
k auf die gemeinsame Verteilung der beiden Versionen
M̂Mori und M̂Malt: Abb. 5.19a zeigt ein Streudiagramm der beiden S
hätzer,bere
hnet aus denselben Datenreihen. Es zeigt si
h, dass der Zusammenhangzwis
hen M̂Mori und M̂Malt re
ht s
hwa
h ausgeprägt ist. Die Korrelationder beiden Varianten miteinander ist mit einem Korrelationskoe�zienten von0,386 deutli
h s
hwä
her als die Korrelation der zugrunde liegenden Renditen,
ρM,X = 0, 75.Bildet man für zwei Portfolios X und Y die Di�erenz ∆MMX,Y

der Wer-te des Performan
emaÿes na
h Modigliani/Modigliani, so gibt es, wiebereits erwähnt, keinen Unters
hied zwis
hen den beiden Versionen. In den Ab-bildungen 5.19b und 5.19
 zeigt si
h eine deutli
h stärkere Korrelation der Per-forman
emaÿs
hätzer für MMori, die in etwa der Korrelation von X und Mentspri
ht. Die Korrelation von M̂Malt,X und M̂Malt,Y ist deutli
h s
hwä
her.In den Statistiken zu ∆̂MMX,Y
(Tab. 5.17) erkennt man eine deutli
he Ähn-li
hkeit mit den Werten in Tabelle 5.16 (M̂Malt,X). Theoretis
her Wert undasymptotis
he Standardabwei
hung sind glei
h26 und au
h bei den restli
hen26Ersteres ergibt si
h zufällig aus den gewählten Parametern, da µY = µX und somit

MMori,X = 0 bzw. MMalt,Y = 0.
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µ(X) σ(X) ρ(M,X)Verteilungsstatistiken bei Variation der Simulationsparameter µX , σX und ρX,M . Aus-gangsparameterkombination: µX = 0, 003, µM = 0, 002, σX = σM = 0, 1, ρX,M = 0, 75 (je-weils senkre
hte gestri
helte Linien).Daten: MGARCH(1)-Prozesse, n = 60, je 50 000 Simulationsläufe.oben: Theoretis
her Wert MMalt und Mittelwert der S
hätzungen(mit Datenpunkten) ; um-liegend die theoretis
he 1, 96 − σ-Umgebung mit der i.i.d.-NV-Formel.Mitte: Empiris
he Standardabwei
hung der S
hätzer (dur
hgehende Linie, ohne Datenpunk-te); asymptotis
he Standardabwei
hung (dur
hgehend, mit Datenpunkten) und mittlere ge-s
hätzte Standardabwei
hung (gestri
helt) mittels i.i.d.-NV-Formel (s
hwarz), und vertei-lungsfreier i.i.d.-Formel(grau).unten: Anteil der S
hätzwerte in 1, 96σ-Umgebung na
h i.i.d. NV-Formel (Linie ohne Daten-punkte), Überde
kungshäu�gkeit des 95%-KI (dur
hgehende Linie mit Datenpunkten) und des99%-KI (gestri
helte Linie, m.D.) für die i.i.d.-NV-Formel (s
hwarz) und die verteilungsfreiei.i.d.-Formel (grau).Abbildung 5.18: Gra�ken zu M̂Malt(X) bei Parametervariation
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(
) M̂Malt,X-M̂Malt,YAbbildung 5.19: Streudiagramme zu Modigliani-Modigliani mit 95%- und 99%-NV-Zentralberei
hen; i.i.d.-t10-verteilte Renditen, Zeitreihenlänge n = 60, je2000 Zeitreihen.
Verteilung σ0(θ̂) s(θ̂i) pσ2=σ2

0
[u0,05] ti in u KI95% um θ

NV θ = 0, 001 ; t = 0, 00101 ; s(ti) = 0, 00924 ; pAD = 0, 1424 ; ψ̂ = 0, 0330i.i.d., NV 0,00913 0,00910 0,0207 [-0,0169;0,0189℄ 94,58% 94,72%i.i.d. 0,00913 0,00937 0,0201 [-0,0169;0,0189℄ 94,58% 95,39%
t10 θ = 0, 001 ; t = 0, 00095 ; s(ti) = 0, 00923 ; pAD = 0, 0266 ; ψ̂ = 0, 0354i.i.d., NV 0,00913 0,00909 0,0349 [-0,0169;0,0189℄ 94,69% 95,10%i.i.d. 0,00912* 0,00950 0,0227 [-0,0169;0,0189℄ 94,64% 95,99%
t5 θ = 0, 001 ; t = 0, 00114 ; s(ti) = 0, 00924 ; pAD = 0, 0023 ; ψ̂ = 0, 0311i.i.d., NV 0,00913 0,00906 0,0133 [-0,0169;0,0189℄ 94,74% 94,99%i.i.d. 0,00913* 0,00982 0,0133 [-0,0169;0,0189℄ 94,74% 96,41%

MGARCH θ = 0, 001 ; t = 0, 00100 ; s(ti) = 0, 00927 ; pAD = 0, 0048 ; ψ̂ = 0, 0351i.i.d., NV 0,00913 0,00911 0,0032 [-0,0169;0,0189℄ 94,61% 94,90%i.i.d. 0,00914* 0,00942 0,0056 [-0,0169;0,0189℄ 94,62% 95,66%* aus den Daten simulierte WerteErläuterung der Kürzel für die Statistiken in Tab. 5.2 auf S. 114.Tabelle 5.17: Ergebnisse für die Di�erenz derMM zweier Portfolios bei Zeitrei-henlänge n = 60, Ausgangsparameter
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(b) ∆̂MMX,Y
-σ̂

∆̂MM(X,Y )
-DiagrammLinks: Histogramm von ∆̂MMX,Y

mit angepasster Di
htefunktion der NormalverteilungRe
hts: Punktdiagramm für 2000 Zeitreihen mit ∆̂MMX,Y
(Abszisse) und zugehörigem

σ̂
∆̂MM(X,Y )

(Ordinate) für die verteilungsfreie Varianzformel(◦) und die Varianzformel mitNormalverteilungsannahme(△).Abbildung 5.20: Gra�ken zur Verteilung von ∆̂MMX,Y
für i.i.d.-t10-verteilte Da-ten mit Zeitreihenlänge n = 60.Ergebnissen �ndet man keine gravierende Abwei
hung. Die aus den Parameternbere
hnete asymptotis
he Standardabwei
hung σ0(θ̂) liegt nahe der beoba
h-teten Standardabwei
hung der S
hätzwerte s(ti). Die Anpassung an die Nor-malverteilung ist bei allen Verteilungsmodellen befriedigend bis gut (vgl. Abb.5.20a). Wiederum s
heint der Varianzs
hätzer ohne Normalverteilungsannahmeeine lei
hte Verzerrung na
h oben aufzuweisen. Hierzu sieht man in Abb. 5.20b,dass S
hätzungen der Standardabwei
hung na
h der Formel ohne Normalver-teilungsannahme häu�ger oberhalb des Kerns der Punktwolke liegen. Eine Ab-hängigkeit vom S
hätzwert ∆̂MMX,Y

ist ni
ht erkennbar.Werden die Verteilungsparameter verändert, ändern si
h die obigen Ergeb-nisse qualitativ ni
ht. Die Anpassung an die Normalverteilung wird ledigli
hdann s
hle
hter, wenn die Korrelation zwis
hen den Portfolios X und Y sehrho
h und deren jeweilige Korrelation mit dem Marktportfolio niedrig ist. Abge-sehen von diesem Fall sind die mittels NV-Formel aus den Parametern bere
hne-te Standardabwei
hung und die mit dieser Formel vorgenommenen S
hätzungender Kon�denzintervalle sehr zuverlässig. Kon�denzintervalle auf Basis der For-mel ohne Normalverteilungsannahme sind dagegen um so konservativer (d.h.die Überde
kungshäu�gkeiten gehen über das vorgegebene Niveau hinaus), jestärker X und Y korreliert sind.



5.3. Ergebnisse für einzelne Maÿe 1565.3.5 KappaDas Performan
emaÿ Kappa unters
heidet si
h in zweierlei Hinsi
ht von denbisherigen Maÿen: Erstens bestanden alle bisherigen Maÿe und deren Varianz-formeln auss
hlieÿli
h aus gewöhnli
hen und zentralen Momenten der (ggf. mul-tivariaten) Renditeverteilung, wohingegen Kappa au
h partielle Momente ent-hält. S
hon in Abs
hnitt 5.2 wurde si
htbar, dass die Anpassung der Verteilungdes S
hätzers an die Normalverteilung s
hle
hter ist als bei den anderen Per-forman
emaÿen. Zweitens hatten die Performan
emaÿe der vorigen Abs
hnittekeine Parameter: bei gegebenen Daten steht die Bere
hnung des Maÿes fest. BeiKappa muss der Anwender die Parameter α und z festlegen. Mittels α ∈ Nwird die Gewi
htung der Verluste untereinander bestimmt: je höher α, destostärker die Gewi
htung extremer Verluste. Jede Ausprägung von α stellt quasiein eigenes Performan
emaÿ dar. In diesem Abs
hnitt werden die Ausprägun-gen α ∈ {1, 2, 3} mittels Simulation getestet. Der Parameter z lässt die Wahlder Verglei
hsrendite o�en, die bei den anderen Performan
emaÿen auf den risi-kolosen Zinssatz festgelegt ist. Wir können aber darauf verzi
hten, Variationendes Parameters z gesondert zu simulieren, da bei Kappa im Zähler und Nennerledigli
h Abstände zu z gebildet werden.27Die Simulationsergebnisse in Tabelle 5.18 sind zunä
hst na
h dem Parameter
α und ans
hlieÿend na
h Verteilungsmodell sortiert.28 Es gibt hier keine geson-derte Varianzformel für normalverteilte Daten.Wie si
h s
hon in den Ergebnissen für n = 500 (Tab. 5.4, S. 116; Tab. 5.7,S. 121) andeutete, haben die S
hätzer für die Kappa-Maÿe in deutli
h geringe-rem Maÿe jene wüns
henswerten Eigens
haften (Unverzerrtheit, approximativeNormalverteilung), die bei den S
hätzern der anderen Performan
emaÿe in mehroder weniger hinrei
hendem Grade gegeben waren.Für α = 1 ist s
hon bei normalverteilten Daten die Abwei
hung zwis
hen theo-retis
hem Wert29 θ = 0, 0781 und dem Mittelwert der S
hätzungen t = 0, 1425erhebli
h. Für Verteilungsmodelle mit höherer Kurtosis wä
hst diese Di�erenzweiter an.30 Die Verteilung von κ̂(α = 1) wei
ht erhebli
h von der Normalvertei-lung ab. Die Maÿe ψ̂ s
hlagen stets deutli
h na
h oben aus und die systematis
habwei
hende Verteilungsform ist im Histogrammen links oben in Abb. 5.21 aufden ersten Bli
k erkennbar. Au
h die theoretis
he Standardabwei
hung σ0 liegtdeutli
h unter der empiris
hen Standardabwei
hung s(κ̂i) in Höhe von 0,3936.Entspre
hend enthält die 1,96σ-Umgebung des theoretis
hen Werts nur 91,36% der S
hätzwerte. Die ges
hätzten Standardabwei
hungen liegen mit einemMittelwert von 0,3982 nahe an der empiris
hen Standardabwei
hung und dieÜberde
kungshäu�gkeit der Kon�denzintervalle ist mit 93,77 % deutli
h näher27Man kann für b ∈ R lei
ht zeigen, dass κX(α, z) = κX+b(α, z + b).28Weitere Parameter: µX = 0, 003, σX = 0, 1, z = 0, n = 60, R = 50 00029Die theoretis
hen Werte der Performan
emaÿe wurden � auÿer bei den GARCH-Daten �mittels numeris
her Integration der Normal- bzw. t-Verteilung ermittelt.30Der hohe theoretis
he Wert θ = 0, 1256 bei GARCH-Daten ist Ergebnis einer Simulation(S
hätzung anhand einer Zeitreihe mit n = 3000 000) und ni
ht mit den theoretis
hen Wertender i.i.d.-Verteilungsmodelle verglei
hbar. Dieser (unrealistis
he) Wert ist Ausdru
k dessen,dass der S
hätzer bei den gegebenen GARCH-Parametern ni
ht konvergiert.
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Verteilung σ0(θ̂) s(θ̂i) pσ2=σ2

0
[u0,05] ti in u KI95% um θ

α = 1

NV θ = 0, 0781 ; t = 0, 1425 ; s(ti) = 0, 3936 ; pAD < 10−99 ; ψ̂ = 0, 1327i.i.d. 0,3240 0,3982 < 10−99 [-0,5569;0,7131℄ 91,36% 93,77%
t10 θ = 0, 0719 ; t = 0, 1516 ; s(ti) = 0, 4073 ; pAD < 10−99 ; ψ̂ = 0, 1392i.i.d. 0,2962 0,4131 < 10−99 [-0,5088;0,6525℄ 88,01% 93,90%
t5 θ = 0, 0653 ; t = 0, 1567 ; s(ti) = 0, 4323 ; pAD < 10−99 ; ψ̂ = 0, 1463i.i.d. 0,2663 0,4346 < 10−99 [-0,4567;0,5872℄ 83,09% 93,76%
t3 θ = 0, 0559 ; t = 0, 1943 ; s(ti) = 0, 5088 ; pAD < 10−99 ; ψ̂ = 0, 1662i.i.d. 0,2207 0,5021 < 10−99 [-0,3767;0,4885℄ 70,14% 93,44%

GARCH θ = 0, 1256* ; t = 0, 2265 ; s(ti) = 0, 4867 ; pAD < 10−99 ; ψ̂ = 0, 1569i.i.d. 0,5172* 0,4840 < 10−99 [-0,8881;1,1392℄ 95,31% 93,32%
α = 2

NV θ = 0, 0435 ; t = 0, 0669 ; s(ti) = 0, 2067 ; pAD < 10−99 ; ψ̂ = 0, 0886i.i.d. 0,1827 0,2050 < 10−99 [-0,3146;0,4016℄ 92,40% 94,94%
t10 θ = 0, 0387 ; t = 0, 0711 ; s(ti) = 0, 2097 ; pAD < 10−99 ; ψ̂ = 0, 0995i.i.d. 0,1620 0,2077 < 10−99 [-0,2787;0,3562℄ 88,60% 94,89%
t5 θ = 0, 0334 ; t = 0, 0729 ; s(ti) = 0, 2165 ; pAD < 10−99 ; ψ̂ = 0, 1131i.i.d. 0,1379 0,2117 < 10−99 [-0,2369;0,3038℄ 82,57% 94,65%

GARCH θ = 0, 0483* ; t = 0, 1053 ; s(ti) = 0, 2319 ; pAD < 10−99 ; ψ̂ = 0, 1253i.i.d. 0,2753* 0,2226 < 10−99 [-0,4912;0,5878℄ 96,51% 94,87%
α = 3

NV θ = 0, 0330 ; t = 0, 0480 ; s(ti) = 0, 1560 ; pAD < 10−99 ; ψ̂ = 0, 7493i.i.d. 0,1393 0,1536 < 10−99 [-0,2401;0,3059℄ 92,39% 95,13%
t10 θ = 0, 0284 ; t = 0, 0509 ; s(ti) = 0, 1558 ; pAD < 10−99 ; ψ̂ = 0, 0870i.i.d. 0,1192 0,1528 < 10−99 [-0,2053;0,2621℄ 88,09% 95,14%

GARCH θ = 0, 0176* ; t = 0, 0743 ; s(ti) = 0, 1662 ; pAD < 10−99 ; ψ̂ = 0, 1208i.i.d. 0,3879* 0,1563 < 10−99 [-0,7427;0,7778℄ 99,72% 95,72%* aus den Daten simulierte WerteErläuterung der Kürzel für die Statistiken in Tab. 5.2 auf S. 114.Tabelle 5.18: Ergebnisse für Kappa(α, z = 0) bei Zeitreihenlänge n = 60, Aus-gangsparameter



5.3. Ergebnisse für einzelne Maÿe 158am Zielwert. Bei i.i.d.-t-verteilten Daten sind die gerade bes
hriebenen Beob-a
htungen mit sinkender Zahl an Freiheitsgraden no
h akzentuierter si
htbar.Da für die Konvergenz von σκ̂1
nur die ersten beiden Momente der Rendite-verteilung endli
h sein müssen, wurden hier zusätzli
h t3-Daten simuliert undausgewertet.Für κ2 und κ3 gilt qualitativ dasselbe wie für κ1, nur dass die Abwei
hung derS
hätzerverteilung von der Normalverteilung geringer ausfällt. Au
h die Unter-s
hiede zwis
hen den theoretis
hen Werten θ bzw. σ0 und den entspre
hendenempiris
hen Gröÿen werden kleiner. Wir werden allerdings weiter unten sehen,dass die Überde
kungshäu�gkeiten der Kon�denzintervalle, die in der Tabellere
ht nahe an 95 % liegen, stark vom Simulationsparameter µX abhängen.In den Streudiagrammen der Performan
emaÿ-S
hätzwerte mit den zugehörigenS
hätzungen der Standardabwei
hung (Abb. 5.21 re
hts) fällt die starke Korre-lation zwis
hen den beiden Gröÿen auf, die in dieser Stärke bei den anderenMaÿen nirgends feststellbar ist. Die Werte der empiris
hen Korrelationskoe�-zienten rκ̂α,σ̂(κ̂α) betragen 0,9904 (α = 1), 0,9766 (α = 2) und 0,9234 (α = 3).Gerade bei κ1 (= Omega - 1) sind S
hätzwert und S
hätzvarianz also nahezuperfekt linear abhängig.Eine starke Korrelation kann man au
h zwis
hen den drei S
hätzern κ̂1, κ̂2 und

κ̂3 beoba
hten. Die empiris
he Korrelationsmatrix zwis
hen den drei Wertenwar (bei den i.i.d.-t10-verteilten Simulationswerten)



1 0, 9937 0, 9874

0, 9937 1 0, 9986

0, 9874 0, 9986 1


 .Die Ergebnisse der drei Performan
emaÿe κ1, κ2 und κ3 für ein bestimmtesPortfolio unters
heiden si
h also bis auf den Absolutwert des Maÿes kaum. Die-ser Sa
hverhalt wird au
h in den Streudiagrammen in Abb. 5.21 si
htbar, die ausdenselben Renditedaten bere
hnet wurden: An den äuÿeren Enden der Punkt-wolken kann man Muster einzelner Datenpunkte erkennen, die si
h vor allem bei

α = 2 und α = 3 wiederholen und o�enbar aus denselben Simulationszeitreihenstammen.Abbildung 5.22 zeigt die bekannten Gra�ken bei Parametervariation. Es wirddabei nur der Parameter µX für α = 1, 2, 3 verändert, σX = 0, 1 und z = 0 blei-ben glei
h. In der oberen Tafel sieht man, dass der Mittelwert der S
hätzungenvon Kappa bei sehr niedrigen Werten für µX nahe am theoretis
hen Wert liegt.Mit steigendem µX zeigt si
h eine zunehmende und sehr deutli
he Aufwärtsver-zerrung des Performan
emaÿs
hätzers. Au
h die Abwei
hung der S
hätzerver-teilung von der Normalverteilung, gemessen mit ψ̂ (ni
ht dargestellt), nimmtmit µX zu. Das ist dadur
h erklärbar, dass bei steigender �Überrendite� µX − z(bei gegebenen σX und n) tendenziell immer weniger der n Renditen in denBerei
h unterhalb von z fallen und damit in die Bere
hnung des partiellen Mo-ments eingehen. Auÿerdem sind (X − z) und Ê(z−X)α+ negativ korreliert31, so31Hat eine Einzelrendite Xi statt dem Wert xi den höheren Wert x+i , steigt X an und
Ê(z −X)α+ sinkt (wenn xi < z) oder bleibt glei
h (wenn xi ≥ z).
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α = 3Abbildung 5.21: Gra�ken für KappaX(α) bei vers
hiedenen Werten für α miti.i.d-t10-verteilten Daten und Zeitreihenlänge n = 60: Histogramme (20 000Wer-te, links); Punktdiagramme κ̂X(α, z = 0) gegen σ̂κX (α,z=0) (2 000 Werte, re
hts).



5.3. Ergebnisse für einzelne Maÿe 160dass bei einer Zeitreihe mit besonders hoher Rendite ni
ht nur der Zähler vonKappa ho
h, sondern au
h der Nenner niedrig ist.Die asymptotis
he Standardabwei
hung von κ̂(α, 0) variiert im untersu
hten Be-rei
h µX ∈ [−0, 02; 0, 02] bei σX = 0, 1 kaum. Die empiris
he Standardabwei
h-nung der S
hätzwerte steigt dagegen ebenso wie der Mittelwert der S
hätzungenvon σκ̂ mit µX deutli
h an. Ersteres ist auf im vorigen Absatz bes
hriebenenE�ekt zurü
kzuführen, letzteres au
h auf die bereits bei Abb. 5.21 thematisiertestarke lineare Abhängigheit von κ̂ und σ̂κ̂.In der unteren Tafel von Abb. 5.22 ist sofort erkennbar, dass die asymptoti-s
he 1, 96σ-Umgebung vor allem bei hohem µX weitaus weniger als 95 % derS
hätzwerte umfasst (s
hwarze dur
hgezogene Linie). Bei niedrigem µX sinddagegen die Überde
kungshäu�gkeiten der Kon�denzintervalle zu niedrig. Allediese Au�älligkeiten sind bei α = 1 deutli
h stärker ausgeprägt als bei höherenAlphas.Insgesamt lassen si
h die Eigens
haften des Performan
emaÿes Kappa (und da-mit au
h Omega und Sortino-Ratio) deutli
h s
hle
hter mit den hier genutztenasymptotis
hen Methoden bes
hreiben. Gerade bei κ1 (Omega) ers
heint eineBere
hnung auf Basis von 60 Monatsrenditen problematis
h. Eine Mögli
hkeitist der Umstieg auf Tagesrenditen. Ähnli
h wie für das Treynor-Ratio wurdendeswegen Simulationen zur Na
hbildung entspre
hender Tagesrenditen dur
h-geführt (n = 1250, µX,Tag = 60/1250 · µX , σX,Tag =
√

60/1250 · σX). In derunteren Tafel von Abb. 5.22 sind die Ergebnisse dieser Simulationen in grau ein-gezei
hnet. Die Überde
kungshäu�gkeit der Kon�denzintervalle liegt jetzt stetsnahe des theoretis
hen Niveaus. Die ex-ante-1, 96σ-Intervalle bleiben aber re-lativ unzuverlässig. Stets fallen deutli
h weniger als 95 % der S
hätzwerte indieses Intervall, au
h wenn die Abwei
hung s
hwä
her als bei n = 60 ist. Fürdas Performan
emaÿ Omega, ggf. au
h das Sortino-Ratio ist also der Einsatzvon Tagesdaten sinnvoll, wenn man Varianzen und Kon�denzintervalle nutzenwill.Betra
htet man die Kappa-S
hätzwerte für zwei korrelierte Portfolios (sieheAbb. 5.23 links), �ndet man die Korrelation der Renditen (ρX,Y = 0, 75) fastidentis
h in den S
hätzwerten der Performan
emaÿe wieder (rκ̂X ,κ̂Y
≈ 0, 74).Der Zusammenhang rκ̂X ,κ̂Y

≈ ρX,Y konnte au
h für andere Werte von ρX,Ybeoba
htet werden.32 Reiÿt der S
hätzwert eines Portfolios na
h oben aus, giltdas meistens au
h für den S
hätzwert des anderen Portfolios.Der S
hätzer der Di�erenz der Kappas zweier Portfolios∆κX,Y
ist für n = 60nur in sehr grober Näherung normalverteilt. Tabelle 5.19 zeigt, dass für die Aus-gangsparameterkombination33 die Normalverteilungshypothese für jedes Vertei-lungsmodell und für jede Ausprägung von α klar abgelehnt wird.34 In den Histo-32Das gilt ni
ht für stark negativ korrelierte Portfolios, da der Zusammenhang zwis
hen κ̂Xund κ̂Y für ρX,Y → −1 annähernd hyperbolis
h ist.33µX = 0, 003, µY = 0, 002, σX = σY = 0, 1, ρX,Y = 0, 75, n = 6034Die Bere
hnung der asymptotis
hen Standardabwei
hungen über numeris
he Integrationvon multivariaten Verteilungen erwies si
h als ni
ht exakt genug, um sinnvoll Tests dur
h-zuführen, die auf Abwei
hungen in höheren Na
hkommastellen reagieren. Deswegen wurde
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her Wert κα und Mittelwert der S
hätzungen(mit Datenpunkten) ; umliegenddie theoretis
he 1,96-σ-Umgebung.Mitte: Empiris
he Standardabwei
hung der S
hätzer (dur
hgehende Linie, ohne Datenpunk-te); asymptotis
he Standardabwei
hung (dur
hgehend, mit Datenpunkten) und mittlere ge-s
hätzte Standardabwei
hung (gestri
helt).unten: S
hwarz: Anteil der S
hätzwerte in 1, 96σ-Umgebung (Linie ohne Datenpunkte), Über-de
kungshäu�gkeit des 95%-KI (dur
hgehende Linie mit Datenpunkten) und des 99%-KI (ge-stri
helte Linie mit Datenpunkten). Grau: ebenso, für simulierte Tagesrenditen (n = 1250,entspre
hend angepasste µX und σX )Abbildung 5.22: Gra�ken zu κ̂X(α) bei Variation von µX



5.3. Ergebnisse für einzelne Maÿe 162Verteilung θ t pAD ψ̂ s(θ̂i) s(ti) KI95% um θ

α = 1

NV 0,0267 0,0304 < 10−96 0,0700 0,2944 0,2770 99,01 %
t10 0,0245 0,0286 < 10−99 0,0859 0,3077 0,2958 99,07 %
t5 0,0222 0,0308 < 10−99 0,0883 0,3274 0,3165 99,09 %
t3 0,0190 0,0411 < 10−99 0,1099 0,3813 0,3709 99,07 %

α = 2

NV 0,0147 0,0165 < 10−24 0,0431 0,1488 0,1447 97,19 %
t10 0,0131 0,0150 < 10−52 0,0555 0,1516 0,1506 97,17 %
t5 0,0113 0,0155 < 10−81 0,0660 0,1571 0,1577 97,40 %

α = 3

NV 0,0111 0,0126 < 10−14 0,0428 0,1114 0,1094 96,50 %
t10 0,0096 0,0113 < 10−41 0,0535 0,1116 0,1121 96,58 %Erläuterung der Kürzel für die Statistiken in Tab. 5.2 auf S. 114.Tabelle 5.19: Ergebnisse für die Di�erenz von Kappa(α, z = 0) zweier Portfoliosbei Zeitreihenlänge n = 60, Ausgangsparametergrammen in Abb. 5.23 Mitte sieht man, dass die Abwei
hung vor allem dur
herhöhte Kurtosis verursa
ht wird. Die S
hätzwert-Varianz-Diagramme re
htszeigen, dass mit höherer Di�erenz zwis
hen κ̂X und κ̂Y au
h die Varianzs
hät-zungen tendenziell höher sind. Deswegen ist es ni
ht verwunderli
h, dass dieÜberde
kungshäu�gkeiten der Kon�denzintervalle teilweise stark überhöht sind.Wiederum sind die Abwei
hungen von der Asymptotik bei α = 1 am stärkstenausgeprägt.Die Auswertung weiterer Parameterkombinationen führt zumeist zu ähnli-
hen Ergebnissen. Die Normalverteilungshypothese wurde (bei 1270 vers
hiede-nen Parameterkombinationen) immer zum 0,1 %-Niveau abgelehnt. Die Über-de
kungshäu�gkeit der 95%-Kon�denzintervalle lag für α = 3 stets im Berei
h93,7 - 96,7 %. Für α = 1 dagegen rei
hte die Bandbreite von knapp 92 % bisüber 99 %.Au
h beim Verglei
h zweier Portfolios hat Kappa hinsi
htli
h der Inferenzsta-tistik also ungünstige Eigens
haften.5.3.6 Expe
ted Return on Value-at-RiskFür die Varianz des S
hätzers des Expe
ted Return on Value-at-Risk wurde inKapitel 4 folgende Formel entwi
kelt (vgl. S. 93):

nσ ̂ERV aR
=
µ2
X

x2α

(
σ2
X

µ2
X

− E(|X − xα|) + (2α− 1)(µX − xα)

µXxαf(xα)
+

α(1 − α)

(xαf(xα))2

)Bei der S
hätzung dieser Varianz sind die Werte xα und f(xα) geeignet zu s
hät-zen. Ersteres wurde bereits im Abs
hnitt 3.3 diskutiert und für f̂(xα) wurdenin Abs
hnitt 4.1.2.6 zwei Verfahren vorges
hlagen. Erstens ein parametris
heshier auf diese Bere
hnungen verzi
htet und die daraus resultierenden Angaben (σ0, χ2-Test,
1, 96σ-Berei
he) entfallen.
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α = 3Links: Streudiagramme κ̂X(α, 0) (Abszisse) gegen κ̂Y (α, 0) (Ordinate), 2 000 WerteMitte: Histogramme, 20 000 WerteRe
hts: Punktdiagramme ∆̂κX (α,z=0) gegen σ̂∆̂κX (α,z=0)
(2 000 Werte, re
hts).Abbildung 5.23: Gra�ken für ∆κX

(α) bei vers
hiedenen Werten für α mit i.i.d-
t10-verteilten Daten und Zeitreihenlänge n = 60



5.3. Ergebnisse für einzelne Maÿe 164Verteilung σ0(θ̂) s(θ̂i) pσ2=σ2
0

[u0,05] ti in u KI95% um θ

NV θ = 0, 0123 ; t = 0, 0201 ; s(ti) = 0, 0905 ; pAD < 10−99 ; ψ̂ = 0, 0732param. 0,0805 0,0910 < 10−99 [-0,1454;0,1700℄ 92,44% 95,99%ni
htpar. 0,0805 0,0923 < 10−99 [-0,1454;0,1700℄ 92,44% 95,68%
t10 θ = 0, 0125 ; t = 0, 0238 ; s(ti) = 0, 0937 ; pAD < 10−99 ; ψ̂ = 0, 0902param. 0,0818 0,0946 < 10−99 [-0,1479;0,1729℄ 92,13% 96,00%ni
htpar. 0,0818 0,0965 < 10−99 [-0,1479;0,1729℄ 92,13% 95,52%
t5 θ = 0, 0130 ; t = 0, 0260 ; s(ti) = 0, 0982 ; pAD < 10−99 ; ψ̂ = 0, 1000param. 0,0853 0,1007 < 10−99 [-0,1542;0,1802℄ 91,84% 95,71%ni
htpar. 0,0853 0,1028 < 10−99 [-0,1542;0,1802℄ 91,84% 95,09%

GARCH θ = 0, 0190∗ ; t = 0, 0369 ; s(ti) = 0, 1069 ; pAD < 10−99 ; ψ̂ = 0, 1252param. 0,1129* 0,1140 < 10−99 [-0,2023;0,2404℄ 95,53% 95,49%ni
htpar. 0,1129* 0,1210 < 10−99 [-0,2023;0,2404℄ 95,53% 94,56%* aus den Daten simulierte WerteErläuterung der Kürzel für die Statistiken in Tab. 5.2 auf S. 114.Tabelle 5.20: Ergebnisse für ERVaR(α = 0, 05) bei Zeitreihenlänge n = 60,AusgangsparameterVerfahren, bei dem eine tν-Verteilung angepasst und ans
hlieÿend der Wert vonderen Di
htefunktion am Punkt x̂α abgelesen wird. Dieses Verfahren geht da-von aus, dass die t-Verteilung ein einigermaÿen geeignetes Verteilungsmodellfür die (unbedingte) Renditeverteilung ist. Im zweiten, �ni
htparametris
hen�Vors
hlag wird versu
ht, den Wert der Di
htefunktion am Punkt x̂α über denZuwa
hs der empiris
hen Verteilungsfunktion in der Umgebung von x̂α zu er-mitteln. Entspre
hend werden in den folgenden Abbildungen und Tabellen eine�parametris
he� und eine �ni
htparametris
he� Version unters
hieden, die si
haber auss
hlieÿli
h auf die S
hätzungen von Varianzen aus den Daten beziehen.Die aus den Parametern (und den jeweiligen Verteilungsmodellen) bere
hneteasymptotis
he Standardabwei
hung ist eindeutig.In Tabelle 5.20 sehen wir die Ergebnisse für die Parameter α = 0, 05, µX =
0, 002, σX = 0, 1 und n = 60. Die Verzerrung des S
hätzers fällt sofort auf.Das Mittel der S
hätzwerte liegt bei allen vier Verteilungsmodellen deutli
hüber dem theoretis
hen Wert. Das liegt daran, das Mittelwert und empiris
hesQuantil positiv korreliert sind. Im S
hätzer ̂ERV aRX = X/(−x̂α) gehen infol-gedessen hohe Werte von X im Zähler tendenziell mit niedrigen Werten (−x̂α)im Nenner einher und umgekehrt, was den Mittelwert der ERVaR-S
hätzungenna
h oben verzerrt. Au
h deshalb wei
ht die Verteilung von ̂ERV aR (bei n =
60) deutli
h von der Normalverteilung ab, siehe au
h Abb. 5.24a mit erkennba-rer Re
htss
hiefe. In Abb. 5.24b ist zudem eine deutli
he positive Korrelationdes S
hätzwerts und der ges
hätzten Standardabwei
hung erkennbar, wobei dieni
htparametris
he Varianzs
hätzung gelegentli
h na
h oben ausreiÿt.35 Die em-35Führt man die Simulation mit deutli
h längeren Zeitreihen dur
h, sind S
hätzwert undStandardabwei
hung bei parametris
her Varianzs
hätzung fast perfekt korreliert. Bei Verwen-dung des S
hätzers mit ni
htparametris
her Di
htes
hätzung sind die ges
hätzten Varianzenweiterhin erkennbar verraus
ht.
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(b) ̂ERV aRX -σ̂ ̂ERV aRX
-DiagrammLinks: Histogramm von ̂ERV aRX mit angepasster Di
htefunktion der NormalverteilungRe
hts: Punktdiagramm für 2000 Zeitreihen mit ̂ERV aRX (Abszisse) und zugehörigem

σ̂ ̂ERV aRX
(Ordinate) für die ni
htparametris
he (◦) und die parametris
he Varianzformel(△).Abbildung 5.24: Gra�ken zur Verteilung von ̂ERV aRX für i.i.d.-t10-verteilteDaten mit Zeitreihenlänge n = 60.piris
he Standardabwei
hung liegt deutli
h über der asymptotis
hen Standard-abwei
hung, so dass die 1, 96σ-Berei
he deutli
h weniger als 95% der S
hätzwer-te enthalten. Die S
hätzungen der Standardabwei
hung liegt dagegen im Mittelre
ht nahe an der empiris
hen Standardabwei
hung. Au
h die Kon�denzinter-valle halten das vorgegebene Niveau einigermaÿen genau ein.In Abb. 5.25 s
hlieÿli
h werden die Ergebnisse für vers
hiedene Werte von µXbei i.i.d.-normalverteilten Renditen mit α = 5% bzw. α = 2% dargestellt. Dem-na
h steigt die Aufwärtsverzerrung des Performan
emaÿs
hätzers in absolutenZahlen mit höherer erwarteter Rendite. Die Standardabwei
hung des S
hätzerssteigt mit µX lei
ht an. Die aus den Daten ges
hätzten Standardabwei
hungenliegen im Mittel sehr nahe an der empiris
hen Standardabwei
hung der S
hätz-werte, wobei si
h die beiden Verfahren kaum unters
heiden. Die asymptotis
heStandardabwei
hung ist stets erkennbar niedriger als die empiris
he Standard-abwei
hung. Entspre
hend enthalten die 1,96-σ-Berei
he stets deutli
h wenigerals 95 % der S
hätzwerte. Die 95%-Kon�denzintervalle überde
ken den wah-ren Wert etwas häu�ger als ihrem theoretis
hen Niveau entspre
hend, wobei dieAbwei
hung bei der ni
htparametris
hen Formel etwas geringer ist. Die Über-de
kungshäu�gkeiten der 99%-Kon�denzintervalle liegen re
ht nahe an 99%.Insgesamt hängen die statistis
hen Eigens
haften von ̂ERV aR nur s
hwa
h vonVerteilungsparametern ab.
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her Wert ERV aRα und Mittelwert der S
hätzungen(mit Datenpunkten) ;umliegend die theoretis
he 1,96-σ-Umgebung.Mitte: Empiris
he Standardabwei
hung der S
hätzer (dur
hgehende, dünne Linie); asympto-tis
he Standardabwei
hung (dur
hgehend fett, mit Datenpunkten) und mittlere ges
hätzteStandardabwei
hung (gestri
helt) na
h parameteris
her Formel (s
hwarz) und ni
htparame-tris
her Formel (grau).unten: Anteil der S
hätzwerte in 1, 96σ-Umgebung (Linie ohne Datenpunkte), Überde
kungs-häu�gkeit des 95%-KI (dur
hgehende Linien mit Datenpunkten) und des 99%-KI (gestri
helteLinien mit Datenpunkten) bei Nutzung der parametris
hen Formel (s
hwarz) bzw. der ni
ht-parametris
hen Formel (grau).Abbildung 5.25: Gra�ken zu ̂ERV aRX(α) bei Variation von µX



167 Kapitel 5. Simulationen5.4 Kon�denzintervalleIm Rahmen des vorhergehenden Abs
hnitts wurden bereits Kon�denzintervalledes Typs
KI1−α = θ̂ ± u1−α

2
· σ̂θ̂ges
hätzt und es wurden relative Häu�gkeiten der Überde
kung des wahrenWertes θ dur
h die Kon�denzintervalle ermittelt. Das ges
hah in erster Linie zurDiagnose der Eigens
haften der S
hätzer θ̂ und σ̂θ̂. In diesem Abs
hnitt werdendie in Abs
hnitt 4.2.2 vorgestellten Bere
hnungsansätze für Kon�denzintervalleauf Basis des ni
htparametris
hen Bootstraps zum Verglei
h herangezogen. Fürjedes Performan
emaÿ werden Kon�denzintervalle mit allen genannten Metho-den bere
hnet und hinsi
htli
h ihrer Überde
kungshäu�gkeit vergli
hen.In der Regel werden sieben Varianten von Kon�denzintervallen bere
hnet (Kür-zel in Klammern):

• σ̂θ̂-Kon�denzintervalle: Die im Vorabs
hnitt verwendeten Kon�denzinter-valle mit Normalverteilungsquantil und aus den Daten ges
hätzer Stan-dardabwei
hung des Performan
emaÿs
hätzers:� σ̂θ̂-Kon�denzintervall mit Varianzformel für unabhängig und iden-tis
h verteilte Renditen (σ̂θ̂-i.i.d.-Kon�denzintervall, SD-DF),� σ̂θ̂-Kon�denzintervall mit vereinfa
hter Varianzformel für unabhän-gig und identis
h normalverteilte Renditen (σ̂θ̂-i.i.d.-NV-Kon�denz-intervall, SD-NV)36,
• Bootstrap-Kon�denzintervalle (vgl. Abs
hnitt 4.2.2):� Bootstrap-t-Kon�denzintervall ohne Bias-Korrektur (TKI),� Bootstrap-t-Kon�denzintervall mit Bias-Korrektur (TBias),� Studentisiertes Bootstrap-Kon�denzintervall (Student),� Bootstrap-Perzentil-Kon�denzintervall (Perzent),� BCa-Kon�denzintervall (BCA).Dabei wurde wiederum darauf gea
htet, für alle Bere
hnungsansätze soweitwie mögli
h dieselben Daten und Zwis
henergebnisse zu verwenden. Für einMaÿ und eine Parameterkombination wurden alle Kon�denzintervalle aus den-selben Simulationsdaten ges
hätzt. Bei den Bootstrap-Kon�denzintervallen wardieselbe Bootstrap-Simulationsreihe Datengrundlage für alle Bere
hnungsvari-anten. Hierdur
h sollen die zufälligen E�ekte bei der Daten- bzw. der Bootstrap-Simulation bei allen Bere
hnungsvarianten in dieselbe Ri
htung wirken, so dassdie Ergebnisse besser verglei
hbar sind.Aufgrund der wesentli
h höheren Re
henzeitanforderungen bei Bootstrapsimu-lationen wurde je Performan
emaÿ meist nur eine Parameterkombination mit36Für Kappa wurde keine vereinfa
hte Formel hergeleitet, bei ERVaR beziehen si
h diebeiden Varianten der Kon�denzintervalle auf unters
hiedli
he S
hätzmethoden im Nenner derVarianzformel.
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h zum Vorabs
hnitt reduzierter Anzahl von Simulationsläufen unter-su
ht.Die wi
htigste Statistik zur Bewertung der Qualität der Kon�denzintervalle istdie relative Häu�gkeit der Überde
kung des wahren Parameterwerts dur
h dasKon�denzintervall. Diese relative Überde
kungshäu�gkeit π1−α sollte mögli
hstnahe am vorgegebenen Niveau des Kon�denzintervalls 1−α liegen. Die Anpas-sungsgüte kann man mit einem approximativen Gauÿ-Anteilswerttest testen.Die Hypothesen lauten
H0 : π1−α = π0 (= 1− α) gegen H1 : π1−α 6= π0.Sei π̂1−α der Anteil der Kon�denzintervalle in einer einfa
hen Sti
hprobe derLänge R, die den wahren Wert ums
hlieÿen. Dann gilt approximativ37

π̂1−α − π0√
π0(1−π0)

R

·∼ N(0, 1).Tabelle 5.21 enthält eine Übersi
ht über Annahmeberei
he des Gauÿ-Anteilwerttestsfür die Wahrs
heinli
hkeiten αKI = 5% und αKI = 1% (entspre
hend 95%- und99%-Kon�denzintervallen) bei vers
hiedenen Sti
hprobengröÿen R und Fehler-wahrs
heinli
hkeiten 1. Art αTest.
αKI = 5%

αTest 0,1 0,05 0,01 0,001
R = 5000 0,9449 - 0,9551 0,9440 - 0,9560 0,9421 - 0,9579 0,9399 - 0,9601
R = 10 000 0,9464 - 0,9536 0,9457 - 0,9543 0,9444 - 0,9556 0,9428 - 0,9572
R = 20 000 0,9475 - 0,9525 0,9470 - 0,9530 0,9460 - 0,9540 0,9449 - 0,9551
R = 50 000 0,9484 - 0,9516 0,9481 - 0,9519 0,9475 - 0,9525 0,9468 - 0,9532
R = 100 000 0,9489 - 0,9511 0,9486 - 0,9514 0,9482 - 0,9518 0,9477 - 0,9523

αKI = 1%

αTest 0,1 0,05 0,01 0,001
R = 5000 0,9877 - 0,9923 0,9872 - 0,9928 0,9864 - 0,9936 0,9854 - 0,9946
R = 10 000 0,9884 - 0,9916 0,9880 - 0,9920 0,9874 - 0,9926 0,9867 - 0,9933
R = 20 000 0,9888 - 0,9912 0,9886 - 0,9914 0,9882 - 0,9918 0,9877 - 0,9923
R = 50 000 0,9893 - 0,9907 0,9891 - 0,9909 0,9889 - 0,9911 0,9885 - 0,9915
R = 100 000 0,9895 - 0,9905 0,9894 - 0,9906 0,9892 - 0,9908 0,9890 - 0,9910Tabelle 5.21: Annahmeberei
he von H0 bei zweiseitigem Gauÿ-AnteilswerttestEine weitere wüns
henswerte Eigens
haft von Kon�denzintervallen ist dieÜberde
kungssymmetrie, also dass mittels des Kon�denzintervalls [θ̂−(α); θ̂+(α)]der wahre Wert mit glei
her Wahrs
heinli
hkeit über- und unters
hätzt wird.37Zur Kontrolle der ausrei
henden Approximation dieses Gauÿ-Tests an einen exakten Bi-nomialtest �ndet man in der Literatur die Faustformel Rπ0(1− π0) > 9, vgl. z.B. Sa
hs undHedderi
h (2006, S. 349). Diese ist für 99%-Kon�denzintervalle bereits ab einer Sti
hproben-länge R von 9/(0, 01 · 0, 99) ≈ 910 erfüllt.
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haft wird mit dem Anteil der überhalb des wahren Wertes liegen-den Kon�denzintervalle an allen den wahren Wert ni
ht enthaltenden Kon�-denzintervallen
qθ<KI =

#(i|θ < θ̂i−(α))

#(i|θ /∈ KIi(α))
=

#(i|θ < θ̂i−(α))

#(i|θ < θ̂i−(α)) + #(i|θ > θ̂i+(α))
(5.2)überprüft. Hierbei zählt der Ausdru
k #(i|B) die Anzahl der Realisationen i,wel
he die Bedingung B erfüllen. Deutli
he Abwei
hungen von 50 % weisen aufeine Asymmetrie bzw. Verzerrung des Kon�denzintervalls hin.Wenn ni
ht anders erwähnt, werden jene Parameterkombinationen zur Simu-lation benutzt, die im Vorabs
hnitt als Ausgangsparameterkombination benutztwerden:

• Für eindimensionale Zeitreihen(X): unabhängig und identis
h t10-verteilteZeitreihen mit Länge n = 60, Überrendite µX = 0, 002 und Standardab-wei
hung der Rendite σX = 0, 1.
• Für alle mehrdimensionalen Zeitreihen ((X,Y ); (M,X); (M,X, Y )): unab-hängig und identis
h multivariat t10-verteilte Zeitreihen der Länge n = 60mit den Parametern aus folgender Tabelle (bzw. entspre
henden Teilmen-gen davon): Variable µ σ Korrelationsmatrix

M 0,002 0,1 1 0,75 0,75
X 0,003 0,1 0,75 1 0,75
Y 0,002 0,1 0,75 0,75 1Die Anzahl der Simulationsläufe R wurde na
h Re
henzeitgesi
htspunkten un-ters
hiedli
h gewählt und wird jeweils genannt. Die Anzahl der Bootstrap-Zieh-ungen je Simulationslauf B beträgt in der Regel 2 000, wird aber ebenfalls stetsmit angegeben.Beginnen wir wieder mit den Ergebnissen für das Sharpe-Ratio eines Port-folios X (Tabelle 5.22) mit Zeitreihen der Länge n = 60. Aufgrund der s
hnel-len Bere
henbarkeit der S
hätzwerte für das Sharpe-Ratio und dessen Varianzkonnte hier mit R = 100 000 Zeitreihen gere
hnet werden. Keines der hier getes-teten Kon�denzintervalle wei
ht sehr weit vom vorgegebenen Niveau ab, aberdur
h die hohe Zahl simulierter Zeitreihen fallen im Anteilswerttest s
hon re-lativ kleine Abwei
hungen der Überde
kungshäu�gkeiten vom Zielniveau auf.Die erste Zahl links oben im Datenberei
h der Tabelle sagt z.B. aus, dass dasges
hätzte σ̂θ̂-i.i.d-NV-95%-Kon�denzintervall bei 95,23 % der 100 000 Zeitrei-hen den wahren Wert eins
hloss. Das ist etwas mehr als die vorgegebenen 95 %und liegt (vgl. Tab. 5.21) gerade no
h im Annahmeberei
h von H0 eines An-teilswerttests mit αTest = 0, 1%, aber auÿerhalb des Annahmeberei
hes einesTests mit αTest = 1%. Die folgende eingeklammerte Zahl (51 %) ist qθ<KI , dasheiÿt also, dass in 51 % der Fälle, in denen das Kon�denzintervall den wahren
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n = 60, B = 2 000

ShX , R = 100 000 ∆ShXY , R = 10 000KI-Niveau 95 % 99 % 95 % 99 %SD-NV 95,23%∗∗(51%) 99,17%∗∗∗(50%) 94,72% (52%) 99,00% (51%)SD-DF 94,63%∗∗∗(52%) 98,90%∗∗(51%) 94,65% (51%) 98,89% (50%)TKI 94,86% (51%) 98,87%∗∗∗(51%) 95,17% (52%) 98,95% (53%)TBias 95,19%∗∗(51%) 99,00% (49%) 95,54%∗(50%) 99,05% (54%)Student 95,33%∗∗∗(51%) 99,14%∗∗∗(50%) 95,25% (50%) 99,04% (52%)Perzent 94,18%∗∗∗(52%) 98,60%∗∗∗(52%) 94,19%∗∗∗(52%) 98,54%∗∗∗(54%)BCA 95,37%∗∗∗(51%) 99,14%∗∗∗(50%) 94,60% (52%) 98,65%∗∗∗(54%)Zweiseitige Anteilswerttests auf Einhaltung des KI-Niveaus, Ablehnung von H0:
∗ zum Niveau α = 5%; ∗∗ zum Niveau α = 1%; ∗∗∗ zum Niveau α = 0, 1%In Klammern: qθ<KI (vgl. Formel 5.2, S. 169)Tabelle 5.22: Überde
kungshäu�gkeiten vers
hiedener Kon�denzintervalle für
ShX und ∆ShXYWert ni
ht eins
hloss, das Kon�denzintervall überhalb des wahren Wertes lag� und entspre
hend in (1 − qθ<KI) = 49% unterhalb des wahren Wertes. Ab-wei
hungen na
h unten und oben kommen also in etwa glei
h häu�g vor, waseine wüns
henswerte Eigens
haft darstellt (Überde
kungssymmetrie). Der ersteWert in der Zeile darunter gibt an, dass 94,63 % der σ̂θ̂-i.i.d-Kon�denzinter-valle (Formel ohne Normalverteilungsannahme) den wahren Wert eins
hlossen.Dieser Wert ist zum 0,1%-Niveau ni
ht mit einer theoretis
hen Überde
kungs-häu�gkeit von 95 % vereinbar. Dieses Ergebnis, dass Kon�denzintervalle aufBasis der Varianzformel mit NV-Annahme etwas konservativ sind und jene aufBasis der Varianzformel ohne Verteilungsannahme etwas zu liberal, kennen wirs
hon aus der verglei
hbaren Tabelle im Vorabs
hnitt (Tab. 5.9, S. 124, erstebeiden Zahlen der letzten Spalte).Unter den Bootstrap-Kon�denzintervallen liegen bei einem Kon�denzniveauvon 95 % die Überde
kungshäu�gkeiten der Bootstrap-t-Intervalle mit und ohneBiaskorrektur relativ nahe am vorgegeben Niveau. Das studentisierte Bootstrap-Kon�denzintervall und das BCA-Kon�denzintervall sind etwas zu konservativ,während das Perzentil-Kon�denzintervall deutli
h zu liberal ist. Alle Kon�denz-intervalle sind nahezu überde
kungsymmetris
h. Alle diese Beoba
htungen �n-det man in der nä
hsten Spalte (99%-Kon�denzintervalle) fast identis
h wieder.Die Untersu
hung für die Di�erenz des Sharpe-Ratios zweier PortfoliosX und Ywurde aus Re
henzeitgründen nur mit 10 000 Zeitreihen dur
hgeführt. Deshalbsind die Zahlen etwas unsi
herer und der Anteilswerttest hat weniger Power.Au�ällig ist ledigli
h, dass das Perzentil-Kon�denzintervall s
hwä
her abs
hnei-det. Au
h die BCA-Methode ist für das 99%-Kon�denzintervall na
hweisli
h zuliberal.
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n = 60, B = 2 000

TrX , R = 20 000 ∆TrXY , R = 10 000KI-Niveau 95 % 99 % 95 % 99 %SD-NV 95,59%∗∗∗(50%) 99,41%∗∗∗(47%) 95,08%(47%) 99,22%∗(58%)SD-DF 95,45%∗∗(50%) 99,28%∗∗∗(53%) 95,17%(46%) 99,29%∗∗(59%)TKI 95,52%∗∗∗(51%) 99,25%∗∗∗(53%) 95,76%∗∗∗(46%) 99,30%∗∗(57%)TBias 95,75%∗∗∗(50%) 99,31%∗∗∗(50%) 95,88%∗∗∗(46%) 99,32%∗∗(56%)Student 95,19%(51%) 99,22%∗∗(52%) 94,90%(47%) 99,15%(55%)Perzent 95,20%(52%) 98,66%∗∗∗(56%) 94,21%∗∗∗(47%) 98,83%∗(56%)BCA 94,44%∗∗∗(52%) 98,88%(55%) 94,05%∗∗∗(47%) 98,61%∗∗∗(55%)Zweiseitige Anteilswerttests auf Einhaltung des KI-Niveaus, Ablehnung von H0:
∗ zum Niveau α = 5%; ∗∗ zum Niveau α = 1%; ∗∗∗ zum Niveau α = 0, 1%In Klammern: qθ<KI (vgl. Formel 5.2, S. 169)Tabelle 5.23: Überde
kungshäu�gkeiten vers
hiedener Kon�denzintervalle für
TrX und ∆TrXYFür das Treynor-Ratio (siehe Tab. 5.23) liegen ebenfalls alle Überde-
kungshäu�gkeiten innerhalb eines Prozentpunkts um das theoretis
he Niveau95 % bzw. innerhalb eines halben Prozentpunkts um 99 %. Damit wi
h keine derMethoden grob ab, aber zuverlässige Ergebnisse im Sinne des Hypothesentestskonnte au
h keine Methode liefern. Für das 95%-Kon�denzintervall lagen nurdie Überde
kungshäu�gkeiten des studentisierten Bootstrap-Intervalls und desPerzentil-Intervalls innerhalb des Annahmeberei
hes eines Anteilswerttests zumNiveau 1 %. Für das 99%-Kon�denzintervall galt dies nur für das BCA-Intervall.Bei der Di�erenz der Treynor-Ratios zweier Portfolios s
hnitten die Ni
ht-Bootstrap-Intervalle zufriedenstellend ab, vor allem bei den 95%-Kon�denz-intervallen. Die eindeutig besten Ergebnisse lieferte jedo
h der studentisierteBootstrap. Hier unters
hieden si
h beide Überde
kungshäu�gkeiten auf 5%-Testniveau ni
ht signi�kant vom theoretis
hen KI-Niveau.An dieser Stelle kann man die Frage stellen, wie si
h die vers
hiedenen Kon-�denzintervall-Methoden in jenen Situationen s
hlagen, für die in Abs
hnitt5.3.2 festgestellt wurde, dass sie für n = 60 no
h ungenügend konvergieren (vgl.Abb. 5.9, S. 138), insbesondere bei s
hwa
her Korrelation zwis
hen Portfoliound Marktindex. Dazu wurde die Simulation no
h einmal mit dem abwei
hen-den Parameterwert ρM,X = 0, 25 (statt 0,75) dur
hgeführt. Die Ergebnisse (mit
R = 10 000) stehen in Tabelle 5.24.Wie zu erwarten war, erweisen si
h die beiden auf Basis der Sti
hproben-momente erre
hneten Kon�denzintervalle als unbrau
hbar. In ähnli
her Wei-se gilt dies au
h für die beiden Kon�denzintervalle auf Basis von Bootstrap-Standardabwei
hung und t-Verteilung. Au
h das Perzentil-Intervall war weitauszu konservativ. Ledigli
h das studentisierte Bootstrap-Intervall lieferte rela-tiv exakte Überde
kungshäu�gkeiten, wobei dieses Intervall ni
ht ganz überde-
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n = 60, B = 2 000, ρM,X = 0, 25

TrX , R = 10 000KI-Niveau 95 % 99 %SD-NV 99,32%∗∗∗(16%) 99,99%∗∗∗(0%)SD-DF 99,10%∗∗∗(21%) 99,93%∗∗∗(0%)TKI 99,79%∗∗∗(19%) 99,91%∗∗∗(33%)TBias 99,67%∗∗∗(24%) 99,84%∗∗∗(31%)Student 94,42%∗∗(35%) 99,13%(39%)Perzent 98,13%∗∗∗(35%) 99,78%∗∗∗(41%)BCA � (teilweise Abbru
h der Bere
hnungen)Zweiseitige Anteilswerttests auf Einhaltung des KI-Niveaus, Ablehnung von H0:
∗ zum Niveau α = 5%; ∗∗ zum Niveau α = 1%; ∗∗∗zum Niveau α = 0, 1%In Klammern: qθ<KI (vgl. Formel 5.2, S. 169)Tabelle 5.24: Überde
kungshäu�gkeiten vers
hiedener Kon�denzintervalle für

TrX bei ρM,X = 0, 25
kungssymmetris
h ist. In jeweils über 60 % aller Fehls
hätzungen lag das Kon-�denzintervall unter dem wahren Wert. Bei der Bere
hnung des BCA-Intervallsgab es bei man
hen Zeitreihen Probleme bei der Bere
hnung der Quantile, waszum Programmabbru
h führte. Deshalb liegt für diese Methode kein Wert fürdie Überde
kungshäu�gkeit vor.Im Verglei
h der Kon�denzintervalle für den S
hätzer von Jensens Alphas
hnitten die Ni
ht-Bootstrap-Kon�denzintervalle am besten ab (Tab. 5.25).Die Tests lehnten die Nullhypothese, dass das theoretis
he Nieveau eingehaltenwird, bei einer Fehlerwahrs
heinli
hkeit 1. Art von 5% in allen vier Fällen ni
htab. Die Bootstrap-Kon�denzintervalle verfehlten das theoretis
he Niveau jeweilsmehr oder weniger deutli
h. Vor allem beim BCA-Kon�denzintervall sind dieAbwei
hungen mit −1, 07 bzw −0, 53 Prozentpunkten erhebli
h.Au
h bei der Di�erenz der Alphas zweier Portfolios gab es bei den σ̂θ̂-Kon�denz-intervallen die geringsten Abwei
hungen. Die Überde
kungshäu�gkeiten der Boot-strap-Kon�denzintervalle bei den 95%-Kon�denzintervallen sind etwa einen Pro-zentpunkt zu niedrig, beim BCA-Kon�denzintervall sogar gut 1,5 Prozentpunk-te. Für das Performan
emaÿ na
h Modigliani/Modigliani (MM) unters
heidenwir wieder die beiden Versionen MMori und MMalt, siehe Tabelle 5.26.FürMMori sind die Ergebnisse der Bootstrap-t-Intervalle am besten. Ihre Über-de
kungshäu�gkeiten unters
heiden si
h ni
ht signi�kant vom den vorgegebenenNiveaus. Au
h das 95%-σ̂θ̂ -Kon�denzintervall bei Normalverteilungsannahmewei
ht nur geringfügig ab. Die Abwei
hung beim 99%-Kon�denzintervall ist zwar
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n = 60, B = 2 000

αX , R = 20 000 ∆αXY , R = 10 000KI-Niveau 95 % 99 % 95 % 99 %SD-NV 94,80%(49%) 98,91%(53%) 94,49%∗∗(49%) 98,94%(49%)SD-DF 94,91%(49%) 98,99%(51%) 94,54%∗(50%) 98,97%(51%)TKI 94,44%∗∗∗(49%) 98,77%∗∗(52%) 93,92%∗∗∗(48%) 98,67%∗∗(49%)TBias 94,31%∗∗∗(49%) 98,75%∗∗∗(50%) 93,90%∗∗∗(48%) 98,61%∗∗∗(50%)Student 94,52%∗∗(49%) 98,85%∗(51%) 94,04%∗∗∗(48%) 98,74%∗(48%)Perzent 94,35%∗∗∗(48%) 98,62%∗∗∗(49%) 93,93%∗∗∗(48%) 98,68%∗∗(52%)BCA 93,93%∗∗∗(48%) 98,47%∗∗∗(48%) 93,43%∗∗∗(48%) 98,45%∗∗∗(52%)Zweiseitige Anteilswerttests auf Einhaltung des KI-Niveaus, Ablehnung von H0:
∗ zum Niveau α = 5%; ∗∗ zum Niveau α = 1%; ∗∗∗ zum Niveau α = 0, 1%In Klammern: qθ<KI (vgl. Formel 5.2, S. 169)Tabelle 5.25: Überde
kungshäu�gkeiten vers
hiedener Kon�denzintervalle für
αX und ∆αXYmoderat, aber bereits statistis
h signi�kant. Bei den vier anderen Methoden gibtes deutli
he Abwei
hungen. Die σ̂θ̂-Kon�denzintervalle auf Basis der Varianzfor-mel ohne Verteilungsannahme sind deutli
h zu konservativ. In Abs
hnitt 5.3.4hatten wir bereits gesehen (vgl. Abb. 5.17b, S. 152), dass betragsmäÿig groÿeS
hätzwerte für MMori mit deutli
h erhöhten S
hätzwerten für die S
hätzvari-anz einhergehen, was eine mögli
he Ursa
he für die überhöhten Übderde
kungs-häu�gkeiten ist. Die drei weiteren Bootstrap-Kon�denzintervalle (Student, Per-zent und BCA) sind dagegen teils deutli
h zu liberal.Bei MMalt sind die Ergebnisse ähnli
h. Die Überde
kungshäu�gkeiten derBootstrap-t-Intervalle wei
hen zwar für das Kon�denzniveau 95 % signi�kantab, aber die Abwei
hungen halten si
h mit gut 0,5 Prozentpunkten im Rahmen.Au
h die σ̂θ̂-Kon�denzintervalle liefern, vor allem beim 95 %-Kon�denzniveau,gute Ergebnisse. Für die drei anderen Bere
hnungsmethoden sind die Abwei-
hungen na
h unten deutli
her.Bei den Kon�denzintervallen für die Di�erenz der MM zweier Portfolios liefer-ten die σ̂θ̂-i.i.d-NV-Kon�denzintervalle die besten Überde
kungshäu�gkeiten.Wie bei den Ergebnissen für MMori und MMalt sind die σ̂θ̂-i.i.d-Kon�denzin-tervalle anhand der Formel ohne Normalverteilungssannahme etwas zu konser-vativ und alle Bootstrap-Intervalle in unters
hiedli
hem Maÿe zu liberal. Beiden Bootstrap-t-Intervallen ist die Abwei
hung eher gering, beim BCA-Intervalldagegen erhebli
h: Das Kon�denzintervall verfehlt den wahren Wert 1,36- bzw.1,56mal häu�ger als gefordert.Bei allen bisher untersu
hten Maÿen � Sharpe-Ratio, Treynor-Ratio38, JensensAlpha und MM � lagen die Kon�denzintervalle mit allen S
hätzmethoden etwaglei
h häu�g über wie unter dem theoretis
hen Wert θ. Die Werte von qθ<KI38Mit Ausnahme der Ergebnisse in Tabelle 5.24 zum Szenario mit geringer Korrelationzwis
hen Portfolio und Markt
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n = 60, B = 2 000

MMoriX , R = 20 000 MMaltX , R = 20 000KI-Niveau 95 % 99 % 95 % 99 %SD-NV 95,24%(50%) 99,24%∗∗∗(54%) 94,83%(49%) 99,09%(44%)SD-DF 96,80%∗∗∗(48%) 99,68%∗∗∗(49%) 95,79%∗∗∗(47%) 99,33%∗∗∗(41%)TKI 94,77%(51%) 98,92%(54%) 94,44%∗∗∗(49%) 98,88%(46%)TBias 94,82%(51%) 98,92%(53%) 94,41%∗∗∗(50%) 98,84%∗(47%)Student 93,59%∗∗∗(49%) 98,45%∗∗∗(53%) 94,03%∗∗∗(50%) 98,63%∗∗∗(46%)Perzent 94,27%∗∗∗(51%) 98,68%∗∗∗(55%) 94,23%∗∗∗(50%) 98,70%∗∗∗(47%)BCA 93,99%∗∗∗(50%) 98,57%∗∗∗(53%) 93,79%∗∗∗(51%) 98,43%∗∗∗(48%)
∆MMXY

, R = 10 000KI-Niveau 95 % 99 %SD-NV 94,62%(47%) 99,10%(53%)SD-DF 95,75%∗∗∗(43%) 99,38%∗∗∗(45%)TKI 94,29%∗∗(47%) 98,94%(53%)TBias 94,21%∗∗∗(47%) 98,97%(52%)Student 94,20%∗∗∗(47%) 98,92%(53%)Perzent 93,60%∗∗∗(48%) 98,60%∗∗∗(51%)BCA 93,19%∗∗∗(46%) 98,44%∗∗∗(51%)Zweiseitige Anteilswerttests auf Einhaltung des KI-Niveaus, Ablehnung von H0:
∗ zum Niveau α = 5%; ∗∗ zum Niveau α = 1%; ∗∗∗ zum Niveau α = 0, 1%In Klammern: qθ<KI (vgl. Formel 5.2, S. 169)Tabelle 5.26: Überde
kungshäu�gkeiten vers
hiedener Kon�denzintervalle fürS
hätzer des Performan
emaÿes von Modigliani-Modigliani
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hs von 40 % bis 60 %.Bereits in Abs
hnitt 5.3.5 hatten wir gesehen, dass die Verteilung der S
hät-zer für das verallgemeinerte Performan
emaÿKappa(α) deutli
h von einer Nor-malverteilung abwei
ht (vgl. Abb. 5.21, S. 159), insbesondere für α = 1.Das s
hlägt si
h in Simulationsergebnissen (siehe Tab. 5.27) nieder. Die Über-de
kungshäu�gkeiten der 99%-Kon�denzintervalle bei α = 1 sind � bis aufPerzentil- und BCA-Intervalle � deutli
h zu niedrig. Die Kon�denzintervalleverfehlen mehr als doppelt so häu�g den wahren Wert wie verlangt (2,31 %bis 2,84 % statt 1 %). Auÿerdem kommen diese Abwei
hungen ni
ht glei
hmä-ÿig dur
h Über- oder Unters
hätzen des wahren Wertes zustande. Der Anteil
qθ<KI ist stets null, es kam also überhaupt ni
ht vor, dass das Kon�denzin-tervall vollständig über dem wahren Wert lag.39 Ledigli
h die Perzentil- undBCA-Kon�denzintervalle sind stets annähernd überde
kungssymmetris
h. Beiden 95%-Kon�denzintervallen sind die Abwei
hungen deutli
h weniger ausge-prägt. Für κα=1 (= Omega) sollte man gerade für höhere Kon�denzniveaus diePerzentil- oder die BCA-Methode wählen.Bei höheren Werten für α (α = 2 → Sortino-Ratio) sind die Abwei
hungen derÜberde
kungshäu�gkeiten vom vorgegebenen Kon�denzniveau zwar zumeist si-gni�kant, bleiben aber in einem vertretbaren Rahmen. Bei α = 3 etwa liegendie Abwei
hungen innerhalb eines (95%-KI) bzw. eines halben (99%-KI) Pro-zentpunkts.Au
h der S
hätzer für den Ex
ess Return on Value-at-Risk ist (vgl. Abb.5.24a, S. 165) für n = 60 eindeutig ni
ht normalverteilt. Die besten Ergebnisseliefert hier das BCA-Intervall, das bei beiden Kon�denzniveaus und für beideParameterwerte von α (0,05 und 0,02) Überde
kungshäu�gkeiten sehr nahe dentheoretis
hen Niveaus aufweist. Alle anderen Methoden weisen jeweils in zumin-dest einem Fall zum Niveau 0,1 % signi�kante Überde
kungshäu�gkeiten auf.Wiederum sind nur BCA- und Perzentilintervall einigermaÿen überde
kungs-symmetris
h.Die in Kapitel 4 geäuÿerten Bedenken40 gegenüber dem Einsatz von Bootstrap-Verfahren für Statistiken, die Quantile beinhalten, bestätigen si
h mit diesenErgebnissen ni
ht. Die Ergebnisse einiger Bootstrap-Varianten (TKI, TBias,Student) sind zwar ni
ht gut, aber im Verglei
h zu den Ni
ht-Bootstrap-Kon-�denzintervallen und den Ergebnissen für andere Performan
emaÿe keineswegsauÿergewöhnli
h.

39Beispielsweise beinhaltete bei α = 1 das studentisierte 99%-KI den wahren Wert in 97,69% der Fälle, lag nie über dem wahren Wert, aber in 2,31 % der Fälle unter dem wahren Wert.40Siehe Fuÿnote 35, S. 105.
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n = 60, B = 2 000, R = 20 000

κX(α = 1) κX(α = 2)KI-Niveau 95 % 99 % 95 % 99 %SD-DF 93,87%∗∗∗(1%) 97,16%∗∗∗(0%) 94,90%(9%) 98,29%∗∗∗(0%)TKI 94,87%(0%) 97,59%∗∗∗(0%) 95,55%∗∗∗(3%) 98,36%∗∗∗(0%)TBias 93,76%∗∗∗(0%) 97,19%∗∗∗(0%) 95,19%(1%) 98,20%∗∗∗(0%)Student 94,35%∗∗∗(1%) 97,69%∗∗∗(0%) 95,39%∗(4%) 98,43%∗∗∗(0%)Perzent 94,57%∗∗(50%) 98,69%∗∗∗(54%) 94,54%∗∗(52%) 98,68%∗∗∗(55%)BCA 95,44%∗∗(50%) 99,11%(54%) 95,73%∗∗(50%) 99,20%∗∗(45%)
κX(α = 3)KI-Niveau 95 % 99 %SD-DF 95,19%(16%) 98,65%∗∗∗(1%)TKI 95,85%∗∗∗(8%) 98,72%∗∗∗(4%)TBias 95,84%∗∗∗(3%) 98,65%∗∗∗(0%)Student 95,80%∗∗∗(9%) 98,78%∗∗(0%)Perzent 94,46%∗∗∗(52%) 98,69%∗∗∗(54%)BCA 95,98%∗∗∗(52%) 99,26%∗∗∗(50%)Zweiseitige Anteilswerttests auf Einhaltung des KI-Niveaus, Ablehnung von H0:

∗ zum Niveau α = 5%; ∗∗ zum Niveau α = 1%; ∗∗∗ zum Niveau α = 0, 1%In Klammern: qθ<KI (vgl. Formel 5.2, S. 169)Tabelle 5.27: Überde
kungshäu�gkeiten vers
hiedener Kon�denzintervalle für
κX(α = 1, 2, 3)

n = 60, B = 2 000, R = 20 000

ERV aR(α = 0, 05) ERV aR(α = 0, 02)KI-Niveau 95 % 99 % 95 % 99 %SD-param. 96,01%∗∗∗(4%) 98,90%(0%) 96,52%∗∗∗(5%) 99,19%∗∗(0%)SD-nonpa. 95,53%∗∗∗(12%) 98,89%(3%) 95,84%∗∗∗(23%) 99,17%∗(8%)TKI 96,18%∗∗∗(5%) 98,83%∗(1%) 96,47%∗∗∗(11%) 99,17%∗(2%)TBias 95,86%∗∗∗(3%) 98,72%∗∗∗(1%) 96,42%∗∗∗(7%) 99,11%(1%)Student 94,86%(18%) 98,56%∗∗∗(5%) 94,94%(23%) 98,65%∗∗∗(12%)Perzent 94,53%∗∗(50%) 98,62%∗∗∗(52%) 94,59%∗∗(51%) 98,67%∗∗∗(52%)BCA 94,94%(45%) 98,88%(42%) 95,13%(45%) 99,03%(32%)Zweiseitige Anteilswerttests auf Einhaltung des KI-Niveaus, Ablehnung von H0:
∗ zum Niveau α = 5%; ∗∗ zum Niveau α = 1%; ∗∗∗ zum Niveau α = 0, 1%In Klammern: qθ<KI (vgl. Formel 5.2, S. 169)Tabelle 5.28: Überde
kungshäu�gkeiten vers
hiedener Kon�denzintervalle für
ERV aRX(α = 0, 05; 0, 02)
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R SD-NV1 SD-DF1 TKI TBias Student Perzent BCA
ShX 100 000 ◦ ◦ ◦ + ◦ ◦ ◦

∆ ShX,Y 10 000 ++ ++ ++ ++ ++ − ◦
TrX 20 000 − ◦ ◦ ◦ + ◦ ◦

∆ TrX,Y 10 000 ++ + ◦ ◦ ++ ◦ ◦Jensens αX 20 000 ++ ++ ◦ ◦ + ◦ −
∆ αX,Y 10 000 + ++ − − ◦ − −
MMori,X 20 000 ◦ − ++ ++ − ◦ −
MMalt,X 20 000 ++ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ −
∆ MMX,Y 10 000 ++ ◦ + ◦ ◦ − −
κ1,X (Omega) 20 000 −− 2 −− −− −− ◦ +

κ2,X (Sortino) 20 000 − 2 − − − ◦ +

κ3,X 20 000 ◦ 2 ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ERVaR0,05;X 20 000 par.: − np.: ◦ − ◦ − ◦ ++ERVaR0,02;X 20 000 par.: − np.: ◦ − − ◦ ◦ ++Legende: Überde
kungshäu�gkeiten im Verglei
h zu Kon�denzniveau. . .
++: . . .nie signi�kant abwei
hend zum Niveau 1 %
+: . . .nie signi�kant abwei
hend zum Niveau 0,1 %
◦: . . .mind. einmal signi�kant abwei
hend zum Niveau 0,1 %
−: Abwei
hung mind. einmal > 1 Prozentpunkt (95%-KI) oder >0,4 Prozentp. (99%-KI)
−−: Abwei
hung mind. einmal >2 Prozentpunkte (95%-KI) oder > 0,8 Prozentp. (99%-KI)
1 Bei ERVaR: Spalte SD-NV: SD-parametris
h, Spalte SD-DF: SD-nonparametris
h
2 keine vereinfa
hte Formel für normalverteilte Daten vorhandenTabelle 5.29: Verglei
h der S
hätzmethoden für Kon�denzintervalle



5.4. Kon�denzintervalle 178In Tabelle 5.29 sind die Resultate für die einzelnen Maÿe zusammengefasst.41Man erkennt, dass keine der sieben S
hätzmethoden eindeutig überlegen odergenerell zuverlässig ist. Jede Methode liefert mindestens dreimal und bei mindes-tens zwei vers
hiedenen Performan
emaÿen Bewertungen von �−� oder s
hle
h-ter. In gewissem Sinne zuverlässig ist allein die einfa
he Bootstrap-Perzentil-Methode und zwar dahingehend, dass sie konstant s
hwa
he, aber ni
ht irrefüh-rend s
hle
hte Ergebnisse hervorbringt.Eher sollte man die Wahl der KI-Bere
hnungsmethode na
h dem zu untersu-
henden Performan
emaÿ ri
hten. Die Intervalls
hätzung für Performan
emaÿeklassis
hen Zus
hnitts (Sharpe, Treynor, Jensen, MM), deren S
hätzer i.d.R. an-nähernd normalverteilt sind, lässt si
h gut mit jenen Methoden bewerkstelligen,die auf ges
hätzten Standardabwei
hungen und einem Prüfverteilungs-Quantilberuhen (SD-NV, SD-DF, TKI, TBias, Student). Ihre Ergebnisse sind häu�gerkennbar besser und nur selten s
hle
hter als jene der Kon�denzintervalle aufBasis von Quantilen der Bootstrapverteilung (Perzent, BCA). Das studentisierteBootstrap-Intervall ers
heint robuster bei S
hätzern mit extrem leptokurtis
herVerteilung, wenn man die Ergebnisse für das Treynor-Ratio bei ρM,X = 0, 25(siehe Tab. 5.24) heranzieht. Bei Downside-Risk-Performan
emaÿen (Kappa,ERVaR), deren S
hätzer eine s
hiefe, von der Normalverteilung stark abwei-
hende Verteilung haben, sind die Resultate der σ̂-Prüfverteilungs-Kon�denz-intervalle vor allem bei 99%-Kon�denzintervallen sehr s
hle
ht. Hier ist dasBCA-Kon�denzintervall die verlässli
here Alternative.Die Ergebnisse in Tabelle 5.29 sind mit Vorsi
ht zu betra
hten, da hier re
hen-zeitbedingt im Gegensatz zu den Simulationen in Abs
hnitt 5.3 ni
ht systema-tis
h vers
hiedene Parameterwerte dur
hgeprüft wurden. Im vorigen Abs
hnittkonnte man sehen, dass die Verteilungseigens
haften der S
hätzer, die Quali-tät der Varianzs
hätzung und die Überde
kungshäu�gkeiten der SD-NV/SD-DF-Kon�denzintervalle teilweise erhebli
h von den Verteilungsparametern dersimulierten Renditen abhängen. Au
h in diesem Abs
hnitt sind die Ergebnissein den Tabellen für das Treynor-Ratio (Tab. 5.23 (ρM,X = 0, 75) und Tab. 5.24(ρM,X = 0, 25)) deutli
h unters
hiedli
h. In diesem Sinne ist die Tabelle 5.29ledigli
h als zusammenfassende Übersi
ht über die Ergebnisse dieses Unterab-s
hnitts zu sehen, ni
ht als abs
hlieÿende Bewertung der Eignung bestimmterBere
hnungsmethoden für die vers
hiedenen Performan
emaÿe.Zum Abs
hluss no
h ein Bli
k auf die Anzahl der Bootstrap-Replikationen B.Wir haben stets mit den von Efron und Tibshirani vorges
hlagenen B = 2 000Replikationen gearbeitet und ni
ht die Frage gestellt, ob diese Anzahl wirkli
hnotwendig ist. Deshalb bere
hnen wir nun exemplaris
h Überde
kungshäu�gkei-ten bei vers
hiedenen Kombinationen von n und B für das Sharpe-Ratio (Tab.5.30). Für die Daten in der linken Hälfte der Tabelle wurden die bekannten Be-re
hnungen auf Basis von R = 10 000 Zeitreihen zu n = 60 dur
hgeführt. Dieersten beiden Datenzeilen enthalten die direkt aus der Sti
hprobe bere
hneten41Die in Tab. 5.24 dargestellten Ergebnisse für T̂ rX bei ρM,X = 0, 25 wurden ni
ht be-rü
ksi
htigt. Man bea
hte, dass die Annahmeberei
he der Tests je na
h Anzahl simulierterZeitreihen R unters
hiedli
h breit sind. Bei hohem R rei
hen geringere Abwei
hungen vomtheoretis
hen Niveau, damit �◦� anstatt �+� oder �++� vergeben wird.
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σ̂θ̂-Intervalle. In den darau�olgenden Abs
hnitten der Tabelle stehen die Ergeb-nisse für die Bootstrap-Intervalle mit B = 100, B = 500 bzw. B = 2 000 Repli-kationen. Für die Kombination (n = 60, B = 100) erkennt man, dass die beidenBootstrap-t-Intervalle bereits gute Ergebnisse liefern. Die Student-, Perzentil-und BCA-Intervalle sind dagegen gerade für das 99%-Kon�denzniveau deutli
hs
hle
hter. Erhöht man die Anzahl der Bootstrapreplikationen auf 500, fallendie Ergebnisse deutli
h besser, aber ni
ht immer ganz zufriedenstellend aus.Mit dem S
hritt auf B = 2 000 sieht man keine weitere Änderung. O�ensi
ht-li
h lassen si
h die Ergebnisse für eine relative kleine Stio
hprobe von n = 60 abeinem gewissen Punkt ni
ht mehr dur
h Erhöhung der Anzahl der Bootstrap-Ziehungen erhöhen. Führt man dieselben Bere
hnungen für Zeitreihen der Länge
n = 200 dur
h, sind die Ergebnisse bei B = 100 Replikationen nur wenig besserals bei n = 60.42 Bei B = 500 Replikationen sind die Überde
kungshäu�gkei-ten bereits fast exakt. Ledigli
h bei den einfa
hen Perzentil-Intervallen sind dieAbwei
hungen hier (und au
h bei B = 2 000) no
h nennenswert.

42BCA-Intervalle lassen si
h für n = 200, B = 100 ni
ht bere
hnen.
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i.i.d-t10 , µX = 0, 002, σX = 0, 1, R = 10 000

ShX , n = 60 ShX , n = 200KI-Niveau 95 % 99 % 95 % 99 %SD-NV 95,28% 99,13% 95,20% 99,13%SD-DF 94,87% 98,82% 95,04% 99,04%
B = 100TKI 95,13% 98,84% 94,73% 98,81%TBias 95,26% 98,84% 94,90% 98,82%Student 95,59%∗∗ 98,05%∗∗∗ 95,01% 97,83%∗∗∗Perzent 94,56%∗ 97,63%∗∗∗ 94,82% 97,87%∗∗∗BCA 95,16% 97,60%∗∗∗ - -
B = 500TKI 95,13% 98,89% 94,67% 98,84%TBias 95,46%∗ 98,95% 94,80% 98,89%Student 95,41% 99,06% 94,91% 99,00%Perzent 94,48%∗ 98,71%∗∗ 94,51%∗ 98,84%BCA 95,57%∗∗ 99,10% 94,82% 98,94%
B = 2 000TKI 95,08% 98,83% 94,73% 98,88%TBias 95,45% 98,95% 94,84% 98,97%Student 95,63%∗∗ 99,09% 94,84% 99,02%Perzent 94,44%∗ 98,60%∗∗∗ 94,53%∗ 98,78%∗BCA 95,56%∗ 99,08% 94,88% 98,96%Zweiseitige Anteilswerttests auf Einhaltung des KI-Niveaus,Ablehnung von H0: ∗ zum Niveau α = 5%;

∗∗ zum Niveau α = 1%; ∗∗∗ zum Niveau α = 0, 1%Tabelle 5.30: Überde
kungshäu�gkeiten für Kon�denzintervalle des Sharpe-Ratios bei Variation von n und B



Kapitel 6S
hlussfolgerungen6.1 ZusammenfassungIn dieser Arbeit wurden mittels der Delta-Methode asymptotis
he Varianzen derS
hätzer für die Performan
emaÿe Sharpe-Ratio, Treynor-Ratio, Jensens Alpha,Risk-Adjusted Performan
e (Modigliani-Modigliani), Kappa (darunter Omegaund Sortino-Ratio) und Ex
ess Return on Value-at-Risk (ERVaR) hergeleitet.Zur Herleitung wurden die Annahmen unabhängig und identis
h verteilter Ren-diten und der Existenz der ersten (i.d.R. vier) Momente der Renditeverteilungenbenötigt. Für alle Performan
emaÿe auÿer ERVaR wurden mit derselben Me-thode asymptotis
he Varianzen für die Di�erenz der Performan
es
hätzungenzweier Portfolios bestimmt. Für alle Varianzformeln auÿer ERVaR und Kappawurden darüber hinaus vereinfa
hte Versionen für (ggf. multivariat) normalver-teilte Renditen vorgestellt. Alle Varianzformeln sind in Anhang A.2 aufgelistet.Tabelle 6.1 gibt einen Überbli
k, für wel
he Performan
emaÿe asymptotis
heVarianzformeln existieren und wel
he davon in dieser Arbeit erstmals verö�ent-li
ht sind.In Kapitel 5 wurden die Eigens
haften der Performan
emaÿs
hätzer anhand vonSimulationen untersu
ht. In erster Linie wurde dort überprüft, ob die asymp-totis
he Varianz bzw. deren S
hätzer die empiris
he Varianz gut nähern undinwieweit die Verteilung des Performan
emaÿs
hätzers gegen die Normalver-teilung konvergiert. Dazu wurden vers
hiedene Zeitreihen-/ Verteilungsmodel-le und Parameterkombinationen systematis
h getestet. Auÿerdem wurden ver-s
hiedene Ansätze zur S
hätzung von Kon�denzintervallen hinsi
htli
h der Ein-haltung ihres Kon�denzniveaus vergli
hen.Bei langen Zeitreihen (hier: n = 500) kann man zumeist eine gute bis sehrgute Konvergenz der Verteilung der Performan
emaÿ-S
hätzer zur Normalver-teilung feststellen und die empiris
he Varianz der S
hätzwerte wei
ht, gemessenmit einem χ2-Test, in der Regel ni
ht signi�kant von der aus den Parametern be-re
hneten asymptotis
hen Varianz ab. Das gilt sowohl für i.i.d.-normalverteilte181



6.1. Zusammenfassung 182Performan
emaÿ Maÿ θ̂X Di�erenz θ̂X -θ̂Yi.i.d. i.i.d.-normal i.i.d. i.i.d.-normalSharpe-Ratioa (X) (X) (X) (X)Treynor-Ratio (X) (X)b (X) (X)Jensens Alpha X (X) X XMM X X X XKappa X
 � X �ERVaR X � � �(X): Formel bereits aus der existierenden Literatur bekanntX : Formel in dieser Arbeit erstmals verö�entli
ht� : keine Formel vorhandenaFür das Sharpe-Ratio existieren zudem Formeln für ni
ht unabhängig und identis
h ver-teilte Renditen, siehe S
hmid und S
hmidt (2010)bDie Formel war in Jobson und Korkie (1981) fehlerhaft angegeben.
Die Varianzformel für Omega ist bereits in S
hmid und S
hmidt (2008) bes
hrieben.Tabelle 6.1: Übersi
ht über vorhandene Varianzformeln für Performan
emaÿ-s
hätzerals au
h für i.i.d.-t5-verteilte Simulationswerte. Ausnahmen hiervon sind dieKappa-Performan
emaÿe sowie das Treynor-Ratio für bestimmte Parameter-werte. Hier lässt si
h zwar beim Verglei
h unters
hiedli
her Zeitreihenlängeneine Konvergenz erkennen, aber sie erfolgt sehr langsam.1Der realistis
here Fall von n = 60, entspre
hend den Monatsrenditen von fünfJahren, wurde deutli
h umfangrei
her simuliert. Wie zu erwarten, ist die An-näherung der S
hätzer an die Asymptotik s
hle
hter. In der Mehrzahl der Fällewurde in den Tests die jeweilige Nullhypothese (Normalverteilung des S
hätzersbzw. S
hätzvarianz glei
h asymptotis
he Varianz gemäÿ Bere
hnung aus denParametern) abgelehnt, ohne dass die tatsä
hli
he Abwei
hung erhebli
h war.Solange die Renditemodelle die Konvergenzbedingungen einhalten (unabhängigund identis
h verteilte Renditen, Existenz der ersten (i.d.R. vier) Momente),kann man folgende grobe Einteilung vornehmen:
• Jensens Alpha ist das einzige Maÿ, bei dem die Konvergenz s
hon bei
n = 60 für alle getesteten Parameterkombinationen annähernd errei
htwar. Mit lei
hten Abstri
hen gilt das au
h für den ökonomis
h relevantenBerei
h des Sharpe-Ratios.

• Inferenzstatistik für das Treynor-Ratio ist nur dann sinnvoll, wenn dieKorrelation ρM,X zwis
hen Portfolio und Markt so ausgeprägt ist, dassS
hätzwerte von ρ̂M,X in der Umgebung von null praktis
h ni
ht vorkom-1Einziger ni
ht konvergierender Fall ist das Treynor-Ratio bei unkorrelierten X und M ,hier ist der theoretis
he Wert des Performan
emaÿes ni
ht de�niert.



183 Kapitel 6. S
hlussfolgerungenmen. Bei der Sti
hprobenlänge n = 60 sollte mindestens |ρM,X | ≥ 0, 5gegeben sein, besser |ρM,X | ≥ 0, 75.
• Die Verteilung der S
hätzer für die Kappa-Maÿe wei
ht insbesondere beiniedrigen Werten des Parameters α (α = 1: Omega; α = 2: Sortino-Ratio)deutli
h von der Normalverteilung ab. Die Verteilung des S
hätzers iststark re
htss
hief und der S
hätzer ist deutli
h verzerrt.
• Bei den restli
hen Maÿen sind die Ergebnisse gemis
ht. Je na
h Para-meterkombination liegen einzelne Merkmale der S
hätzerverteilung mehroder weniger nahe an den asymptotis
hen Zielwerten. Wer si
h über dieKonvergenzeigens
haften eines bestimmten dieser Maÿe informieren will,sei auf die ausführli
hen Darstellungen in Abs
hnitt 5.3 verwiesen.Für die meisten Maÿe ist eine Formel für unabhängig und identis
h verteil-te Renditen ohne Annahme eines Verteilungtyps angegeben und eine Formelfür den Spezialfall unabhängig und identis
h normalverteilter Renditen. Im Fal-le ni
ht normalverteilter Renditen bietet letztere Formel ni
ht mehr die kor-rekte asymptotis
he Varianz. Andererseits müssen für die allgemeine Formelmehr höhere Momente ges
hätzt werden. Deren S
hätzfehler und Ausreiÿeran-fälligkeit erhöhen den S
hätzfehler im Re
henergebnis. Mit steigendem n undentspre
hend genauerer S
hätzung gewinnt der erstgenannte E�ekt gegenüberdem zweitgenannten an Bedeutung. Für n = 60 kann man feststellen, dass dieFormeln mit Normalverteilungsannahme stabilere S
hätzwerte liefern und hin-si
htli
h der Varianztests und der Überde
kungshäu�gkeiten au
h bei t- undGARCH-Zeitreihen keine s
hle
hteren Ergebnisse liefern als die Formeln ohneVerteilungsannahme. Bei der S
hätzung der Varianzen aus den Daten kann manhäu�g beoba
hten, dass im Mittel die S
hätzwerte über die NV-Formeln etwaszu klein und jene aus der verteilungsfreien Formel etwas zu groÿ sind.Hinsi
htli
h der untersu
hten Verteilungsmodelle konvergieren Performan
emaÿ-s
hätzer bei i.i.d.-normalverteilten Renditen erwartungsgemäÿ besser als beiRenditeverteilungen mit höherer Kurtosis. Aber die Varianzs
hätzer sind relativwenig emp�ndli
h gegenüber Verletzungen der Verteilungs- oder Konvergenzan-nahmen. Die Varianzen auf Basis der i.i.d.-Formeln mit und ohne Normalver-teilungsannahme waren au
h dann brau
hbar, wenn sie aus GARCH-Prozessenges
hätzt wurden, deren unbedingtes viertes Moment ni
ht existiert. Sind dieRenditen dagegen autokorreliert, sind die i.i.d.-Formeln ungeeignet. Für dasSharpe-Ratio hat si
h gezeigt, dass die verallgemeinerte Varianzformel na
hS
hmid und S
hmidt (2010) in der Lage ist, die Autokorrelation von AR(1)-Prozessen adäquat in die Varianzbere
hnung einzubeziehen.Hinsi
htli
h der Kon�denzintervalle für S
hätzer von Performan
emaÿen gibt eskeinen generell überlegenen Ansatz. Für die Performan
emaÿe klassis
hen Zu-s
hnitts (Sharpe, Treynor, Jensen, MM), deren S
hätzer zumeist in guter Nähe-rung normalverteilt sind, zeigten Gauÿ- bzw. t-Intervalle mit aus der Sti
hprobeoder per Bootstrap ges
hätzten Varianzen für n = 60 zufriedenstellende bis gu-te Überde
kungshäu�gkeiten. Für Kappa und ERVaR, deren S
hätzerverteilungerhebli
h von der Normalverteilung abwei
ht, sollten Kon�denzintervalle auf Ba-



6.2. Kann man Performan
emaÿe aussagekräftig s
hätzen? 184sis von Bootstrap-Perzentilen (z.B. BCA-Intervalle) bevorzugt werden.Ein Teil der beoba
hteten Abwei
hungen von den theoretis
h-asymptotis
henVorgaben ist auf die geringe Zeitreihenlänge von n = 60 zurü
kzuführen. Wannimmer längere Zeitreihen simuliert wurden, erhielt man eine si
htbare Verbes-serung der Konvergenz. Aus einer s
hmalen Datenbasis lässt si
h mit ausgefeil-ten asymptotis
hen Ansätzen kein genaues Ergebnis s
hätzen � im Gegenteil:je mehr Gröÿen für einen Ansatz ges
hätzt werden müssen, desto mehr Da-ten sind nötig, damit die gröÿeren zufälligen Fehler so weit reduziert sind, dassdie besseren Konvergenzeigens
haften si
htbar werden. Dasselbe gilt au
h fürBootstrap-Ansätze. Verfeinerte Methoden und eine höhere Anzahl Bootstrap-Replikationen können nur Informationen auswerten, die in den Ausgangsdatentatsä
hli
h vorhanden sind.Wer also Performan
emaÿe und ihre Varianzen s
hätzen mö
hte, �ndet inAbs
hnitt 3.3 und Kapitel 4 bzw. Anhang A.2 die entspre
henden Formeln undkann si
h in Kapitel 5 ein Bild von den statistis
hen Eigens
haften der einzelnenS
hätzer bei kleinen Sti
hprobengröÿen ma
hen.Wie gesehen ist es in der Regel au
h bei Renditezeitreihen moderater Längemögli
h, Standardabwei
hungen und Kon�denzintervalle mit guten bis befrie-digenden Ergebnissen zu s
hätzen. Es bleibt nun die Frage, ob und wann dieS
hätzung von Performan
emaÿen au
h zu ökonomis
h aussagekräftigen Resul-taten führt.6.2 Kann man Performan
emaÿe aussagekräftigs
hätzen?Eine S
hätzung ist ökonomis
h aussagekräftig, wenn mit ihr eine ökonomis
heGröÿe zuverlässig so genau bestimmt werden kann, dass sie Ents
heidungen er-mögli
ht oder zumindest Tatsa
henaussagen substantiell stützt oder entkräftet.Zu Beginn von Kapitel 3 wurden drei Problemstellungen genannt, bei denenPerforman
emessung potentiell hilfrei
h sein könnte. Wel
he Voraussetzungenmüssen für die Performan
emaÿs
hätzung erfüllt sein, damit sie aussagekräftigeAntworten liefern kann?a) Leistungsbewertung : Hat si
h ein Portfolio in der Vergangenheit besserentwi
kelt als ein Verglei
hsmaÿstab (z.B. risikoloser Zinssatz)?Um diese Frage mittels der S
hätzung eines Performan
emaÿes beantwor-ten zu können, muss ein �gut gemanagtes� Portfolio zuverlässig ein besseresS
hätzergebnis erhalten als ein Verglei
hsportfolio, das für einen uninfor-mierten Investor errei
hbar ist. Gute Portfolios müssen also von s
hle
htenPortfolios unters
heidbar sein.b) Anlageents
heidung : Ist es lohnend, in eine bestimmte Anlage zu investie-ren oder ni
ht?Damit aufgrund der S
hätzung von Performan
emaÿen aus Renditen ver-gangener Anlageperioden die Unterstützung einer Ents
heidung über die
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hlussfolgerungenzukünftige Anlage von Vermögenswerten mögli
h ist, müssen gute Port-folios im Sinne von a) identi�zierbar sein und zusätzli
h muss die besserePerforman
e dauerhafter Natur (persistent) sein. Da empiris
he Studieneine sol
he Persistenz nur selten und wenn, in sehr geringem Maÿe iden-ti�zieren konnten2, kann man davon ausgehen, dass die S
hätzung vonPerforman
emaÿen aus Vergangenheitsdaten ni
ht zur Unterstützung vonAnlageents
heidungen geeignet ist.3
) Portfolioverglei
h: War die Wertentwi
klung eines Portfolios besser als die-jenige eines anderen Portfolios?Hierzu sollte die ges
hätzte Performan
emaÿ-Di�erenz ∆̂θ zwis
hen einembesseren und einem s
hle
hteren Portfolio zuverlässig positiv sein. Wennwir den Verglei
h von mehr als zwei Portfolios ausklammern, können wirdiese Aufgabe analog zu a) beurteilen, nur dass anstatt des Performan
e-maÿes für ein Portfolio die Di�erenz des Performan
emaÿes zweier Port-folios betra
htet wird.Zur Beantwortung dieser Frage bes
hränken wir uns hier auf das einfa
hsteund am besten beherrs
hbare Szenario, nämli
h unabhängig und identis
h nor-malverteilte Renditen. Wenn ein Performan
emaÿ unter dieser Annahme aus-sagekräftig s
hätzbar ist, dann kann man der Frage na
hgehen, ob dies au
hfür Modelle mit leptokurtis
hen Verteilungen und abhängigen Renditen der Fallist. Kommt man dagegen zum S
hluss, dass ein Maÿ bei i.i.d.-normalverteiltenRenditen nur sehr ungenau s
hätzbar ist, dürfte es s
hwer fallen, für ein realis-tis
heres Verteilungsmodell das Gegenteil na
hzuweisen.S
hon den Tabellen und Gra�ken in Kapitel 5 ist au�ällig, dass der Wertfür die asymptotis
he Standardabwei
hung des Performan
emaÿs
hätzers σ0(θ̂)fast immer deutli
h gröÿer ist als der Wert des Performan
emaÿes θ bzw. dessenBetrag. Das bedeutet, dass die S
hätzvarianz so groÿ ist, dass der S
hätzer miteiner erhebli
hen Wahrs
heinli
hkeit so weit vom wahren Wert abwei
ht, dasser das fals
he Vorzei
hen hat. Wenn z.B. der wahre Wert des Maÿes θ = 0, 1ist und die Standardabwei
hung des S
hätzers σθ̂ = 0, 5, dann ist die Wahr-s
heinli
hkeit, dass ein normalverteilter S
hätzer fäls
hli
herweise ein negativesVorzei
hen hat, glei
h
Φ

(
0− θ

σθ̂

)
= Φ

(
0− 0, 1

0, 5

)
= Φ(−0, 2) = 0, 4207Entspre
hend kann man die Wahrs
heinli
hkeit für ein fals
hes Vorzei
hen einesnormalverteilten S
hätzers in Abhängigkeit vom Kehrwert des Variationskoe�-zienten 1/V Cθ̂ = θ/σθ̂ aus der Verteilungstabelle der Standardnormalverteilungablesen. Zur Orientierung sind in Tabelle 6.2 einige Werte genannt.Um zumindest das Vorzei
hen des Performan
emaÿes einigermaÿen zuverlässig2Vgl. Abs
hnitt 3.5, S. 67 f.3Das s
hlieÿt ni
ht aus, dass Performan
emaÿe für Anlageents
heidungen nützli
h seinkönnen, wenn sie auf anderem Wege als über die vergangenen Renditen des betre�endenPortfolios ermittelt werden.



6.2. Kann man Performan
emaÿe aussagekräftig s
hätzen? 186
θ/σθ̂ P (θ̂ < 0) θ/σθ̂ P (θ̂ < 0)0 50% 1,0 15,87 %0,05 48,01% 1,25 10,56 %0,1 46,02% 1,5 6,68 %0,2 42,07% 1,75 4,01 %0,3 38,21% 2 2,28 %0,4 34,46% 2,5 0,62 %0,5 30,85% 3 0,13 %0,6 27,43% 3,5 0,02 %0,8 21,19% 4 0,003%Tabelle 6.2: Wahrs
heinli
hkeiten für fals
hes Vorzei
hen von θ̂s
hätzen zu können, sollte die Standardabwei
hung des S
hätzers σθ̂ mögli
hstkleiner als der Betrag des wahren Wertes sein.Die konkrete Gröÿe des Verhältnisses θ/σθ̂ ist bei Simulationen natürli
hdas Resultat der gewählten Werte für die Modellparameter. Die Standardab-wei
hung σθ̂ kann dur
h Erhöhung der Zeitreihenlänge n beliebig verkleinertwerden. Der Wert des Performan
emaÿes hängt bei gegebenem σX in erster Li-nie von der erwarteten Portfoliorendite µX ab, die bei allen hier untersu
htenPerforman
emaÿen entweder ein Summand oder der Zähler eines Bru
hs ist.Tabelle 6.3 enthält die asymptotis
hen Standardabwei
hungen σ0(θ̂) aller un-tersu
hten Performan
emaÿe für vers
hiedene Kombinationen von erwarteterPortfoliorendite µX und Zeitreihenlänge n. Alle anderen Parameter sind kon-stant: σX = 0, 1 sowie für Performan
emaÿe mit Marktportfolio µM = 0, 002,

σM = 0, 1 und ρX,M = 0, 75. Werte von σ0(θ̂) kleiner als der wahre Wert desPerforman
emaÿes θ sind kursiv gedru
kt; Werte, die um mindestens den Faktor1,96 kleiner als θ sind, sind fett gedru
kt. Bei ersteren ist die Wahrs
heinli
h-keit für ein fäls
hli
herweise negatives Vorzei
hen von θ̂ kleiner als 15,87 %, beiletzterem kleiner als 2,5 %.Um das Vorzei
hen von θ̂ mit einiger Si
herheit ri
htig zu s
hätzen, sindrelativ hohe Werte für µX nötig. Bei n = 60 muss µX stets gröÿer als 0,01sein, damit das Vorzei
hen von θ̂ in mindestens 
a. 85 % der Fälle positiv ist.Wenn man die sonstige Parameterkombination als geeignet für Monatsrenditenansieht, muss die monatli
he Überrendite also über 1% betragen (entspre
hend
e12·0,01− 1 = 12, 7% jährli
her diskreter Überrendite). Das ist ökonomis
h gese-hen ausgespro
hen viel.44Man kann hier einwenden, dass eine Standardabwei
hung der Monatsrenditen von σX =
0, 1 für diversi�zierte Portfolios überhöht ers
heint. Dann sollte man eine geeignetere Annahmeüber σX ma
hen und si
h an den in der zweiten Zeile von Tabelle 6.3 angegebenen Variati-onskoe�zienten orientieren. Für σX = 0, 04 z.B. entsprä
he ein Variationskoe�zient von 10
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µX 0 0,001 0,002 0,003 0,005 0,01 0,02 0,03 0,05
V CX ∞ 100 50 33 20 10 5 3,33 2
ShX 0 0,01 0,02 0,03 0,05 0,1 0,2 0,3 0,5
n = 36 0,1667 0,1667 0,1667 0,1667 0,1668 0,1671 0,1683 0,1704 0,1768
n = 60 0,1291 0,1291 0,1291 0,1291 0,1292 0,1294 0,1304 0,1320 0,1369
n = 120 0,0913 0,0913 0,09136 0,0913 0,0913 0,0915 0,0922 0,0933 0,0968
n = 500 0,0447 0,0447 0,0447 0,0447 0,0447 0,0448 0,0452 0,0457 0,0474
TrX 0 0,0013 0,0027 0,004 0,0067 0,0133 0,0267 0,04 0,0667
n = 36 0,0222 0,0222 0,0222 0,0222 0,0222 0,0223 0,0226 0,023 0,0243
n = 60 0,0172 0,0172 0,0172 0,0172 0,0172 0,0173 0,0175 0,0178 0,0188
n = 120 0,0122 0,0122 0,0122 0,0122 0,0122 0,0122 0,0124 0,0126 0,0133
n = 500 0,006 0,006 0,006 0,006 0,006 0,006 0,0061 0,0062 0,0065Jen. αX -0,0015 -0,0005 0,0005 0,0015 0,0035 0,0085 0,0185 0,0285 0,0485
n = 36 0,011 0,011 0,011 0,011 0,011 0,0111 0,0112 0,0115 0,0123
n = 60 0,0085 0,0085 0,0085 0,0085 0,0085 0,0086 0,0087 0,0089 0,0095
n = 120 0,006 0,006 0,006 0,006 0,006 0,0061 0,0062 0,0063 0,0068
n = 500 0,003 0,003 0,003 0,003 0,003 0,003 0,003 0,0031 0,0033
MMX,ori 0 0,001 0,002 0,003 0,005 0,01 0,02 0,03 0,05
n = 36 0,0167 0,0167 0,0167 0,0167 0,0167 0,0167 0,0168 0,017 0,0176
n = 60 0,0129 0,0129 0,0129 0,0129 0,0129 0,0129 0,013 0,0132 0,0136
n = 120 0,0091 0,0091 0,0091 0,0091 0,0091 0,0091 0,0092 0,0093 0,0096
n = 500 0,0045 0,0045 0,0045 0,0045 0,0045 0,0045 0,0045 0,0046 0,0047
MMX,alt -0,002 -0,001 0 0,001 0,003 0,008 0,018 0,028 0,048
n = 36 0,0118 0,0118 0,0118 0,0118 0,0118 0,01186 0,012 0,0122 0,013
n = 60 0,0091 0,0091 0,0091 0,0091 0,0091 0,0092 0,0093 0,0095 0,0101
n = 120 0,0065 0,0065 0,0065 0,0065 0,0065 0,0065 0,0066 0,0067 0,0071
n = 500 0,0032 0,0032 0,0032 0,0032 0,0032 0,0032 0,0032 0,0033 0,0035
κ(1)X 0 0,0254 0,0514 0,0781 0,1335 0,285 0,6517 1,1246 2,5278
n = 36 0,4176 0,4178 0,418 0,4183 0,4193 0,4254 0,4622 0,5562 1,0422
n = 60 0,3235 0,3236 0,3238 0,324 0,3248 0,3295 0,358 0,4309 0,8073
n = 120 0,2287 0,2289 0,2289 0,2291 0,2297 0,233 0,2531 0,3047 0,5708
n = 500 0,1121 0,1121 0,1122 0,1122 0,1125 0,1141 0,124 0,1493 0,2796
κ(2)X 0 0,0143 0,0287 0,0435 0,0736 0,1534 0,3336 0,5459 1,092
n = 36 0,2357 0,2357 0,2358 0,2359 0,2363 0,2383 0,2492 0,2743 0,3957
n = 60 0,1826 0,1826 0,1826 0,1827 0,183 0,1846 0,193 0,2125 0,3065
n = 120 0,1291 0,1291 0,1291 0,1292 0,1294 0,1305 0,1365 0,1503 0,2167
n = 500 0,0632 0,0633 0,0633 0,0633 0,0634 0,0639 0,0669 0,0736 0,1062
ERV aR 0 0,0061 0,0123 0,01866 0,03146 0,0647 0,1384 0,2231 0,4367
n = 36 0,1013 0,1026 0,1039 0,1052 0,108 0,1156 0,1346 0,1601 0,2403
n = 60 0,0785 0,0795 0,0805 0,0815 0,0836 0,0895 0,1043 0,124 0,1862
n = 120 0,0555 0,0562 0,0569 0,0576 0,0591 0,0633 0,0737 0,0877 0,1316
n = 500 0,0272 0,0275 0,0279 0,0282 0,029 0,031 0,0361 0,043 0,0645Asymptotis
he Varianzen vers
hiedener Performan
emaÿe für i.i.d.-normalverteilte Daten mit

σX = 0, 1 sowie ggf. µM = 0, 002, σM = 0, 1 und ρM,X = 0, 75 bei Variation von µX undSti
hprobenlänge n.Performan
emaÿ κ(α, z) mit Parameter z = 0; ERVaR(α) mit Parameter α = 0, 05.Erste Zeile der Tabelle: Spaltenwerte für µX , darunter der Variationskoe�zient σX/µX .Je Performan
emaÿ:Erste Zeile: Theoretis
her Wert θ des Performan
emaÿes bei jeweiligem µX .Zeilen darunter: Asymptotis
he Standardabwei
hungen σ0(θ̂) für vers
hiedene n und µX . Wer-te kursiv, wenn σ0(θ̂) ≤ θ < 1, 96σ0(θ̂); Werte fett, wenn θ ≥ 1, 96σ0(θ̂).Tabelle 6.3: Asymptotis
he Varianzen von Performan
emaÿen bei vers
hiedenenerwarteten Renditen und Sti
hprobenlängen



6.2. Kann man Performan
emaÿe aussagekräftig s
hätzen? 188In Kapitel 5 werden au
h andere Parameter als µX und n variiert. Aber au
hdort zeigt eine Dur
hsi
ht der Tabellen und Gra�ken, dass die asymptotis
heStandardabwei
hung meist gröÿer ist als der Betrag des S
hätzwertes. Die 1, 96−
σ0(θ̂)-Umgebung um den wahren Wert s
hlieÿt den Wert Null wird fast immermit ein.5Man könnte zur Erhöhung der S
hätzgenauigkeit nun längere Zeitreihen her-anziehen, etwa die Monatsrenditen von zehn statt von fünf Jahren (n = 120).Wenn man die damit verbundenen Probleme auÿer a
ht lässt (z.B. Annahmeder Konstanz von θ über einen langen Zeitraum), ist damit ni
ht allzu vielgewonnen, da die Standardabwei
hungen der S
hätzer dur
h Verdopplung derZeitreihenlänge nur um den Faktor √2 sinken.Wenn man die Frequenz der Renditen erhöht, etwa von Monats- auf Wo
hen-oder Tagesrenditen übergeht, erhöht man ebenfalls die Zeitreihenlänge. Au
hdiese Maÿnahme bringt Probleme mit si
h, etwa stärkere Leptokurtosis und aus-geprägtere intertemporale Abhängigkeit der Renditen (vgl. Abs
hnitt 2.3.1.1).Im Gegenzug wird die Konvergenz der Verteilung des S
hätzers zur Normal-verteilung dur
h die deutli
h höhere Sti
hprobenlänge verbessert, wie in denAbs
hnitten 5.2 und 5.3 des vorigen Kapitels an einigen Stellen aufgezeigt wird.Das ursprüngli
he Problem wird damit aber ni
ht gelöst. Bei der Aufspaltungvon Periodenrenditen in k Teilperioden sinkt zwar einerseits die Standardab-wei
hung der Rendite je Periode, bei i.i.d.-Renditen um den Faktor √k. Ebensoführt die Erhöhung der Sti
hprobenlänge zu einer zusätzli
hen Reduktion desS
hätzfehlers um den Faktor √

k. Die erwartete Rendite der Teilperiode sinktaber ebenfalls auf 1/k der erwarteten Rendite der Ausgangsperiode, was denE�ekt vollständig aufhebt.Wenn man Zeitreihen mit einer Länge von maximal fünf oder zehn Jahreneinsetzt, lassen si
h Performan
emaÿe also nur sehr ungenau s
hätzen. Die wahreÜberrendite muss ausgespro
hen ho
h sein, um überhaupt mit einiger Si
herheitdas Vorzei
hen des Performan
emaÿes ri
htig zu s
hätzen.Im Groÿen und Ganzen gelten diese Ergebnisse au
h für die S
hätzung derDi�erenz der Performa
emaÿe zweier Portfolios. Wenn die zwei vergli
henenPortfolios allerdings sehr stark korreliert sind, können au
h geringere Rendite-unters
hiede relativ si
her zum ri
htigen Vorzei
hen der Di�erenz und somit zurri
htigen Reihung der beiden Portfolios führen.Der Grund für diese s
hle
hte Aussagekraft von Performan
emaÿ-S
hätzungenliegt ni
ht an den statistis
hen Eigens
haften � die S
hätzer sind s
hon beiübers
haubarer Sti
hprobengröÿe in ausrei
hender Näherung normalverteilt undau
h die asymptotis
hen Varianzen sowie ihre S
hätzer sind s
hon bei n = 60zumeist gut brau
hbar.Das Problem ist, dass die auf den Finanzmärkten realistis
h erzielbaren Über-einer Überrendite von 0,4 % pro Monat. Diese Umre
hnung ist bei Maÿen mit Marktportfolionur mögli
h, wenn man die Parameter des Marktportfolios ebenfalls entspre
hend ändert.5Ausnahme: Jensens Alpha bei sehr geringer Renditevarianz σX (vgl. Abb. 5.13, S. 145)
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n 12 36 60 120 250 500 1 000

V C(=
√
n) 3,46 6 7,75 10,95 15,81 22,36 31,62

σX σX/
√
n =̂ Minimum für µX , damit P (X > 0) ≥ 84%0,01 0,0029 0,0017 0,0013 0,0009 0,0006 0,0004 0,00030,02 0,0058 0,0033 0,0026 0,0018 0,0013 0,0009 0,00060,05 0,0144 0,0083 0,0065 0,0046 0,0032 0,0022 0,00160,1 0,0289 0,0167 0,0129 0,0091 0,0063 0,0045 0,0032entspri
ht diskreten Jahresrenditen /-standardabwei
hungen

σX, Jahr, diskret µX, Jahr, diskret3,52% 3,52% 2,02% 1,56% 1,10% 0,76% 0,54% 0,38%7,17% 7,17% 4,08% 3,15% 2,22% 1,53% 1,08% 0,76%18,91% 18,91% 10,52% 8,05% 5,63% 3,87% 2,72% 1,92%41,40% 41,40% 22,14% 16,76% 11,58% 7,88% 5,51% 3,87%Tabelle 6.4: Minimale erwartete Portfoliorendite pro Monat bzw. Jahr für einemit mind. 84% Wahrs
heinli
hkeit korrekte S
hätzung des Vorzei
hens von Xrenditen im Verhältnis zu ihrer Variabilität einfa
h zu gering sind. Das lässt si
hganz einfa
h anhand der S
hätzvarianz der (Über-)Rendite zeigen:Die Überrendite eines Portfolios µX kann e�zient mit dem Mittelwert der em-piris
hen Renditen X ges
hätzt werden. Bei normalverteilten Renditen � undansonsten, wenn der Zentrale Grenzwertsatz angewendet werden kann, asym-ptotis
h � ist die Standardabwei
hung dieses S
hätzers
σX =

σX√
n
.Hiermit kann man zum Beispiel bere
hnen, wie groÿ µX sein muss, damit µX/σXgröÿer als eins ist, so dass die Wahrs
heinli
hkeit, dass der S
hätzer X dasri
htige Vorzei
hen hat (vgl. Tabelle 6.2) zumindest kleiner als 
a. 16% ist.

µX

σX
=
µX
σX√
n

≥ 1oder µX ≥ σX√
noder σX

µX
= V CX ≤

√
nDamit also der S
hätzer der Rendite mit wenigstens 84% Wahrs
heinli
hkeitüberhaupt das ri
htige Vorzei
hen hat � ges
hweige denn, dass er die wahreÜberrendite einigermaÿen genau bestimmt �, darf der Variationsko�zient derRendite V CX ni
ht gröÿer als √n sein.Tabelle 6.4 zeigt die Portfolio(über)renditen, die bei gegebener Sti
hpro-benlänge n nötig sind, damit V CX <

√
n gilt. Beispielsweise ist bei n = 60



6.2. Kann man Performan
emaÿe aussagekräftig s
hätzen? 190und einer monatli
hen Standardabwei
hung von 5% eine erwartete Monatsren-dite von 0,65 % erforderli
h. Annualisiert und in diskrete Renditen übersetztheiÿt das, dass bei einer jährli
hen Standardabwei
hung von 18,91 % und derS
hätzung mit Monatsrenditen aus fünf Jahren die jährli
he erwartete Renditemindestens 8,05 Prozentpunkte über dem risikolosen Zinssatz liegen muss, nurdamit das Vorzei
hen in 
a. fünf von se
hs Fällen korrekt ges
hätzt wird.Au
h wenn man eine gewisse Risikoprämie auf den risikolosen Zinssatz mit ein-kalkuliert, dürften dauerhafte Überrenditen in dieser Höhe zumindest dur
hklassis
he Finanzmarktprodukte nur s
hwer zu errei
hen sein.Alle in dieser Arbeit untersu
hten Performan
emaÿe bestehen aus der nurungenau s
hätzbaren erwarteten Portfolioüberrendite, die dur
h eine andere zus
hätzende Gröÿe geteilt wird und/oder von der eine sol
he subtrahiert wird.Bei der S
hätzung derartiger Performan
emaÿe bleibt der dur
h µ̂X eingebra
hteS
hätzfehler in der Regel bestehen.6 Deshalb ist es s
hwierig, dur
h S
hätzungenvon Performan
emaÿen aus Vergangenheitsdaten ökonomis
h aussagekräftigeErkenntnisse zu erlangen. Zudem können die Renditedaten selber problembe-haftet sein, wie es in Abs
hnitt 2.3.3 für Hedgefonds dargestellt wurde.Vom theoretis
hen Standpunkt sind Performan
emaÿe dazu geeignet, Eigen-s
haften von Finanzmarktrenditen für das Nutzenkalkül von Anlegern nutzbarzu ma
hen. Man kann zum Beispiel realistis
he Annahmen über die langfris-tigen Renditeeigens
haften von Anlageklassen (Festgeld, Rentenfonds, Aktien)ma
hen und Performan
emaÿe zu Rate ziehen, um die Ents
heidung über einebestimmte Vermögensstruktur (z.B. mittels des Sharpe-Ratios) oder über eineNeuanlage kleinerer Vermögensposten (z.B. mittels des Treynor-Ratios) quan-titativ zu fundieren.Eine Ex-post-Bewertung von Portfolios oder Informationsobjekten anhand vonPerforman
emaÿen, die aus den realisierten Renditen ges
hätzt werden, er-s
heint dagegen angesi
hts der Streuung der S
hätzer von zweifelhaftem Nutzen.

6Eine Ausnahme sind Jensens Alpha und MMalt, wenn das untersu
hte Portfolio und dasMarktportfolio sehr stark korreliert sind. Die S
hätzfehler von X und M heben si
h dannteilweise gegeneinander auf.



Anhang AAnhangA.1 Umformungen höherer MomenteUmformungen höherer Momente bei beliebig verteilten Daten
σA,(A−µA)2 = E(A(A − µA)

2)− µAσ
2
A (A.1)

= E(A(A − µA)
2 − µA(A− µA)

2 + µA(A− µA)
2)− µAσ

2
A

= E((A − µA)
3) + E(µA(A− µA)

2)− µAσ
2
A

= σ3
A

E((A− µA)
3)

σ3
A

+ µAσ
2
A − µAσ

2
A

= σ3
Aγ1,A

σ2
(A−µA)2 = E(((A − µA)

2)2 − (E((A− µA)
2))2) (A.2)

= E((A − µA)
4 − (σ2

A)
2)

= E((A − µA)
4)− σ4

A =
σ4
AE((A− µA)

4)

σ4
A

− σ4
A

= σ4
A(γ2,A − 1)Umformungen höherer Momente bei normalverteilten DatenEs sei (A,B,C,D) ∼ N(0,Γ). Dann gilt na
h dem Satz von Isserlis (sieheS. 75):

E(ABC) = E(A2B) = E(A3) = 0 (A.3)
E(AB C D) = σA,B σC,D + σA,C σB,D + σA,D σB,C (A.4)
E(A2BC) = σ2

A σB,C + 2σA,B σA,C (A.5)
E(A2B2) = σ2

A σ
2
B + 2σ2

A,B (A.6)
E(A3 B) = 3σ2

A σA,B (A.7)
E(A4) = 3σ4

A (A.8)191



A.1. Umformungen höherer Momente 192Seien (A′, B′) ∼ N(µ,Γ), so dass ((A′ − µA′), (B′ − µB′)) ∼ N(0,Γ). FürMomente dritter Ordnung gilt
σA′,(A′−µA′ )2

(A.1)
= σ3

Aγ1,A′

(γ1,A′=0)
= 0 (A.9)

σB′,(A′−µA′ )2 = E(B′(A′ − µA′)2)− µB′σ2
A′ (A.10)

= E((B′ − µB′)(A′ − µA′)2 + µB′(A′ − µA′)2)− µB′σ2
A′

= E((B′ − µB′)(A′ − µA′)2) + µB′σ2
A′ − µB′σ2

A′

= E((B′ − µB′)(A′ − µA′)2)

(A.3)
= 0Mit (A.3) bis (A.8) können die Momente vierter Ordnung dur
h Momentezweiter Ordnung ausgedrü
kt werden.

σ2
A2 = E(A4)− (σ2

A)
2 = 2σ4

A (A.11)
σ2
AB = E(A2B2)− σ2

A,B = σ2
A σ

2
B + σ2

A,B (A.12)
σA2,B2 = E(A2B2)− σ2

Aσ
2
B = 2σ2

A,B (A.13)
σA2,BC = E(A2BC)− σ2

AσB,C = 2σA,B σA,C (A.14)
σAB,AC = E(A2BC)− σA,BσA,C = σ2

A σB,C + σA,B σA,C (A.15)
σA2,AB = E(A3B)− σ2

AσA,B = 2σ2
A σA,B (A.16)



193 Anhang A. AnhangA.2 Varianzformeln für Performan
emaÿeA.2.1 Sharpe-RatioVarianz von ŜhX , Xt i.i.d.
nσ2

Ŝh
= 1− ShX γ1,X +

1

4
Sh2X(γ2,X − 1) (A.17)Varianz von ŜhX , Xt i.i.d. normalverteilt

nσ2
Ŝh,norm.

= 1 +
1

2
Sh2X (A.18)Varianz von ŜhX , Xt na
h S
hmid und S
hmidt (2010)

nσ2
Ŝh

=
σ1 1

σ2
X

− σ1 2

σ3
X

ShX +
1

4
Sh2X

σ2 2

σ4
X

mit Γ :=

(
σ1 1 σ1 2

σ1 2 σ2 2

) (A.19)mit dem S
hätzer für Γ
Γ̂ =

l∑

j=−l

1

n− |j|

n−j+min(0,j)∑

t=1−j+max(0,j)

(
(Xt−Xn)(Xt+j−Xn) (Xt−Xn)(Xt+j−Xn)

2

(Xt−Xn)(Xt+j−Xn)
2 (Xt−Xn)

2(Xt+j−Xn)
2−(S2

n)
2

)Varianz von ∆̂Sh zweier Portfolios X und Y , (X,Y )t i.i.d.
nσ2

∆̂Sh
= 2− 2ρX,Y − ShXγ1,X − ShY γ1,Y +

1

4
Sh2X(γ2,X − 1) (A.20)

+
1

4
Sh2Y (γ2,Y − 1) + ShX

σY,(X−µX )2

σ2
XσY

+ ShY
σX,(Y −µY )2

σXσY 2

−ShXShY
σ(X−µX )2,(Y−µY )2

2σ2
Xσ

2
YVarianz von ∆̂Sh zweier Portfolios X und Y , (X,Y )t i.i.d. normalverteilt

n σ2
∆̂Sh,norm.

= 2(1− ρX,Y ) +
1

2
(Sh2X + Sh2Y − 2ShXShY ρ

2
X,Y ) (A.21)A.2.2 Treynor-RatioVarianz von T̂ rX , (X,M)t i.i.d.

nσ2
T̂ r

= Tr2X

[
σ2
X

µ2
X

+ (γ2,M − 1) +
σ2
(X−µX )(M−µM )

σ2
X,M

+ 2
σX,(M−µM )2

σ2
MµX

−2
σX,(X−µX )(M−µM )

σX,MµX
− 2

σ(M−µM )2,(X−µX)(M−µM )

σX,Mσ2
M

] (A.22)



A.2. Varianzformeln für Performan
emaÿe 194Varianz von T̂ rX , (X,M)t i.i.d. normalverteilt
n σ2

T̂ r,norm.
= Tr2X

(
V C2

X +
1

ρ2X,M

− 1

) (A.23)Varianz von ∆̂Tr zweier Portfolios X und Y , (X,Y,M)t i.i.d.
nσ2

∆̂Tr
= −2

σM
2σX,(M−µM )2µY

σX,MσY,M
+ 2

σM
4µY σX,(M−µM )(Y−µY )

σX,MσY,M 2
(A.24)

−2
σM

2σY,(M−µM )2µX

σX,MσY,M
+ 2

σM
4µXσY,(M−µM )(X−µX)

σY,MσX,M
2

−2
µXσ(M−µM )2

2µY

σX,MσY,M
+
σM

4σX
2

σX,M
2

+
σM

4σY
2

σY,M2

+
µX

2σ(M−µM )2
2

σX,M
2

+
µY

2σ(M−µM )2
2

σY,M 2
− 2

σM
4σX,Y

σX,MσY,M

+2
σM

2σX,(M−µM )2µX

σX,M
2

− 2
σM

4µXσX,(M−µM )(X−µX )

σX,M
3

+2
σM

2σY,(M−µM )2µY

σY,M2
− 2

σM
4µY σY,(M−µM )(Y −µY )

σY,M3

−2
µX

2σM
2σ(M−µM )2,(M−µM )(X−µX )

σX,M
3

−2
µY

2σM
2σ(M−µM )2,(M−µM )(Y −µY )

σY,M3

+
µX

2σM
4σ(M−µM )(X−µX )

2

σX,M
4

+
µY

2σM
4σ(M−µM )(Y −µY )

2

σY,M 4

+2
µXµY σM

2σM−µM
2,(M−µM )(Y −µY )

σX,MσY,M2

+2
µXµY σM

2σ(M−µM )2,(M−µM )(X−µX )

σY,MσX,M
2

−2
σM

4µXµY σ(M−µM )(X−µX ),(M−µM )(Y−µY )

σX,M
2σY,M2Varianz von ∆̂Tr zweier Portfolios X und Y , (X,Y,M)t i.i.d. normalverteilt

nσ∆̂Tr,norm.
= Tr2X

(
V C2

X +
1

ρ2X,M

− 1

) (A.25)
+Tr2Y

(
V C2

Y +
1

ρ2Y,M
− 1

)

− 2 ρX,Y TrXTrY

(
V CXV CY +

1

ρX,MρY,M
− 1

ρX,Y

)



195 Anhang A. AnhangA.2.3 Jensens AlphaVarianz von α̂X , (X,M)t i.i.d.
nσ2

α̂ = σ2
X −

σ2
X,M

σ2
M

+
µMσX,MσX,(M−µM )2

σ4
M

(A.26)
−2µMσX,(X−µX )(M−µM )

σ2
M

−
2 σ2

X,MµMσM,(M−µM )2

σ6
M

+
2µMσX,MσM,(X−µX )(M−µM )

σ4
M

+
µ2
Mσ

2
X,Mσ

2
(M−µM )2

σ8
M

−2µ2
MσX,Mσ(M−µM )2,(X−µX)(M−µM )

σ6
M

+
µ2
Mσ

2
(X−µX )(M−µM )

σ4
M

.Varianz von α̂X , (X,M)t i.i.d. normalverteilt
nσ2

α̂,norm. = σ2
X(1− ρ2X,M )

(
1 +

µ2
M

σ2
M

) (A.27)
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emaÿe 196Varianz von ∆̂α zweier Portfolios X und Y , (X,Y,M)t i.i.d.
n σ2

∆̂α
= σ2

Y + σ2
X − 2 σX,Y (A.28)

+
2 σY,MµMσM,(Y −µY )(M−µM )

σ4
M

−
2µMσ

2
X,MσM,(M−µM )2

σ6
M

−2µMσX,MσY,(M−µM )2

σ4
M

−
2µMσ

2
Y,MσM,(M−µM )2

σ6
M

−2 σY,MµMσM,(X−µX )(M−µM )

σ4
M

− 2µMσY,MσX,(M−µM )2

σ4
M

+
2µMσX,MσX,(M−µM )2

σ4
M

+
2µMσY,MσY,(M−µM )2

σ4
M

+
4 σX,MσY,MµMσM,(M−µM )2

σ6
M

−
2µ2

MσX,MσY,Mσ
2
(M−µM )2

σ8
M

−2µMσX,(X−µX )(M−µM )

σ2
M

+
2µMσX,(Y −µY )(M−µM )

σ2
M

+
2µMσY,(X−µX)(M−µM )

σ2
M

− 2µMσY,(Y−µY )(M−µM )

σ2
M

+
2 σX,MσY,M

σ2
M

+
µ2
Mσ

2
(X−µX )(M−µM )

σ4
M

−2µ2
Mσ(X−µX )(M−µM ),(Y−µY )(M−µM )

σ4
M

+
µ2
Mσ

2
(Y −µY )(M−µM )

σ4
M

−
σ2
X,M

σ2
M

−
σ2
Y,M

σ2
M

+
2µMσX,MσM,(X−µX )(M−µM )

σ4
M

−2µMσX,MσM,(Y−µY )(M−µM )

σ4
M

+
µ2
Mσ

2
(M−µM )2σ

2
Y,M

σ8
M

+
2µ2

MσY,Mσ(M−µM )2,(X−µX)(M−µM )

σ6
M

−2µ2
MσY,Mσ(M−µM )2,(Y−µY )(M−µM )

σ6
M

+
µ2
Mσ

2
(M−µM )2σ

2
X,M

σ8
M

− 2µ2
MσX,Mσ(M−µM )2,(X−µX )(M−µM )

σ6
M

+
2µ2

MσX,Mσ(M−µM )2,(Y−µY )(M−µM )

σ6
MVarianz von ∆̂α zweier Portfolios X und Y , (X,Y,M)t i.i.d. normalverteilt

n σ∆̂α,norm.
=

(
1 +

µ2
M

σ2
M

)[
σ2
X(1− ρ2X,M ) + σ2

Y (1− ρ2Y,M ) (A.29)
−2 σXσY (ρX,Y − ρX,MρY,M )]



197 Anhang A. AnhangA.2.4 Modigliani-ModiglianiVarianz von M̂MX,alt, (X,M)t i.i.d. (alternative Formulierung von MM)
nσ2

M̂M,alt
= 2 σ2

M

(
1− ρX,M

σ2
X

) (A.30)
+
µX

σX

(
σX,(M−µM )2

σX
+
σMσM,(X−µX )2

σ2
X

− σ2
M (γ1,X + γ1,M )

)

+
µ2
X

σ2
X

(
σ2
M

4
(γ2,X + γ2,M − 2)− σ(X−µX )2,(M−µM )2

2 σ2
X

)Varianz von M̂MX,alt, (X,M)t i.i.d. normalverteilt
nσ2

M̂Malt.,norm.
= σ2

M

[
2 (1− ρX,M ) +

µ2
X

σ2
X

(
1− ρ2X,M

)] (A.31)Varianz von M̂MX,ori, (X,M)t i.i.d. (Originalformulierung von MM)
n σ2

M̂Mori
=

σ2
M

σ2
X

(
σ2
X − µXσXγ1,X +

µXσX,(M−µM )2

σ2
M

(A.32)
−µ

2
Xσ(X−µX )2,(M−µM )2

2σ2
Mσ

2
X

+
1

4
µ2
X(γ2,X + γ2,M − 2)

)Varianz von M̂MX,ori, (X,M)t i.i.d. normalverteilt
n σ2

M̂Mori,norm.
= σ2

M + µ2
X

σ2
M

σ2
X

(
1− ρ2X,M

) (A.33)Varianz von ∆̂MM zweier Portfolios X und Y , (X,Y,M)t i.i.d.
nσ2

∆̂MM
= 2 σ2

M +
σ2
MµY σX,(Y −µY )2

σXσ3
Y

− µY σX,(M−µM )2

σXσY
(A.34)

+
µXσ

2
MσY,(X−µX)2

σ3
XσY

− µXσY,(M−µM )2

σXσY
− µXµY σ

2
Mσ(X−µX )2,(Y−µY )2

2 σ3
Xσ

3
Y

+
µXµY σ(X−µX )2,(M−µM )2

2 σY σ3
X

+
µXµY σ(Y −µY )2,(M−µM )2

2 σXσ3
Y

−
µXµY σ

2
(M−µM )2

2 σXσY σ2
M

− 2 σ2
MσX,Y

σXσY
− µXσ

2
MσX,(X−µX )2

σ4
X

+
µXσX,(M−µM )2

σ2
X

− µY σ
2
MσY,(Y−µY )2

σ4
Y

+
µY σY,(M−µM )2

σ2
Y

+
µ2
Xσ

2
Mσ2

(X−µX )2

4 σ6
X

− µ2
Xσ(X−µX )2,(M−µM )2

2 σ4
X

+
µ2
Y σ

2
Mσ

2
(Y −µY )2

4 σ6
Y

−µ
2
Y σ(Y −µY )2,(M−µM )2

2 σ4
Y

+
µ2
Xσ

2
(M−µM )2

4 σ2
Xσ

2
M

+
µ2
Y σ

2
(M−µM )2

4 σ2
Y σ

2
M
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emaÿe 198Varianz von ∆̂MM zweier Portfolios X und Y , (X,Y,M)t i.i.d. normalverteilt
n σ2

∆̂MM ,norm.
= σ2

M

(
2 (1− ρX,Y ) +

µ2
X

σ2
X

(
1− ρ2X,M

) (A.35)
+
µ2
Y

σ2
Y

(
1− ρ2Y,M

)
− µXµY

σXσY

(
1 + ρ2X,Y − ρ2X,M − ρ2Y,M

))A.2.5 KappaVarianz von κ̂α,z
nσ2

κ̂α,z
= κ2α,z

(
E((X − z)2)

(E(X − z))2
+

2

α

E((z −X)α+1
+ )

E(X − z)E((z −X)α+)

+
1

α2

E((z −X)2α+ )

(E((z −X)α+))
2
−
(
1− 1

α

)2
) (A.36)Darunter κ̂1,z (identis
h mit der Varianz von Omegaz, siehe Abs
hnitt A.3.1)

nσ2
κ̂1,z

=
E((X − z)2)

(E((z −X)+))2
+

2E(X − z)E((z −X)2+)

(E((z −X)+))3

+
(E(X − z))2E((z −X)2+)

(E((z −X)+))4
(A.37)Darunter κ̂2,z (Sortino-Ratio)

nσ2Ŝorz =
E((X − z)2)

E((z −X)2+)
+
E(X − z)E((z −X)3+)

(E((z −X)2+))
2

+
(E(X − z))2E((z −X)4+)

4 (E((z −X)2+))
3

− (E(X − z))2

4E((z −X)2+)
(A.38)Darunter κ̂3,z

nσ2
κ̂3,z

= κ23,z

(
E((X − z)2)

(E(X − z))2
+

2

3

E((z −X)4+)

E(X − z)E((z −X)3+)

+
1

6

E((z −X)6+)

(E((z −X)3+))
2
− 4

9

) (A.39)A.2.6 ERVaRVarianz von ̂ERV aRX :
nσ2

̂ERV aRX
= ERV aR2

X

(
σ2
X

µ2
X

− E(|X − xα|) + (2α− 1)(µX − xα)

µXxαf(xα)

+
α(1 − α)

(xαf(xα))2

) (A.40)



199 Anhang A. AnhangA.3 Weitere, ergänzende Bere
hnungenA.3.1 Überleitung von σ
2
κ̂1,z

zu σ
2
Ω̂zNa
hweis, dass Formel 4.9 auf S. 90 über die Varianz von κ̂1,z in die aus S
hmidund S
hmidt (2008) stammende Formel 4.10 über die Varianz von Ω̂z überführ-bar ist. Formel 4.9 lautet:

nσ2
κ1,z

=
(E(X − z))2

(E((z −X)+))2

(
E((X − z)2)

(E(X − z))2

+
2E((z −X)2+)

E(X − z)E((z −X)+)
+

E((z −X)2+)

(E((z −X)+))2

)Hieraus ergibt si
h dur
h Umformungen:
=

E((X − z)2)

(E((z −X)+))2
+

2E(X − z)E((z −X)2+)

(E((z −X)+))3
+

(E(X − z))2E((z −X)2+)

(E((z −X)+))4

=

(
E(X − z)+
E(z −X)+

)2

︸ ︷︷ ︸
Ω2

·
(
E((X − z)2)

(E(X − z)+)2
+ 2

E(X − z)E((z −X)2+)

(E(X − z)+)2(E(z −X)+)

+
(E((X − z))2E((z −X)2+))

(E((X − z)+))2(E((z −X)+))2

)

= Ω2

(
E(((X − z)+ − (z −X)+)

2)

(E(X − z)+)2
+

2E((X − z)+ − (z −X)+)E((z −X)2+)

(E(X − z)+)2E(z −X)+

+
E((X − z)+ − (z −X)+)

2E((z −X)2+)

E((X − z)+)2E((z −X)+)2

)

= Ω2



E((X − z)2+) + E((z −X)2+)

(E(X − z)+)2
+

2E((z −X)2+)

(E(X − z)+)2
·

Ω−1︷ ︸︸ ︷
E(X − z)+ − E(z −X+)

E(z −X)+

+
E((z −X)2+)

E((X − z)+)2
· (E(X − z)+)

2 − 2E(X − z)+E(z −X)+ + (E(z −X)+)
2

(E(z −X)+)2︸ ︷︷ ︸
Ω2−2Ω+1




= Ω2



E((X − z)2+)

(E(X − z)+)2
+

E((z −X)2+)

(E(X − z)+)2
+

E(z −X)2+
(E(X − z)+)2

(Ω2 + 2Ω− 2Ω− 2 + 1)︸ ︷︷ ︸
Ω2−1



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= Ω2

(
E((X − z)2+)

(E(X − z)+)2
+

(E((z −X)2+)

(E(X − z)+)2
+
E((z −X)2+)(E(X − z)+)

2

(E(X − z)+)4

− E((z −X)2+)

E((X − z)+)2

)

= Ω2

(
E(X − z)2+

(E(X − z)+)2
+

E((z −X)2+)

(E(X − z)+)2

)
= σ2

Ω̂z
(siehe Formel 4.10, S. 90)A.3.2 Erläuterung von Formel 5.1, S. 113Sei F (x) eine (stetige) Prüfverteilung mit Quantilfunktion F−1(p) und T eineTestgröÿe, für die unter H0 gilt:

T ∼ F .Wird ein zweiseitiger Test zum Niveau α dur
hgeführt, lautet die Ents
heidungs-anweisung: Lehne H0 ab, wenn T /∈
[
F−1

(α
2

)
;F−1

(
1− α

2

)]
.Der p-Wert pw(T ) ist der Wert für α in obiger Formel, bei dem T gerade aufder Grenze des kritis
hen Berei
hes liegen würde. Bei zweiseitigem Test:

T =

{
F−1

(
pw

2

) falls F (T ) ≤ 0, 5

F−1
(
1− pw

2

) falls F (T ) > 0, 5
| F (. . .)Nun wird nur no
h umgeformt:

F (T ) =

{ pw

2 falls F (T ) ≤ 0, 5

1− pw

2 falls F (T ) > 0, 5

pw =

{
2 · F (T ) falls F (T ) ≤ 0, 5

2− 2 · F (T ) falls F (T ) > 0, 5

pw =

{
(1− 2 · 0, 5) + 2 · F (T ) falls F (T ) ≤ 0, 5

(1 + 2 · 0, 5)− 2 · F (T ) falls F (T ) > 0, 5

pw =

{
1− 2 · (0, 5− F (T )) falls F (T ) ≤ 0, 5

1− 2 · (F (T )− 0, 5) falls F (T ) > 0, 5

pw = 1− 2 · | 0, 5− F (T )|
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