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Kurzzusammenfassung

Hidden-Markov-Modelle (HMM) stellen eine algemeine Methode in der statistischen Model-
lierung sequenzieller Daten oder Zeitreihen dar, die aufgrund ihrer grof3en Flexibilitat und guten
praktischen Handhabbarkeit in zahlreichen Anwendungsgebieten erfol grei ch eingesetzt werden.
In der vorliegenden Arbeit wird untersucht, inwieweit sich Hidden-Markov-Modelle zur Analy-
se und zur Simulation dkonomischer Zeitreihen eignen, die aus einzelnen Vertragen eines Bau-
sparkollektivsstammen. Motiviert durch die Fragestellungen aus der Praxisprasentierenwir drei
neue theoretische Erweiterungen der Hidden-Markov-Modellierung: ein HMM-basiertes Clu-
sterverfahren, das eine Zuordnung der Trainingsdaten zu verschiedenen M odellen vornimmt und
gleichzeitig die Model | parameter optimiert, Hidden-Markov-M odell e, deren Ausgaben gestutz-
ten Normalverteilungen unterliegen, und eine erweiterte HMM-Klasse, mit der Abhangigkeiten
innerhalb einer Zeitreihe modelliert werden konnen. Am Beispiel der Sparzahlungenin ein Bau-
sparkollektiv konnen wir den praktischen Nutzen der Erwelterungen nachweisen.

Abstract

Hidden Markov models (HMMs) are a general method for statistical modelling of sequential
data or time series. Dueto their flexibility and efficiency they are successfully applied in many
application areas. In this thesis we study the use of HMMs for the analysis and ssimulation of
economical time series obtained fromindividual contracts of abuilding and |oan association. We
present three extensions of the HMM-theory arising from the requirements of our application:
acluster algorithm based on HMMs, solving the assignement problem for the training data and
the models and optimizing the model parameters at the same time, the use of truncated normal
densities as observation probability distributionsand a class of extended HMMsfor amodelling
of dependencieswithin thetime series. By modelling the saving payments of abuilding and loan
association we can show the advantage of the extensions.
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Kapitel |

Einleitung

Klassifizierung und mathematische M odellierung bilden in vielen wissenschaftlichen Diszipli-
nen die Grundlage zur Beschreibung naturlicher Vorgange und Objekte. Einer Klassifizierung
liegt die Vorstellung von der Existenz abstrakter Klassen zugrunde, die sich jedoch in den sal-
tensten Fallen exakt definieren lassen. Statt dessen stehen dem Anwender Beispiele der Grund-
gesamtheit in Form von beobachteten Daten zur Verfugung.

Beobachtung Modellierung, Training

stochast.
? Modell

__— HMM

HMM

vermischte
Beispiele:

Sparsequenzen
oW .. oM

HMM 3

Ein Ansatz, solche Daten mathematisch zu beschreiben, besteht darin, fur jede abstrakte Klas-
se ein stochastisches Modell aufzustellen. Eine Klasse wird damit als ein den Daten zugrunde
liegender stochastischer Prozessinterpretiert und erfordert eine entsprechende Parameteranpas-
sung, die auch as Training bezeichnet wird. In vielen Anwendungen kann dazu auf eine Daten-
menge zuriickgegriffen werden, deren Klasse bekannt ist, z. B. wenn fur die Erkennung hand-
geschriebener Zeichen ein Modell eines bestimmten Buchstabens mit Schriftmustern verschie-
dener Personen trainiert wird. In anderen Fallen dagegen ist die Klassenzugehorigkeit der Trai-
ningsdaten unklar, so dass bei der Modellbildung zusatzlich entschieden werden muss, welche
DateninwelchesModell einflief3en sollen. Mit Hilfe der trainierten stochasti schen Modellekann
jedes welitere beobachtete Datum durch einen Vergleich der Wahrscheinlichkeiten, mit denen es
von den jeweiligen Prozessen abstammt, klassifiziert werden. Schliefdlich konnen die Modelle
zur Simulation bzw. zum Generieren kiinstlicher Daten eingesetzt werden.



2 EINLEITUNG

Klassifizierung Generierung
? HMM .
:Sequenzen i
Sequenzen | 5 Q F—— HMM , > | !
l\ \ ’
HMM 3

Unter den stochastischen Modellierungsansatzen gewinnen Hidden-Markov-Modelle (HMM)
immer mehr an Bedeutung, dasie aufgrund ihrer grof3en Flexibilitat und ihrer guten praktischen
Handhabbarkeit in zahlreichen Anwendungsgebieten aulerst erfolgreich eingesetzt werden.

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir, inwieweit sich Hidden-Markov-Modellezur Analy-
se und zur Simulation dkonomischer Zeitreihen eignen, die aus einzelnen Vertragen eines Bau-
sparkollektivs stammen. Hintergrund dieser Anwendung ist eine langjahrige Kooperation zwi-
schen den Landesbausparkassen und dem ZAIK, in deren Mittel punkt die Entwicklung von Si-
mul ationsmodellen zur K ollektivanalyse und darauf aufbauender Prognosen steht. Diese stellen
einen wichtigen Beitrag zur Liquiditéts- und Zuteilungsplanung sowie zur Produktpflege und
-entwicklung dar.

Motiviert durch die praktischen Fragestellungen prasentieren wir drei neue theoretischen Erwei-
terungen der Hidden-Markov-M odellierung: ein HM M -basi ertes Clusterverfahren, das das oben
erwahnte Problem der Zuordnung der Trainingsdaten zu den Modellklassen |6st, Hidden-Mar-
kov-Modelle, deren Ausgaben gestutzten Normalverteilungen unterliegen, und eine neue HM M-
Klasse, mit der Abhangigkeiten innerhalb einer Zeitreihe flexibler modelliert werden konnen.
Am Beispiel der Sparzahlungen in ein Bausparkollektiv konnen wir den praktischen Nutzen der
Erweiterungen nachweisen.

Die Arbeit gliedert sich wiefolgt:

Im zweiten Kapitel geben wir einen Uberblick tber die Theorie der Hidden-Markov-Modelle
und stellen die im Weliteren relevanten Algorithmen und Methoden vor. Im dritten Kapitel ge-
hen wir zunachst auf die Besonderheiten der Daten eines Bausparkollektivs und auf die bisher
eingesetzten Simulationsmodelleein. Fur die Daten, die aus den einzelnen Vertragen einer Bau-
sparkasse stammen, schlagen wir einen allgemeinen Model li erungsansatz auf der Basisvon Hid-
den-Markov-Modellen vor.

Die folgenden drei Kapitel sind den HMM-Erweiterungen gewidmet. In Kapitel vier formulie-
ren wir ein Clusterverfahren, bei dem eine Menge von Daten nach stochastischen Optimalitats-
kriterien in verschiedene, durch Hidden-Markov-M odelle abgebildete Gruppen eingeteilt wird,
und diskutieren Bewertungsverfahren fir eine solche Clusterung. Zur Abbildung der positiven
Spargeld-Zeitreihen passen wir in Kapitel funf den Trainingsalgorithmus fur die Ausgabepara-
meter einesHMM an Dichtefunktionen von linksseitig gestutzten Normal verteilungen an; dabei
entstehen analytisch nicht auflosbare Gleichungen, die jedoch in der Praxis numerisch gelost
werden konnen. Im sechsten Kapitel entwickeln wir schliefdlich eine neue Klasse von Hidden-
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Markov-Modellen, die durch eine geeignete Modifikation der Ubergangsparameter eines klassi-
schen HMM entsteht. Die entsprechenden Basisalgorithmen konnen wir auf einfache Weise auf
die erweiterten Modelle Ubertragen, ohne dass sich die Komplexitét der Algorithmen dadurch
andert.

Im siebten Kapitel setzen wir die theoretisch erarbeiteten Verfahren und Modellerweiterungen
fur die Analyse von Spargeldeingangen einer Bausparkasse basierend auf Realdaten ein. Wir
stellen verschiedene HMM-Strukturen, Initialisierungen und M odel |kl assen gegeniiber und zei-
gen, dass die Ergebnisse durch die Modellerweiterungen deutlich verbesssert werden konnen.

Das achte Kapitel beschliefdt die Arbeit mit einer Zusammenfassung der Ergebnisse und einem
Ausblick auf weitere Entwicklungsmaoglichkeiten in Theorie und Anwendung.
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Hidden-Markov-Modelle (HMM)

Hidden-Markov-Modelle stellen eine allgemeine Methode in der statistischen Modellierung se-
guenzieller Daten oder Zeitreihen dar. Bereits Mitte der sechziger Jahre entwickelt, werden sie
seit den siebziger Jahren erfolgreich in der automatischen Spracherkennung eingesetzt. In den
darauffolgenden Jahren fanden Hidden-Markov-M odelle Eingang in andere Anwendungsgebie-
teund erwiesen sich auch dort als aul3erst wertvoll. Ihregrof3e Starke liegt darin, dass die Model-
le einerseits fur die Beschreibung einer Vielzahl von verschiedenartigen stationaren und nicht-
stationaren Prozessen geeignet sind. Anderseits stellen sie in der Praxis handhabbare und gut
funktionierende Werkzeuge dar, fur die effiziente Algorithmen und Berechnungsmethoden vor-

liegen.

Eine sehr gute und algemein verstandliche Einfuhrung in die HMM-Theorie mit ausfuhrlichen
Literaturverweisenwirdin [38] gegeben. Diedarin ebenfallszu findenden Anwendungsbeispiele
sind wie die Mehrzahl der entsprechenden Veroffentlichungenin der Spracherkennung angesie-
delt. Mit einem HM M -basierten Erkenner kann mit hoher Genauigkeit herausgefunden werden,
welchem Wort bzw. wel cher Wortfol ge ein aufgezei chnetes und anschlief3end in Form einer Se-
quenz kodiertes Sprachsignal entspricht [4,17,28,40]. In der Bioinformatik werden Hidden-Mar-
kov-Modelle eingesetzt, um DNA- bzw. Proteinsequenzen zu analysieren. Dabei geht es meist
darum, unterschiedliche funktionale Regionen zu erkennen (wie z. B. beim Suchen nach Ge-
nen) bzw. ,ahnliche* oder ,verwandte' Sequenzen zu finden, um so bereits bekannte Informa-
tionen ausnutzen und Vorhersagen tUber Struktur oder Funktion machen zu kdnnen. Einen gu-
ten Einstieg in diese Anwendungen bieten z. B. [9] und [10]. Beiden Disziplinen gemeinsam
ist die Tatsache, dass sich in den Sequenzen jeweils individuelle Variationen bzw. Mutationen
niederschlagen, die durch die Hidden-Markov-Modelle gut abgebildet werden konnen. Weitere
Anwendungsgebiete sind bel spiel swei se die Handschriftenerkennung oder die Analysediskreter
Zeitreihen [31] (vgl. Abschnitt 3.3).

Wir stellen in den folgenden Abschnitten zunachst die formale Beschreibung eines HMM vor
und erlautern dann die wichtigsten Methoden und Algorithmen der Hidden-Markov-Modellie-
rung. Dabei gehen wir neben den theoreti schen Aspekten auch auf praktische | mplementierungs-
details ein. In Abschnitt 2.6 verweisen wir schliefdich kurz auf einige der zahlreichen Variatio-
nen und Erweiterungsmoglichkeiten im Rahmen der HMM-Theorie.
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2.1 Definition eines HMM (diskrete Ausgaben)

Ein Hidden-Markov-Modell (HMM) beschreibt elnen stochastischen Prozess, der sich aus zwei
gekoppel ten M echani smen zusammensetzt: Eine,, versteckte® Markov-Kettemit einer endlichen
Anzahl von Zustanden wird in diskreten Zeitschritten durchlaufen und generiert dabel in jedem
Zustand ein Ausgabesymbol gemal3 einer von dem jeweiligen Zustand abhangenden Zufalls-
funktion. FUr einen Beobachter ist nur die so entstehende Sequenz von Ausgabesymbolen sicht-
bar, wahrend die darunterliegende Folge von Zustanden verborgen bleibt.

Abbildung 2.1 zeigt ein Beispiel fur ein einfachesHMM. Die Knoten des Graphen stehen fur die
moglichen Zustande des Markov-Prozesses und die gerichteten Kanten entsprechen den Uber-
gangen zwischen zwei Zustanden, wobei jede Kante mit der jeweiligen Ubergangswahrschein-
lichkeit gewichtet ist. Die zusatzlichen Eingangskanten unter den Knoten enthalten die Wahr-
scheinlichkeit, dassder Prozessin dem entsprechenden Zustand startet. Zu jedem Zustand gehort
einediskrete Zufallsfunktion tiber einem gemeinsamen A usgabeal phabet, nach deren Verteilung
die Symbole ausgegeben werden.

| I I I Ausgabeverteilungen
bj(Vm) = b]m

versteckte
Markov-K ette

Abbildung 2.1: Beispiel fur ein einfaches HMM mit diskreten Ausgaben

In der Regel werden bei einem HMM die folgenden Unabhangi gkeitsannahmen getroffen:

1. Die Wahrscheinlichkeit, von einem Zustand zum néchsten zu wechseln (Ubergangswahr-
scheinlichkeit), hangt nur von diesen beiden Zustanden und nicht von den Vorgangern ab.

2. Die Ausgabe bei gegebenem Zustand ist unabhangig von allen anderen Zustanden und
Ausgaben.

3. DieMarkov-Ketteist zeithomogen, d. h. die Ubergangswahrscheinlichkeiten hangen nicht
vom Zeitpunkt t des Zustandswechsels ab.

Die erste Annahme wird auch als Markov-Annahme oder Markov-Eigenschaft bezeichnet [27,
36], wobei in der HMM-Literatur meist von einer Markov-Kette erster Ordnung gesprochen
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wird. Ein HMM, das den drei Unabhangigkeitsannahmen gentigt, bezeichnen wir auch alsklas-
sischesHMM. Im Allgemeinen kann einem HMM einekomplexere Markov-K ette zugrundelie-
gen (siehe z. B. [9] und vgl. Abschnitt 2.6); wir betrachten im Folgenden jedoch nur klassische
Hidden-Markov-Modelle.

Je nach Definition der Menge der Ausgabesymbole und deren erzeugenden Zufallsfunktionen
auf den Zustanden sprechen wir von einem HMM mit diskreten oder mit stetigen Ausgaben. Wir
wollen uns zunachst dem diskreten HMM zuwenden und an diesem die grundlegenden Prinzi-
pien und Algorithmen erlautern, um spater die Variante eines Modells mit stetigen Ausgaben
vorzustellen.

Zur formalen Beschreibung eines HMM mit diskreten Ausgaben verwenden wir folgende No-
tationen:

N Anzahl der Zustande in dem Modell
{S, ..., S} Menge aller Zustande
7 = (71, ..., mn) Vektor der Startwahrscheinlichkeiten des Prozesses fur jeden Zustand

A={g} N x N-Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten von Zustand S
nach Zustand §
M Anzahl der moglichen Ausgabesymbole bzw. Grof3e des Ausgabeal phabets
{v1,...,w}  diskretes Ausgabeal phabet
B ={bjm} N x M-Matrix der Ausgabewahrscheinlichkeiten mit by, = bj(vi,) alsder
Wahrscheinlichkeit fur die Erzeugung des Ausgabesymbols v, in Zustand j
T Lange einer beobachteten Sequenz

O=0;---Or beobachtete Sequenz von Ausgabesymbolen mit O; € {v,...,vu}
Q=0q:i---gr interne Zustandsfolge bei der Ausgabe einer Sequenz O mit g; € {1,...,N}

Fur die Elemente der Matrizen A und B und des Verteilungsvektors = gilt

mi = P(q =1) 1<i<N,
aij:P(qt+l:j|qt:i) 1§i7j§N7t€{17"'7T_1}7
Bim = P(O = V|G = ]) 1<j<N,1<m<M,te{l,... T},

wobei wir im Weiteren mit P(E) die Wahrscheinlichkeit fir ein Ereignis E bezeichnen [35]. Die
Matritzen A und B sind demnach sogenannte stochastische Matrizen, und = stellt einen Vertei-
lungsvektor dar; d. h. die Elemente von A, B und 7 sind nichtnegativ und es gilt

N N M
Ym=Ya= bm=1, ic{l...,N}.

Diese Anforderungen bezeichnen wir auch al's stochasti sche Nebenbedingungen.

DieMatrix A der Ubergangswahrscheinlichkeiten entspricht der Adjazenzmatrix desModellgra-
phen, wobei der Eintrag a; das Kantengewicht auf der Kante (i, j) darstellt (vgl. Abbildung 2.1).
Eine Ubergangs- oder Startwahrscheinlichkeit von null bedeutet, dass die entsprechende Kante
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im Graphen nicht vorhanden ist. Somit bestimmen die positiven Eintrage von A und = zusamen
mitihrer Grofe N, diedie Anzahl der Zustande festlegt, die Topologie oder die Struktur desMo-
dells. In der Praxis wird einem HMM haufig ein ausgezeichneter Endzustand hinzugefiigt, bel
dem der stochastische Prozess stoppt (siehe Abschnitt 3.3.3).

Mit den GrofRen N, M, =, Aund B ist ein HMM mit diskreten Ausgaben vollstandig spezifiziert
und fur diese komplette Parametermenge hat sich die kompakte Schreibweise

A=(n,AB)

eingebirgert. Ein HMM kann also mit seiner Parametermengeidentifiziert werden, und wir wer-
den im Folgenden der Einfachheit halber je nach Kontext mit A das Modell selbst oder dessen
Parameter bezeichnen.

2.2 Basisalgorithmen fiir Hidden-Markov-Modelle

Der Einsatz von Hidden-Markov-Modellen zur stochastischen Modellierungin der Praxiserfor-
dert effiziente Rechenmethoden und Algorithmen zur Anpassung der Modelle an die jewelligen
Probleme bzw. zu deren Verwendung al's Simulationsmodelle. Im Wesentlichen tauchenin die-
sem Zusammenhang folgende drei Basis-Probleme auf [38]:

1. Gegeben eine Sequenz O = O,0; - - - Oy und ein Modell A, wie grof3 ist die Wahrschein-
lichkeit, dass das Modell A eine Sequenz O erzeugt, und wie kann diese Wahrscheinlich-
keit P(O|)) effizient berechnet werden?

2. Gegeben eine Sequenz O und ein Modell A, welche Zustandsfolge Q = q; ... gr ist zur
gegebenen Sequenz O in einem gewissen Sinne ,,optimal“ ?

3. Gegeben eine Sequenz O und ein Modell mit den Startparametern A, wie konnen die Pa-
rameter des Modells so estimiert bzw. trainiert werden, dass P(O|\) maximal wird?

Bel allendrel Fragenwirdimplizit vorausgesetzt, dass die Architektur desverwendeten Modells,
d. h. die Anzahl der Zustande und die moglichen Ubergange und Startzustande, schon festgelegt
ist. Inder Tat liegt aber gerade hier eine Schwierigkeit bei der Anwendung von Hidden-Markov-
Modellen: es sollte schon eine grobe Vorstellung von der Model larchitektur vorhanden sein, die
zu dem jeweiligen praktischen Problem passt. Auf die damit verbundenen Fragen, Problemeund
Losungsansatze werden wir spater noch ausfuhrlich eingehen.

Die Wahrscheinlichkeit P(O|)) in Problem 1 soll vor allem die Frage beantworten, wie gut ein
Modell zu einer Sequenz passt. Auf diese Grofewerden wir zurtickgreifen, wenn esdarum geht,
fur eine Sequenz ein reprasentatives Modell unter mehreren moglichen auszuwahlen. Das dritte
Problem ist entscheidend bel der Verwendung von Hidden-Markov-M odellen zur Beschreibung
von Datensequenzen aus der realen Welt, denn tber das Trainieren der Model | parameter kdnnen
die Modelle erst den zugrundegel egten Daten angepasst werden.

In den folgenden Abschnitten werden Algorithmen vorgestellt, die die angesprochenen Basis-
Probleme |dsen. Dabei wird sich zeigen, dass die Fragestellungen eng miteinander verknuipft
sind. Die Darstellung folgt weitgehend [38].
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2.2.1 Forward-Backward-Algorithmus

Unser Ziel ist die Berechnung der Wahrscheinlichkeit P(O|A). Diese kann als Summe Uiber alle
Zustandsfolgen Q der Sequenzlange T dargestellt werden, und mit den in Abschnitt 2.2 getrof-
fenen stochasti schen Unabhangigkeitsannahmen gilt dann:

P(O)) = ) P(O,Q))

alleQ

> P(OIQ. ) PQIN)

alleQ

Z 7r(11b(h(Ol)a(h(hb(lz(OZ) s qu (OT) : (2-1)

alleQ

Die Anzahl der verschiedenen Zustandspfade betragt im schlechtesten Fall NT, wie Abbildung
2.2 verdeutlicht. Damit liegt aber die Komplexitat der obigen Berechnung bei O(TNT).

N o—>e¢e—>o—» —> 0

Zustand, i

2 l— ° o —Pp —>>/(<.

1 [ ] ° —> 0

| | | |

1 2 3 T
Ausgabe, t

Abbildung 2.2: Pfade durch den Zustandsraum

Der sogenannte Forward-Algorithmus stellt eine effizientere Alternative zur Bestimmung von
P(O|\) dar. Wir definieren zunachst die Forward-Variable a(i) als die Wahrscheinlichkeit, dass
die Teilsequenz O,0; - - - O; ausgegeben wird und sich die Zustandsfolge zum Zeitpunkt t in Zu-
stand S befindet, gegeben die Modellparameter A:

ali) 1= P(O10; -+ Oy, G = [A). (22)

Diese Variablen lassen sich induktiv berechnen:
1. Initialisierung, t = 1:
ay(i) = mibi(Oy), 1<i<N. (2.39)
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2. lterationfart=12,... , T-1:

N

i) = [Z at(j)aj-i] b(Our), 1<i<N. (2.3)

=1

Nachdem auch die Forward-Variablenfir den letzten Zeitschritt T berechnet wurden, ergibt sich
die gesuchte Wahrscheinlichkeit als die Summe tiber die at(i):

N
P(O[)) =) ar(i).
i=1

Abbildung 2.3 verdeutlicht die Induktion: Die Variable at.(j) setzt sich aus der Summe der zu-
vor bestimmten a(i), multipliziert mit der jeweiligen Ubergangswahrscheinlichkeit, zusammen.
Pro berechnetem (i) sind jeweils nur 2N + 1 Operationen notig, was zu einer Gesamtkomple-

t t+1
a (i) O t41()

Abbildung 2.3: Rekursive Berechnung der a4 (i)

xitat von O(TN?) fur den Forward-Algorithmusund somit fur die Berechnung von P(O|)) fulhrt.
Mit Blick auf Abbildung 2.2 wird diese Verbesserung deutlich: Statt Uber alle Pfade des Zu-
standsraums zu summieren, werden in der Variablen «4(i) die Wahrscheinlichkeiten aller Tell-
pfade vereint, die zum Zeitpunkt t in Zustand i enden.

Um dasdritte Basi sproblem effizient |6sen zu konnen, definieren wir uns anal og zu der Forward-
Variablen ay(i) jetzt die Backward-Variable 5(i). Diese bezeichnet die Wahrscheinlichkeit, dass
die Teilsequenz O, 0 - - - Ot ausgegeben wird, gegeben Zustand § zum Zeitpunkt t und das
Modell A:

Bi(i) :=P(Ou1- - - Or|gr =1, A). (2.4)

Diese Variablen werden wir benutzen, um die Model | parameter mit el ner vorgegebenen Sequenz
Zu trainieren, d. h. zum Losen des Problems 3. Die 3(i) lassen sich dhnlich wie die Forward-
Variablen iterativ mittels des Backward-Algorithmus berechnen:
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1. Initialisierung, t = T:
Gr(i)=1, 1<i<N. (2.59)

2. lterationfurt=T-1,T-2,..., 1L

N
B(i) = ajb(Ow)Bwa(), 1<i<N. (2.5h)

=1

Auch hier werden die Variablen entlang der Gitterstruktur des Zustandsraums (vgl. Abbildung
2.2) berechnet und die Komplexitat des Algorithmus betragt O(TN?).

Abschlief3end sei noch bemerkt, dass das Produkt o (i)5(i) der Wahrscheinlichkeit entspricht,
die vollstandige Sequenz O zu beobachten und zur Zeit t in Zustand i zu sein, und somit gilt for
einbeliebigest € {1,... T}:

P(O[})

N
S P =i,0)
i=1

N

> i) - (2.6)

i=1

2.2.2 Viterbi-Algorithmus

Diezu Beginndes Abschnitts2.2 gestellte Frage nach einer ,,optimalen* Zustandsfolge Q bei ge-
gebener Sequenz O (Problem 2) hangt natiirlich von der Definition der Optimalitatsbedingung
ab. Der Viterbi-Algorithmus dient dazu, digenige Zustandsfolge zu ermitteln, die die Wahr-
scheinlichkeit P(Q, O|X) — und damit auch P(Q|O, A) = P(Q, O|A)/P(O|)) — maximiert. Die
gefundene Zustandsfolge wird auch Viterbi-Pfad genannt.

Zu einer Sequenz O = O; - - - O und einer Zustandsfolge Q = q; - - - gy definieren wir die Varia-
ble ;(i) folgendermal3en:

Si(i) = max P(iz- - Gt =1,010;--- Off}), (2.7)

d. h. (i) entspricht der maximalen Wahrscheinlichkeit, Uber einen Teilpfad Qu = o1 - - - ¢ die
Teilsequenz Oy = Oy - - - O, auszugeben und zur Zeit t im Zustand i zu sein, gegeben A. Per
Induktion folgt

1) = [ max 4)ay] - (O 28)

und somit konnen wir mit Hilfe der d:(i) iterativ die gesuchte maximale Wahrscheinlichkeit be-
rechnen. Um jedoch am Ende den gesuchten Viterbi-Pfad rekonstruieren zu konnen, bendtigen
wir eine zusatzliche Variable (i), mit der wir uns einen Zustand merken, der (2.8) maximiert.
Der komplette Viterbi-Algorithmus bestimmt den Viterbi-Pfad Q* mit der zugehorigen Wahr-
scheinlichkeit P* und verlauft wie folgt:
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1. Initidisierung (t = 1):

Wibi(ol)a 1§| S N7
0.

d1(i)
¥a(i)

2. lteration (2 <t < T):

an(G) = 1rga<>§[5t_1(i)aj]-bj(01), 1<j<N,
() = argmax[dr1(i)ay] , 1<j<N.
1<i<N
3. Ende:
P = lrg% or(i),
o = argmaxir(i).
1<i<N

4. Backtracking:

o = e1(Oa) t=T-1T-2,...,1.

Ausder Analogie zum Forward-Backward-Algorithmusergibt sich auch hier wieder eine Kom-
plexitat von O(TN?), da die Rekonstruktion des Viterbi-Pfads nur O(N) Schritte benotigt.

2.2.3 Baum-Welch-Algorithmus

Das Anpassen der Parameter eines HMM A an eine gegebene Sequenz O, so dass die Wahr-
scheinlichkeit P(O|\) maximiert wird, ist das schwierigste der oben formulierten drei Basispro-
bleme. Im Gegensatz zu den in den vorangehenden Abschnitten betrachteten Fragestellungenist
hierzu kein analytisches Verfahren bekannt. Der im Fol genden beschriebene Baum-Welch-Algo-
rithmusist ein iteratives Verfahren, bei dem P(O|)) lokal maximiert wird [2, 3], und stellt eine
Variante des spater formulierten und allgemeineren EM-Algorithmus dar [7], der klassischer-
weise fur ,,incomplete-datd’ -Probleme eingesetzt wird [6, 33]. Daneben gibt es auch Ansétze,
die klassische Optimierungsmethoden wie z. B. das Gradienten-Verfahren oder die Lagrange-
Methode verwenden [28].

Das Prinzip des Baum-Welch-Algorithmus besteht darin, anhand von gegebenen Modellpara-
metern und einer gegebenen Sequenz O neue Schatzer fur die gesuchten ,,optimalen” Parameter
zu bestimmen, die die Wahrscheinlichkeit P(O|\) verbessern bzw. nicht kleiner werden lassen.
Diese Reestimierungsformeln, die eine einfache Interpretation ermoglichen, werden zunachst
intuitiv hergeleitet. Der fur spatere Modellerweiterungen wichtige Beweis zur Konvergenz des
Iterationsverfahrens wird im anschlief3enden Abschnitt skizziert. In Abschnitt 2.5 werden die
Reestimierungsformeln fir den Einsatz von mehreren Sequenzen erweitert.
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Wir beginnen mit der Definition der Variablen ~.(i) als der Wahrscheinlichkeit, zur Zeittim Zu-
stand i zu sein, gegeben die Sequenz O und die Modellparameter X:

(@) = P(q =10, \).

Mit Hilfe der Forward- und Backward-Variablen und Gleichung (2.6) berechnet sich diese Va-
riable as

. _ P(g=1i,0[})
w(i) = P(TM)
o)
Zil\ll a/t(i)ﬁt(i)

Daneben definieren wir eine zweite Variable &(i) as die Wahrscheinlichkeit eines Zustands-
wechselsvon § nach § zum Zeitpunkt t, gegeben O und A:

&(,]) = PG =1,0u =]]|O, A)
ay(1)ajb;(Or+1) Bera ()
P(O[}) .

Nach der Definition der beiden Variablen gilt dann

N
(i) = &)

=1

Summieren wir nun &(i, J) Uber die Zeit t, dann erhalten wir eine Grofe, die der beim Erzeugen
der Sequenz O erwarteten Anzahl von Ubergangen von Zustand § zum Zustand S entspricht.
Die Summeder (i) Uber t bestimmt dagegen die erwartete Anzahl von Ubergangen aus Zustand
S, wieder bei Beobachtung der Sequenz O:

T-1

> (i)
PRAB);
t=1

erwartete Anzahl der Ubergange aus S

erwartete Anzahl der Ubergange von S nach §

Esliegt nahe, diese Erwartungswerte zur Bestimmung eines neuen Parametersatzes X zu benut-
zen:

m = erwartete Wahrscheinlichkeit, zur Zeitt =1in S zu sein
. 1) 31(i
= ) = 20H0 (299)

Z; a1(j)51()
=
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_ erwartete Anzahl der Ubergange S nach S

% T T awartete Anzahl der Ubergange aus S
T-1 T-1
Z; &(i,J) Z; (1)@ (Orr1) Bea ()
_  t= _ =
oo T = ’ (2.90)
> () > oq(i)Be(i)
t=1 t=1
b = erwartete Anzahl von Ausgaben vy, in §
im =

erwartete Anzahl, in § zu sein
T T
; () tZ_; (i) Bi(i)
= 2om - 2om . (2.9¢)
> () - (1) G(i)

t=1 t

—

In der Tat kann gezeigt werden, dass sich die Wahrscheinlichkeit P(O|)\) durch iteratives An-
wenden der obigen Formeln solange verbessert, bis ein kritischer Punkt erreichtist, der dann ein
lokales Maximum darstellt. Der entsprechende Beweis wird im nachsten Abschnitt vorgestellt.

Einwichtiger Aspekt des Baum-Welch-Algorithmusist die automatische Einhaltung der stocha-
stischen Nebenbedingungen, denn es gilt zu jeder Zeit:

Dm=D &= bm=1, ie{l....N}.

Schiefdlich bemerken wir noch, dass ein Parameter, der einmal auf null gesetzt wurde, auch im
weiteren Verlauf des Algorithmus nicht mehr positiv werden kann, da er jeweils multiplikativ
im Nenner der entsprechenden Formel eingeht.

2.2.4 Konvergenz des Baum-Welch-Algorithmus

Basierend auf Baums Beweis [2] fur Hidden-Markov-Modelle mit diskreten Ausgaben werden
wir zeigen, dass die heuristisch hergeleiteten Reestimierungsformeln die Wahrscheinlichkeit
P(O|A) mit jedem Schritt verbessern, bis ein kritischer Punkt, d. h. ein lokales oder sogar das
globale Maximum, erreicht wird. Dabei Ubernehmen wir im Wesentlichen die Darstellung der
Beweisskizzein [28].

Zum Konvergenzbeweis verwenden wir folgende zwel Lemmata:

Lemma 2.1 Sgenu;, i =1,...,S positivereelle Zahlen, undw;, i = 1,.... S nichtnegative
reelle Zahlen, so dass ) . w; > 0. Dann folgt aus der Konkavitéat der Logarithmus-Funktion:
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@D = z,uj u.']

>
N Z Z] uJ '
T J{E:aunmA ulnuﬂ. (2.10)
Beweis: Fur eine konkave Funktion f und mit >, v = 1 gilt £(3; vix) > >, vif (%).
]
Lemma 2.2 DieFunktion
n
FO) =) clnx (2.12)
i=1

nimmt for ¢ > 0,i = 1,...,n, unter der Nebenbedingung >, x; = 1 ihr eindeutiges globales
Maximumaninx = (X, ... ,X,) mit

Ci

>k

X = (2.12)

Bewels: F(x) ist konkav, somit existiert ein eindeutiges globales Maximum. Mit der Lagrange-
Methode folgt

[H@ p}j } ——p =0. (2.13)

Multiplikation mit x; und Summation ber i ergibt p = > . ¢i und somit das Ergebnis (2.12).
[

Wir werden nun zunachst eine Hilfsfunktion Q(X, A) definieren, von der gezeigt werden kann,
dass ihre Maximierung beztiglich A einer Verbesserung der Wahrscheinlichkeit P(O|)) gegenu-
ber P(O|)) entspricht. Schliefdlich wird sich herausstellen, dass Q (), ) genau dann maximiert
wird, wenn A = (7, A, B) wiein den Gleichungen (2.94) bis (2.9c) gewahlt wird.

Fur gegebene Modelle A und ) sei die sogenannte Q-Funktion definiert al's

S
QM) N) = > P(Qs, 01\ - INP(Qs, 0], (2.14)
s=1

wobei Sdie Anzahl aller moglichen Zustandspfade der Lange T durch die Modelle und Qs den
sten Zustandspfad bezeichnen (wir unterschel den zwischen der Funktion @ und einer Zustands-

folge Q).



16 HIDDEN-MARKOV-MODELLE (HMM)

Satz 2.3 Aus O(),\) > Q(), ) folgt P(O])) > P(O|)) und aus Q(\,\) > Q(), ) folgt
P(OJ)) > P(O|\).

Beweis Sei Q(), \) > Q(), \). Wir setzen

uS = P(Q57 O|)L)7

Ws = P(Qs, OlN). (2.15)
Damit gilt

S

Y us = PO,

5 )

D ws = PO])). (2.16)

Wenn wir in den Summen der Gleichungen (2.14) und (2.16) alle s mit us = 0 weggelassen,
konnen wir Lemma 2.1 anwenden, und daraus folgt schliefdlich

P(O]\) 1 =

]

Mit Gleichung (2.1) in Abschnitt 2.2.1 kann der Logarithmusvon P(O|)) a's Funktion der Mo-
dellparameter berechnet werden:

T-1 T
INP(Q=Qs,0[)) =INTg, + Y INagq., + > Inbg(Oy). (2.18)
t=1 t=1
Durch Einsetzen von (2.18) in (2.14) erhat man

T-1
Y PQOM)InT + Y PQON)Y Inggq,

o, =
Q&{Qu,....Qs} Qe{Q1,...Qs} =1
.
) PQOINY Inby(0)
Qe{Qq,...,Qs} t=1
= Qw+Qa+Qb (219)

Fur die so definierten Teilfunktionen gilt durch Zusammenfassen der entsprechenden Zustands-
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pfade:

Q7r Z P(Q7 O|)‘) In F‘h
Q

N
> ). PQOWIng

i=1 Qmitqy =i

N
Y P(gu=i,0))InT
i=1

N
Y P(O])P(a1 =i[O, M) In

i=1

N
= PO ) m()InT, (2.209)

T-1
Qa = Y _PQON)Y  Inayq,
Q t=1

N N T-1
= Y Y ) P(ar =i, 0w =), 0[N Inay
i=1 j=1 t=1
N N T-1
= P(O]}) &(i,j) Inay (2.20b)

izl j=1 t=1

)
Q = ZP(Q,OM)ZInEh(ot)
t=1

M T _
= ZZP(qtzj,Ot:vm,Op\)lnbjm
=1 mel t=1
M T

N
= PONY Y > %) Inbm, (2.20c)

=1 me1 t=1
Ot=Vm

wobei die Grofden ~¢(i) und &(i, j) im vorigen Abschnitt 2.2.3 definiert wurden.

Damit ist die Q-Funktion eine Summe unabhangiger Funktionen des Typs F(x) aus Lemma 2.2
und folglich wird Q(\, \) genau dann maximiert, wenn gilt:

== -0y (2.218)

Zjl\ll 71()
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T-1 T-1

Y &0,0) D &GL)
& = = =2 (2.21b)
> > &, K) Z%(I)
k=1 t=1 t=1
T T
> 0) zl ()
bm = M‘“ﬁ = 2 . (2.21¢)
ngl ; ’Yt(J) E’Yt(])
Ot=Vm

Dies sind aber genau die Reestimierungsformeln (2.9a) — (2.9¢), die wir in Abschnitt 2.2.3 in-
tuitiv hergeleitet hatten.

2.3 Hidden-Markov-Modelle mit stetigen Ausgaben

Bel den bisher betrachteten Hidden-Markov-Modellen ist jedem Zustand eine diskrete Vertei-
lungsfunktion Uber einer gemeinsamen diskreten und endlichen Menge von Ausgabesymbolen
zugeordnet. Ein solches Modell kann folglich nur diskrete Sequenzen modellieren bzw. erzeu-
gen. Die Theorie der Hidden-Markov-Modelle kann jedoch erweitert werden zu Modellen mit
stetigen Ausgaben, bel denen die Beobachtungen einem d-dimensionalen euklidischen Raum
entstammen. In diesem Fall unterliegen die Ausgaben pro Zustand stetigen multivariaten Dich-
tefunktionen, und statt einer Sequenz von diskreten Symbolen wird eine Folge von d-dimensio-
nalen Beobachtungsvektoren erzeugt. Abbildung 2.4 zeigt ein einfaches Beispiel eines HMM
mit stetigen, eindimensionalen Ausgaben (d = 1).

J — k Ausg??&o)li chten

versteckte
Markov-K ette

Abbildung 2.4: Beispiel fur ein einfaches HMM mit stetigen Ausgaben

Die verwendete Klasse von Dichtefunktionen muss bestimmte Anforderungen erfullen, wenn
zum Training der Modelle entsprechende Reestimierungsformeln fur die Parameter der Dich-
tefunktionen aufgestellt werden sollen. Die allgemeinste Form einer solchen Funktion, fur die
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in der Literatur eine Reestimierungs-Methode formuliert wurde, besteht aus einer Mischvertel-
lung von entweder log-konkaven oder elliptisch-symmetrischen Dichten [21]. Zu dem ersten
Fall zahlen alle Funktionenf (x), fur dielog f (x) streng konkav inxistund dieinx = O ein eindeu-
tiges Maximum haben, sowie davon abgel eitete Funktionen der Form o1 f ((x— ) /o) mit belie-
bigen Skalierungsparametern . und o > 0[2,3]. Eine elliptisch-symmetrisch Funktion tUiber dem
d-dimensionalen Vektor x ist definiert al's Funktion einer positiv-definiten quadratischen Form:

SI72£(@09), mitg(x) = (x-m)TEH(x-m) .

Die d x d-Skalierungsmatrix > muss dabel positiv-definit und symmetrisch sein, wahrend der
L agevektor m einen beliebigen Punkt im d-dimensionalen euklidischen Raum darstellt [29].

In der Praxis werden a's Mischkomponenten meist Wahrscheinlichkeitsdichten der (multivaria-
ten) Normalverteilung eingesetzt, da mit einer solchen Mischverteilung im Prinzip jede stetige
Verteilung approximiert werden kann. Die Dichtefunktion eines Ausgabevektors x auf dem Zu-
stand j schreibt sich dann folgendermal3en:

M M
00 = GaV (X fim Uim) = > CGimfim(X) , (2.22)
m=1 m=1

wobei ¢, den Koeffizienten, ;m den Erwartungswertvektor und U;, die Kovarianzmatrix der
m-ten Mischkomponente in Zustand j beschreibt. Die ¢, gehorchen den stochastischen Neben-
bedingungen
M
Z Cm = 17 1< J <N >
m=1

C] m

v
\‘O
[ —
IN
N
e

Fir das HMM mit stetigen Ausgaben wird analog zum diskreten Modell und mit C = {¢m},
p = {gjm} und U = {Ujn} die Kurzschreibweise A := (7, A, C, i, U) verwendet. Statt der Wahr-
scheinlichkeit P(O| ), die fur ein solches Modell aufgrund der stetigen Verteilungen gleich null
ist, betrachten wir die Dichte einer beobachteten SequenzO =0O; - - - Oy:

;
LOIN) =)~ ma,f,(O0) J | g Fa (O (2.23)

dleQ t=2

Darin bezeichne Q = q; - - - gr wieder eine Zustandsfolge der Lange T. Esist zu beachten, dass
die Elemente der Sequenz O im Allgemeinen Vektoren sind. Die Funktion L(O|)) bezeichnen
wir im Weiteren als die Likelihood der Sequenz O, gegeben Modell ).

Die Berechnung sowohl der Forward- und Backward-Variablen als auch des Viterbipfades kann
nach den Abschnitten 2.2.1 und 2.2.2 erfolgen, indem tberall die diskrete Funktion bj gegen die
Dichte f; ausgetauscht wird und alle Wahrscheinlichkeiten al's Dichten interpretiert werden. Mit
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Hilfeder so angepassten Forward- und Backward-Variablen definieren wir folgende Dichtefunk-
tionen:

(i) = L& =ilO, )
L(g =i,0/})
Lo
an(1)3(i)
= el 2.248
Sy i) (i) e
‘ft(lvj) = L(Qt = i7 Qt+1 :j|O7 )\)
L(qt = i, Qi+1 = jv O|/\)
Lo
_ ay(1) @ fj(Op1) Bea () (2.24b)
S adi)a()
GG, m = L(g=]j,mlO, )
L(Qt = j7 m7 O|/\)
L(O[X)
Zil\ll at_l(li\l) a” C]mfjm(ol)ﬁt(,l) t>1
_ 2 iz axli)B(1) (2.24c)
j C]mfjm(ot)ﬁt(,l) t=1.
Sty i) Gi(i)

Damit sind die (i) und &(i, j) die stetigen Varianten der gleichnamigen Variablen in Abschnitt
2.2.3. Dieneu eingefiihrte Grof3e (;(j, m) bezei chnet die gemeinsame Dichte eines Zustandsi und
der Mischkomponente m zum Zeitpunkt t.

Mit diesen Grof3en konnen wiederum Reestimierungsformel n aufgestellt werden, mit denen die
Likelihood L(O|)) iterativ maximiert wird [20]:

= - ) (2.253)
T-1 o
Z:‘ft(lvj)
TR (2.25h)
Z’Yt(i)
t=1
- _ Xaalm 2.25
fm Y nl) o
~ L Zalmo 2.25d
S aGm o0
T . — — \
O = > tea 6l M(Oc = fm) (Or = i)’ (2.25¢)

S G, m)
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Die Gleichungen fur die 7 und &; entsprechen den Gleichungen (2.9a) und (2.9b), wieder bei
Austausch der diskreten Dichtefunktion gegen die stetige Dichte der Mischverteilung. Mit (-)’
in der letzten Gleichung wird der transponierte Vektor bezeichnet.

Die obigen Reestimierungsformelnlassen wieder eine anschauliche I nterpretation analog zu den
Formeln fur dasHMM mit diskreten Ausgaben zu. Der Konvergenzbeweli sdes I terationsverfah-
rens mit diesen Formeln basiert ebenso wie im diskreten Fall auf der Maximierung einer Hilfs-
funktion Q und und verlauft entsprechend ahnlich zu dem Beweisin Abschnitt 2.2.4. Ein guter
Uberblick dazu findet sich in [17], fir detailliertere Ausfiihrungen siehe [2, 3,20, 29].

Abschlief3end folgt noch eine Bemerkung zum Erzeugen von Zufallszahlen einer Mischvertei-
lung: Wenn wir zuerst mittel sder Wahrscheinlichkeiten ¢, eine Mischkomponente mauswiirfeln
und danach eine Zufallszahl X tber der Dichte f,, ermitteln, dann sind die Werte dieser Zufalls-
variablen genau nach einer Mischverteilung mit Dichtefunktion >  cm i verteilt ([23], S. 58f).

2.4 Skalierung

Bel der Umsetzung der Basisalgorithmen in Computerprogramme stellt sich heraus, dass die
Forward- und Backward-Variablen im Laufe der rekursiven Berechnungen sehr schnell den dar-
stellbaren Bereich der Flief3kommazahl en des Rechners verlassen. Diesist nicht verwunderlich,
wenn wir die Definition der a«(i) in (2.2) betrachten; in der Tat strebt a+(i) as Produkt der im
Allgemeinen sehr kleinen &; und b;(Oy) fir T — oo exponentiell gegen null. Die Ldsung dieses
Problemsliegt darin, die a(i) in jedem Schritt der rekursiven Berechnung so zu skalieren, dass
die Variablen immer im darstellbaren Bereich des Computers liegen.

Eine detaillierte Beschreibung der Skalierungsmethode findet sich in [43], das eine Erganzung
zu [38] bzw. [28] darstellt. Daim Laufe dieser Arbeit im Zuge von Modellerweiterungen noch-
mals auf die Skalierung eingegangen wird, soll das Verfahren hier etwas ausfuhrlicher skizziert
werden.

Zunachst erweitern wir den Forward-Algorithmus derart, dass wir in jedem Zeitschritt zusatzli-
che, normierte Variablen berechnen:

1.t=1:
ai(i) = a(i) = mbi(0y), 1<i<N,
— 1
T SN al
81() = - (i), (2.26)
2.t=2,....T:
N
a(i) = [Z &t—l(j)aii] bi(O), 1<i<N, (2.273)
i1
6 = — (2.27b)

Zizl ar(i) ’
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ai) = o @), (2.27¢)

Per Induktion |&sst sich zeigen, dass gilt:

t

a(i) = ([T e ). (2.28)

=1
und (2.27b), (2.27a) und (2.28) eingesetzt in (2.27¢) fuhren zu
ay(i)
Zjl\ll o(j)
Wie mit (2.29) zu sehen ist, wird damit jedes ax(i) mit der Summe der (i) Uber alle Zustande

skaliert, d. h. a(i) entspricht der bedingten Wahrscheinlichkeit P(g; =i|O; - - - Oy, A) (vgl. Glei-
chung (2.2)).

a(i) = (2.29)

Die Backward-Variablen (i) werden jetzt mit den gleichen Skalierungsfaktoren wie die a(i)
multipliziert, und in @nlicher Weise ergeben sich

Br(i) = pr()=1,
pri) = crp+(),
N T
By = 3 aOunfuali) = ([T o) s,
j=1 T=t+l
Gli) = cfi). (2.30)

Damit kann z. B. die Reestimierungsformel (2.9b) fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten ajas
Funktion der skalierten Forward- und Backward-Variablen formuliert werden, denn mit C; :=
[T.., ¢ und Dy := [ s, G ist CiDwa = Cr unabhangig von t, und es gilt (mit Dy := 1)

a = ;rz_ll at(!r)_?ij bi_(ot+l-) Bra(j)
> (i) Bi(i)
1 Cr (i) @ bi(Oua) Bua()
Y1 Crai) A()
1 Gian(i) @ 10(Ou) Dis2 B () Cont
L' Crani) Duafi(i)
0 (i) @ By(Ousa) Ba () Gera
Sy du(i) 4G '
Es liegt auf der Hand, dass die anderen Reestimierungskoeffizienten auf die gleiche Art ange-
passt werden konnen (alle skalierten Formeln sind im Anhang A aufgelistet).

(2.31)

Wahrend sich also die Reestimierungsformeln nur unwesentlich andern, missen wir feststellen,
dassdie Gleichung P(O|)\) = Zi'\ll aT(i) zur Bestimmung der Likelihood in dieser Form mit den
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skalierten Grofden nicht mehr verwendet werden kann. Allerdings gilt jetzt

(i[ CT> P(O|A) (ﬁ CT> zj: at(i)
iz:: (i[l CT> at(i)

N
3 el
i=1
1.

(2.32)

Damit kann der Logarithmus der Likelihood, der im darstellbaren Bereich des Computersliegt,
folgendermalen berechnet werden:

;
logP(O]}) =—> " logc, . (2.33)

=1

Schliefdlich kann auch der Viterbi-Algorithmus so angepasst werden, dass die logarithmierte Li-
kelihood log P(O|\) direkt berechnet wird und alle Grof3en im darstellbaren Bereich des Rech-
nersliegen. Dazu definieren wir statt (2.7) die Variable

(i) = o max [logP(cudz - - - G = 1,010z - - - O N)] (2.34)

gaud

und berechnen rekursiv
®:(j) = max [®w4(i) +loga] +loghy(Oy) , (2.35)

so dassam Endelog P* = lrg%[QT(l)] gilt.

2.5 Reestimierung mit mehreren Sequenzen

Bel vielen praktischen Anwendungen geht esdarum, mehrererelativ kurze Sequenzen mit einem
Hidden-Markov-Modell abzubilden: In der Spracherkennung sollen z. B. mit einem Model| ver-
schiedene Aussprachen eines Wortes abgebildet werden, und in den Anwendungen dieser Arbeit
mochtenwir vielekurze Zeitreihen durch wenige M odelle klassifizieren. | n sol chen Fallen macht
eswenig Sinn, ein HMM nur mit einer einzigen Sequenz zu trainieren. Die Reestimierungsfor-
meln (2.9a) — (2.9c) lassen sich jedoch problemlos auf das Training mit mehreren Sequenzen
erweitern [17,28].

Wir setzen voraus, dass die K gegebenen Sequenzen O®, ..., O®) unabhangig voneinander
sind, und bezeichnen mit O® = O ... O die k-te Sequenz der individuellen Lange T*. Das
Training mit diesen Sequenzen basiert dann auf der Maximierung von

K
P(OY,...,0%\) = [T P©@¥1).
k=1
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Intuitiv ergeben sich angepasste Parametergleichungen mit folgender Uberlegung: Sei
ZtT:kl‘ ! €X(i,j) die erwartete Anzahl der Ubergange von Zustand S nach S bei Ausgabe der Se-
quenz O®. Dann erhalten wir durch Summation tber k den Erwartungswert der Anzahl dieser
Ubergange beziiglich aller Sequenzen. Analog zur Gleichung (2.9b) lasst sich ein Schétzer der
Ubergangswahrscheinlichkeit a;; bei Beobachtung mehrerer Sequenzen bestimmen al's

K T1
> 30 &)
& = k=1 t=1 (2.36)

K Te1 7
> 2 ()
k=1 t=1
Die Berechnung der anderen Parameter kann auf die gleiche Art und Weise angepasst werden,

indem in den Gleichungen (2.9a) und (2.9¢c) im Zahler und Nenner zusatzlich tber k summiert
wird.

Auch der Konvergenzbeweis der Reestimierungsformeln fir eine Sequenz in Abschnitt 2.2.4
kann leicht auf den Fall mehrerer Sequenzen Ubertragen werden. Dazu wird die Q-Funktion de-
finiert als

K
= 1 K —
Q(/\w\)—;P(Tm/\)-Q (AN,

wobei QX(), )) diein (2.14) definierte Q-Funktion der k-ten Sequenz ist. Wieder mit Lemma2.1
| asst sich zeigen, dass aus der Maximierung von Q(), )) eine Maximierung von [ ], P(O®| )
folgt. Ein Ausschreiben der Q-Funktion fuhrt dann wieder zu einer Zerlegung in unabhangi-
ge Summanden fur die einzelnen Parameter. In diesem Fall entspricht jeder dieser Terme einer
Funktion des Typs , > _; ciXi. Unter der gleichen Nebenbedingung > . x; = 1 wiein Lemma
2.2 nimmt solch eine Funktion ihr Maximuminx = ", Gi/ > Zj ¢y an. Damit wird die Q-
Funktion maximiert, wenn die &; nach Gleichung (2.36) und analog dazu die Parameter 7 und
bjm wie oben beschrieben bestimmt werden.

Wenn wir jetzt die Gleichung (2.36) a's Funktion der Forward- und Backward-Variablen und der
M odellparameter ausschreiben, fallt auf, dass sich der Faktor 1/P(O®|)) in Zahler und Nenner
nicht mehr wegkiirzt wiein Gleichung (2.9b), daer von k abhangt. Dieses Problem |6st sich aber
von selbst, wenn wir mit den skalierten Forward- und Backward-Variablen rechnen. Denn zur
Skalierung hatten wir die urspriingliche Gleichung (2.9b) in (2.31) um den Faktor Cr = HLl C,
erweitert, und mit (2.32) gilt:

Cr=1/P(O[)).

Somit erhalten wir aus den skalierten Reestimierungsformel ndurch zusétzliche Summation Uiber
kin Zahler und Nenner die entsprechenden skalierten Formeln fur das Trainieren eines Modells
mit mehreren Sequenzen. Im Anhang A sind diese Reestimierungsgleichungen fir alle Parame-
ter von Modellen mit diskreten und mit stetigen Ausgaben aufgelistet.
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2.6 Praktische Fragen, Modifikationen und
Erweiterungen

Diein diesem Kapitel vorgestellten Algorithmen und Methoden stellen das Grundgeriist fur die
Verwendung von Hidden-Markov-Modellen dar. Dartiber hinaus ergeben sich fir den prakti-
schen Einsatz der Modelle weitere Aspekte, zusétzliche Fragen und daraus resultierende mogli-
che Modifikationen und Erweiterungen fur die Hidden-Markov-Modellierung, von denen wir
hier einige kurz ansprechen und auf die wir teilweise in spateren Kapiteln noch naher eingehen
werden.

Modelltopologie

Die Frage nach der Wahl der , richtigen” Topologie des Modellgraphen (vgl. Abschnitt 2.1) fur
diejeweilige Anwendung I asst sich nicht einfach beantworten. Oft ergibt sich aus der Problem-
stellung heraus eine ungefahre Vorstel lung fur eine passende HMM-Struktur; dasfr dasindivi-
duelle Problem geeignete M odell kann dann durch Ausprobieren und Vergleichen verschiedener
Alternativen bestimmt werden. Diesem Prinzip sind wir auch bei den Anwendungen in dieser
Arbeit gefolgt (siehe Abschnitte 3.3.3 und 7.2).

In der Literatur finden sich auch Ansétze, die M odellstruktur systematisch zu optimieren. In[41]
z. B. wird ein Algorithmus vorgeschlagen, der mit einem HMM startet, das die Trainingsdaten
mit der groftmoglichen Likelihood abbildet, indem es fir jede Ausgabe jeder Sequenz einen
eigenen Zustand bereitstellt. Dieses komplexe Modell wird in den nachfolgenden Iterationen
durch Zusammenlegen von Zustanden und Kanten nach bestimmten Regeln immer weiter ver-
einfacht. Als Abbruchkriterium dient die maximale A-posteriori-Likelihood, die sich aus der
kleiner werdenden Likelihood und fur einfachere Modelle grof3er werdenden A-priori-Wahr-
scheinlichkeiten zusammensetzt.

Initialisierung, Sensitivitit und Modellvergleich

Aufgrund der nur lokalen Konvergenz des Baum-Welch-Algorithmus beeinflussen die Initia-
lislerungen der Modelle die trainierten Modellparameter. In [8] wird gezeigt, dass bereits fur
kleine Modelle mit wenigen diskreten Ausgaben eine starke Abhangigkeit der trainierten Para-
meter von den jeweiligen Initialisierungen auftreten kann. Mit Hilfe des in [22] vorgestellten
Abstandsmalies zwischen Hidden-Markov-Modellen werden in der gleichen Arbeit [22] Sen-
sitivitatsanalysen bel Modellen mit diskreten Ausgaben durchgefuihrt. Es zeigt sich dort, dass
die Matrix B der diskreten Ausgabewahrscheinlichkeiten starker auf Anderungen der Initiali-
sierungsparameter reagiert als die Matrix A. In [39] dagegen werden Modelle mit Mischungen
von stetigen Normalverteilungen betrachtet. Dort wird eine besonders starke Empfindlichkeit
der Mittelwerte gegenuber ,, schlechter* Initialisierung beobachtet, wahrend sich die Startwerte
der anderen Parameter viel weniger stark auf das Modelltraining auswirken. Dabei dient wieder
das Abstandsmal3 aus [22] als Grundlage fur die Modellvergleiche.

In [30] wird ein weiteres Abstandsmal3 fur Hidden-Markov-Modelle mit diskreten Ausgaben
vorgeschlagen. Auf beide Mal3e werden wir in Abschnitt 4.3.2 etwas genauer eingehen.
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Modifikationen

Neben dem in Abschnitt 2.2.3 vorgestellten Baum-Welch-Algorithmus existieren verschiede-
ne andere Verfahren zum Trainieren der Parameter eines HMM. In [1] werden z. B. mehrere
Variationen eines L ernalgorithmus vorgeschlagen, die sich alle als Gradientenabstiegsverfahren
bei verschiedenen, auf der Likelihood L(O|\) basierenden Zielfunktionen interpretieren lassen.
Der Vortell dieser Algorithmen besteht darin, dass sie im Gegensatz zum Baum-Welch-Algo-
rithmus auch als Online-Verfahren eingesetzt werden konnen, bel denen ein HMM nacheinander
mit einzelnen Sequenzen (nach-)trainiert wird. Ein Verfahren, das sich auch zu einem Modell-
training mit nur wenigen Daten einsetzen | asst, stellt das MAP-Training dar (maximum a poste-
riori estimation, [4,13]). Hier wird ahnlich wie bel oben erwahnten Verfahren zum Bestimmen
einer optimalen Modelltopologie bei der Maximierung der Likelihood zusatzlich eine a-priori-
Wahrscheinlichkeit fir jedes Modell berticksichtigt.

Weitere Modifikationen, wie siein [38] kurz beschrieben werden (siehe Literaturverweisedort),
bestehen z. B. in einer Koppelung von Parametern, so dass bei spiel swei se bestimmte Zustande
den gleichen Ausgabeparametern unterliegen, dem Zulassen von Ubergangswahrscheinlichkei-
ten, die keine Ausgaben auf den Zustanden hervorrufen (null transitions) oder in der Abbildung
einer expliziten Verweildauer desMarkov-Prozessesin einem Zustand, die Uiber einevorgegeben
Dichtefunktion gesteuert wird.

Die hier erwahnten Modifikationen wurden in unserer Arbeit aus verschiedenen Grinden nicht
weiter berticksichtigt. So konnen wir z. B. auf sehr viele Daten zuriickgreifen und sehen kei-
nen Bedarf zur Verwendung von Online-Verfahren. Der Einsatz von expliziten Verweildauer-
Dichten fur die Modellzustande filhrt dagegen zu einer erhohten Komplexitat des Trainings-
algorithmus.

Modellerweiterungen

Bel dem bisher betrachteten HMM durchlauft der stochasti sche Prozess eine versteckte Markov-
Kette mit endlich vielen, diskreten Zustanden, an denen jeweils eine Ausgabe erzeugt wird. In
[14] wird alseine mogliche Verallgemel nerung dieses K onzeptes das sogenannte factorial HMM
vorgestellt. Bei diesem Modell kann jedes beobachtete Ausgabe-Symbol von mehreren gekop-
pelten Markov-Ketten abhangen. Das exakte Trainieren der Modellparameter ist bel dieser Mo-
dellklasse nicht mehr handhabbar; mittels M onte-Carlo-Verfahren lassen sich die Parameter je-
doch in effizienter Zeit ausreichend gut approximieren. Eine andere Verallgemeinerung besteht
darin, die diskreten Zustande auf einen stetigen Zustandsraum zu erweitern. Dies fuhrt zu ei-
nem Monte-Carlo-HMM (MCHMM), bei dem die Zustandsiibergange zum (weiterhin diskre-
ten) Zeitpunkt t durch stetige bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilungen beschrieben werden und
dessen Modellparameter mit Hilfe einer Monte-Carlo-Version des Baum-Welch-Algorithmus
trainiert werden konnen [42].

In Kapitel 6 dieser Arbeit werden wir ein erweitertes HMM vorstellen, bei dem der Ubergang
zwischen je zwel Zustanden zum Zeitpunkt t von den bis dahin generierten Ausgaben abhangt
und Uber mehrere diskrete Ubergangswahrscheinlichkeiten abgebildet wird.



Kapitel 3

Modellierung von Zeitreihen eines
Bausparkollektivs

Das Verhalten der Sparer eines Bausparkollektivs spiegelt sich in Zeitreihen wider, die teillweise
stark stochastisch und teilweise durch die Rahmenbedingungen des Bausparvertrags determi-
niert sind. Die Erwartungen an die kiinftige Entwicklung dieser Zeitreihen bzw. desin ihnen ko-
dierten Sparerverhaltens bildet die Grundlage jeglicher Planungen bei den Bausparkassen, wo-
bei die genaue Kenntnis des aktuellen Verhaltens die notwendige Basis fur jede Simulation dar-
stellt. Eine systematische Datenanalyse und -klassifizierung dient zudem als Grundlage fur die
Entwicklung von neuen Produkten und Marketingstrategien.

Im Rahmen einer langjahrigen Zusammenarbeit der Arbeitsgruppe am ZPR/ZAIK mit den Lan-
desbausparkassen wurden in den |etzten Jahren verschiedene Modelle zur Simulation von Bau-
sparkollektiven entwickelt und eingesetzt. Daher steht uns auch ein grof3er und detaillierter Da-
tenbestand von Einzel vertragen verschiedener Bausparkassen zur Verfugung, der biszu 15 Jahre
zurickreicht.

In diesem Kapitel erlautern wir zunachst den Ablauf eines Bausparvertrags und die Funktions-
weise des kollektiven Bausparens, um dann kurz auf die Simulationsmodelle einzugehen, die
bisher am ZPR/ZAIK entwickelt wurden. Danach werden wir den Einsatz von Hidden-Markov-
Modellen zur Modellierung und Simulation von Zeitreihen eines Bausparkol | ektivs diskutieren
sowie Anforderungen an solche Modelle formulieren, die sich aus der speziellen Anwendung
ergeben.

3.1 Das Prinzip des Bausparens

Wir mochten das Thema Bausparen hier nur soweit behandeln, wie es fir das Verstandnis der
weiteren Arbeit notig ist. Eine ausfiihrliche Darstellung des Ablaufs eines Bausparvertrags und
der gesetzlichen Grundlagen findet sich z. B. in [5,26] und [44].

Der Grundgedanke des Bausparens besteht darin, dass Bauwillige, die eine bestimmte Geld-
summe zum Bauen bendtigen, eine Zeit lang ihre Sparleistungen in einen gemeinsamen Topf

27
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einzahlen, aus dem nach Erbringung bestimmter Leistungen der jeweilige Rest des erforderli-
chen Finanzierungsbedarfsal s giinstiges Darlehen gewahrt wird. Die Bausparkasse verwaltet als
Wirtschaftsunternehmen die beteiligten Bausparvertrage, diejeweilsin einem bestimmten Tarif
abgeschlossen werden, der den Verlauf des Vertrags in vielen Punkten steuert. Die Gesamtheit
der Vertrage einer Bausparkasse wird als Bausparkollektiv bezeichnet.

Ein einzelner Bausparvertragwirdi. d. R. Uber eine bestimmte Bausparsumme (BS) abgeschlos-
sen, die der benttigten Finanzierungssumme entspricht. In der ersten Phase des Vertrags, der
sogenannten Sparphase, wird der Vertrag solange bespart, bis die Bedingungen fur das Anrecht
auf ein Darlehen erreicht sind. Diese Zuteilungsbedingungen bestehen tiblicherweisedarin, dass
der Anspargrad, also das angesparte Guthaben bezogen auf die Bausparsumme, je nach Tarif
mindestens 40% oder 50% betragen muf3 und die Bewertungszahl, kurz BWZ, sowohl eine ver-
traglich vorgegebene Mindest-Bewertungszahl als auch die aktuelle Ziel-Bewertungszahl tber-
schreiten mul3. Die BWZ bewertet die Sparleistung, die der Sparer fur dasKollektiv erbracht hat,
und errechnet sich bel unseren Daten zum Zeitpunkt t folgendermalen (Kapitalzinsverfahren):

o * Guthaben(t) + 5 * summierte Zinsen(t)
~ * Bausparsumme(t)

BWZ(t) =

Diedurch den Tarif festgel egten Faktoren «, 3 und ~ dienen dabei einer Gewichtung der einzel-
nen Grofen. Auf die Ziel-Bewertungszahl werden wir gleich noch eingehen.

Nach Erreichen der Zuteilungsbedingungen, deren Erfiillung an bestimmten festen Terminenim
Jahr, den Bewertungsstichtagen, uberpruft wird, wird der Vertrag zugeteilt; d. h. der Sparer hat
jetzt Anspruch auf die Auszahlung selnes Guthabens und des Darlehens, also der gesamten Bau-
sparsumme. In dieser Zuteilungsphase gibt es fir den Bausparer verschiedene Moglichkeiten:
Das Guthaben und das Darlehen konnen in mehreren Stufen und zeitlich verzogert ausgezahlt
werden, und auf das Darlehen kann teilweise oder ganz verzichtet werden.

Mit der ersten Auszahlung des Darlehenstritt der Vertrag in die Darlehens- oder auch Tilgungs-
phase ein. In diesem Stadium hat der Bausparer wenig Freiheiten, da das Darlehen mit tariflich
festgelegter Tilgungsrate und festen Darlehenszinsen zurtiickgezahlt werden muss. In Absprache
mit der Bausparkasse konnen allerdings Sonderzahlungen gel el stet werden, um die Vertragsl auf-
zeit zu verkirzen.

Von besonderem Interesse fir die Modellierung von Bausparkollektiven ist die Sparphase, dain
diesem Abschnitt des Bausparvertrags der Sparer in seinen Handlungen weitgehend frei ist und
individuelle Sparziele verfolgen kann. Neben der nicht vorgeschriebenen Hohe der Sparzahlun-
gen zu beliebigen Zeitpunkten — die Regel sparrate des Tarifs stellt nur einen Richtwert dar —gibt
es noch weitere Moglichkeiten, den Verlauf eines Bausparvertrags zu beeinflussen: Erhdhung
oder Erniedrigung der Bausparsumme, Tarifwechsel, Aufteilung auf mehrere Vertrage, Zusam-
menlegung von Vertragen oder Kiindigung, um nur die wichtigsten zu nennen. Ein zuteilungs-
reifer Vertrag kann auch fortgesetzt werden, d. h. der Sparer verzichtet vorlaufig auf die Zutei-
lung und bleibt solange in der Sparphase, bis er sein Guthaben und eventuell das Darlehen in
Anspruch nehmen will.

Die Kenngrofien eines Bausparkollektivs lassen sich alle aus den summierten bzw. den davon
abgeleiteten Grofien der Einzelvertrage berechnen. Durch die oben beschriebene Vielzahl von
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kombinierbaren Verhaltensmoglichkeiten werden eine Analyse und eine Modellierung des Kol -
lektivserschwert. In gewisser Weise sind die Bausparvertrage eines Kol lektivsauch mitei nander
gekoppelt, dadie Auszahlung der Vertrage bzw. ihr Zuteilungszeitpunkt von der Zuteilungsmas-
se (angesammelte Bausparmittel, in die im Wesentlichen die Spar- und die Tilgungsleistungen
einflief3en) abhangt. Anhand dieser Zuteilungsmasse wird die Ziel-Bewertungszahl festgesetzt,
die ein Vertrag erreichen muss, um an einem bestimmten Zuteilungstermin noch beriicksichtigt
zu werden, und mit der die Bausparkasse die Zuteilungen in einem gewissen Rahmen steuern
kann. Allerdings spielt diese Koppelung der Vertrage in der Praxis durch nur kleine Schwan-
kungen der Zuteilungsmasse eine geringe Rolle und wird in den Simulationsmodellen meist da-
durch abgebildet, dass die Ziel-Bewertungszahlen fir den ganzen Simulatonszeitraum vorgege-
ben werden. Durch Variation dieser Zahlen kénnen auch groRe prognostizierte Anderungen im
Neugeschéft, die sich stark auf die Zuteilungsmasse auswirken, simuliert werden.

3.2 Bisherige Modellansatze

Seit den achtziger Jahren wurden in unserer Arbeitsgruppe verschiedene Modelle zur Simula-
tion von Bausparkollektiven entwickelt und in der Praxis auch kontinuierlich eingesetzt. Dabel
wurde versucht, mit jedem Modell den jeweiligen aktuellen Bediirfnissen und Fragestellungen
gerecht zu werden und gleichzeitig die Modelle standig weiterzuentwickeln. Durch die techni-
sche Entwicklung konnten uns die Bausparkasssen im Laufe der Zeit auch detailliertere Daten
zur Verfugung stellen.

Die Zielsetzung aller Modelle blieb aber im Grunde immer die gleiche, namlich eine simulierte
Fortschreibung der Zeitreihen des Bausparkollektivs, die unter Vorgabe von Steuerungsparame-
tern sowohl eine Prognose der realen kiinftigen Weiterentwicklung erlaubt als auch das Durch-
spielen von verschiedenen Szenarien ermoglicht.

Im Folgenden sollen die Idee und die Umsetzung der wichtigsten in der Praxis eingesetzten Si-
mulationsmodelle kurz erlautert werden, dawir einige der dort verwendeten Methoden im Zu-
sammenhang mit Hidden-Markov-Modellen wieder aufgreifen werden. Verweise auf weitere
altere Modelle und kurze Beschreibungen dazu finden sich in [44].

3.2.1 Schichtenmodell

Im Schichtenmodell [15] wird das Bausparkollektiv durch wenige, von den Bausparkassen be-
obachtete typische Verhaltensmuster, den sogenannten Schichten, approximiert. Eine mit einem
bestimmten Bausparsummenantei | versehene Schicht kann nach bauspartechnischen Regeln de-
terministisch durchgerechnet werden und liefert als Ergebnis Jahres-Zeitreihen der wichtigsten
Bauspargrofien. Mittels eines nichtlinearen Optimierungsverfahrens werden die Anteile aller
Schichten so bestimmt, dassjahrlich erhobene Kollektivgrofden der Vergangenheit moglichst ge-
nau getroffen werden. Mit Hilfe der so gewonnenen Zusammensetzung der Schichten wird dann
die Entwicklung des Bausparkollektivsin der Zukunft simuliert.
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Das Schichtenmodell greift also nur auf wenige reale, kollektive Zeitreihen der Bausparkasse
zuriick —insbesonderewerden kel ne Einzel vertragsdaten beriicksichtigt —und liefert folglich nur
eine grobe, nicht besonders realistische Abbildung der inneren Zusammensetzung des aktuellen
Bestandes. Zudem ist die Realisierung nichtkonstanten Sparerverhaltensund flexibler Tarife mit
diesem Modell recht schwierig. Es eignet sich somit weniger zur Prognose einer zukiinftigen
realen Entwicklung, sondern eher fir qualitative Aussagen und zum Erkennen von generellen
Wirkungsmechanismen bei Variation von Vorgaben und Parametern.

3.2.2 Mikrosimulationsmodell

AlsBasis fur das Mikrosimulationsmodel | [24, 44] dienen samtliche Einzelvertrage einer Bau-
sparkasse im Zeitverlauf. Im Gegensatz zum Schichtenmodell werden die Zeitreihen nicht de-
terministisch, sondern stochastisch extrapoliert, und die Daten der Vergangenheit werden nicht
approximiert.

Die Grundannahmein diesem Modell besteht darin, dass die jahrliche Weiterentwicklung eines
Bausparvertrags als Markov-Kette aufgefasst werden kann; d. h. die Wahrscheinlichkeit, dass
sich der Vertrag in einem Jahr in einem bestimmten Zustand befindet, hangt nur von den Grofen
des Vorjahres ab. Die moglichen Zustande des M arkov-Prozesses entsprechen den verschiede-
nen Vertragszustanden, die ein Bausparvertrag annehmen kann. Zur Bestimmung der Uber-
gangswahrscheinlichkeiten zwischen den Zustanden werden die Vertrage anhand der Daten ei-
nes Referenzjahrgangs zunachst in Gruppen eingeteilt (s. u.). Das Verhalten der Vertrage e-
ner Gruppe im Jahr darauf fuhrt zu Haufigkeitsverteilungen, aus denen dann die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten ermittelt werden. In der Simulation wird schliefdlich jedes einzelne Konto
zufallig nach den Wahrscheinlichkeiten der Markov-K ette fortgeschrieben. Die Zuordnung der
Vertrage zu den Gruppen erfol gt dabei in jedem simulierten Jahr wieder neu, wahrend die Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen pro Gruppe konstant bleiben.

Nachdem in der ersten Version des Modells die Gruppierung anhand fest vorgegebener Merk-
mal sgrenzen erfolgt war, wurden in der Arbeit von Vannahme [44] erstmal s verschiedene dyna-
mische Clusterverfahren eingesetzt, wobei das K-means-Verfahren (siehe Abschnitt 3.2.3) fur
das Problem die besten Resultatelieferte. Als geeignete Clusterkriterien erwiesen sich hier Spar-
geldeingang, Anspargrad oder BWZ und die Bausparsumme des entsprechenden Referenzjah-
res.

Das Mikrosimulationsmodel | eignet sich besonders fur kurzfristige Prognosen, vor allem wegen
der exakten Abbildung des Bestands zu Beginn der Simulation. Durch das Weiterrechnen jedes
einzelnen Vertrags ist das Modell komplexer als das Schichtenmodell. Die oben beschriebene
Neuzuordnung aller Vertrage in jedem Simulationsjahr erschwert allerdings die geeignete Wahl
der Modellparameter und eine Steuerung der Zeitreihen.

3.2.3 Mesoskopisches Modell

In dem aktuell von unserer Arbeitsgruppe el ngesetzten mesoskopischen Modell [25] werden die
mikroskopischen Daten und das Prinzip der makroskopischen Simulation aus den beiden oben
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genannten Simulationsmodellen tibernommen. Die Grundannahme des M odells besteht wieder
darin, dass sich Vertrage mit ahnlichem Muster im Sparverhalten fur die Simulation zusammen-
fassen lassen. Neben einer Skizzierung des gesamten Model lverlaufs werden wir hier auf spe-
zielle Aspekte der Modellierung, die auch fur den Einsatz von Hidden-Markov-Modellen inter-
essant sind, genauer eingehen.

Modelliibersicht

Wie beim Schichtenmodell werden zunachst bestimmte Sparertypen definiert, die hier aber di-
rekt aus den Daten der Einzelvertrage mit vollstandig bekannter Sparphase gewonnen werden.
Dazu werden diese Vertrage mittels der K-means-Methode, die auch schon im Mikrosimulati-
onsmodel| zur Clusterung eingesetzt wurde, zu Gruppen mit ahnlichem Sparverhalten im Zeit-
verlauf zusammengefasst. Fur jedes dieser gewonnenen Cluster wird ein Prototyp errechnet, der
die jewellige Gruppe moglichst gut reprasentiert.

Jetzt konnen wir jeden Vertrag desKollektivs, der sich zum Simulationsbeginn nochin der Spar-
phase befindet, demjenigen Prototyp zuordnen, der ihm gemessen an einem Abstandsmal3 tiber
dem Spargeldeingang am nachsten ist. Diese Zuordnung erfolgt mit Hilfe eines Netzwerkfluss-
Algorithmus, bei dem die zu minimierenden Kosten auf den Kanten des Netzwerk-Graphen den
Abstanden der Vertrage zu den Prototypen entsprechen. Dagerade bel sehr kurzen Vertragen die
Abstande zu den verschiedenen Prototypen oft sehr nahe beieinander liegen, werden die Antei-
le der den Prototypen zugeordneten Vertrage durch Kapazitatsschranken im Netzwerk gesteuert.
AlsErgebnisder Zuordnung erhalten wir zu jedem Prototyp fur jedes Abschlusgjahr einen Antell
an alen Vertragen.

Durch statistische Untersuchungen auf den Daten werden schliefdlich das Zuteilungs- und das
Tilgungsverhalten sowie ein mogliches Sonderverhalten der Prototypen bestimmt, so dass zu-
sammen mit den Anteilen aus der Zuordnung wieder Schichten entstehen, die wieim Schichten-
modell deterministisch weitergerechnet werden konnen. Die oben nicht berticksichtigten Ver-
trage, die ihre Sparphase schon beendet haben, werden in der Simulation in Sonderschichten
abgewickelt, wahrend ahnlich wiein beiden Vorgangermodellen in jedem simulierten Jahr nach
vorgegebenen Anteilen auch wieder neue Schichten entstehen.

Clusterung mit dem K-means-Verfahren

Das K-means-Verfahren (auch Centroidmethode, Quadratfehlermethode; siehe z. B. [18, 44])
bestimmt bei gegebenem festem K eine Zerlegung C = (Cy, ... ,Ck) von n Objekten Xy, . .. , X,
in K Cluster derart, dass die Summe der quadrierten Abstande der Objekte zu ihrem jeweiligen
Mittelwertvektor z, minimal wird. Die Objekte konnen dabei al's Punkte im euklidischen Raum
R aufgefasst werden, und als Abstandsfunktion wird i. d. R. die euklidische Metrik eingesetzt,
S0 dass sich als zu minimierende Zielfunktion

K
fC) =) ) Ix—zdl3

k=1 xeCx
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ergibt. Fur eine gegebene Clusterung wird die Zielfunktion minimal, wenn der Mittelwertvektor
eines Clusters aus dem arithmetischen Mittel berechnet wird [44]:

1
%= — Xi k=1,... K.
|Ck|z

X €Ck

Zur Losung des Clusterproblems verwenden wir in erster Linie das Minimaldistanzverfahren,
das folgendermal3en ablauft:

1. Initialiserung: Wahl einer Startpartition und Berechnung der Clustermittel punkte
2. Iteration:

(8) Zuordnung jedes Objekts zu seinem nachstgel egenen Clustermittel punkt
(b) Berechnung der neuen Clustermittel punkte

3. Abbruch, sobald die Zielfunktion nicht mehr signifikant verbessert wird oder eine maxi-
male Anzahl von Iterationen erreicht ist.

Das Verfahren konvergiert gegen ein (lokales) Minimum, dadie Zielfunktion monoton fallt [44].

Zur Bestimmung von Prototypen fur das Sparverhaten aus den Daten aller Vertrage mit abge-
schlossener Sparphase nehmen wir als Objekte zur Clusterung diejahrlichen relativen Spargel d-
eingange bezogen auf die Bausparsumme. Sei O} der Spargeldeingang des Vertrags i im t-ten
Vertragsahr, dann wird das i-te Objekt zunachst durch den Vektor

% =(0y,0...,Or)

beschrieben, wenn der Vertrag T; Jahre lang bespart wurde. Da der euklidische Abstand aller-
dings nur fur Vektoren gleicher Dimension definiert ist, fullen wir die unterschiedlich langen
Sequenzen bis T = maxy<j<n(Ti) Mit Nullen auf.

Die Clustermittel punkte, die die Clusterung als Ergebnisliefert, entsprechen den mittlerenjahrli-
chen Spargel deingangen eines Clustersund bilden fortan im Modell die Prototypen fiir das Spar-
verhalten des Kollektivs. Diese Prototypen ahneln den nach Erfahrungswerten der Bausparkas-
sen erstellten Verhaltensmustern im Schichtenmodell (Regel sparer, Soforteinzahler, Niedrigspa-
rer etc.), sind aber nach Konstruktion wesentlich besser den gegebenen Daten angepasst.

Modellbewertung

Durch das Aufsetzen des Simulationsmodells auf den realen Zeitreihen eines Kollektivs liefert
das mesoskopische Modell bessere Ergebnisse al's das Schichtenmodell, besonders im Bereich
der mittelfristigen Prognosen. Gleichzeitig liegt die Komplexitat des gesamten Modells weit
niedriger als beim Mikrosimulationsmodell und ermdglicht deshalb das einfachere Durchrech-
nen von Szenarien bei Variation verschiedener Parameter.

Eine Schwache des Modells liegt im starren, deterministischen Verhalten der Prototypen. So er-
gibt sich am Simulationsbeginn oft eine gewisse Unstetigkeit zwischen den realen Kollektiv-
grofien und den simulierten Zeitreihen, die sich durch das Zusammenfassen der zwar ahnlichen,
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aber dennoch individuellen und mit einer bestimmten Varianz verteilten Daten der Einzelver-
trage zu festen Prototypen (Varianz = 0) erklaren lasst. Daneben erschwert die Kombination
verschiedener Komponenten — Clusterung nach Spargel deingang, stati stische Bestimmung ver-
schiedener Haufigkeiten, Sonderbehandlung der Darlehensvertrage etc. — die Handhabbarkeit
desModdlls.

Ansatze, neben dem Spargel deingang noch weitere Merkmalein die Clusterung zu integrieren,
wie z. B. Kiindigung, Bausparsummenanderung oder Darlehensverzicht, haben gezeigt, dass es
dann schwierig wird, ein geeignetes Abstandsmal? zu finden, mit dem diese Daten vergleichbar
gemacht werden konnen. Diese schwer festzulegende Vergleichbarkeit unterschiedlicher Grof3en
bereitet vor allem auch bel den variablen Langen der Merkmal svektoren Probleme; die Langen
der aus der Clusterung entstehenden Prototypenvektoren beeinflussen aber stark die Ergebnisse
einer Simulation.

Alle diese Uberlegungen filhrten schliefllich zu der Idee, Hidden-Markov-Modelle zur Model-
lierung der Zeitreihen einzusetzen.

3.3 Einsatz von Hidden-Markov-Modellen

Hidden-Markov-Modelle werden seit Jahren erfolgreich zur Modellierung stochastischer Pro-
zesse eingesetzt (vgl. Einleitung zu Kapitel 2). Geradein der Spracherkennung konnten mit Hil-
fe dieser sehr flexiblen Modelle entscheidende Verbesserungen erzielt werden. Sokann z. B. ein
bestimmtes gesprochenesWort mit Hilfe einesHMM modelliert werden, das einerseitsdieindi-
viduellen, vom jeweiligen Sprecher abhangigen Aussprachen abbildet, andererseits aber gerade
die typischen, gemeinsamen Merkmale aller Aussprachen erkennt und modelliert. Mit einem so
trainierten Modell kann mit einer hohen Genauigkeit erkannt werden, ob eine gesprochene L aut-
folge dasjeweilige Wort darstellen soll oder nicht. In der Praxiswirdi. d. R. fur jedes Wort, das
erkannt werden soll, ein HMM trainiert, so dass letztendlich ein Klassifikator fur die vorgege-
bene Menge von Wortern vorliegt [38].

Ein weiteres Anwendungsgebiet fur Hidden-Markov-Modelle sind die Analyse und die Model -
lierung von Zeitreihen [31]. Hier wird versucht, fur bereits vorhandene Gruppen von Zeitreihen
jeweilsein Modell zu finden, das die Daten am besten beschreibt, d. h. eine Klassifikation entfallt
hier.

Betrachten wir die Bestimmung der Prototypen fur das Sparverhalten im mesoskopischen Mo-
dell und die eigentliche Kollektivsimulation, sehen wir sofort Parallelen zu den beiden eben
genannten HMM-Anwendungsgebieten: Wiein der Spracherkennung sollen aus den Daten der
Spargel deingange typische Verhaltensmuster erkannt und klassifiziert werden, wobel innerhalb
einer Klasse individuelle Abweichungen zu erwarten sind. Der Abhangigkeit einer Aussprache
vom Sprecher, die tber unbekannte interne Zustande abgebildet wird, steht hier die Abhangig-
keit der Sparrate vom Sparer gegentiber. Andererseits besteht das Ziel einer Kollektivsimulation
in der moglichst getreuen Abbildung von verschiedenen Zeitreihen mittels mathematischer Mo-
delle, mit denen schliefdlich neue Zeitreihen erzeugt werden konnen. Der fir uns wichtige letz-
tere Aspekt der Datengenerierung, der in den beiden anderen Anwendungen keine Rolle spielt,
spricht zusatzlich fur den Einsatz von Hidden-Markov-Modellen.
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3.3.1 Modellierungsidee

Der Grundgedanke besteht darin, die Prototypen desim vorigen Abschnitt vorgestellten meso-
skopischen Modellsdurch einzelne Hidden-Markov-Modellezu realisieren. Aus dieser | dee her-
aus konnte die Modellierung und Simulation von Zeitreihen eines Bausparkollektivs ungefahr
folgendermalien ablaufen:

Datenauswahl: Zuerst missen die Daten bestimmt werden, die den Ausgabesymbolen der Hid-
den-Markov-Modelle entsprechen sollen. Dazu bieten sich alle Grof3en an, die in einem
Vertrag nicht determiniert sind, wie z. B. der Spargeldeingang.

Sequenzen: Fur jeden Vertrag, der in die Prototypen- bzw. Modellbildung einflief3en soll, ex-
trahieren wir aus den ausgewahlten Daten eine Sequenz.

Modelle: Die Ausgabesymboleder Hidden-Markov-Modelle sind durch die Sequenzen festge-
legt; die Modelltopologie dagegen — Anzahl von Zustanden, mogliche Ubergange, Start-
und Endzustande etc. — ist nicht natiirlich vorgegeben, sondern muss in geeigneter Weise
und abhangig von der jeweiligen Anwendung ermittelt werden.

Training und Clusterung: Bel gegebener Einteilung der Sequenzen zu verschiedenen Grup-
pen kann nach dem Baum-Welch-Algorithmusjede Gruppe von Sequenzen zum Training
einesHMM benutzt werden, das damit optimal den Daten angepasst wird (vgl. Abschnitte
2.2.3und 2.5). Zur Bestimmung der Gruppen sollte ein Verfahren eingesetzt werden, das
eineim Sinne der Modellierung ,,optimale* Partition aller Sequenzen erstellt.

Simulation Mit den trainierten Hidden-Markov-Modellen konnen nach den entsprechenden
Start-, Ubergangs- und Ausgabeverteilungen neue Sequenzen erzeugt bzw. unvollstandige
verlangert werden, die damit eine Approximation fur zukunftige (Teil-)Sequenzen darstel -
len. Je nachdem, welche Datenin die Sequenzen eingeflossen sind, liegen die gewlinschten
Zeitreihen direkt vor oder konnen durch bauspartechnische Berechnungen aus den gene-
rierten Sequenzen ermittelt werden.

Eine solche Modellierung greift auch Ansétze des Mikrosimulationsmodells auf, bel dem das
Verhalten der Bausparer ebenfalls tiber einen Markov-Prozess abgebildet wurde.

In den nachsten Abschnitten werden die einzelnen Schritte des hier skizzierten Vorgehens de-
taillierter beschrieben. Dabel wollen wir uns aber direkt auf bestimmte Punkte beschranken, die
in dieser Arbeit vorrangig behandelt werden sollen.

3.3.2 Auswahl der Daten und Sequenzen

Die Ausgaben einesHMM stellen das Ergebnis eines stochasti schen Prozessesdar. Esliegt folg-
lich nahe, als Daten der Modellierung digjenigen zu verwenden, die den variablen Aktionen des
Bausparers entsprechen und in ihrer Gesamtheit als stochastische Grof3en interpretiert werden
konnen. Die wichtigsten davon sind:

* relativer Spargeldeingang (SPE) pro Zeitraum
» Kundigung
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Bausparsummenanderung

Fortsetzung (vorlaufiger Verzicht auf die Zuteilung)

Hohe und Zeitpunkt der Guthabensauszahlung

Darlehensverzicht

Hohe und Zeitpunkt des Darlehens

Tilgungen pro Zeitraum

Mit Hilfe dieser Grofien lasst sich ein Bausparvertrag zusammen mit den Tarif- und Kassenvor-
gaben (Zinssatze, Zuteilungsbedingungen etc.) durchrechnen, und daraus ergeben sich andere
wichtige Informationen, wie zum Beispiel der Zeitpunkt der Zuteilung. Unter Verwendung aller
aufgelisteten Daten ist somit ein Modell denkbar, das einen kompletten Bausparvertragmit allen
resultierenden Zeitreihen abbildet.

Ziel dieser Arbeit ist esjedoch, den prinzipiellen Einsatz von Hidden-Markov-Modellen an ei-
nem einfachen Modell zu untersuchen und deshalb die Komplexitat moglichst gering zu hal-
ten. Da der Spargeldeingang den Verlauf eines Vertrags stark beeinflusst und schon in den in
Abschnitt 3.2 vorgestellten Kollektivmodellen eine zentrale Rolle gespielt hat, werden wir als
Ausgaben bzw. Sequenzen diejahrlichen Spargel deingangein Prozent der Bausparsumme (SPE)
betrachten:

O, := SPE desSparersi im Vertraggahr t, mit O} € [0, 100]
T; = Anzahl der Sparjahre des Sparersi ,
O = (0,0...,0h).

Einer Sequenz, deren zugrunde liegender Vertrag die Sparphase durch Zuteilung bereits verlas-
sen hat, hangen wir ein spezielles Endsymbol © an:

O = (0,0,....0;0h,=0).

In einer solchen ,vollstandigen® SPE-Sequenz steckt gleichzeitig eine weitere Information: Die
Lange der Sequenz bestimmt die Spardauer bzw. den relativen Zeitpunkt der Zuteilung in Ver-
traggiahren. Aus jeder gegebenen (Teil-)Sequenz O, = (Oy, Oy, . . . , O}) lassen sich zusammen
mit den Vorgaben desjewelligen Tarifsauch der Anspargrad und die BWZ des Vertragsam Ende
jedes Jahres ableiten.

Da vollstandige Sequenzen stets die Sparphase eines zugeteilten Vertrags wiedergeben, miissen
die entsprechenden Vertrage bel ihrer Zuteilung die tariflichen Mindestbedingungen erfillt ha-
ben. Folglich liegt die Summe aller Eintrage einer solchen Sequenz nie deutlich unter dem Min-
destanspargrad (der Anspargrad berechnet sich aus den Spargeldern plus den Zinsen seit Ver-
tragsbeginn, siehe Abschnitt 3.1). Auf diese wichtige Nebenbedingung aus den Daten kommen
wir spater noch zurtick (vgl. Abschnitt 3.4).

Zum Trainieren eines HMM werden wir nur vollstandige Sequenzen mit Endsymbolen einset-
zen, da das resultierende Modell die komplette Sparphase abbilden soll.
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3.3.3 Modellarchitektur

Unter dem Begriff Modellarchitektur verstehen wir die folgenden Elemente eines HMM:

* Anzahl der Zustande, N

* belegte Zustandsiibergange und Startwahrscheinlichkeiten (= Start- oder Endzustande)
» Art der Verteilungen auf den Zustanden (diskret oder stetige Dichtefunktionen)

» Anzahl der Ausgabesymbole bzw. Anzahl der Mischverteilungen, M

Die beiden ersten Punkte — Anzahl von Zustanden, belegten Ubergangen und Startwahrschein-
lichkeiten — bezeichnen wir mit der Topologie oder der Struktur eines Modells (vgl. Abschnitt
2.1). Wir werden im Weiteren beide Begriffe synonym verwenden.

Nichtbel egte Zustandsiibergange oder Startwahrscheinlichkeitenwerden durch Null-Eintragean
entsprechender Stellein A bzw. 7 spezifiziert (vgl. Abschnitt 2.2.3, letzter Absatz). Ein Startzu-
stand § liegt dann vor, wenn 7; > 0 gilt; ein ausgezeichneter Endzustand § ist dadurch charak-
terisiert, dassfur allek € {1,... ,N} gilt: g = 0. Bei Verwendung einer diskreten Dichtefunk-
tion fur die Ausgaben werden die M Ausgabesymboleimmer auf die Zahlen 1 bisM abgebildet.
Dawir die Daten auf die eindimensionale Grof3e SPE einschranken wollen, konnen im stetigen
Fall nur univariate Dichtefunktionen eingesetzt werden. In der vorliegenden Arbeit werden wir
aullerdem bei allen Modellen einen ausgezei chneten Endzustand verwenden, der nur das End-
symbol © ausgeben kann.

Als Links-Rechts-Modelle werden alle Modelle bezeichnet, bel denen kein Wechsel in einen
Vorgangerzustand moglichist. Dabei legen wir eine feste Ordnung der Zustandevon 1. .. N zu-
grunde. Falls ein solches Modell keine Selbstuibergange hat, nennen wir es zusatzlich strikt. In
Abbildung 3.1(a) ist ein striktes Links-Rechts-Modell zu sehen, das fur unsere Anwendung in
dem Sinne minimal ist, alsdassesdas kleinste Modell dieser Artist, das alle Sparsequenzen der
Lange Trax = max;(T;) abbildenkann (N = Trax+1). Indiesem Modell startet jeder Zustandspfad
im Startzustand S; und kann nur aus direkten Nachfolgern und dem Endzustand bestehen. Somit
entspricht der Zustand § genau dem j-ten Vertragsjahr.

Im Modell (b) in Abbildung 3.1 sind dagegen die Zustande von den Vertragsahren losgel 0st.
Es gibt vom Modell zudem keine Einschrankung der Sequenzlange, dain dem Modellgraphen
durch die Selbstiibergange Kreise enthalten sind (ein Kreisin einem Graphen ist eine alternie-
rende Folge von Knoten und Kanten, bei der Start- und Zielknoten gleich sind). Mit solchen Mo-
dellen konnen deshal b auch Sequenzen modelliert werden, deren Lange grof3er ist alsdie Anzahl
der Zustande im HMM (N < Tay).

Neben den Links-Rechts-Modellen werden wir in unseren Anwendungen auch vollstandig ver-
bundene Modelle untersuchen (vgl. Abschnitt 7.2). Grundsatzlich erhoht aber jeder zusatzliche
freie Parameter den Rechenaufwand und verringert bei fester Anzahl von Trainingssequenzen
die statistische Genauigkeit beim Schatzen der Parameter.

Da die Spargeldeingange in den Sequenzen als Prozentzahlen beliebige Werte im Intervall
[0, 100] annehmen konnen, werden wir als Verteilungsfunktionen auf den Zustanden stetige uni-
variate Normalverteilungen bzw. linksseitig gestutzte Normalverteilungen, wie sie in Kapitel 5
vorgestellt werden, einsetzen (siehe dazu auch Abschnitt 3.4).
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(@ ,Minimales' striktes Links-Rechts-Modell

end

(b) Links-Rechts-Modell mit maximal vielen Ubergangen

Abbildung 3.1: Beispiele zur Modelltopologie

Bei Einsatz von Hidden-Markov-Modellen mit diskreten Ausgaben muss das SPE-Intervall in
M disjunkte Intervalle aufgeteilt werden und die O;' miissen auf den zugehorigen Intervallindex
transformiert werden. Bel grof3em M fuhrt dies jedoch zu diinn besetzten Intervallen bel vielen
zu trainierenden Parametern, wahrend uns bel kleinem M die Ungenauigkeit bel Training und
Simulation zu grof3 erscheint. Ein weiteres Argument gegen diskrete Ausgaben ist die Tatsache,
dass bei einem HMM mit diskreten Ausgaben die Wahrscheinlichkeit fir jedes Ausgabesym-
bol unabhangig von den anderen trainiert wird (vgl. Formeln in Anhang A). Somit geht bel der
Intervallbildung die Nachbarschaftsinformation zweier Ausgabewerte, die sich nur gering unter-
scheiden, aber inverschiedenen diskreten Klassen landen, in den Modellen verloren. Bel stetigen
Ausgaben dagegen sind die Ausgabewahrscheinlichkeiten immer tber die Verteilungsfunktion
verknupft.

3.3.4 Training und Clusterung

Generell ware es denkbar, fir alle Sparsequenzen eines Kollektivs ein einziges grofes HMM
aufzustellen und zu trainieren. Sinnvoller dagegen ist eine Abbildung der verschiedenen Sparer-
typen mittelsmehrerer Modelle. Dieshat vor allem den Vorteil, dass einzelne Gruppen analysiert
und in einer Simulation besser gesteuert oder separat betrachtet werden konnen.

Da eine natiirliche Einteilung in bestimmte Sparertypen nicht existiert, missen wir wie schon
beim mesoskopischen Modell eine Clusterung der Sequenzen durchfiihren (hier unterscheidet
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sich unser Vorgehen vom Training von bestimmten Wortern bel der Spracherkennung, denn dort
ist eineKlassifizierung der Trainingssequenzen vorgegeben). Ein hierzu eingesetztes Clusterver-
fahren sollte die Modellierung der Sequenzen durch trainierte Modelle berticksichtigen. Esliegt
nahe, anal og zum Reestimierungsverfahren, bei dem die Likelihood [T, L(O'|)) aller Sequenzen
O' eines Modells A maximiert wird (vgl. Abschnitt 2.2.3), die Zielfunktion fiir das Clusterpro-
blem ebenfallsin Abhangigkeit der L(O'|\) zu formulieren. In Kapitel 4 werden wir ein HMM-
basiertes Clusterverfahren vorstellen, das das Trainieren von Modellen unter Verwendung des
Baum-Welch-Algorithmus und eine Clusterung der Sequenzen in geeigneter Weise kombiniert.

3.3.5 Simulation

Die trainierten Hidden-Markov-Modelle sollten bei geeigneter Wahl der zum Training einge-
setzten Daten das statistische Verhalten des Bausparkollektivs reprasentieren. Sequenzen, die
von solchen Modellen erzeugt werden, konnen folglich in ihrer Gesamtheit als Approximation
einer zukunftigen Kollektiventwicklung dienen.

Das Erzeugen einer Sequenz erfolgt mittels Zufall szahlengenerierung nach den Verteilungspa-
rametern des Modells:

1. Initialiserung: Bestimmen des Startzustands ¢, nach der diskreten Verteilung =
2. Iteration:

(a) Erzeugen der Ausgabe des Zustands g; nach der diskreten Verteilung by, bzw. der
stetigen Dichte f,

(b) Bestimmen des Zustands g1 hach den Eintragen der Ubergangsmatrix A

3. Abbruch, sobald ein Endzustand erreicht ist oder die erzeugte Sequenz eine vorgegebene
Lange T hat

In einer Kollektivsmulation der Zukunft missen vor allem auch Vertrage behandelt werden,
die noch nicht abgewickelt sind und deshalb nur unvollstandige Sequenzen liefern. Eine sol-
che Sequenz O' ordnen wir demjenigen HMM zu, das sie mit der groRten Wahrscheinlichkeit
reproduziert, denn dieses Modell wird erwartungsgemal3 die beste Approximation fur die weite-
re Entwicklung des stochastischen Prozesses und der daraus resultierenden Sequenz liefern. Wir
bestimmen also das Modell, das von allen K Modellen die groRte Likelihood L(O'| \y) aufweist.

Die unvollstandige Sequenz kann jetzt genauso wie oben nach den Wahrscheinlichkeitsvertel-
lungen des Modells vervollstandigt werden. Dazu miissen wir den Zustand g festlegen, in dem
der stochastische Prozess starten soll, wenn die Sequenz bereits aus t Ausgaben besteht. Diesen
Zustand konnen wir z. B. mit

O ;= argmax ax(i)
1<i<N

bestimmen, da o(i) die Wahrscheinlichkeit angibt, dass sich der Prozess nach Ausgabe der Teil-
sequenz Oy im Zustand i befindet (vgl. Abschnitt 2.2.1).
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Eine andere, deterministische Moglichkeit der Sequenzerzeugung besteht darin, beim Wechsel
zwischen den Zustanden ahnlich wie beim Viterbi-Pfad nur in den jewells wahrscheinlichsten
zu springen und dort die Ausgabe mit der grof3ten Wahrscheinlichkeit oder auch den Mittelwert
als Folgesymbol zu nehmen. Eine so generierte Sequenz kann ahnlich wie im mesoskopischen
Modell als Prototyp fur das jeweilige Modell stehen. Der gegensatzliche Ansatz dazu ist, statt
einzelne (Teil-)Sequenzen zu generieren auf a gorithmischem Wege eine kompl ette Verteilungs-
funktion fur die moglichen Ausgabesequenzen eines Modells zu erstellen. Diese Verteilungs-
funktion kann dazu benutzt werden, verschiedene statistische Wahrscheinlichkeltsaussagen zu
treffen (Konfidenzintervalle, Kenngrof3en etc.).

In der vorliegenden Arbeit werden wir die letztgenannten Ansatze nicht weiter verfolgen, dawir
einerseits gerade das deterministische Element des mesoskopischen M odells verandern wollten
und andererseits durch Generieren von ausreichend vielen zufalligen Sequenzen die entspre-
chende Verteilung approximieren konnen.

3.4 Erweiterungen fiir Hidden-Markov-Modelle

Bevor diein den vorigen Abschnitten beschriebenen Algorithmen und M ethoden auf Original da-
ten der Bausparkassen angewendet und anhand der Ergebnisse diskutiert werden sollen, behan-
delnwir in den nachsten Kapiteln zunachst dieteilwei se bereits angesprochenen HMM-Erweite-
rungen aus theoretischer Sicht, d. h. losgel 6st von unserer konkreten Anwendung auf Zeitreihen
eines Bausparkollektivs:

In Kapitel 4 wird ein HMM-basiertes Clusterverfahren formuliert, das nach bestimmten Optima-
litétsbedingungen eine Menge von Sequenzenin K Gruppen einteilt und gleichzeitig K zugehori-
ge Hidden-Markov-M odelle als Reprasentanten der Gruppen liefert. Anschlief3end schlagen wir
einige Methoden zur Bewertung einer solchen Clusterung vor.

In Kapitel 5 untersuchen wir die Einsatzmoglichkeiten einer linksseitig, um den negativen Be-
reich gestutzten Normalverteilung als Dichtefunktion der Ausgaben. Dies hat den Hintergrund,
dasswir al's Sequenzen bei unseren Anwendungen die ausschliefdlich positiven Spargel deingan-
ge der Vertrage einsetzen mochten. Bel einer Modellierung mit der in x-Richtung unbeschrank-
ten Normalverteilung werden jedoch bei der Simulation, d. h. beim Generieren von Sequenzen,
immer auch negative Ausgaben entstehen, die bauspartechnisch unsinnig sind.

In Kapitel 6 schliefdlich entwickeln wir eine neue Klasse von erweiterten Hidden-Markov-Mo-
dellen, die die deterministische Nebenbedingung der Zuteilung, der die vollstandigen Spargeld-
Sequenzen der Trainingsmenge unterliegen, besser abbilden konnen.

Dieindendrel Kapitelnvorgestellten Erweiterungen werden wir in Kapitel 7 zur Umsetzung der
in diesem Kapitel vorgeschlagenen Modellierungsidee zur Abbildung der Spargel d-Sequenzen
einsetzen.
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Kapitel 4

Clustern mit Hidden-Markov-Modellen

Methoden der Clusteranalyse werden in den unterschiedlichsten Disziplinen der Wissenschaft
eingesetzt. Das grundsatzliche Ziel dieser Methoden besteht in der Gruppierung von Datenob-
jekten nach Ahnlichkeits- oder Unahnlichkeitskriterien, um somit die Objekte zu klassifizieren
und gegebenenfalls Strukturen in den Daten zu erkennen. Eine Einteilung der Daten in verschie-
dene Gruppen oder Cluster kann auch als konzeptionelle Hilfe fur den Umgang mit grof3en Da-
tenmengen dienen. Von einer Clusterung nach Kriterien einer bestimmten Datenmodellierung
erwarten wir eine bessere Modellbildung und somit eine hohere Qualitat von Analyse und Si-
mulation.

Der Einsatz von Clusterverfahren in den Simulationsmodellen fir Bausparkollektive hat sich so-
wohl beim Mikrosimulationsmodell al's auch beim mesoskopischen Modell bewahrt (vgl. Ab-
schnitt 3.2). Das Prinzip des in beiden Modellen verwendeten K-means-Verfahrens wird hier
wieder aufgegriffen, wobel auch starke Parallelen zum Clustern mit Hilfe von Mischverteilun-
gen vorliegen. Eine umfangreiche Zusammenstel lung der verschiedenen M ethoden und Anwen-
dungen der Clusteranalyse findet sich z. B. in [18] und [11].

In den folgenden Abschnitten werden wir ein HMM-basiertes Clusterverfahren vorstellen, das
auf der Maximierung der Likelihood aller Sequenzen beziiglich ihrer beschreibenden Hidden-
Markov-Modelle beruht. Anschlief3end diskutieren wir verschiedene Aspekte des Verfahrens.
Dazu gehort neben der Frage der Initialisierung und Wahl der Startmodelle vor allem das Pro-
blem der optimalen Clusteranzahl und der Bewertung bzw. Giite einer gefundenen Clusterung.

4.1 Problembeschreibung und Zielfunktion

Unser Ziel ist es, eine Menge von n Sequenzen moglichst gut mit K Hidden-Markov-Modellen
abzubilden, d. h. wir suchen gleichzeitig eine Partitionierung der Sequenzen und die Parameter
fur die Modelle, die die verschiedenen Datencluster optimal beschreiben. Die Architektur und
die Anzahl der Modelle sollen dabei vorgegeben und fest sein.

Fur K = 1 reduziert sich das Problem auf das Training der Parameter und kann sofort mit Hilfe
des Baum-Welch-Algorithmus gelost werden; das resultierende HMM maximiert dann (lokal)
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das Produkt der Likelihood L(O'|\) tiber alle n Sequenzen. Esliegt deshalb nahe, bei K > 1 eine
Gruppierung der Daten zu suchen, die ebenfalls das Produkt der L(O'|\x) maximiert, wobei fir
jede Sequenz die Likelihood des jeweiligen Cluster-Modells betrachtet wird. Wir formulieren
das folgende Problem:

HMM-Cluster-Problem Gesucht werden eine Partitionierung C = (Cy,Cy, ..., Cx) der
Menge der n Sequenzen © = {0, 0?,...,0"} mit C;U C, U ... U Cx = O und Parameter
A1, - .., Ak von korrespondierenden Hidden-Markov-Modellen, so dass die Zielfunktion

K
f)=T] I L@ (4.)

k:l ()i (S Ck

maximiert wird. Dabei sei K eine fest vorgegebene Anzahl von gesuchten Clustern.

4.2 Algorithmus

Das HMM-Cluster-Problem weist eine groRe Ahnlichkeit mit dem Clusteransatz mit Mischver-
teilungenauf [11,32], bei dem ebenso eine gesuchte Klasseneinteilung mit einer Parameterschét-
zung von vorgegebenen Datenmodellen verkniipft ist. Dort wird angenommen, dass jeder der
zu klassifizierenden Vektoren xq, . . . , X, einer Komponentenverteilung fi(x|6x) mit unbekann-
ten Parametern 6y entstammt. Der Datenraum wird dadurch durch eine Mischverteilung mit der
Dichte

K
()= ccfidx|6k)
k=1

beschrieben, wobel die Gewichte ¢, die unbekannte Wahrscheinlichkeit beschreiben, dass ein
Vektor x der k-ten Mischkomponente entstammt. Dieses Clusterproblem wird mit einem iterati-
ven Verfahren gel 0st, das abwechselnd jeden Vektor der Komponente k zuordnet, der er mit der
groRten Wahrscheinlichkeit angehort, k = argmax[¢; fj(x|6;)], und anschlieend die unbekann-
ten Parameter 6y getrennt fur jede Mischkomponente durch Maximum-Likelihood-Schatzung
bestimmt.

Das in Abschnitt 3.2.3 beschriebene Minimaldistanzverfahren zur Losung des K-means-Prob-
lems zeigt die gleiche Struktur: Zuordnung jedes Objektes zu dem Cluster, dessen Mittelwert-
vektor am nachsten liegt, und Minimierung der Abstande aller Objekte eines Clusters zu ih-
rem Mittelwertvektor durch dessen Neuberechnung. In der Tat wird in [17] gezeigt, dass das
K-means-Verfahren als Spezialfall des Clusterverfahrens mit Mischungen von Normalverteilun-
gen aufgefasst werden kann.

In Anlehnung an diese beiden Verfahren formulieren wir einen Algorithmus zur Losung des
HMM-Cluster-Problems.
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4.2.1 Maximum-Likelihood-Verfahren

Gegeben seien die Sequenzen O, . .., O", eine feste Clusterzahl K und die Architektur von K
Hidden-Markov-Modellen. Dann bezeichnen wir den folgenden Algorithmus als Maximum-
Likelihood-Verfahren:

1. Initialisierung (t = 0): Wahl der Startparametersatze \?, .. ., A} fur die K Modéelle.
2. lteration (t€ {1,2,...}):
(a) Erzeugung einer neuen Partition der Sequenzen, indem jede Sequenz O; zu dem Mo-
dell zugeordnet wird, das die Likelihood L(O;|A\f 1) maximiert

(b) Bestimmung der neuen Parameter A}, . .., Al durch Reestimieren der Modelle mit
den jeweils zugeordneten Sequenzen und den Startparametern AP2, ..., Akt nach
dem Baum-Welch-Algorithmus

3. Abbruch, sobald die Zielfunktion (4.1) nicht mehr signifikant verbessert wird (s-Schran-
ke), keine Sequenz mehr das M odell wechselt oder eine vorgegebene maximale Anzahl |
von lterationen erreicht ist

Lemma 4.1 Die Zielfunktion (4.1) des Maximum-Likelihood-Verfahrens wachst monoton.

Beweis: SeienC' die nach der Iteration t gefundene Partitionierung, A}, die entsprechenden trai-
nierten Modellparameter und logf (C) dielogarithmierte Zielfunktion aus (4.1). Dann gilt

K

> logL(O'|Ay)

k=1 O EC}(
K

oy max log L(OA)

k=1 Oi ch(
K

> ) logL(O']X)

k=1 Qi c CL+1

K
< Y ) logL(O|Ah)

k=1 Qi c CL+1

logf(C"),

logf(C")

IN

und somit ist auch f(C") < f(C'Y).

Dieletzte Ungleichung folgt aus der Tatsache, dassfur die Likelihood eines M odells mit beliebi-
gem Initial-Parameter A und trainiertem Parameter A nach dem Baum-Welch-Algorithmus gilt:
L(O|X) > L(O])) (vgl. Abschnitte 2.2.4, 2.3 und 2.5); die A\ entsprechen aber gerade den mit
den Startwerten A} trainierten Parametern.

[
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Lemma 4.2 Die Ausgabedichten bj(x) der Hidden-Markov-Modelle des Maximin-Likeli-
hood-Verfahrens seien nach oben beschrankt. Dannist die Zielfunktion (4.1) ebenfallsnach oben
beschrankt.

Beweis: f(C) ist ein endliches Produkt von Likelihood-Funktionen, die sich wiederum a's end-
liche Summe von Produkten aus den Ubergangswahrscheinlichkeiten und Dichtefunktionen zu-
sammensetzen:

T
Z 7'f'slbsl(()l) H 3s, 15, bSr (OT)

seS T=2

T
S Z H bsr(OT)7

seS =1

L(O[A)

dadie; und &; als Wahrscheinlichkeitenimmer < 1 sind. Nach Voraussetzung sind alebs (O;)
nach oben beschrankt und somit gilt dies auch fur L(O| ).
]

AusLemma4.1 und Lemma4.2 folgt sofort:

Satz 4.3 Das Maximum-Likelihood-\erfahren konvergiert unter den Annahmen aus Lemma
4.2 (Beschranktheit der HMM-Ausgabedichten nach oben) auch fir I = oo.

Der Zielfunktionswert mussjedoch selbst bei unendlicher Laufzeit nicht das globale Maximum
erreichen, dader Algorithmussich von einem|okalen Maximum nicht wegbewegen kann. Durch
die ebenfalls nur lokale Maximierung der Modellparameter im Baum-Welch-Algorithmus und
deren Abhangigkeit von den Initialwerten konnen wir desweiteren nicht ausschlief3en, dass eine
feste, aber beliebige Partition von Sequenzen im Laufe des Verfahrens mehrmals entsteht. Die
maximale lterationszahl |, schliefdlich garantiert aber, dass das Verfahren nach endlicher Zeit
stoppt.

4.2.2 Laufzeit

Zur Abschatzung der Laufzeit unterscheiden wir zwischen diskreten und stetigen Ausgaben bel
den Modellen. Zur Vereinfachung gehen wir davon aus, dass die Anzahl der Zustande N und die
Anzahl der Symbole bzw. Mischkomponenten M fir alle Modellegleich sind. Mit T := max;(T;)
bezeichnen wir die maximale Sequenzlange.

Diskrete Ausgaben:

In einem Schritt des Reestimi erungsal gorithmuswerden zunéachst fir jede Sequenz alle Forward-
und Backward-Variablenin

O(TiN?)
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Schritten und danach die Parameter 7, A und B gemeinsam fr alle ny Sequenzen des k-ten Mo-
dellsin

O(n TN max[N, M])

Schritten berechnet (vgl. Anhang A). Die Laufzeit fir die Reestimierung aler Cluster in Schritt
2(b) betragt folglichmitn=n, + ... +ng:

O(ly nTN max[N, M]) .

|, stellt dabel eine Konstante fir die maximale Iterationsanzahl beim Reestimierungsalgorith-
mus dar, dawir die Abhangigkeit dieser Anzahl von den Eingabedaten und Modellgrof3en nicht
kennen.

Die Zuordnung aller Sequenzen zu dem Modell mit der jeweils hochsten Likelihood in Schritt
2(a) geschienhtin

O(NK TN?)

Schritten, dafir jede Sequenz die Likelihood zu jedem Modell berechnet werden muss. Die Ge-
samtlaufzeit des Maximum-Likelihood-Verfahrens betragt somit

O(lcnTN(NK + I, max[N, M])) ,

wobei |. wieder die |terationskonstante des Verfahrens bezeichnet.

Stetige Ausgaben:

Bel Verwendung von Modellen mit stetigen Ausgaben erhoht sich die Komplexitét zur Bestim-
mung der Forward-Backward-Variablen auf O(T N2M), wahrend zur Berechnung der Reesti-
mierungsparameter einesModells O(n, T N?M) Operationen durchgefiihrt werden milssen. Die
Gesamtlaufzeit erhoht sich deshalb auf

O(.NTN?M(K +1,)).

4.2.3 Wahl der Startmodelle

Dadas Maximum-Likelihood-Verfahrenmeist in einem lokal en M aximum endet, spielt die Wahl
der Startparameter der verwendeten Hidden-Markov-M odell e keine unwesentliche Rolle. Dane-
ben mussvor der Anwendung des Clusterverfahrensauch die Architektur der einzelnen Modelle
festgelegt werden. Diese sollte sich nach der Struktur und Zusammensetzung der Daten richten
bzw. mussim konkreten Fall getestet werden (vgl. Abschnitt 3.3.3 und Kapitel 7).

Fur die Belegung der Startparameter schlagen wir folgende Moglichkeiten vor:

» zufélige Belegung aller Parameter unter Einhaltung der stochastischen Nebenbedingun-
gen fur die diskreten Wahrscheinlichkeiten (vgl. Abschnitt 2.1)
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« gleichformige Belegung der Ubergangs- und Startwahrscheinlichkeiten; Belegung der
Ausgabeparameter durch zuféllige Variation der statistischen Mittelwerte und Varianzen
aus den Daten (z. B. pro Zeitraum t)

* identische Belegung der Parameter aller Modelle und anschlief3endes Training mit vor-
gruppierten Sequenzen (Gruppierung zufallig oder durch ein anderes Clusterverfahren ge-
wonnen, z. B. nach dem K-means-Verfahren)

Grundsétzlich muss darauf geachtet werden, dass im ersten I terationsschritt des Verfahrens jede
Sequenz von mindestens einem Modell erzeugt werden kann, denn eine Sequenz, bei der dies
nicht der Fall ist, kann auch nicht beim Training der Modelle berticksichtigt werden. Aus die-
sem Grund sollten bei den Zufallsinitialisierungen neben den stochasti schen Nebenbedingungen
auch untere Schranken fir die Parameter eingehalten werden, so dassdie Initialmodellenicht zu
sehr spezialisiert sind.

In Kapitel 7 werden wir fur unsere Anwendungen verschiedene I nitialisierungen der Modellpa-
rameter testen und vergleichen.

4.2.4 Modifikationen

Bei der Anwendung des Maximum-Likelihood-Verfahrens kann es vorkommen, dass einem
HMM in Schritt 2(a) keine Sequenzen zugeordnet werden. DiesessHMM wird dadurch in Schritt
2(b) nicht trainiert und erhalt folglich auch im weiteren Verlauf des Verfahrenskeine Sequenzen.
Um dies zu vermeiden ordnen wir einem solchen M odell digjenigen zwei Sequenzen zu, die von
allen Sequenzen die schlechtesten Likelihoodwerte L(O|)) zu ihrem jeweiligen Modell A auf-
weisen. Dabel achten wir darauf, dass die Cluster, aus denen wir die Sequenzen wegnehmen,
danach nicht leer sind.

Ein solches Vorgehen verschlechtert zunachst die Zielfunktion (4.1); da sich jedoch das HMM
mit den neu zugeordneten Sequenzen beim anschlief3enden Training stark auf diese spezialisie-
ren kann, ist die Zielfunktion danachi. d. R. grof3er als vor dem Austausch der Sequenzen, und
dieswar auchin allenunseren Anwendungen der Fall. Allerdingskann durch dienur lokale Kon-
vergenz des Baum-Welch-Algorithmusdie Konvergenz des in dieser Form modifizierten Maxi-
mum-Likelihood-Verfahrens nicht mehr garantiert werden.

In der Praxis fuhrt das Verschieben von nur einer Sequenz i. d. R. zu einer so starken Speziali-
sierung desHMM, dass danach keine andere Sequenz mehr zu diesem Modell zugeordnet wird,
wahrend bel dem oben beschriebenen Vorgehen die Anzahl der zu diessm HMM gehorigen Se-
guenzen im Laufe der folgenden Iterationen wachst.

Eine weitere Modifikation des Algorithmus besteht darin, im Schritt 2(b) die Hidden-Markov-
Modelle in einem ersten Durchgang nicht bis zur (lokalen) Konvergenz zu trainieren, sondern
jeweils nach wenigen Baum-Wel ch-Schritten abzubrechen. Nach dem Erfiillen des Abbruchkri-
teriums (Schritt 3) starten wir dasVerfahren bel diesmal vollstandiger Reestimierung ein zweites
Mal. Dadie Likelihood nach jedem Trainingsschritt im Baum-Welch-Algorithmus grof3er oder
gleich der vorherigen ist (vgl. Abschnitt 2.2.4), bleibt fur diese Modifikation des Verfahrens die
Konvergenzaussage aus Satz 4.3 erhalten.
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Das vorzeitige Abbrechen des Modelltrainings verbessert in der Praxis trotz der gestiegenen
Anzahl der Iterationsschritte 2(a) und 2(b) die Geschwindigkeit des Verfahrens, da im Baum-
Welch-Algorithmusdie grofiten Parameteranderungen in den ersten Schritten erfolgen und beim
zweiten Durchlauf des Verfahrens meist nur noch wenige Sequenzen umsortiert werden.

4.3 Bewertung von Clusterungen

Die Bewertung von Clusterverfahren bzw. von konkreten Ergebnissen der jeweiligen Verfahren
ist ein schwieriges Thema, da esim Allgemeinen keine objektiven Kriterien fur die Gite einer
Clusterung gibt. Wahrend eine Clusterung von wenigen, niedrig dimensionalen Daten eventuell
noch optisch begutachtet und qualitativ eingeschatzt werden kann, sind wir bei grof3en Daten-
mengen auf mathemati sche Bewertungsverfahren angewiesen, die unszumindest einen Anhalts-
punkt fur die Qualitat einer vorliegenden Clusterung geben konnen.

In der Literatur finden sich zahlreiche verschiedene Ansatze zur Bewertung von Clusterungen
und Clusterverfahren, die von statistischen Tests auf das Vorliegen einer signifikanten Struktur
in den Daten bis zu speziellen Indizes fur ganz bestimmte Aspekte einer Clusterung reichen.
In [18] werden zahlreiche dieser Methoden ausfuhrlich beschrieben.

Wir werden im Folgenden verschiedene Kriterien fur das HMM-Clusterverfahren diskutieren
und in Anlehnung an bekannte Bewertungsverfahren eigene Kenngrof3en entwickeln, wobel wir
im Wesentlichen nur relative Mal3zahlen betrachten, die keine absoluten Qualitatsaussagen lie-
fern, sondern immer nur Clusterungen im Verhaltnis zu anderen Clusterungen bewerten. Da-
mit soll uns vor allem die Entscheidung erleichtert werden, wie wir die folgenden unbekannten
Grofen bel der Anwendung des Maximum-Likelihood-Verfahrens setzen missen:

» Clusteranzahl K
« Anzahl der Zustande und Ubergange (Topologie)
* |nitialparameter

Die in den nachsten Abschnitten vorgestellten Mal3e werden wir jewells beschreiben und mit
Hilfe von verschiedenen Clusterungen eines kiinstlich generierten Testdatensatzes (Abbildung
4.1) erlautern. Die 500 Testdaten entsprechen Sequenzen der Lange 2 und sind offensichtlich
stark strukturiert, so dass wir hier eine relativ klare Vorstellung von einer optimalen Clusteran-
zahl K =5 haben. In der Tat sind die Daten mit 5 speziellen Modellen vom Typ 1 in Abbildung
4.2 erzeugt worden. Zur Clusterung der Testdaten werden wir jedoch beide Modelle aus Abbil-
dung 4.2 mit normalverteilten Ausgaben (nur eine Mischkomponente) verwenden. Die Initiali-
sierungsparameter wahlen wir fur ale Cluster-Modelle gleich und starten das Maximum-Like-
lihood-Verfahren mit einer zufélligen Gruppierung der Testdaten.

An dieser Stelle wird bereits eine Schwierigkeit bei der Verwendung von Hidden-Markov-Mo-
dellen deutlich: Modell 2ist von der Topol ogieher wesentlich vielseitiger alsModell 1, und esist
nicht klar, ob die Testdaten nicht mit weniger Modellen des Typs 2 reprasentiert werden konnen.
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Abbildung 4.1: Geometrische Interpretation der strukturierten Testdaten mit je zwel
Ei ntré\gen (Ol, Oz)

Modell 1 Modell 2

Abbildung 4.2: Modellstrukturen zum Clustern der Testpunkte

Daein HMM eine probabilistische M odellierung darstellt, kann eine Clusterung mit dem Maxi-
mum-Likelihood-Verfahrenim Allgemeinen nicht nach geometrischen M al3stében beurteilt wer-
den.

Die nachfolgenden Auswertungen von Clusterungen stellen nur Beispiele mit sehr speziellen
Testsequenzen dar und greifen nur einige Aspekte einer Clusterung auf; wir werden die Praxis-
tauglichkeit der entwickelten Kenngrof3en ausfithrlicher in Kapitel 7 anhand der Zeitreihen von
Sparzahlungen in einem Bausparkollektiv diskutieren.

4.3.1 Zielfunktion

Die Zielfunktion (4.1) des Maximum-Likelihood-Verfahrensbzw. die Summe der logarithmier-
ten Likelihoodwerte am Ende einer Clusterung,

K
Ly =) ) logL(O[Ad), (4.2)

k=1 O'eCy

kann als relative KenngroRe fur die Ubereinstimmung der Daten mit den zugehorigen Modellen
betrachtet werden. Abbildung 4.3 zeigt den typischen wachsenden Verlauf dieser Grofle bel Va-
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Abbildung 4.3: Mittlere und maximale Ly~ bei zehn Laufen pro K

riation der Clusteranzahl. Die Testdatenstruktur von funf nattirlichen Clustern wird bei Verwen-
dung von Modell 1 nicht signifikant angezeigt. Ab K = 5ist bei beiden Kurven ein schwache-
res Ansteigen der Likelihood als vorher zu verzeichnen; eine Praferenz fur eine bestimmte Clu-
steranzahl kann jedoch nicht unbedingt harausgelesen werden.

4.3.2 AbstandsmaBe zwischen Hidden-Markov-Modellen

Ein Aspekt einer vorliegenden HMM-Clusterung ist die Ahnlichkeit der trainierten Cluster-Mo-
delle bzw. die statistische Trennung der K Cluster. Zwei Modelle mit groRer statistischer Uber-
einstimmung sprechen eher fur eine Clusterung mit weniger Modellen bzw. fir eine Zusammen-
legung dieser beiden Modelle.

Als MaR fir die Ahnlichkeit zweier Hidden-Markov-Modellewird in [22] folgendes probabili-
stisches Abstandsmal3 vorgestellt:

.1
D(A1, A2) i= T“_}To T [log L(O(lT)|/\l) —log L(O(lT)|/\2)] )

wobei die Sequenz Ofy, der Lange T vom HMM ), erzeugt wurde. D vergleicht damit, wie gut
die Modelle A\; und ), eine Sequenz beschreiben, die vom Modell X; erzeugt wurde. Aus dem
unsymmetrischen D |asst sich mittels

D1, 32) = 5 [D0h1, A2) + D0z, )]

das symmetrische Abstandsmal3 Ds gewinnen. Die Konvergenzrate der Distanzfunktion D ist
abhangig von der Modellarchitektur; in der Praxis muss T deshalb ausreichend grof3 gewahlt
werden. Bei Modellen, die keine beliebig langen Sequenzen erzeugen konnen, miissen entspre-
chend viele Sequenzen aneinander gehangt werden.
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HMM 1 2 3 4 5 6

100|168 | 84488 | 400|326
2 00134 |379| 85| 29.7
3 0.0|16.8 | 28.8| 13.6
4 00|127| 08
5 00| 13.2

Tabelle 4.1: Abstande Ds der Modelle einer Clusterung (Typ 1, K = 6)

Tabelle 4.1 zeigt die berechneten Werte fur Ds nach einer Clusterung der Testdaten mit 6 Mo-
dellen vom Typ 1 (vgl. Abbildungen 4.1 und 4.2). Dabel wurden fur jede Abstandsberechnung
wieder neue Sequenzen mit einer Gesamtlange T = 5000 zufallig erzeugt. Auffalligist der sehr
kleine Abstand von 0.8 zwischen dem HMM 4 und dem HMM 6. Tatsachlich bilden beide Mo-
delle Sequenzen der Datenwolke 4 in der linken oberen Ecke in Abbildung 4.1 ab und &hneln
sich stark in den trainierten Modellparametern. Die zu den Modellen 1, 2, 3 und 5 zusortierten
Sequenzen entsprechen recht genau den Datenwolken mit der jewells gleichen Nummer. Wir
stellen fest, dass sich in diesem Beispiel die berechneten Abstande geometrisch interpretieren
lassen; der Abstand zwischen HMM 1 und HMM 5 ist z. B. relativ grof3, und auch die Daten-
wolken 1 und 5 liegen weit auseinander.

Die Ds-Abstande der Modelle untereinander sollen zusatzlich dazu verwendet werden, um in
Anlehnung an einen bel geometrischen Clusterverfahren eingesetzten Index eine weitere rela-
tive Kenngrof3e zum Vergleich verschiedener Clusterungen aufzustellen. Der Davies-Bouldin-
Index [18] setzt bei einer geometrischen Clusterung die Kompaktheit der Cluster in Beziehung
zur Separierbarkeit der Cluster. Zunachst werden zwei Cluster C; und Cyc verglichen:

_8G)+e(C)

A eNeY “3

Darinist &C;) der durchschnittliche Abstand der Daten aus Cluster C; zu ihrem Clustermittel -
punkt und d(C;, Cy) der Abstand der Mittel punktevon C; und Cy. Der Index nach Davies-Bouldin
berechnet sich dann aus

— 1 . ]
DB := 2 kz; rrjgi\(x(ak) . (4.4)

Kleine Werte fur DB sprechen fir eine kompaktere Clusterung, denn dann ist der Durchmesser
der Cluster im Verhdtnis zum Abstand der Cluster untereinander klein (siehe [18, 44]).

In unserem Fall mochten wir die bei einer HMM-Clusterung entstandenen Modelle hinsichtlich
ihrer statistischen Ahnlichkeit bewerten. Wir konstruieren deshalb folgenden DB-1 ndex:

K
1 1
DB, = — — . 4,
= e D e (DS(A,-,AK)> (45)

k=1
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So wie ein groiRes Ry aus (4.3) auf eine starke Uberlappung der beiden Cluster C; und Cy hin-
deutet, entspricht ein grof3er Wert fiir 1/Ds()j, Ak) einer grofen Ahnlichkeit der Modelle Aj und
Ak und somit einer starken Ubereinstimmung der Sequenzen, die beide Modelle beschreiben
bzw. erzeugen konnen. Der in dieser Form konstruierte DB-Index berticksichtigt aber im Ge-
gensatz zum Davies-Bouldin-Index (4.4) nur die trainierten Modelle einer Clusterung und nicht
die Sequenzen.

25

MW, Modell 1

Min, Modell 1 +
MW, Modell 2 -
2t Min, Modell 2

15

Dmam

Clusteranzahl K

Abbildung 4.4: Mittlere und minimale DB-Indizes bel 10 Laufen pro K

In Abbildung4.4ist der DB-Index unter Verwendung der Testdaten von Seite48 und der Modelle
von Seite 48 fur wachsende Clusteranzahl K aufgetragen. Die Kurve von Modell 1 weist fur
K =5ein Minimum auf, wahrend eine Clusterung mit Modellen vom Typ 2 zu weniger Clustern
tendiert. Die Punkte der minimalen DB-Werte zeigen alerdings auch, dass der Index stark von
der jeweiligen Clusterung bzw. Initialisierung abhangt.

Eine andere, in [30] beschriebene Klasse von Abstands- und Ahnlichkeitsmalen, die alternativ
zum Abstandsmal? Ds fir die Beurteilung einer Clusterung eingesetzt werden kann, basiert auf
der Wahrscheinlichkeit, dasszwel Hidden-Markov-M odellemit diskreten Ausgaben unabhangig
voneinander die gleiche Sequenz ausgeben (co-emission probability):

A1, X2) = Y P(O|A1)P(O]X) .

Oex*

Dabel bezeichnet ¥* den Raum aller moglicher Sequenzen, die mit dem Ausgabeal phabet ¥ ge-
bildet werden konnen. Fur Links-Rechts-Modelle kann A(A1, A2) mit Hilfe eines Algorithmus
der dynamischen Programmierungin O(N;N;) Schritten berechnet werden, wobel N; die Anzahl
der ZustandeinModell i ist [30]. Dader Algorithmusjedoch nicht ohne weiteresauf Modellemit
stetigen Ausgaben Ubertragen werden kann, wurde diese Abstandsklasse nicht weiter betrachtet.
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4.3.3 Datenverteilung auf den Zustanden bei stetigen Ausgaben

Von einer guten HMM-Clusterung sollte man erwarten, dass die berechneten Dichtefunktionen
der Ausgaben auf den Zustanden der trainierten Modelle moglichst gut die Daten reprasentieren,
die zum Training der Ausgabeparameter der Zustande beigetragen haben. Deshalb liegt es na-
he, bei einer gegebenen Clusterung die Verteilung dieser Daten mit der zugehorigen trainierten
Verteilungs- bzw. Dichtefunktion zu vergleichen.

Die Datenverteilung eines Modellzustands s wird aus allen Ausgaben O! der Sequenzen eines
Modells k gebildet, die mit einer Wahrscheinlichkeit grof3er null von diesem Zustand ausgege-
ben werden (bei Ausgabe der gesamten Sequenz O') und somit zum Training der Ausgabedichte
verwendet wurden. Diese Wahrscheinlichkeit einer Ausgabe O} kann mit

gi(9) := ai(9) 5i(9) (4.6)

leicht berechnet werden und entspricht der Gewichtung von Mittelwert und Varianz bei den Re-
estimierungsformeln (vgl. Abschnitt 2.2.1, Anhang A).

Fir einen festen Zustand sei J die Anzahl der Ausgabedaten O} mit gi(s) > 0. Wir sortieren die
O} in aufsteigender Reihenfolge und normieren die Gewichte so, dass ihre Summe eins ergibt.
Statt mit den Indizesi und j kennzeichnen wir die Ausgaben und ihre Gewichte jetzt nach ihrer
Sortierung, und damit erhalten wir J Datenpaare (O;, g;), aus denen die empirische Verteilungs-
funktion F;(x) gebildet werden kann: Unter der Annahme, dass die Ausgaben Realisationen ei-
ner Zufallsvariablen X sind, setzen wir P(X < O;) = Z},zl gy und P(X < x) = P(X < ) fur
O, < x < Oj41, und damit ergibt sich fur die Verteilungsfunktion von X die Form der Kurve F;(X)
aus Abbildung 4.5.

P(X<x) 11

Abbildung 4.5: Empirische und analytische Datenverteilung eines Zustands

KS-Index

Ein Standardverfahren der Statistik zum Testen der Hypothese, ob eine Datenreihe einer be-
stimmten Verteilungsfunktion entstammt, ist der Kolmogorov-Smirnov-Test (K-S-Test, [35] und
[37], Kap. 14.3). Bei diesem Test wird als Testgrofe die maximale absolute Differenz zwischen
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der empirischen Verteilungsfunktion F;(x) der J Daten und der analytischen Verteilungsfunktion
F(x) betrachtet (vgl. Abbildung 4.5):

D= max |F;(X)—F(X)].
—0o0 <X< 00

Unter der Annahme, dass beide Verteilungen tibereinstimmen (Hypothese Hyp), kann die Vertei-
lung von D selbst approximativ berechnet werden, d. h. wir kennen die Wahrscheinlichkeit, dass
die ZufallsgroRe D groRer ist als der beobachtete Wert d: P = P(D > d). Bei kleinem Signifi-
kanzwert P wird man die Hypothese H, verwerfen.

GrofRere Signifikanzwerte P sprechen eher dafir, dass die empirische und die anal ytische Vertei-
lung identisch sind. Wir definieren daher ein Mal3 fur die Gute einer Clusterung als Funktion der
Signifikanzwerte |5'g aus den K-S-Statistiken aller Zustande s = 1, . . ., N der an der Clusterung
beteiligten Modellek =1, . . . | K, den sogenannten K S-I ndex:

K NK
KS:=) ) wibk. (4.7)

k=1 s=1

Als Wahrscheinlichkeiten liegen die PX alle zwischen 0 und 1. Die w dienen einer zusatzlichen
Gewichtung der Zustande, die von den Sequenzen mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten
frequentiert werden. Durch Summation der Gewichte gi(s) aus (4.6) erhalten wir zunachst eine
Grole, die aquivalent ist zu der Wahrscheinlichkeit, dass ein Zustand s die Ausgabesymbol e der
Sequenzen des Clusters k ausgibt:

Ti
wE= ) ) ai(s) (4.9

O eCy t=1
Damit setzen wir
. W
Wg - K < W .
Zk’:l s'=1""¢

Der KS-Index ist somit beziiglich der Anzahl der Zustande und der Modelle skaliert und nimmt
Werte zwischen Ound 1 an. Bei dem Vergleich zweier Clusterungen entspricht der grof3ere Wert
der besseren Clusterung beziiglich der modellierten Datenverteilungen auf den Zustanden.

(4.9)

CS-Index

Ein weiteres Verfahren zum Testen der Hypothese, ob eine Datenreihe einer bestimmten Vertei-
lungsfunktion entstammt, ist der y2-(Anpassungs-)Test ( [35] und [37], Kap. 14.3). In diesem
Fall werden diskrete oder diskretisierte Verteilungen betrachtet, deren r Auspragungen wir as
Klassen bezeichnen. p; sei die Wahrscheinlichkeit der analytischen Verteilung fr eine Klasse
i. Die Testgrof3e wird aus den quadrierten Differenzen zwischen den tatsachlich beobachteten
Daten einer Klasse (H;) und den nach der Vertellung erwarteten Daten der Klasse (Jp;, wenn J
Daten vorliegen) gebildet:

" (Hi - Jpi)?
7=y HRS
2
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Wieder unter der Annahme, dass beide Verteilungen tibereinstimmen (Hypothese Ho), ist T nahe-
rungsweise y?-verteilt (mit r—1 Freiheitsgraden), und damit kann der Signifikanzwert P = P(T >
t) fUr einen beobachteten Wert t berechnet werden. Ein kleiner Wert P spricht gegen die Hypo-
these Ho.

Zur Verwendung des y2-Tests diskretisieren wir die empirische und die analytische Verteilung
fur die Ausgaben der Zustande und definieren dann analog zum KS-Index den CS-Index aus
den entsprechenden Signifikanzwerten aller Zustande in allen Modellen:

K Nk
CS:=) ) wkPk. (4.10)

k=1 s=1

Die Gewichtew! setzen wir wieder nach Gleichung (4.9), und damit gelten fur den CS-Index die
gleichen Aussagen wie fur den KS-Index.

In Abbildung 4.6 sind der KS- und der CS-Index bel Variation der Clusteranzahl aufgetragen,
wobel wieder die Testdaten und Modelle von Seite 48 und 48 zugrunde liegen. Die naturliche
Clusterstruktur wird weitgehend durch ein Maximum von den Indizes angezeigt; andersalsbeim
DB-Index werden hier aber eher Clusterungen mit mehr Clustern positiv bewertet (vgl. Abbil-
dung 4.4).

0.8

0.7

0.6 -

05 r

KS,CS

0.4 r
03 r

02 1
KS, Modell 1 ———
01+ CS, Modell 1 --------- i
KS, Modell 2
L L L L L LCS' Moxde” 2 L
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Clusteranzahl K

Abbildung 4.6: Mittlere KS- und CS-Indizesbei zehn Laufen pro K

ID-Index

Die Verwendung der statistischen Tests hat den Nachteil, dass man bei komplexen Daten und
wenigen Clustern meist sehr kleine, zum Vergleich nicht sehr aussagekraftige Wertefir denKS-
Index und den CS-Index bekommt. Zudem ist der CS-Index abhangig von der Diskretisierung
der Verteilungen, und vom KS-Index wird eine bessere Anpassung der Verteilungen nicht regi-
striert, solange sich der maximale Abstand der beiden Verteilungsfunktionen nicht andert. Dies
ist z. B. der Fall, wenn sich viele Daten um einen Wert konzentrieren.
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Wir betrachten deshalb as Alternative die Integraldifferenz der beiden Verteilungsfunktionen
fur jeden Zustand s und jedes Modell k (vgl. Abbildung 4.5, schraffierte Flache):

IDX = / IF39(x) — F&9(x)| dx.

Mit diesen GroRen und den Gewichten wX aus (4.9) definieren wir als dritte Variante den | D-
I ndex (Integral-Differenz-Index) einer Clusterung:

K NK
ID:=) ") kD (4.11)

k=1 s1

Der ID-Index ist nach unten durch O beschrankt, und im Gegensatz zu den beiden anderen Indizes
zeigt hier ein kleinerer Wert die bessere Clusterung an. Auch dieser Index liefert bei der Cluste-
rung mit den Testdaten zufriedenstellende Ergebnisse (Abbildung 4.7), wobei der Extrempunkt
der Kurven beider Modellen wieder bei K = 5 liegt.

08 T T T
ID, Modell 1 ———
07+ ID, Modell 2 - 1

06 r
05 r
04 r
03 r
02 r
0.1 r

0

1D

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Clusteranzahl K

Abbildung 4.7: Mittlere ID-Indizesbei zehn Laufen pro K

Essal noch darauf hingewiesen, dass bei der Berechnung des | D-Indexes eine gewiinschte Ten-
denz zu weniger Clustern und Zustanden (vgl. Abschnitt 4.3.4) eingeht, die sich aus der Abhan-
gigkeit der GroRe | DX von der Datenanzahl ergibt. Denn bei gleichbleibend gutem Zusammen-
passen der Daten und der Verteilungsfunktion verbessert sich dieser Wert bei steigender Anzahl
von Daten. Je weniger Zustande und Cluster aber eingesetzt werden, desto grof3er ist die Anzahl
der Daten, die von einem Zustand ausgegeben werden.

4.3.4 Modellierung und Simulationsgiite

Im Zusammenhang mit der jeweiligen Anwendung und dem Einsatz einer HMM-Clusterung er-
geben sich oft schon gewisse Bedingungen an die Clusterung. So ist unsin einem Simulations-
modell meist auch daran gelegen, mit wenigen Modellen und Parametern auszukommen, um
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die Komplexitéat bei der Handhabung minimal zu halten. Daneben erfordern die Anzahl und die
Struktur der Daten eine bestimmte Clustergrof3e, denn je weniger Daten zum Training einesMo-
dells beigetragen haben, desto hoher sind dessen Spezialisierung und die statistische Unsicher-
heit.

Die bisher betrachteten Kriterien zur Beurteilung einer HMM-Clusterung basieren alle auf den
trainierten Modellen und den Daten, die geclustert wurden. Mit den Hidden-Markov-Modellen,
diedie Cluster beschreiben, konnen auch Sequenzen erzeugt werden, diewiederummit den Trai-
ningsdaten verglichen werden konnen. Dieses Vorgehen bietet sich gerade bei unserer Anwen-
dung an, dawir die Clusterung nur als Hilfsmittel benutzen und nicht priméar nach Strukturenin
den Daten suchen, sondern hauptsachlich diese Daten modellieren und die Modelle zu Simula-
tionszwecken einsetzen mochten. Der Ansatz besteht also darin, eine Clusterung nach der Eig-
nung der entstandenen Modelle zur weiteren Verwendung zu bewerten. Eine solche Bewertung
ist zwangslaufig abhangig von der konkreten Anwendung.

Eine Beurteilung der generierten Sequenzen hat zudem den Vorteil, dass auf diese Weise auch
Modellierungsfehler zutage treten konnen. Ein HMM, das gegeniiber einem anderen relativ gut
trainiert wurde, kann trotzdem ,falsche® Sequenzen generieren, namlich dann, wenn bestimmte
M odellannahmen (Topologie, Verteilungsfunktion der Ausgaben etc.) getroffen wurden, durch
die die Trainingsdaten nur unzureichend abgebildet werden konnen (vgl. Einleitung zu Kapitel
5 und Abschnitt 7.5).

Zum Vergleich von Trainingssequenzen und generierten Sequenzen konnen alle Verteilungen
und statistischen Grofien herangezogen werden, die sich sowohl aus den Sequenzen selbst al's
auch aus davon abgel eiteten Grof3en ergeben, wie z. B. diefir eine Simulation eines Bausparkol -
lektivs wichtigen Zeitrethen Anspargrad und BWZ (vgl. Abschnitt 3.1). Im Allgemeinen muss
anhand der jeweiligen Anwendung entschieden werden, welche Grof3en und Verteilungen fir die
Modellierung und die Simulation, und somit fur die Bewertung der Clusterung, wichtig sind.

Wir werdenin Kapitel 7im Rahmen der Clusterung von Spargel d-Sequenzen einer Bausparkas-
se verschiedene bauspartechnisch relevante Verteilungen und Kenngrof3en vorstellen und diese
jeweils fur die Originaldaten und die trainierten Daten erstellen und vergleichen.



Kapitel 5

HMM mit gestutzten
Normalverteilungen

Bel fast alen uns bekannten Anwendungen wird in Hidden-Markov-Modellen mit stetigen Aus-
gaben als Dichtefunktion auf den Zustanden die Normalverteilung bzw. eine Mischverteilung
mehrerer Normalverteilungen eingesetzt. Die Zeitreihen der Spargeldeingange, diein dieser Ar-
beit modelliert werden sollen, enthalten jedoch nur positive, reelle Zahlen. Wird ein HMM mit
einfachen normal verteilten Ausgaben mit solchen positiven Daten trainiert, stellt sich typischer-
weiseder Effekt ein, denwir in Abbildung 5.1 sehen: Die gewichteten relativen Haufigkeiten der

0.14 T T T T - T T
Verteilung der Daten ———
0.12 + ] skalierte Dichtefunktion —-—- 1
= 01t ] 4
]
._‘éo —
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Abbildung 5.1: Datenverteilung und trainierte Dichte auf einem Zustand

Daten, die zum Training der Dichte-Parameter eines Zustands beigetragen haben (vgl. Abschnitt
4.3.3), uberdecken nur einen Teil der korrespondierenden trainierten Dichtefunktion. Ein so trai-
nierter Zustand stellt eine schlechte Datenmodellierung dar und wird insbesondere bel einer Si-
mulation mit nicht zu vernachlassigender Wahrscheinlichkeit negative Ausgaben erzeugen. Das
Beispiel verdeutlicht, dass wir zur Modellierung der Sparbeitrage statt der Normalverteilung,
deren Dichte in ganz R strikt positiv ist, eine stetige Verteilung einsetzen sollten, die nur fr
positive x Werte grof3er O annehmen kann.

57
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Diein der Literatur im Zusammenhang mit Hidden-Markov-M odellen theoretisch behandelten
Verteilungsfamilien reichen von einfachen log-konkaven Dichtefunktionen [2, 3] Uber Vertel-
lungen mit elliptisch-symmetrischen Dichten [29] bis hin zu multivariaten Mischverteilungen
und Produkten von Mischverteilungen mit log-konkaven oder elliptisch-symmetrischen Dichten
[20,21]. Allerdings sind dort auf3er bei der Normalverteilung keine expliziten Reestimierungs-
formeln zur Bestimmung der entsprechenden Verteilungs-Parameter angegeben. Auch bei den
bekannten Anwendungsgebieten und veroffentlichten Arbeiten fanden wir keine Hinweise auf
in der Praxis eingesetzte stetige Verteilungen fur positive Daten.

In den folgenden Abschnitten werden wir deshalb untersuchen, welche Verteilungsfunktionen
mit der gewiinschten Eigenschaft P(X < 0) = 0 bel Hidden-Markov-Modellen mit stetigen Aus-
gaben sinnvoll eingesetzt werden kdnnen. Dazu wird zunachst ein kurzer Abriss gegeben, wie
sich bei stetigen Dichtefunktionen die Reestimierungsformeln fiir die M odell parameter ableiten
lassen. Danach werden wir diese Formeln speziell fur einelinksseitig bei x = 0 gestutzte Normal -
verteilung anpassen, wobel sich zeigen wird, dass diese sich trotz einiger analytisch und nume-
risch schwieriger Detailsin der Praxis erfolgreich einsetzen 1asst. Im letzten Abschnitt werden
wir kurz auf andere Dichtefunktionen eingehen und die Grinde nennen, warum wir diese nicht
verwenden wollen.

Diein diesem Kapitel gewonnenen Erkenntnisse und hergel eiteten Verfahren beziglich der ge-
stutzten Normalverteilung werden wir in Kapitel 7 zur Modellierung der Spargeld-Zeitreihen
einsetzen.

5.1 Allgemeine Herleitung der Reestimierungsformeln
bei stetigen Ausgaben

Um zu verdeutlichen, an welcher Stelle wir ansetzen miissen, wenn wir das HMM mit einer
speziellen Dichtefunktion versehen wollen, betrachten wir an dieser Stelle etwas genauer alsin
Abschnitt 2.3 die Herleitung der Formeln fur die Parameter einer Mischverteilung von stetigen
Dichtefunktionen, wie sie in [20] beschrieben ist. Diese Formeln gelten fur das Trainieren mit
einer einzelnen Sequenz, lassen sich aber leicht auf mehrere Sequenzen Ubertragen.

Wir beschranken unsim Weliteren auf univariate Funktionen, d. h. wir betrachten wie im diskre-
ten Fall nur Modelle mit eindimensionalen Ausgaben auf den Zustanden. Dann hat die Misch-
verteilung im Zustand j die Form

M
bj(x) = Z Cim Bm(X; #4jm; szm) ; (5.1)
m=1

Mit X, gjm € R, Gm, ojm € R und S Gim = 1. Wir implizieren, dass die Mischkomponente
bjm durch die Parameter jm und ojm eindeutig festgel egt ist. Ein HMM mit stetigen Ausgabever-
teilungen nach (5.1) enthalt neben dem Vektor der Startwahrscheinlichkeiten = und der Matrix
der Ubergangswahrscheinlichkeiten A al's Parameter die N x M-Matrizen C = {Gm}, 1t = {ptjm}
und U = {o;,}. Als Kurzschreibweise fir das dadurch bestimmte HMM verwenden wir wieder
Amit A = (7, A C, pu,U).
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EsbezeichneQs = {1,... , N} dielndexmenge der Modellzustande und )] deren T-teskartesi-
sches Produkt, so dassfir eine ZustandsfolgeQ = (q; - - - gr) der Lange T gilt: Q € Q, ¢ € Q..
Analog dazu bezeichnen wir mit Q = {1,... M} die Indexmenge der Mischkomponenten des
Modells und mit ] die Menge aller T-Tupel K = (k- - - kr) mit k. € Q. K nennen wir eine
Mischkomponentenfolge.

Wir betrachten nun die Dichte bzw. Likelihood einer beobachteten Sequenz O = (0,0, - - - Of)
bei gegebenem X (vgl. Abschnitt 2.3):

L(O[}) = ) L(0,Ql)).
QeQ!

Fur die gemeinsame Dichte einer Sequenz O und einer Zustandsfolge Q gilt mit der oben ein-
gefuhrten Notation

T

IT |2 S Carbai(O)|

=2 k=1

L(O,Q[A)

M
oy [Z CQlka1k(Ol)

k=1

o

Z a1 Canks lekl(Ol) H Aq, 1q:Carke thkt(OI) .

Keq! =2

Der letzte Ausdruck zeigt, dass eine Zustandsfol ge wiederum al's Uberlagerung von MT Misch-
komponentenfolgen interpretiert werden kann (diese Tatsache spiegelt sich auch wider bei der
Generierung von Zufallszahlen einer Mischverteilung, vgl. letzter Absatz in Abschnitt 2.3). Wir
konnen somit die gemeinsame Dichte einer Sequenz O, einer Zustandsfolge Q und einer Misch-
komponentenfolge K definieren:

-
L(O, Qv K|/\) = 7T(hcfhklb(hkl(()l) H Ag; 10t Cake thkt(OI) > (52)

t=2
und damit gilt

LOMN =) D LOQKN.

QeQl ke

Fur zwei Modelle A und X\’ definieren wir die Hilfsfunktion Q(), \'):

QM X) =) ) L(0,QK|N) logL(O, QK|N). (5.3)

QeQl ke

Ahnlich wie beim Konvergenzbeweis des Baum-Welch-Algorithmusin Abschnitt 2.2.4 wird in
[20] gezeigt, dassaus Q(A, X') > Q(A, A) auch L(OJ)X) > L(O|)) folgt.

Der Reestimierungs-Algorithmus startet nun mit einem Initialwert A fur die Model | parameter
und bestimmt in jedem Schritt ausgehend von den aktuellen Parametern A neue M odell parameter
A mit der Eigenschaft, dass A jewellsdie Funktion Q (A, X') bezuiglich A" maximiert. Durch diese
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iterative Transformation A = 7 (\) wird solange die Likelihood L(O|)) verbessert, bis ein Fix-
punkt erreicht ist, der zugleich einen kritischen Punkt der Likelihood darstellt und somit einem
(lokalen) Maximum entspricht [20].

Die erforderliche Maximierung der Q-Funktion vereinfacht sich durch deren Zerlegbarkeit in
mehrere Summanden, in denen die Modellparameter getrennt vorliegen. Denn nach (5.2) gilt

T-1

)
logL(O, Q,K|X) =logm, +Zlogaqtqt+l+zlog Cor * > 109y, (O,
t=1

und damit zerfallt die Q-Funktion folgendermalien:

QX)) =D > L(O,QK|N) {Iogw +Zlogaqtqt+l+ZIogcqtkt+Zlog tkt(Ot)}

QeQl ke
= Qﬂ’(/\a 7T/) + Qa(/\7 A/) + QC(/\7 C/) + Qb()‘a B/) >

wobel B' = (1//, U’) die Parametermenge bezeichnet, Uber die alle Dichtefunktionen by, definiert
sind. Diese Teilfunktionen konnen jetzt individuell beztiglich ihrer Parameter 7/, A', C' bzw. B’
maximiert werden. Die Funktionen Q,, Q, und Q. nehmen unter den stochastischen Neben-
bedingungen >, mi = >, & = >_,,Gm = 1 ihr eindeutiges globales Maximum genau dann an,
wenn 7, &; und ¢, hach den bekannten Gleichungen (2.9a) und (2.9b) bzw. (2.25¢) gesetzt wer-
den (vgl. Abschnitt 2.2.4). Der Summand Qy, erfordert eine eingehendere Diskussion. Zunachst

gilt

Qb(/\7 B/)

> Y Lo, Q,KmZIog (oY

Qel ke

Z Z Y2 LO.QKD) Z l0g b, (O3 S

Jlm:lQ K

ZZZL(O qt—] kt m|/\)|09 m(ol)v

=1 mel t=1

wobei 4;; das Kronecker-Symbol bezeichnet mit 6; = 1 furi = j und é; = O sonst. Damit ist
Qp(A, B) mit Fjm := (1jm, szm) und (;(j, m) aus (2.24c) wiederum eine Summe von unabhangigen
Funktionen der Form

T

QN ) = > L(O,q =],k =mA)log bj(Of; ¥jy)

t=1

)
= L(OIA) Y (i, m) logh(Or; vy - (5.4)
t=1

Fur in 9jm streng log-konkave Funktionen bjm(X) mit [imy, .. 10gbjm(X) = —oc ist leicht zu se-
hen, dass Q(\, J{,)) €in eindeutiges M aximum besitzt (die Summelog-konkaver Funktionenist
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ebenfallslog-konkav). Fur elliptisch-symmetrische Funktionen bm(X) gilt das unter bestimmten,
in der Praxisi. d. R. nicht einschrankenden Annahmen ebenso, wie in [20] gezeigt wird. Unter
diese Kategorien fallen z. b. die Dichtefunktionen der Gamma-Verteilung und der Normalver-
teilung.

Die Losung des Maximierungsproblems berechnet sich im Allgemeinen durch Differentiation,
d. h. es werden Parameter ;,, bestimmt, fr die gilt

Vﬁj’mbjlm(ola ﬂjlm)
Bim(Ot; Vi)

)
Vi, Qo Ui) = 3 L0, 6= ) ki = mi) =0. (55)
t=1

Bel Verwendung einer speziellen Familie von Dichtefunktionen fur das HMM muss aso gene-
rell das globale Maximum der Funktion Q;(A, Jj,) bestimmt werden und daraus ergeben sich
die entsprechenden Reestimierungsformeln. Fur Dichtefunktionen, die weder log-konkav noch
elliptisch-symmetrisch sind, muss dazu zunachst noch gezeigt werden, dass dieses globale Ma-
ximum existiert und eindeutig ist, denn nur dannist die Konvergenz der iterativen Reestimierung
gewahrleistet. Die hier beschriebene Anpassung werden wir in den folgenden Abschnitten fur
gestutzte Normalverteilungen vornehmen.

5.2 Einsatz von gestutzten Normalverteilungen

Ausden stetigen Verteilungen, deren Dichtefunktionen auf der negativen x-Achsegleich 0 sind,
greifen wir die linksseitig bel x = 0 gestutzte Normalverteilung heraus, da diese sich letztend-
lich als Ausgabeverteilung der Zustande eines HMM einsetzen lasst, wie wir in den folgenden
Abschnitten sehen werden. Alternativen zu dieser Dichtefunktion werden wir in Abschnitt 5.3
diskutieren.

Dabel deninder vorliegenden Arbeit betrachteten Anwendungen ausschlief3lich eindimensiona-
le Sequenzen model liert werden sollen, beschranken wir unsim Weiteren auf Mischverteilungen
von eindimensionalen (univariaten) gestutzten Normalverteilungen.

5.2.1 Notationen

Selenfurx,u € Rund o >0

1 _em)?
e 262

fX p,0) =
(X, ) —

die Dichtefunktion einer (1, o2)-verteilten Normalverteilung und

_ {O x<0
fOGu, o) = 1
f(Xpu,0) x>0
a. o) )
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die Dichtefunktion einer linksseitig bei x = 0 gestutzten Normal verteilung mit
A7) = [ fap.)d.
0

Unter Verwendung der Dichte »(X) = —2-e"#* und der Verteilungsfunktion ®(x) = [ e (t)ct
der standardisierten Normalverteilung gilt auch [16]

(opo) = p@  mitz="1
a(y,0) = D) mnvzg,
fxpm0) = aq)l(v) o). (56)

5.2.2 Anpassung der Reestimierungsformeln

Dielinksseitig gestutzte Normalverteilung ist offensichtlich weder elliptisch-symmetrisch, noch
ist sielog-konkav im Parameter o. Folglich muss zunachst gepriift werden, wiesich diein (5.4)
definierte und zu maximierende Funktion Q (A, ¥j,) verhalt. Dabei konnen wir unsere Betrach-
tungen auf ein festes Parameterpaar J;, = (4, JJ%) im Zustand | und der Mischkomponente m
beschranken und deshalb im Folgenden die Indizes weglassen. Dawir beziiglich ¢ maximieren
wollen, konnen die Grof3en (;, in denen die Komponenten der aktuellen Parameter ¢ stecken,
einfach als konstante Faktoren betrachtet werden. Der Einfachheit halber bezeichnen wir die zu
maximierenden Parameter statt mit ¢’ deshalb im Weiteren mit +/ und ignorieren den bei gege-
benem O und A festen Faktor L(O|\). Damit entspricht dem Ausdruck in Gleichung (5.4) eine
Funktion der Form

)
QW)= ¢logh(Oy; ), (5.7)

t=1

bzw. speziell mit der oben eingefiihrten gestutzten Normalverteilung betrachten wir weiterhin

]
Qo)=Y Glogf(Oip,0), G, 0> 0. (58)
t=1

Ziel ist es nun, die Existenz eines eindeutigen globalen Maximumsvon (5.8) zu zeigen und die-
ses Maximum auch zu berechnen. Zunachst gilt folgende Aussage:

Satz 5.1 Seien() = {u,0|—o0c < < 00,0 >0} der Parameterraumder Funktion Q(, o) aus
Gleichung (5.8) und 6} der Rand des Parameterraums. Unter der Annahme, dass unter den O;
mindestens zwei existieren mit O, Z Oy, ¢, > 0und {;, > 0, gilt: Q (i, o) — —oo fUr (i, o) — 642
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Bewels: Esgiltmitz = (O;—pu)/c

Qo) = Y Glogh(Oyp,0)

3 Glog el

p(z) \
IOQH(O‘§(M/O‘)) ’ (5.9)

und damitist lim Q(u, o) — —oo genaudann, wenn lim ], (c,o(zt)/((ﬂl)(u/a)))Ct =0.
(1,0)—68Q2 (1,0)—68Q2 ’

1. Fir g — oo strebt »(z) gegen null und ¢ (/o) gegen 1 fur dle o, folglichist
lim, -0 ©(2)/(0® (/) = 0.

2. Fur y — —oo streben sowohl alle ¢(z) as auch ®(u /o) gegen 0. Wir verwenden die fur
x > 0 gultige, konvergente Kettenbruchentwicklung [35]

©(X)
1

2
X+ —

O(x)=1-
X+

Damit gilt fur ¢ < 0 und mit o (—X) = ¢ (X)

w(p/o)
®(p/o)=1-0(-u/o) = _elwjo) 1
£ 4

g 2

Y C O R

und daraus folgt
EtCt
H( (2) )Q I 1 H( (2) )“
=+ \o®(p/0) o? 2 > \e(u/o)
—u+ iy 3
_ (_ L _,_)Etgte—zﬁ 0 G(OF-2001) (5.10)
a

Da nach Voraussetzung mindestens zwei verschiedene O; > 0 mit ¢; > 0 existieren, kann
die Summe im Exponenten fiir negative . nicht null werden. Schliellichist limy_, . X°e™
=0fur alea, b >0, und somit geht der ganze Ausdruck (5.10) fiur ¢ — —oo gegen O.

3. Fur o — oo strebt (/o) gegen 1/2 und ¢(z) gegen ¢(0) fur ale y, somit gilt
lim, . 2(2)/(0®(1/0)) = 0.
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4. Fir o — Ostrebt (/o) gegen 1, falls . > 0, und gegen 0.5 fur ¢ = 0. In beiden Fallen
ist

H (J(IS)O((/LZ{/)O')) ’ - (CI)(:-/J)>Et ) (;)Et ’ H #(2)"

t
(m)zt Ct(%)zt Ct\/% ez TO’ (5 7y

Wieder nach Voraussetzung kann die Summe im Exponenten nicht null werden und damit
strebt (5.11) fur o — O bel x > 0 gegen O.

Sel nun ¢ < 0. Dann geht fur o — 0 auch ®(u/o) gegen O. Hier gilt aber wieder die
Gleichung (5.10) aus Punkt 2, deren Grenzwert mit den gleichen Argumenten wie oben
auch fur o — Ound festem » <0Ogleich Oist.

[

Nach Satz 5.1 nimmt die Q-Funktion (5.8) im Innern von ) ihr globales Maximum an, das je-
doch nicht eindeutig sein muss. Zur Bestimmung der Maximal stellen betrachten wir nun die kri-
tischen Punkte der Q-Funktion, die wir durch Nullsetzen der partiellen Ableitungen nach x und
o erhalten.

Zunéchst bestimmen wir dazu die partiellen Ableitungen der Dichte f_(x; u, o). Der Einfachheit
halber bezeichne f (1) = f(x; 1, o) die oben eingefuhrte Dichtefunktion bei konstanten x und o
und entsprechend sind die Funktionen a(y:), f (1), f (o), a(o) und f (o) zu verstehen. Dann gilt mit

®'(y) = (¥), ¢'(y) =—ye(y), 2 =—5¥ =-%, 22 =—1zund 2 =-Lv.

1,.0z
pg (Z)@

X_
= f(u) 0t
a

F(u)

A = )

= (0 p,0),
1 ! 1 /
mf (1) - mf (1) ()

= f_(u)xa_zﬂ —f_(u)%ﬂ)f(o: [, 0)

= T [T . (5.12)

qm)

, 1 1,0z
f'(o) —?99(2) + ;99 (Z)a_a

= e+ 26
= (o) {(X—u)2 1] |

o3 o
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vy

= L1, 0),
a

d(o)

1 /

a(o) az()
_\2 _ _

= (){( ”—ﬂﬂ(a)gf(o;u,a)

(x— M)Z

(o) -

f(u)a (o)

f'(o)

= To ){ —%+§f‘(o;ﬂ,a)}. (5.13)

Mit Hilfe dieser Gleichungen erhalten wir die partiellen Ableitungen 0Q /du und 0Q /do:

0Q _ ()
ErEP IRk

=) G [O‘J;”—F(O;u,a)}, (5.14)
9Q _ f'(o)
o = Z:é} o)

YO L] e

Die kritischen Punkte (i1, o) der Q-Funktion ergeben sich aus 9Q /du = 9Q/do = 0und fuhren
zu zwei impliziten Gleichungen:

Zztgf‘ 2T
t

E‘%Lﬁ‘mz—mﬁzf‘(o;m
t

0, (5.16)

0. (5.17)

Dieses Gleichungssystem | asst sich analytisch nicht explizit nach ¢ und o aufldsen, kann jedoch
auf eine eindimensionaleimplizite Gleichung fur x reduziert werden. Wir setzen

E = Zztff‘, (5.18)

2
) Vo= _Lii?t, (5.19)
fO(:uvo-) = f(OaILL7J)7 (520)

und damit wird aus (5.16) und (5.17)

E

- fo(i,7) = 0, (5.21)
V- 2uE + 2 - 52

-
+jio? fo(ii,0) = (5.22)

|
o
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Aus (5.21) folgt
7 fo(jr.2) =E~ 1.
und das eingesetzt in (5.22) ergibt

02 = V-2uE+p?+pE— 2
= V-/E. (5.23)

Dieswiederum eingesetzt in (5.21) fiihrt zu der impliziten Gleichung, in der nur noch 1 enthalten
ist:

p(i2) := E— ji = (V= iiE) fo(iz, /V - iE) = 0. (5.24)

Die Nullstellen der Funktion p(s:) bilden folglich zusammen mit den jeweils daraus nach (5.23)
berechneten o die kritischen Punkte der Funktion Q(u, o), von denen einer dem gesuchten glo-
balen Maximum entspricht.

Da sich die Gleichung p(1) = 0 nicht analytisch nach 1 auflosen lasst, wird an dieser Stelle
bereits klar, dass wir fur ein HMM mit gestutzten Normal verteilungen keine expliziten Reesti-
mierungsformel fur die Parameter . aufstellen konnen. Allerdings werden wir im nachsten Ab-
schnitt sehen, dass die einzige Nullstelle von p(i) unter bestimmten Bedingungen numerisch
berechnet werden kann.

5.2.3 Numerische Berechnung der Reestimierungsparameter ;.
und 52

Nach den bisherigen Uberlegungen liegt der Schliissel zur Maximierung der Q-Funktion beziig-
lich der Parameter (i, o) in der Berechnung der Nullstellen der Funktion p(u).

Korollar 5.2 Unter den Annahmen aus Satz 5.1 existiert mindestens ein Punkt 1/ in Q, = {y|
—oo < p <V/E} mitp(u) =0.

Bewels: AusSatz 5.1 folgt, dasses es mindestenseinen Punkt (', o) im Innernvon Q = {u, |
—00 < pu < oo,0 > 0} geben muss, an dem das globale Maximum der Q-Funktion (5.8) an-
genommen wird. An dieser Stelle muss notwendigerweise 0Q/du = 0Q/do = 0 gelten, und
damit gilt nach Konstruktion p(¢') = 0 (5.23) und ¢’ = /V — //E (5.24). Da¢’ im Innern von
strikt positiv ist, folgt fur den Extremalpunkt: 1/ < V/E.

]

Als Nachstes stellt sich die Frage nach der Anzahl der moglichen Nullstellen von p(y:). Fallses

nur eine einzige Nullstelle gibt, muss diese dem globalen Maximum der Q-Funktion entspre-

chen. Der nichtlineare und analytisch nicht auflosbare Term @(ﬁ), der inin p(i) bzw. fo
. . . . o ..

steckt, macht jedoch eine analytische Untersuchung der Funktion extrem schwierig. Daneben

konnen die von den Ausgaben abhangigen Parameter E und V theoretisch jeden Wert > 0 an-

nehmen. Wir beschranken uns deshalb an dieser Stelle auf eine graphische Untersuchung von
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p(1). Dazu klaren wir zuerst, wie die Werte E und V zusammenhangen und zeigen dann, dass
wir die Kurvendiskussion auf ein festes, aber beliebiges E beschranken konnen.

Nach Definition sind E,V > 0, dawir bei Verwendung der gestutzten Normalverteilung nur
Daten mit O; > 0 voraussetzen. Unter der Annahme aus Satz 5.1 — es existieren mindestens
zwel verschiedene O; mit Gewichten (; > 0 —, die wir im Weiteren implizieren, sind E und V
damit immer positiv. Mit v == G/ >, ¢, t € {1,..., T}ist >, % = 1, und aus der Konvexitéat
einer quadratischen Funktion folgt

v-E=3" 50~ (Y 50) 0. (5.25)
t t

Wiederum mit der Annahme aus Satz 5.1 gilt sogar V > E2.

Lemma 5.3 Fir ein festes E > 0 und jedes beliebige V > E? gelte: p(u; E, V) besitzt eine
einzige und eindeutige Nullstelle in 2. Dann gilt fur beliebige E > 0 und V > E% p(y; E, V)
besitzt nur eine einzige Nullstellein ¢/ = (E/E) .

Beweis: Sei ;' eine Nullstelle von p(y; E, V), dann gilt mit der Schreibweise von Gleichung
(5.6) und mit « := E/E:

0 = Kp(MI,E,V)
99(—/{/—/)
= kE-kp' -k V—/L/E¢
(L
(75e)
S‘Q(\/ﬁz\’;i;u’ﬁE)
= kE—-rp'— /iZV—ff,u’fqu)T
(\/ﬂzvfr;,u’ﬁE)
= p(rp's KE, £2V)
= p(rp; E k%) (5.26)

Folglich ist x4’ Nullstelle von p(u; E, x2V) und es gilt V := x2V > E2. Nach Voraussetzung
ist diese Nullstelle aber eindeutig, d. h. ku' = 1, und somit ist die Nullstelle ¢/ = (E/E)u fir
p(i; E, V) ebenfalls eindeutig.

(]

Nach Lemma 5.3 geniigt es, die Funktion p(i; E, V) fur ein festes E und bei variierendem V auf
ihre Nullstellen zu untersuchen. In Abbildung 5.2 sind die Kurven der Funktion fur drel ver-
schiedene Parameter V bel festem E aufgetragen. Der Verlauf dieser Kurven lasst vermuten, dass
p generell nur eine einzige Nullstelle besitzt. Nach einer Begutachtung von zahlreichen Kur-
ven p(u; E, V) bel variierendem V und mit Beriicksichtigung der Stetigkeit von p, die ein uner-
wartetes Verhalten der Kurve fir die nichtbetrachteten Parameterwerte extrem unwahrschein-
lich macht, kdnnen wir davon ausgehen, dass eine numerisch bestimmte Nullstelle der Funktion
p eindeutig ist und dem gesuchten globalen Maximum der Q-Funktion Q(u, o) entspricht. Ein
analytischer Beweisdazu konnte allerdings aufgrund der angesprochenen Schwierigkeiten nicht
aufgestellt werden.
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Abbildung 5.2: p(y; E, V) mit E = 10 und verschiedenen Parametern V

Abbildung 5.2 macht auch eine Verschiebung der Nullstelle nach links deutlich, wennV gegenil-
ber E wachst. Fur V = ZE? liegt die Nullstelle exakt bei 1 = 0, wassich sofort ausder Gleichung
p(0) = 0 ergibt, und fur noch grof¥ere V wandert siein den negativen Bereich. Dain diesem Be-
reich p(p) sehr flach ist, strebt die Nullstelle fur wachsende V sehr schnell gegen —co. Insofern
ist bei sehr grof3en Werten fir V gegentiber E mit numerischen Problemen bei der Nullstellen-
bestimmung zu rechnen.

Zur numerische Berechnung der Nullstelle von p(y:) verwenden wir den Algorithmusvon Brent
(siehe[37], S. 359). Dieser stellt ein Verfahren zur Nullstellensuche bei eindimensionalen Funk-
tionen dar und kombiniert im Wesentlichen Bisektionsverfahrenin geeigneter Weise mit Metho-
den hoherer Ordnung. Bei Brents Verfahren werden keine Ableitungen der jeweiligen Funktion
berechnet, was uns angesichts der komplizierten Form und der aufwendig zu berechnenden Ab-
leitung von p(u) a'sam geeignetsten erschien; grundsatzlich waren aber auch Verfahren einsetz-
bar, die Ableitungen von p(y:) berticksichtigen. Dem Algorithmusvon Brent mussalerdingsein
Intervall vorgegeben werden, in dem die Nullstelle sicher liegt. Wir miissen deshalb vorab eine
linke und eine rechte Grenze firr die gesuchte Nullstelle i berechnen:

Aus p(u) = 0 erhalten wir zunachst
i1 = E= (V= pE) fo(u, /V = ),
und daraus folgt
u<E, (5.27)

da (V — pE) fur den Definitionsbereich ¢ < V/E immer positiv ist und fo als Dichtefunktion
ebenfalls nur positive Werte annimmt.

Die linke Grenze ist etwas schwieriger zu bestimmen, da die Nullstelle auf der y-Achse belie-
big weit im negativen Bereich liegen kann. Allerdings gibt es bei der Berechnung der Funktion
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1/®(x) eine numerische Grenze, bei der ®(x) null wird. Dieser Punkt lasst sich genau bestim-
men, dawir die Funktionswerte der anal ytisch nicht berechenbaren Funktion ®(x) im Programm
einmal vorweg an aquidistanten Stutzstellen xs einlesen und dann linear interpolieren. Wir setzen

C := min{xs|®(xs) > 0} . (5.28)

C < 0 entspricht damit der kleinsten Stittzsstelle xs, fur die 1/®(xs) berechnet werden kann.
Fur ein festes  muss zur Auswertung der Funktion p(u:) die Dichte fo(i2, /V — E) berechnet
werden, in diewiederum ®(:/+/V — 1.E) eingeht (Gleichungen (5.24), (5.20) und (5.6)). Daraus
ergibt sich fur . < 0 die Bedingung

p > CYV-uE
— p? < C¥HV-puE)
= p?+CEp < C3V
—  (u+SER-CE < c (5.29)
= +(p+SE) < £C\/V+EE
— - > p > C/V+CE_CE

Zusammen mit der bereits festgestellten Tatsache, dass p(0; E, 3E?) = Oiist, gelangen wir somit
zu folgenden Einschlief3ungen p. und g fur die Nullstelle von p(u; E, V):

CE2 _ C’E TE2
w = {CVV+ &2 VPR (5.30)

0 V< ZE?
0 V> %Ez

HR = - . (531)
{E V< EEz

Das so programmierte Verfahren liefert z. B. bei einer Genauigkeit von 10 nach durchschnitt-
lich weniger als 10 und maximal 20 Schritten die gesuchte Nullstelle, wobei pro Schritt einmal
der Funktionswert von p berechnet werden muss. Schliefdlich sei noch bemerkt, dass die lin-
ke Grenze fur p(p; E, V) multipliziert mit einem Faktor < > 0 wiederum die linke Grenze fur
p(xp; E, k2V) darstellt, so dass y. bei groRerem E und entsprechendem V mit dem gleichen
Faktor nach rechts wandert wie die Nullstelle (vgl. Lemma5.3).

Die von der Konstanten C abhangige linke Grenze fur 1 stellt zwar die Berechenbarkeit der
Funktion p(u) fur ale u > p sicher, estreten jedoch schon nahe dieser Grenze numerische In-
stabilitéten auf, die aus der numerischen Berechnung fur ®(x) resultieren: In Abbildung 5.3 ist
zu sehen, wie sich fur sehr kleine ;. bel der Division der zwei extrem kleinen Funktionen ¢ und
o starke oszillierende Effekte ergeben. Das Problem besteht darin, dassin diesem Bereich von
w die Funktion ® bei der Ublichen Genauigkeit von 16 Nachkommastellen Uiber mehrere Stiitz-
stellen hinweg den gleichen Funktionswert annimmt, so dass selbst bei einfacher Interpolation
guas eine Treppenfunktion entsteht.

Das Problem | asst sich im Wesentlichen entscharfen, indem wir die Werte fur die Funktion ®(x)
an negativen Stutzstellen xs berechnen. Die ®-Werte liegen dann zwischen O und 0.5 und kdnnen
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Abbildung 5.3: Numerische Instabilitat bel der Berechnung von p(u)

somit im kritischen Bereich um O durch Gleitkommadarstellung auf bis zu 50 Nachkommastel -
len genau dargestellt werden (die ®-Werte werden mit dem Computeralgebra-Programm MA -
THEMATICA einmal vorab numerisch berechnet). Dadurch wird auch die Konstante C aus Glei-
chung (5.28) wesentlich kleiner und das Intervall zur Nullstellensuche wird auf der linken Seite
vergrof3ert. Allerdings treten auch dann noch Oszillationen am Rand y auf. Als weitere Mal3-
nahme interpolieren wir deshalb nicht die Werte von ®(x), sondern die der Funktion p(x) selbst:

1. Setzex=pu/\/V-uE

2. Bestimme Stutzstellen s, Xsi1 Mit X5 < X < Xgr1

3. Berechne korrespondierende 11, = xs/V + & — %E und 11, analog mit X1
4. Interpoliere p(x) linear zwischen p(y:1) und p(1:2)

Die Gleichung fur iy und u, entspricht einer Umkehrung der Gleichung im ersten Schritt und
der Berechnung von . nach (5.29). Dabel liegt wieder die Tatsache zugrunde, dassin die Aus-

wertung von p(u) ®(1/+/V — pE) eingeht.

Trotz der hohen Genauigkeit der ®-Werte kann es vorkommen, dass firr V >> E? die Nullstelle
der Funktion p(x) links vom numerischen Berechnungsintervall Z = [p,ur] liegt, d. h. p(z) <
0in ganz Z. Das heif3t aber fur die Q-Funktion, deren Steigung proportional zu p(x) ist (mit
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gleichem Vorzeichen), dassihr Maximum auf dem Rand ;. liegt. Somit setzen wir die gesuchte
Maximalstelleauf i = 1. Eshat sich allerdings bei den Anwendungen gezeigt, dass dieser Fall
in den Daten sehr selten auftritt. Bel genauerer Betrachtung der Definitionen (5.18) und (5.19)
Iasst sich dies leicht erklaren: E entspricht dem statistischen Mittelwert der gewichteten Daten
und damit berechnet sich die gewichtete statistische Varianz der Daten zu

Zt gt(ot - E)z
24 Gt

Wenn z. B. bel identischen Gewichten (; fur die eine Halfte der Daten O; = 0 gilt —d. h. sie
liegen auf der linken Grenze der gestutzten Verteilung — und fr die andere Halfte O, = 2E, ist
V = 2E?. Diese Konstellation stellt bereits einen Extremfall dar, der bei ausreichend vielen Daten
statistisch unwahrscheinlich wird, zumal die Modellparameter im Laufe des Reestimierungsal-
gorithmusimmer besser an die Daten angepasst werden.

=V-E. (5.32)

Abschliefiend fassen wir zusammen: Die Berechnung der neuen Dichteparameter (u;k, Ejzk) far
jeden Zustand j und jede Mischkomponentek bel Verwendung der in Abschnitt 5.2.1 definierten
gestutzten Normalverteilung erfolgt in folgenden Schritten:

1. Berechnung der Grof3en (;(j, k) nach (2.24c) fur alle t, und damit Berechnung von E,V
nach (5.18) und (5.19)

2. Berechnung der Grenzen . , g nach (5.30) und (5.31)
3. Numerische Nullstellenbestimmung von p(x) (5.24) in den Grenzen ., ur ergibt
4. of =V - pjk E nach (5.23)

Der Vorteil der Berechnung der Parameter (v, Ejzk) liegt in der von der iterativen, numerischen
Nullstellensuche getrennten Bestimmung der Grof3en E und V anhand der Daten. Dadurch wird
die Laufzeit des gesamten Verfahrens nur um einen konstanten Wert erhoht, der vor allem nicht
von der Lange der Daten oder den Modell parametern abhangt.

Die bisher betrachteten Formeln und Gleichungen gelten jeweils nur fir das Training mit einer
einzigen Sequenz. Eine Erweiterung auf mehrere Sequenzen erfol gt jedoch auch hier wieder pro-
blemlos (vgl. Abschnitt 2.5). Die Q-Funktion (5.3) erweitert sich dann um die Summe Uber alle
Sequenzen. Damit lauft auch die spezielle Q-Funktion Q(u, ) fur die gestutzte Normalvertei-
lung aus Gleichung (5.8) tiber alle Sequenzen, und im Endeffekt andert sich nur die Berechnung
der Grofen E und V nach (5.18) und (5.19), bei denen dann in Zahler und Nenner jeweils ge-
nauso Uber alle Sequenzen summiert werden muss.

5.2.4 Konsistenz mit Erwartungswert und Varianz

Zum besseren Verstandnis der impliziten Gleichungen (5.21) und (5.22) fur die neuen Parame-
ter (11, o2) vergleichen wir diese Gleichungen mit den expliziten Reestimierungsformeln (2.25d)
und (2.25€e) bei Einsatz der nichtgestutzten Normalverteilung, die ja unter die Klasse der ellip-
tisch-symmetrischen Verteilungen fallt (vgl. Abschnitt 2.3). Bel Verwendung der nach (5.18)
und (5.19) definierten GroRen E, V gelten dort die Gleichungen i = E und o2 = V — E?. Nach
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den bisherigen Uberlegungen bedeutet das aber, dass die Q-Funktion genau dann maximal wird,
wenn die Parameter der Dichtefunktion so gesetzt werden, dass der Erwartungswert der Vertei-
lung gleich dem statistischen Mittelwert und die Varianz der Verteilung gleich der statistischen
Varianz der gewichteten Daten ist (Gleichungen (5.18) und (5.32)). Dabei ist das Gewicht ¢; pro-
portional zur Wahrscheinlichkeit, dass sich die Sequenz bei Ausgabe desZeichensO; imjeweils
betrachteten Zustand und der jeweiligen Mischkomponentebefindet (vgl. (5.4) in Abschnitt 5.1).

Es stellt sich nun die Frage, ob das bei der gestutzten Normalverteilung genauso gilt. Erwar-
tungswert und Varianz der nach der Dichte f(x; iz, o) verteilten Zufallsvariablen X lassen sich
folgendermalien berechnen [16, 19]:

EX
VarX

p+o?fo(u, o), (5.33)
0% — po®fo(u, o) — o* 5, 0). (5.34)

Ein Vergleich von (5.33) mit (5.21) zeigt sofort, dass auch hier der statistische Mittelwert mit
dem analytischen Erwartungswert der Verteilung zusammenfallt, wenn ¢ und o die Q-Funktion
maximieren, d. h. E = EX. Wie sieht es aber mit der Varianz aus? Unter der Annahme, dass
statistische und analytische Varianz identisch sind, gilt nach (5.34)

V—E? = 6%~ po?fo(u, 0) — o* (1, 0).
Mit E = EX eingesetzt in (5.33) gilt aber auch
V-E? =V -y = 2u0?fo(p, 0) — " f(u, o),
und somit ergibt sich nach Gleichsetzen und Kiirzen
V =2+ 0%+ pofo(u, ).
Diese Gleichung erweitern wir auf beiden Seiten mit —2;.E + 12 und erhalten

V-2uE+p? = P +0”+po?to(u, 0) - 20E + ji°
p?+ o? + po®fo(u, o) = 2u® = 2u0*fo(u, o) + i?
= 02— pofo(y,0).

Dies entspricht aber genau der Gleichung (5.22), die sich aus der Bedingung 0Q/do = 0 zur
Maximierung der Q-Funktion ergab.

Als Ergebnis halten wir fest, dass auch bel der gestutzten Normalverteilung in jedem Reesti-
mierungsschritt die Parameter der Dichtefunktion so gesetzt werden, dass Erwartungswert und
Varianz der daraus entstehenden Verteilung glei ch dem stati stischen Erwartungswert und der sta-
tistischen Varianz der gewichteten Daten sind.

5.2.5 Praktische Probleme und Modifikationen

In Satz 5.1 und Korollar 5.2 wurde jeweils vorausgesetzt, dass mindestens zwel verschiedene
Daten mit positiven Gewichten in jede Parameterbestimmung eingehen, so dassimmer E,V > 0



Einsatz von gestutzten Normalverteilungen 73

undV > E2 gilt. Bei praktischen Anwendungen machten wir aber auch gerne die Falle abfangen,
in denen alle Daten den gleichen Wert annehmen. Gerade bei unseren Zeitreithen von mitunter
sehr regel maldig einzahlenden Sparern kann es durchaus zu solchen Extremfallen kommen.

Fur V = E? > 0 liegt die rechte Definitionsgrenze von p(y) bei 1 = V/E = E (vgl. Korollar 5.2),
und es zeigt sich, dass p(i) > O fur ale i < E, obgleich nach Anhang B der rechte Grenzwert
lim,_e p(¢) = E-V/E = 0 auf eine approximierte Losung hoffen lafdt (vgl. Abbildung 5.4). Fur
V = E2 = 0ist p(x) jedoch tiberhaupt nicht definiert.

1.2 T T T T T T
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p(w)
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Abbildung 5.4: p(;;E,V) mtE=V =5

Die Sachlage wird klarer, wenn wir uns die urspriingliche Q-Funktion (5.8) anschauen. V = E?
bedeutet nach (5.25) und wegen der strengen Konvexitét der Funktion y?, dass alle O, den glei-
chen Wert x > 0 annehmen und damit auch V = E? = x? gilt. Folglich vereinfacht sich die
Q-Funktion zu

Qu,0)=G-logf(xp,0)  mMitG=3 ¢,
t

d. h. eine Maximierung der Q-Funktionist aquivalent zur Maximierungvon f(x; i, o). Unter der
Voraussetzung x > 0 wird die Dichte der gestutzten Normalverteilung aber genau dann unend-
lich grof3, wenn ¢ = xund ¢ — 0. Dies geht aus dem Beweis von Satz 5.1 hervor, dadannim
Punkt 4. die Summeim Exponenten gleich O wird, wahrend sowohl fur 4 < Ound o — Oasauch
fir festes o und . — —oco die Dichte f(x; i, 0) = U@(i/g)go(x;—“) gegen O strebt (vgl. Gleichung
(5.10) in Punkt 2. mit O; = x > 0). Bei Beschrankung des Parameterraums auf o > oyin > 0 be-
deutet das aber, dassf (x; 1, o) und somit auch die Q-Funktion ihr Maximum auf dem Rand omin
annehmen. Fur festes o und x > 0 hat f (X; i, o) ein eindeutiges global es Maximum bezuglich g,
das wiederum durch Nullsetzen der Ableitung (5.12) bestimmt werden kann: Wir erhalten die
numerisch ldsbare Gleichung fur 1

X—/T—Uﬁqm%(/f,amm) =0,

diemit x = E zwangslaufig identisch ist mit (5.21).
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Sei nunV = E2 = 0 und damit auch x = 0. Zwar wird auch hier die Dichte der gestutzten
Normalverteilung unendlich grof3, wenn i = x und o — 0; allerding gilt das jetzt auch genauso
fur alle . < O und sogar fir beliebige, feste o, wenn 4 — —oo (vgl. wieder Gleichung (5.10)).
Folglich liegt jetzt das Maximum von f bei Beschrankung der Varianz auf ¢, bei y = —co.
Abbildung 5.5 zeigt das Verhalten der Dichtefunktion f fur x = 0 bzw. x nahe der Nullgrenze der
gestutzten Normalverteilung.

10 T T T T T

f(x;1,0)
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Abbildung 5.5: f(x; 11, o) in Abhangigkeit von y filr ¢ = omin = 0.1 und verschiedene x

Das eigentliche Problem, das an dieser Stelle zutage tritt, liegt in der Tatsache, dass wir eine
linksseitig bei O gestutzte Normalverteilung fur Daten verwenden, die sehr haufig den Wert O
annehmen, also auf dem Abschneidepunkt selbst liegen. Falls sogar ale Daten gleich O sind,
betragt auch der statistische Erwartungswert 0, wahrend der analytische Erwartungswert von f
nie null werden kann (vgl. Abschnitt 5.2.4).

Verschiebung des Abschneidepunktes

Die von uns vorgeschlagene Modifikation besteht nun darin, die Normalverteilung nicht exakt
bei x = 0 zu stutzen, sondern etwas links davon bei x = — (¢ > 0). Damit liegen an der kriti-
schen Grenze keine Daten mehr und der Fall V = E? = 0 kann genauso behandelt werden wie
der unproblematischere Fall V = E? > 0. Denn bei einer Verschiebung des Abschneidepunktes
um z. B. ¢ = 0.1 nach links entspricht die Dichte mit x = 0.1 in Abbildung 5.5 von der Form her
einer Dichtemit x = 0, verschoben um ebenfalls 0.1 nach linksauf der .-Achse. Der Nachteil ei-
ner solchen Vertellung besteht lediglich darin, dass beim Generieren von Daten wieder negative
Ausgaben entstehen konnen; bei kleinem ¢ konnen wir diesen Fehler jedoch vernachlassigen.

Die Angleichung der fur die gestutzte Normal verteilung in den vorangegangen A bschnitten auf-
gestellten Gleichungen, die wir zum Reestimieren der Parameter bendtigen, soll hier nur kurz
skizziert werden, da sich qualitativ nichts Wesentliches an den Aussagen und Verfahren andert.
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Wir definieren die bei —= gestutzte Normaldichte als

. {O X< —¢
fOGu, o) = 1
— f(X pu,0) X>—¢
B, 0) )

mit

pte

).

g

é(#,a):/oof(xiﬂya)dx = &

€

Analog zu den partiellen Ableitungen (5.12) und (5.13) ergibt sich fur a(u, o)

&) = f(=p,0),
5.'(0) - _:LL+€

f(—&f;/,L,O'),

und damit lassen sich die Ableitungen f'(1) und f/(¢) bestimmen. Letztendlich gelangen wir zu
folgenden abgewandelten Gleichungen (5.23) und (5.24):

0?=V+cE-u(E+e),
P(1) 1= E— = (V + eE—u[E+¢]) F(e;ji,/V +cE— f[E+¢]) =0

bzw. mitE:=E+cundV :=V +cE

~

2=V -uE,
p(i1) =E—ji— (V- (iE) f(~¢; 1, 1/V - gE) = 0.

Alsrechte Definitionsgrenze der so veranderten Funktion p(x) erhalten wir damit \7/ E, wahrend
sich die numerische Nullstellensuche auf ¢ < E beschranken kann (vgl. (5.27) und entspre-
chende Bemerkungen). Die linke Grenze kann analog zu (5.29) berechnet werden, wobei fur die
veranderte Funktion p(u) jetzt @(ﬁ) nicht O werden darf. Die numerische Nullstellensuche

erfolgt schliefdlich zwischen den Grenzen

~ . C2E2 C2E
= Cy/V+cE+ ————¢
HL 4 2 &

ILLR:E.

Mit Einsatz der Dichte f erhdht sich auch die numerische Stabilitat von p(x) bel sehr kleinen
Ausgabewerten O;; die Nullstelle kann dann auch fur groke Werte V > E? ohne Probleme be-
stimmt werden. (vgl. Abschnitt 5.2.3).

5.2.6 Erzeugung von Zufallszahlen

Nachdem wir die Reestimierungsformeln zum Training eines HMM an die Dichtefunktion der
gestutzten Normalverteilung angepasst haben, soll an dieser Stelle noch kurz auf das Erzeugen
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von entsprechenden Zufall szahlen eingegangen werden. Solche Zufallszahlen miissen generiert
werden, wenn wir ein HMM zum Erzeugen von Datensequenzen benutzen mochten.

Die klassische Methode zur Erstellung von A (i, o2)-verteilten Zufall szahlen besteht darin, aus
gleichverteilten Zufallszahlen U zunachst (0, 1)-verteilte ZufallszahlenY zu produzieren. Die
Transformation Z = p+o'Y fuhrt dann zu den gewiinschten Zahlen. [12] enthdlt eine ausfuhrliche
Beschreibung der zahlreichen, meist effizienten Algorithmen und Methoden fur das Erzeugen
von normalverteilten Zufallszahlen.

Die einfachste Moglichkeit, Zufallszahlen einer gestutzten Normalverteilung zu erzeugen, be-
steht darin, normalverteilte Zahlen zu generieren und digjenigen darunter zu ignorieren, dieim
abgeschnittenen Tell der Verteilung liegen. Dieses Vorgehen hat den Vorteil, dass auf die meist
schnellen und erprobten Zufallszahlengeneratoren in Programm-Bibliotheken zurtickgegriffen
werden kann. Die Effizienz geht nattirlich dann verloren, wenn der abgeschnittene Teil der Nor-
malverteilung gegentiber dem Teil, in dem die Dichte > Oist, extrem grof3ist, d. h. wenn n weit
im negativen Bereich liegt. Aus diesem Grund verwenden wir in unserem Programm die Me-
thode der inversen Transformation, mit der auch ohne deutliche Laufzeiterhdhung Zufallszah-
len in einem beschrankten Intervall erzeugt werden konnen. Bel der inversen Transformation
(siehe[12], S. 149 ff.) wird die Tatsache genutzt, dass die Umkehrfunktion F-1(u) einer Vertei-
lungsfunktion F(2) angewandt auf eine (0, 1)-gleichverteilte Zufallszahl U eine Zufallszahl mit
der gewiinschten Verteilung F ergibt. Ersetzen wir das Argument der Umkehrfunktiondurch die
auf dasIntervall [F(a), F(b)] transformierte Zufallszahl U’ = F(a) +[F(b)—F(a)]U, fuhrt dieszu
einer Zufalszahl imIntervall [a, b] mit Verteilung F. Die Umkehrfunktion der Normalverteilung
kann mit Hilfe einer Approximation nach Hastings berechnet werden [12].

5.3 Alternative Dichtefunktionen

Nach den umfangreichen Darstellungen des Abschnitts 5.2 stellt sich die Frage, ob esnicht ande-
re Verteilungen gibt, die die gewtinschten Anforderungen erfullen und nur positive Zufallszah-
len abbilden, dabel aber einfacher in ihrer Verwendung sind. Im Rahmen dieser Arbeit wurden
verschiedene Verteilungen als Alternativen zur gestutzten Normalverteilung in Erwagung gezo-
gen und aus den folgenden Griinden nicht weiter betrachtet, wobei natirlich auch die Form einer
Dichtefunktion eine grof3e Rolle spielt (Einzel heiten zu den angesprochenen Verteilungen finden
sichinz. B.in[16,19,35]):

» Alle Verteillungen, die nur einem Parameter unterliegen, erscheinen uns nicht flexibel ge-
nug in der Abbildung beliebiger Daten a's Ausgaben eines HMM-Zustands. Bei diesen
Verteilungen ist die Abhangigkeit von Mittelwert und Varianz zu grof3.

» Der Einsatz von komplexeren Verteilungen scheitert daran, dass die Differentiation der
entsprechenden Q-Funktionen nach den Parametern der Verteilungen zu analytisch noch
schwierigeren Gleichungen fulhrt (vgl. Anschnitt 5.1 und Gleichung (5.5)). Darunter fallen
z. B. die Lognormalverteilung oder die Gamma-Verteilung und ihre spezielle Form, die
x2-Verteilung, fur die im Gegensatz zur Normalverteilung auch keine expliziten Maxi-
mum-Likelihood-Schéatzer berechnet werden konnen.
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» Ausder Transformation |X| einer normalverteilten Zufallsvariablen X entsteht eine , ge-
klappte' Normalverteilung, die @hnliche Eigenschaften hat wie die linksseitig bei O ge-
stutzte Normalverteilung. Die Dichtefunktion von | X| berechnet sich aus

Fx) = 0 x<0
0+ x>0,

wobei f wieder diein Abschnitt 5.2.1 definierte Dichte der Normalverteilung bezeichnet.
Gegenuber der Dichte f der gestutzten Vertellung, in der die nur numerisch |dsbare Funk-
tion ® steckt, ist f analytisch zu berechnen, und ebenso deren Ableitungen nach den Pa-
rametern 1, und o. Die Differentiation der entsprechenden Q-Funktion fuhrt jedoch wie-
der auf eine implizite Nullstellengleichung, in der das gesuchte ;. sogar nichtlinear mit
jeder Ausgabe O; verknuipft ist, so dass ein numerisches Losungsverfahren in jeder Itera-
tion Uber alle Ausgaben O; laufen muss. Die damit verbundene Laufzeiterhohung eines
solchen Verfahrens schlief3t die weitere Verwendung dieser Dichte praktisch aus (vgl. Ab-
schnitt 5.2.3, vorletzter Absatz).
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Kapitel 6

Erweitertes HMM mit Ausgabe-Klassen

In Abschnitt 3.3.2 hatten wir bereitsfestgestellt, dassbei den vollstandigen Spargel d-Sequenzen,
denen ausschliefdlich zugeteilte Bausparvertrage zugrundeliegen und diewir zur Clusterung und
zum Trainieren der Modelle einsetzen wollen, die Summe der Eintrage einer Sequenz praktisch
nie unter einem festen Wert liegt. Diesresultiert aus den Voraussetzungen der Zuteilung, bei der
ein Vertrag eine vorgegebene Mindestsparlei stung erbracht haben muss, wobei sich die Sparlei-
stung aus den eingezahlten Betragen und den Zinsen zusammensetzt (vgl. Abschnitt 3.1). An-
dererseits wird ein Vertrag, bei dem die ndtigen Sparleistungen erbracht wurden, mit grof3er
Wahrscheinlichkeit die Sparphase beenden. Ein Sparer macht i. d. R. sein Verhalten vor allem
zum Ende der Sparphase hin davon abhangig, wieviel er bereits angespart hat bzw. wieviel er
noch einzahlen muss, um den Anspruch an das Darlehen zu einem bestimmten Zeitpunkt zu er-
reichen. Ein Bausparer, der bereits kurz vor der Zuteilung steht, wird deshalb z. B. nur nochklei-
ne Summen einzahlen. In dem HMM, das eine solche Sequenz reprasentiert, musste die Wahr-
scheinlichkelt, dass die darunterliegende Zustandsfol ge zu diesem Zeitpunkt in den Endzustand
wechselt, grofier sein als bei einer Sequenz, die bis dahin noch wenig angespart hat.

Sowohl in einem HMM, wiewir esin Kapitel 2 vorgestellt haben, als auch in den in Abschnitt
2.6 angesprochenen allgemeineren Hidden-Markov-Modellenist eine solche Abhangigkeit des
stochastischen Prozesses von der Summe der bisherigen Ausgaben hochstensimplizit durch das
Training des M odellsmit den entsprechenden Sequenzen gegeben. Wir stellen deshalb in diesem
Kapitel ein erweitertes HMM vor, bel dem die Summen der Sequenzeintrage explizit beriick-
sichtigt werden konnen. Dazu definieren wir aber zunachst unabhangig von unserer speziellen
Anwendung eine neue Model lklasse und stellen fir diese die entsprechend angepassten Basis-
algorithmen bereit.

In Kapitel 7 werden wir neben den klassischen Hidden-Markov-Modellen die erweiterten Mo-
delle zur Abbildung der Spargel d-Sequenzen verwenden und beide M odellklassen in Bezug auf
unsere Anwendung vergleichen.

79
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6.1 Modellbeschreibung und Definitionen

Die Grundidee der Modellerweiterung besteht darin, dass der Wechsel von einem Zustand in
einen anderen nicht mehr durch eine feste Ubergangswahrscheinlichkeit beschrieben wird, son-
dern dartiberhinaus von der Summe der Eintrage der bis dahin ausgegebenen Teilsequenz ab-
hangen soll. Diese Abhangigkeit wird mit Hilfe einer Klasseneinteilung aller moglichen Ausga-
besummen realisiert; dieim Folgenden beschriebene Modellerweiterung gilt jedoch ganz allge-
mein fur jede Abbildung, die eine (Teil-)Sequenz auf einen Index einer Klasse aus einer festen
und endlichen Menge von Klassen abbildet:

Definition 6.1 I/ = U;, U, ..., U, bezeichne eine feste Menge von Klassen, und die Abbil-
dungcl : R — N weise jeder Teilsequenz Oy = O;--- O, t € {1,2,..., T}, den Index ei-
ner Klasse aus ¢/ zu. Die Klassen in ¢/ nennen wir Ausgabe-Klassen und bezeichnen mit p; =
cl(Oy) € {1,..., L} die Ausgabe-Klasse der Teilsequenz Oy.

Damitist mit jeder Sequenz O; - - - Oy bei gegebener Klassenei nteilung auch eine eindeutige Fol -
gevon Ausgabe-Klassenp; - - - pr festgelegt. Wir werdenim Weiteren stets davon ausgehen, dass
cl(Oy)) in konstanter Zeit ausgewertet werden kann, insbesondere also nicht von der Anzahl L
der Ausgabe-Klassen abhangt.

Wir definieren nun das erweiterte Modell folgendermal3en, wobei wir uns auf die in Abschnitt
2.1 eingefuhrten Notationen fur Hidden-Markov-M odel le beziehen:

Definition 6.2 (Erweitertes HMM mit Ausgabe-Klassen) Wr ersetzen in einem HMM
jede Ubergangswahrscheinlichkeit a; der versteckten Markov-Kette von Zustand § nach Zu-
stand § durch den L-dimensionalen \ektor

al] = (ailjaailja s 7aiLj) .

Der |-te Eintrag bezei chne die bedingte Wahr scheinlichkeit, dass der stochastische Prozess zum
Zeitpunkt t in den Zustand § wechselt, gegeben den Zustand S, das Modell A und die Ausgabe-
Klasse| der bisher vom Modell ausgegebenen Teilsequenz Oy :

aij =P(Qu1 =jlpt =1L =1,)). (6.1)

Dabei gelte fur jedesi € {1,...,N}und| € {1,...,L} die stochastische Nebenbedingung
Zj'\lla”j = 1. Dasin dieser Form modifizierte HMM bezeichnen wir als ein erweitertes HMM
mit (L) Ausgabe-Klassen (AK-HMM).

Damit vergroRert sich der Parameterraum eines HMM um (L —1)N? zusatzliche Parameter, denn
aus der urspringlichen Matrix der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zustandstibergange wird
im erweiterten Modell die dreidimensionale N x L x N-Matrix A = {ay; }. Fur alle anderen Mo-
dellparameter verwenden wir die gewohnten Notationen (vgl. Abschnitt 2.1).

Im Ubergangsgraphen einesin dieser Form definierten HMM verlaufen zwischen jedem gerich-
tet verbundenen Knotenpaar jeweils L Kanten mit i. d. R. unterschiedlichen Gewichten, die den
jeweiligen bedingten Wahrscheinlichkeiten entsprechen (vgl. Abbildung 6.1).
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Abbildung 6.1: Graph eines erweiterten HMM mit L = 3 bedingten Ubergangsklassen

Dasbeschriebene M odell besitzt dievon unseingangs gewiinschte Abhangigkeit der Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten von der Summe der bisher ausgegebenen Daten, wenn wir fur cl(O,) eine
Abbildung der Summe 3! _, O, auf eine Intervalleinteilung in Rwahlen.

Es stellt sich zunachst aber die Frage, ob mit dem erweiterten HMM genauso gearbeitet werden
kann wie mit dem klassischen Modell, denn schlief3lich hatten wir bei der Entwicklung der rele-
vanten Algorithmen an vielen Stellen implizit diein Abschnitt 2.1 getroffene Markov-Annahme
—d. h. dieWahrscheinlichkeit, von einem Zustand zum nachsten zu wechseln, hangt nur von die-
sen beiden Zustanden ab — benutzt. Gerade diese gilt aber fir das erweiterte Modell offensicht-
lich nicht mehr. Aus diesem Grund sollen in den folgenden Abschnitten die Basisalgorithmen
ausfuhrlich geprift und, soweit es moglich ist, so angepasst werden, dass sie die gewiinschten
Berechnungen liefern, ohne die Komplexitat deutlich zu erhdhen.

6.2 Forward-Backward-Algorithmus

Analog zum klassischen Hidden-Markov-Modell bezeichnen wir mit der Forward-Variablen
ay(i) die Wahrscheinlichkeit (bzw. Likelihood im Fall von stetigen Ausgaben), dass die Teilse-
guenz O;0; - - - O, ausgegeben wird und sich die Zustandsfolge zum Zeitpunkt t in Zustand §
befindet, gegeben die Modellparameter A:

at(i) =P(0102 - - - O, g = i]A).
DieBerechnung dieser Variablen fur alle Zustandei und Zeitschrittet erfol gt wiederum rekursiv:
1.t=1
a1(i) = P(O1, 1 = i|A) = mili(Oy), 1<i<N.

2. t<T:
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ow1(i) = P(Or---Oug, Gt =i|X)
P(O: - O, G = i[A)P(Oua|O1 - - - Or, Gua =1, A)
P(Ol e Ot, Gr+1 = ||/\) bi (Ot+l)

N
= Z P(O1--- Ot =j,qu1 = i|/\)] Bi(Or1)

L =1

[ N
= Z P(Oy--- O, =j|A)P(Gs =1|O1- - O, 0 =1, )\)] b1 (Os1)
L j=1

—JN

= Zat(j)P(qm =i|O1--- O, O :J',)\)] 01 (1) -

Lj=1

Beim klassischen HMM gilt P(Quq = i[O1--- O, g = j, A) = P(Qu1 = |0k = J, A) = &;,
da der Wechsel von Zustand § nach Zustand S unabhangig ist von der bereits erzeugten
Teilsequenz O; - - - O;. In dem erweiterten Modell ist jedoch die Wahrscheinlichkeit, im
Zeitschritt t von § nach § zu wechseln, eine Funktion von p; = cl(O)). Da aber mit der
Teilsequenz auch die entsprechende Ausgabe-Klasse | bekannt ist, gilt:

PGt =1[O1- -+ O, G =], A) =P(Gua = ifpe =1, G =, A) = & -
Zusammenfassend berechnet sich a4 (i) also wiefolgt:

I = c(Op),

N
aw(l) = [Z at(j)am] b(Ow), 1<t<T-1,1<i<N.

=1

Die Berechnung der a.4(i) wird auf gewohnte Weise in jedem Zeitschritt fur alle Zustande i
durchgefihrt. Alsletzter Schritt folgt dann die Berechnung der Wahrscheinlichkeit der Sequenz,
gegeben A:

N
PO =Y ar(i).
i=1

Abbildung 6.2 verdeutlicht die Vorgehenswel seder Bestimmung von a4 (i) ausden GrofRenaller
moglicher Vorgangerknoten §. Dabei entscheidet die pro Zeitschritt t einmal bestimmte Ausga-
be-Klassel dariiber, welche der Ubergangswahrscheinlichkeitenin die Variable einflieRen, in der
Abbildung dargestellt durch durchgezogene Pfeile.

Im Vergleich zum klassischen HMM bleibt die Komplexitét der so veranderten Prozedur zur
Bestimmung der Forward-Variablen erhalten (O(N?T)), dal = cl(O) nach Voraussetzung in
jedem Schritt in konstanter Zeit berechnet werden kann.

Der Algorithmus zur Berechnung der Backward-Variablen lasst sich leider nicht auf die gleiche
und einfache Art Ubertragen, wie wir im Folgenden sehen werden. Sei auch hier wieder 3¢(i) die
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L=2,1=1) t*1

() & 11(i)

Abbildung 6.2: Rekursive Berechnung der a4 (i)

Wahrscheinlichkeit, dassdie Teilsequenz O - - - Or ausgegeben wird, gegeben Zustand § zum
Zeitpunkt t und die Modellparameter A:

(i) = P(Opa - - Orlqe =1, 2).

Beim Versuch, die Berechnung der 3,(i) auf die Uibliche Weise auf alle (u4(j) zuriickzufithren,
gelangen wir zunachst zu folgender Gleichung:

10 P(Ou1--- Orlar =1, A)

N
Z P(Ot1---Or, Qr = |Gk =1, A)
=

N
> P(Gua =jlor =1, \)P(Ors - Orlores =J, 0 =1, A)

=1

Das Produkt der beiden Wahrscheinlichkeiten in der letzten Zeile entspricht beim klassischen
HMM gerade dem Ausdruck a;;b;(Or1) 8+1(j). Fur das erweiterte Modell dagegen konnen weder
P(gw1 = jlow = i, ) direkt berechnet noch P(Ouy - - - O = j, 0 = i, ) as Produkt von
b; (Ow+1) B+a(j) formuliert werden, dazum einen einevon der Ausgabe-K | asse unabhangige Uber-
gangswahrscheinlichkeit nicht vorliegt und zum anderen die Ereignisse, dieden Wahrscheinlich-
keiten G+1(J) und b;(Owq) zugrunde liegen, stochastisch nicht unabhangig sind.

Um die oben genannten Probleme zu umgehen, definieren wir eine modifizierte Variable 3/ as
die Wahrscheinlichkeit, dass die Teilsequenz Oy,; - - - Or ausgegeben wird, gegeben Zustand S
zum Zeitpunkt t, die Teilsequenz Oy = Oy - - - O; und die Modellparameter A:

(i) =P(Ou1--- O] =i,01--- O, ).
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Diese Variable kann jetzt rekursiv berechnet werden, denn es gilt:

Bi(i)

P(Ota-- - Orlae =1,00, A)

N
> P(Ou1- - Or, G =6 =1i,0p, ) (6.22)
=1

N
> P(qu =]l =1, 0, A)P(Ou1 - - - Orlch =i, s =], Oy, A)

=1

N
Z AipP(Owa - - Or|0t =1, G =], Ogy, A)

=1

N
> apiP(Ou1|G =1, Gua =], Oy, YP(Ouiz - - - Or[Oa, Gk =i, Gua =], Oy, A)

=1

N
Z Qi (Ot+1)P(Opez - - - Or|gu =], O(t+1), A)

=1

N

) aipib(Or) (i) - (6.2b)
j=1
Analog zur Berechnung der 3, im urspriinglichen Modell erhalten wir damit folgende Rekursion
zur Bestimmung aller 3:

1.t=T:

Br(i) =1, 1<i<N.
2. t<T:

pt = cl(Op),

N
> a(Ow)B(G). t=T-1....1 1<i<N.
j=1

Bi(i)

Im nachsten Abschnitt werden wir sehen, dass mit Hilfe der modifizierten Backward-Variablen
B¢ ganz analog zum klassischen HMM die Grofien berechnet werden konnen, die wir fur den
Baum-Welch-Algorithmus benotigen.

6.3 Baum-Welch-Algorithmus

Eine zentrale Rolle beim Trainieren der Parameter eines Modells mittels des Baum-Welch-Al-
gorithmus spielen die Grofen (i) und &(i, j), die jeweils aus den Forward- und Backward-Va-
riablen berechnet werden konnen. Diese Berechnungen sind auch fur das erweiterte Model | mit
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den modifizierten Variablen a«(i) und 3{ moglich. Dazu betrachten wir zunéachst deren Produkt:

a()Bi(i) = P(Or--- O, G =i[A)P(Op1 - Orlg =i,01- - O, A)
= P(Olot7ot+loT7qt:||/\)
P(O, g =1i[A). (6.3
(6.4)
Diesist aber gerade wieder die Modellwahrscheinlichkeit, die vollstandige Sequenz auszugeben

und zur Zeitt im Zustand § zu sein, und somit liefert die Summierung dieser Produkte Gber alle
Zustande wieder die Wahrscheinlichkeit der vollstandigen Sequenz, gegeben A:

N

Y aBi) = PO[)), te{l,...T}. (6.5)

i=1

An dieser Stelle wird deutlich, dass wir mit den Forward- und Backward-Variablen des erwei-
terten Modells alle Grofien und Formeln fur den Baum-Wel ch-Algorithmus anpassen konnen.

Bezeichne (i) wieder die Wahrscheinlichkeit, zum Zeitpunkt t im Zustand i zu sein, gegeben
die Sequenz O und die Model|parameter. Dann folgt aus den Gleichungen (6.4) und (6.5):

(i) B3{(1)
Sl en(i) ()
Auch die Berechnung der Grol3e &(i, j), der Wahrscheinlichkeit eines Zustandswechselsvon §
nach § zum Zeitpunkt t, gegeben O und A, erfolgt in bekannter Weise, denn es gilt

P(cr = 1. w1 = ][O, A) P(O[A) PO, 0 =1, ara = ][A)
P(O, tt = i|A) P(Os1 - - - Or, Ge1 =|Oy, Gt =1, A)
(1) @ipli (Or1) B ()

(i) =P(q =i|O, \) = (6.6)

wobei die letzte Umformung bereits in Abschnitt 6.2 mit der Gleichheit von (6.2a) und (6.2b)
gezeigt wurde. Damit ergibt sich

at(1)aipi 1 (O1) 8141 (1)
P(O[)) ’

&(i,J) = P(r =1, Gua = ][O, A) = (6.7)

und es gilt

N
w(i) =3 &) 68)

=1

Die Summen der ~¢(i) und &(i, J) jeweils Uber t kbnnen wieder als Erwartungswerte interpretiert
werden

erwartete Anzahl der Ubergange aus S

T-1

> ()
> &)
t=1

erwartete Anzahl der Ubergange von S nach §
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Mit Hilfe der obigen Formeln und Grofen ergeben sich folgende Reestimierungsformeln als
natiirliche Schéatzer A der Parameter eines erweiterten HMM mit diskreten Ausgaben bei gege-
benen Parametern A:

m = erwartete Wahrscheinlichkeit, zur Zeitt =1in S zu sein

= ()., __ (659
_ _ ewartete Anzahl der Ubergange S nach § in Ausgabe-Klassel
i = erwartete Anzahl der Ubergange aus S in Ausgabe-Klasse |

-1
E &(I g J)
£
= T (6.9b)
> ()
t=1
pt=l
— _ erwartete Anzahl von Ausgaben v, in §
erwartete Anzahl, in § zu sein

T .
g ()

- Otj’m ) (6.9¢)
gm(j)

Dabei sind die Gleichungen firr =; und by, — abgesehen von der veranderten Berechnung der (i)
—identisch mit denen fiir das klassische HMM), wahrend zum Schitzen der a; nur die Ubergange
gezahlt werden, fur dieim Zustand i die Ausgabe-Klasse | angenommen wird. Die Gleichungen
der Ausgabeparameter einesHMM mit stetigen Ausgaben konnen ganz analog erstellt werden:
In (2.25c) bis (2.25e) werden einfach die entsprechend mit den erweiterten Forward-Backward-
Variablen a(i) und 5{(i) formulierten ~(i) und (;(j, m) eingesetzt.

Die Komplexitat zur Berechnung der dreidimensionalen Matrix A betragt O(TN?) + O(LN?), da
in einem ersten Schritt alle Zahler und Nenner unabhangig von L berechnet und danach die LN?
Eintrage von A jewells in konstanter Zeit zugewiesen werden konnen. Unter der realistischen
Annahme, dass die Anzahl der Ausgabe-Klassen kleiner ist als die Sequenzlange, andert sich
damit die asymptotische Laufzeit des Baum-Welch-Algorithmus gegentiber der urspriinglichen
Version nicht (vgl. Abschnitt 4.2.2). Der Speicherbedarf firr die Ubergangswahrscheinlichkeiten
steigt jedoch um den Faktor L.

Dieintuitiv hergel eiteten Reestimierungsformel nerftillen wieder automati sch die stochasti schen
Nebenbedingungen fur die Parameter:

N

N M
Yom=Y aj=» bm=1 ie{l... N}, le{l. .. L}
=1 m=1

=1

Schliefdlich sind alle Formeln und Algorithmen des erweiterten Modells konsistent mit denje-
nigen des urspriinglichen Modells: Wenn wir die Anzahl der Ausgabe-Klassen L auf 1 setzen,
haben wir in alen Gleichungen exakte Ubereinstimmung mit dem urspringlichen HMM .
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Zusammenfassend konnen wir feststellen, dass fur das erweiterte Modell die Basisalgorithmen
zur Berechnung und Maximierung der Wahrscheinlichkeit P(O|)) bzw. der Likelihood L(O|))
auf einfache Art und ohne die Kompl exitatsklasse zu andern angepasst werden konnen. Natir-
lich ist damit noch nicht die Frage geklart, ob das Reestimierungsverfahrenin dieser Form noch
konvergiert bzw. zu einem lokalen Maximum fuhrt. Es stellt sich jedoch heraus, dass der Beweis
des Baum-Wel ch-Algorithmusleicht auf das um Ausgabe-Klassen erweiterte HMM Ubertragbar
ist, wie wir im nachsten Abschnitt sehen werden.

6.4 Konvergenz des erweiterten Baum-Welch-Algo-
rithmus

Wir werden im Folgenden zeigen, dass auch die fur das erweiterte Modell intuitiv hergeleite-
ten Reestimierungsformeln (6.9a) — (6.9¢) die Likelihood mit jedem Schritt verbessern, bis ein
kritischer Punkt oder das globale Maximum erreicht wird. Dazu folgen wir der Beweisskizze
in Abschnitt 2.2.4 und passen diese an den entscheidenden Stellen an. Es wird leicht zu sehen
sein, dass diese Anpassungen in der gleichen Form auf den entsprechenden Beweis fur Hidden-
Markov-Modelle mit stetigen Ausgaben, wie er z. B. in [20] zu finden ist, Ubertragen werden
konnen.

Wir definierenfir zwel Modelle A und XmitAusgabeuKIassenwieder dieHilfsfunktion Q (), X):

S
QA N) =Y P(Q,01)) - InP(Qs, O}\) , (6.10)
s=1

wobei Swieder die Anzahl aler moglichen Zustandspfade der Lange T durch die Modelle und
Qs den s-ten Zustandspfad bezeichnet. Dann folgt mit Satz 2.3 und analog zur Beweisskizze in
Abschnitt 2.2.4, dass eine Maximierung der Q-Funktion beziiglich A die gewiinschte Verbesse-
rung der Likelihood erzielt.

Zur Berechnung der Q-Funktion muss jedoch geklart werden, ob sich P(Qs, O| ) wieder wie
beim klassischen HMM als Produkt der entsprechenden Modellparameter berechnen lasst, da
die Ubergange und die Ausgaben des erweiterten Modellsim Allgemeinen janicht unabhéngig
sind. Seien Q = q10; - - - gt eine gegebene Zustandsfolgeund Q) = 010; - - - 0 die entsprechende
Teilfolge, dann gilt

P(Q,0[\) = P(Qr-1), O-1|}) P(ar, Or|Q(r-1), Or-1), A)
= P(Qr-1), Orr-1|A) P(tr|Q(r-1), Or-1), A) P(Or]Q, O(r—1y, A)
= P(Q(T—1)7 O(T—l) | /\) aqT—lpT—ququ (OT)

T-1

= 7q,05,(01) | | 2apiter D (Orva) (6.11)
t=1
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wobei p; wieder die Ausgabe-Klasse der Sequenz O im Zeitpunkt t festlegt. Darausfolgt

T-1 T
INP(Q=Q;, 0[)) =In7g, + 3 INBgpg,, + Y INbg(OY), (6.12)

t=1 t=1
und durch Einsetzen von (6.12) in (6.10) erhalten wir
Qs T-1

Y P(Q,ONIn7g, + Z P(Q, 0|\ Z IN8gpaes

Q=1 Q=Q1

+ Z P(Q, 0|\ Z Inbg(Oy)

Q=1

Q(\, \)

P QO+ Qat Dy (6.13)

Die so definierten Teilfunktionen Q. und Qy, gleichen damit den entsprechenden Teilfunktionen
in (2.19) und kdnnen damit wiein (2.20a) und (2.20c) umgeformt werden, wahrend fur Q, gilt:

Qs
Qa = ZP(Q7O|)‘)ZInaqtptqt+l
QNQl L N T-1
- ZZZZP(Qt—I P =1, g1 =, O|A) In&y;
i=1 I1=1 t=1

T-1

&) Inay; (6.14)

I
2

O

R’
=1
Mz

izl 1=1 j=1 t=1
pe=l

wobei die Grofden~:(i) und &(i, j) jetzt nach (6.6) und (6.7) Funktionen der erweiterten Forward-
und Backward-Variablen sind.

Damit ist die Q-Funktion wieder eine Summe unabhangiger Funktionen des Typs F(x) aus Lem-
ma 2.2 und wird genau dann maximiert, wenn die Parameter i und by, nach (2.21a) und (2.21c)
und die bedingten Ubergangswahrscheinlichkeiten a;; nach folgender Formel berechnet werden:

T-1 o T-1 o
tz_;ft(lvj) tz_:&(lvj)

a = pr:l_l = pt_l (6.15)
> > &1, K) Z ’Yt(')
k=1 t=1
pt=l pt I

Diese entsprechen wiederum den Reestimierungsformeln (6.9a) — (6.9c) im vorigen Abschnitt.

In Gleichung (6.13) wird deutlich, dassder Schliissel zur Maximierung der Q-Funktionin deren
Zerlegbarkeit besteht. Fur Hidden-Markov-Modelle mit stetigen Ausgaben gilt diese Zerlegbar-
keit genauso, und die hier gezeigte Bewelisskizze ist deshalb direkt auf diesen Fall Ubertragbar.
Dabel entsteht die gleiche Teilfunktion Q,, und somit gilt auch fur daserweiterte HMM bei steti-
gen Ausgaben die Reestimierungsformel (6.15) fir die ;. Bei den Gleichungen fur die tlbrigen
Parameter miissen nur die entsprechend anders berechneten ~¢(i) und &(i, j) eingesetzt werden
(vgl. [17,20]).
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6.5 Viterbi-Algorithmus

In Abschnitt 2.2.2 wurde der Viterbi-Pfad definiert als die Zustandsfolge, die fir eine gegebene
Sequenz O bei gegebenem Modell A am wahrscheinlichsten ist, also P(Q, O|)\) maximiert. Da
mit gegebener Sequenz O bel dem erweiterten HMM auch die Folge von Ausgabe-Klassen be-
kannt ist und nachdem die Forward-Variablen und Reestimierungsformel n erfol grei ch angepasst
werden konnten, kdnnen wir problemlos einen erweiterten Viterbi-Algorithmus aufstellen.

Fur eine Zustandsfolge Q = 010 - - - gr, die Sequenz O und das Modell A definieren wir wieder
die Grole

.....

Per Induktion und mit (6.11) gilt:

1) = [max &i()aip] - B(Ova)

Damit kann der Viterbi-Algorithmusanal og zum Vorgehenin Abschnitt 2.2.2 formuliert werden:
1. Initidisierung (t = 1):

il (Oy) 1<i <N,
0.

d1(i)
¥a(i)

2. Rekursion (2 <t < T):
I = cl(Op),
o) lrgaSXN [or1()ay](Oy) 1<j<N,
() = argmax[de 1(i)ay] , 1<j<N.

1<i<N

3. Ende:

P = max[or(]

O = argmax[or(i)] -
1<i<N
4. Backtracking:
qr:¢1+l(q:+l)7 t:T_laT_27"'71'

Auch hier bleibt die Komplexitat des urspriinglichen Algorithmus erhalten.
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6.6 Skalierung und mehrere Sequenzen

Fur die in Abschnitt 6.2 eingefuihrten erweiterten Forward- und Backward-Variablen a(i) und

/(i) gelten natirlich die gleichen numerischen Betrachtungen, die wir zu Beginn des Abschnitts
2.4 angestellt haben und die dazu fuhrten, dass wir in der Praxis tatsachlich nur mit skalierten
Variablen arbeiten. Dazu wurde der urspriingliche Algorithmusnur leicht erweitert und es zeigte
sich, dass mit den skalierten Grofzen sowohl die Likelihood P(O|)X) bzw. L(O|)) as auch ale
Reestimierungsparameter berechnet werden kann.

Es liegt auf der Hand, dass sich die gleiche Skalierungsmethode unverandert auf das erweiter-
te Modell Ubertragen lasst: Ersetzen wir in alen Gleichungen (2.26) bis (2.31) des Abschnitts
2.4 die Ubergangswahrscheinlichkeit a; durch ay;, wobei wieder | = cl (O), und ale 3 durch
B, erhalten wir skalierte Forward- und Backward-Variablen a:(i) und 5{(i) fur das erweiterte
HMM; die entsprechenden Beweise und Gleichungen lassen sich eins zu eins Ubertragen. Ge-
nauso kann der fur die Praxis modifizierte Viterbi-Algorithmus aus Abschnitt 2.4, bei dem statt
der Likelihood deren L ogarithmus maximiert wird, auf denim vorigen Abschnitt beschriebenen
Viterbi-Algorithmus fur das erweiterte HMM angepasst werden.

Schliefdlich bleibt noch die Erweiterung der Reestimierungsformeln auf das Training mit mehre-
ren Sequenzen. In Abschnitt 2.5 hatten wir die Beweisidee zu den dort zuvor hergel eiteten intui-
tiven Formeln skizziert und gesehen, dass dazu in dem urspriinglichen Konvergenzbeweis nur
die Q-Funktion anpasst werden musste. Nach den Ausfuihrungen in Abschnitt 6.4 ist klar, dass
diese Anpassung fur das erweiterte Hidden-Markov-Modell analog durchgefiihrt werden kann.
Wie auch beim klassischen HMM erhalten wir als Resultat die im Zahler und Nenner um die
Summe Uiber die K Sequenzen erweiterten Reestimierungsformeln mit den skalierten Forward-
und Backward-Variablen a(i) und 3{(i).

Die kompletten skalierten Reestimierungsformeln fir das hier eingefuihrte erweiterte HMM mit
Ausgabe-Klassen finden sich im Anhang A. Die Gleichungen gelten fur das Training mit meh-
reren Sequenzen und sind sowohl fir Modelle mit diskreten Ausgaben als auch fur Modelle mit
stetigen Ausgaben aufgelistet.



Kapitel 7

Anwendungen: Sparzahlungen eines
Bausparkollektivs

Die in Kapitel 2 beschriebenen Algorithmen fiur das klassische HMM wurden ebenso wie das
in Kapitel 4 entwickelte Clusterverfahren und die Erweiterungen beziiglich der gestutzten Nor-
malverteilung und den bedingten Ubergangen aus den Kapiteln 5 und 6 in Form einer HMM-
Programmbibliothek umgesetzt. Damit sind wir in der Lage, diein Abschnitt 3.3 vorgeschlagene
Modellierung von Spargeld-Zeitreihen einer Bausparkasse zu realisieren.

In den folgenden Abschnitten stellen wir einige Auswertungen einer solchen HMM-Modellie-
rung vor. Wir beschreiben zunachst den verwendeten Datensatz und die verschiedenen Model |-
typen, die wir eingesetzt haben. In den ersten Auswertungen betrachten wir die Abhangigkeit
der Zielfunktion des Clusterverfahrens von verschiedenen Initialisierungen und prifen die Aus-
sagekraft der Cluster-Indizes. Anschlief3end diskutieren wir die Einfliisse der Modelltypen und
der Clusteranzahl auf die Verteilungen der von den trainierten M odellen generierten Sequenzen.
Zuletzt gehen wir kurz auf die entstehende Clusterstruktur der Trainingsdaten ein und verglei-
chen die Laufzeiten des Maximum-Likelihood-Verfahrensbei Variation der HMM-Architektur.
Wir beenden das Kapitel mit einer Diskussion der Ergebnisse.

7.1 Datensatz und relevante statistische Verteilungen

Wir setzen bel den folgenden Auswertungen zum Trainieren der Modelle stets einen festen Da-
tensatz O10K von 10000 Sequenzen ein, die aus den Original daten einer Bausparkasse gewon-
nen wurden. Dabei wurden Vertrage eines Tarifs aus verschiedenen Abschlussjahrgangen be-
ricksichtigt, dieihre Sparphase durch Erreichen der Zuteilung vollstandig abgeschl ossen haben.
Jede Sequenz enthalt diejahrlichen Spargel deingangein Prozent der Bausparsumme (SPE) eines
Vertrags und weist maximal 13 SPE-Eintrage plus ein zusatzliches Endsymbol © auf (vgl. Ab-
schnitt 3.3.2).

Die Abbildungen 7.1 bis 7.3 zeigen verschiedene statistische Verteilungen des Datensatzes, die
fur die Modellierung der Spar-Sequenzen bzw. fur das Bausparkollektiv wichtig sind (vgl. dazu
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die Abschnitte 3.1 und 3.3.2). Neben den Trainingsdaten O10K sind zum Vergleich die Vertel-
lungen von 10000 Testsequenzen T10K aufgetragen, die unter den gleichen Bedingungen wie
die Trainingsdaten ausgewahlt wurden und fast identische statistische Kenngrof3en wie diese
aufweisen. Fur Mittelwert und Standardabweichung verwenden wir im Folgenden die Abkdir-
zungen MW und STD.

Langenverteilung (Abbildung 7.1): Die Lange einer Sequenz entspricht dem relativen Zeit-
punkt der Zuteilung in Vertrags ahren nach Abschluss. Dadie Sparer mit zugeteiltem Ver-
trag die gesamte Bausparsumme einfordern konnen, stellt der Zuteilungszeitpunkt fur die
Bausparkasse eine wichtige Grof3e dar. Unter der Lange T einer Sequenz verstehen wir
im Weiteren die Anzahl der SPE-Eintrage ohne das Endsymbol. Damit gilt fir beide Da-
tensatze O10K und T10K: Tyax = 13.
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Abbildung 7.1: Langenverteilungen der Datensatze O10K (MW 6.74, STD: 1.99)
und T10K (MW 6.72, STD: 1.97)

Spargeldeingange pro Zeitraum (Abbildung 7.2): Die Sparleistungen eines Jahres flief3en in
die Zuteilungsmasse und beeinflussen damit die Liquiditét der Bausparkasse. Alsrelevan-
te Groflien betrachten wir die Mittelwerte und die Standardabwei chungen tUber die vorhan-
denen SPE-Eintrage eines Zeitraums. In der Abbildung spiegelt sich das typische Verhal -
ten der Sparer wider, von denen viele im ersten Vertragsjahr bereits die ndtigen 40% SPE
zum Erreichen des Mindestanspargrads einzahlen. Da andererseits auch viele Vertrage zu
Beginn noch gar nicht bespart werden, sind sowohl der mittlere SPE alsauch die Standard-
abweichung in den ersten beiden Jahren maximal. Es fallt auf, dass die Werte der beiden
Datensitze in den letzten Zeitraumen, in denen nur noch wenige Sequenzen vorhanden
sind, starker voneinander abweichen.

SPE-Summe einer Sequenz (Abbildung 7.3): Die Summe der Spargelder eines Vertrags be-
stimmt zusammen mit den jeweiligen Zinsen sein Guthaben bzw. den Anspargrad, aso
den Anteil des Guthabens an der Bausparsumme. Sofern nicht explizit etwas anderes ge-
sagt wird, verstehen wir im Weiteren unter der SPE-Summe einer Sequenz die Summe
ihrer SPE-Eintrage. Zum Erstellen der SPE-Summen-Verteilung bilden wir die relativen



Datensatz und relevante statistische Verteilungen 93

25 T T T T

O10K +——4—
TI0K -
Sy 20 r R
2 15) .
é -
T 10
| r B
E X P it
5 5¢ 1
= 0 X
E ot 1
_5 L L .
0 2 4 6 8 10 12 14

Abbildung 7.2: SPE der Datensitze O10K und T10K pro Zeitraum t (MW + STD)

Haufigkeiten der SPE-Summen in den 50 Intervallen [0, 2),[2,4), . ..,[96, 98), [98, ).
In der Abbildung fallt auf, dass keine Sequenz eine kleinere SPE-Summe als 34% auf-
weist und fast ein Viertel aller Sequenzen in der Klasselanden, die einer SPE-Summevon
38% — 40% entspricht. Der Grund liegt in dem tariflichen Mindestanspargrad von 40%,
in den neben den Sparzahlungen noch die Zinsen eingehen und der damit eine wichtige
deterministische Nebenbedingung fur die Sequenzen darstellt (vgl. Abschnitt 3.3.2).
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Abbildung 7.3: SPE-Summen der Datensétze O10K (MW 44.45%, STD: 7.89%) und
T10K (MW 44.36%, STD: 7.71%); Intervallbreite 2%

Wie bereitsin Abschnitt 4.3.4 angesprochen sollen diese Verteilungen zusammen mit den Mal3-
zahlen Mittelwert und Standardabweichung der Langen- und SPE-Summen-Verteilung as Re-
ferenzen dienen, wenn wir mit trainierten Hidden-Markov-Modellen Sequenzen erzeugen. Es
sei noch darauf hingewiesen, dass weniger als 10% aller jahrlich abgeschl ossenen Vertrage des
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Tarifs, aus dem die Daten stammen, langer als 13 Jahre bis zur Zuteilung benttigen, d. h. die Se-
guenzen der Datensatze O10K und T10K decken im Wesentlichen das typische Sparverhalten
der Vertrage ihres Tarifs ab, die bis zur Zuteilung gelangen.

7.2 Architektur der verwendeten Modelle

Wir stellen die verschiedenen Komponenten Model ltopologie, Verteilungsfunktionen und Mo-
delltyp der HMM-Architektur vor, die fur die Auswertungen dieses Kapitels eingesetzt und ge-
gebenenfallskombiniert wurden. Die Begriffe Topologie und Struktur werden wieder synonym
verwendet (vgl. Abschnitt 3.3.3).

Modelltopologien

Zur Clusterung und zum Training der Sequenzen ziehen wir die M odel Itopol ogien bzw. -struktu-
ren heran, diein Abbildung 7.4 zu sehen sind. Wir unterscheiden dabei den Endzustand, der nur
das Endsymbol ausgibt und bei dem die Markov-Kette definitiv endet, von den anderen Zustan-
den, die wir auch als SPE-Zustande bezeichnen. Die Modellstrukturen wurden zum Teil bereits
in Abschnitt 3.3.3 vorgestellt und besitzen im Einzelnen folgende Eigenschaften:

SLRMIN —minimalesstriktes Links-Rechts-M odell:
Ein solchesModell mit Tk = 13 SPE-Zustanden stellt das kleinste Links-Rechts-M odell
dar, das alle Sequenzen des Datensatzes O10K abbilden kann. Jeder Zustand entspricht
genau einem Zeitraum t, da alle Sequenzen im ersten Zustand beginnen und nur Ubergan-
ge zum jeweiligen direkten Nachfolger oder zum Endzustand vorhanden sind.

SLRMAX —maximalesstriktes Links-Rechts-M odéell:
Bei fester Anzahl von Zustanden sind bei dieser Topologie die Ubergange zu allen Nach-
folgezustanden vorhanden, deshalb nennen wir es maximal. Wie bel der Modelltopologie
SLRMIN konnen hier nur Sequenzen der Lange S modelliert werden, wenn die Topolo-
gie S SPE-Zustande hat. Allerdings entfallt hier die Aquivalenz von einem Zustand und
einem festen Zeitraumt, da die Sequenzen in alen Zustanden ,, startent* und beliebig viele
Zustande Uberspringen konnen.

LRMIN —,minimales’ Links-Rechts-M odell:
Diese Topologie entspricht der um Selbstilbergange und Startwahrscheinlichkeiten fur je-
den Zustand erweiterten Struktur SLRMIN. Die Motivation eines solchen Modellgraphen
liegt in der Tatsache, dass es in einem Bausparkollektiv viele Regelsparer gibt, die je-
des Jahr ahnlich hohe Betrage einzahlen. Aufgrund der Selbstiibergange in dem Graphen
konnen mit einer solchen Topol ogie beliebig lange Sequenzen modelliert werden.

VG —vollstandiger M odellgraph:
Alsletzte Variante betrachten wir schliefdich eine Toplogie mit einem vollstandigen Gra-
phen, bel dem es von jedem SPE-Zustand eine Verbindung zu allen anderen Zustanden
gibt. Mit dieser Modellstruktur konnen ebenfalls beliebig lange Sequenzen abgebildet
werden.
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Abbildung 7.4: Modelltypen fur die Spargeld-Sequenzen; die Werte in den Klam-

mern geben die Anzahl der jeweiligen SPE-Zustande an.
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Allen vier Modelltopologien ist gemein, dass von jedem Zustand ein Ubergang in den Endzu-
stand besteht. Damit wird die Abbildung jeder Sequenz gewahrleistet, die kiirzer als Ty iSt.

In den folgenden Abschnitten werden wir uns auf die Modellstrukturen SLRMIN(13), SLR-
MAX(13), LRMIN(6) und VG(6) konzentrieren. Die 13 SPE-Zustande bei den strikten Links-
Rechts-Modellen ergeben sich aus den oben genannten Griinden, wahrend wir die Anzahl der
SPE-Zustande bel den beiden Topologien mit Kreisen bewusst kleiner wahlen, um die Anzahl
der freien Parameter zu reduzieren. In Tabelle 7.1 wird die unterschiedliche Grof3e der so gewahl -
ten Topol ogien deutlich.

Topologie | SLRMIN(S) | SLRMAX(S | LRMIN(S | VG(S
Ubergange | 2S-1 15s+1) 35-1 | §S+1)
Startwahrsch. 1 S S S
S=13 S=13 S=6 S=6
Ubergange 25 91 17 42
Startwahrsch. 1 13 6 6

Tabelle 7.1: Anzahl der Kanten bzw. der positiven Eintrage von Aund = bei den ver-
schiedenen Modellgraphen

Verteilungsfunktionen der Ausgaben

Als Dichtefunktion auf den Ausgaben setzen wir im Wesentlichen die stetige Dichte der links-
seitig bei ¢ = —0.1 gestutzten Normalverteilung ein, fur diewir in Kapitel 5 die Reestimierungs-
formeln des HMM-Trainings angepasst haben (vgl. Abschnitt 7.5.1).

Wir arbeiten bel allen Auswertungen jeweils mit nur einer Mischkomponente, so dass die Aus-
gabeverteilung eines Zustands nur ein einziges Maximum aufweist. Dies hat den Hintergrund,
dass wir eine Uberlagerung von mehreren Haufi gkeitspunkten im Spargel deingang bereits iiber
die Clusterung abbilden kdnnen. Zudem erhoht eine grof3ere Anzahl von Mischkomponentendie
Komplexitat der Modelle; wir bevorzugen jedoch in unseren Anwendungen, bei denen durch die
trainierten Modelle typisches und &hnliches Sparerverhalten klassifiziert werden soll, eher ein-
fache Modelle bei gegebenenfalls hoherer Clusteranzahl.

Auf die Verwendung von diskreten Ausgabeverteilungen verzichten wir aus den in Abschnitt
3.3.3 genannten Griinden.

HMM-Typen

In den folgenden Anwendungen wird unter anderem das erweiterte HMM mit bedingten Uber-
gangswahrscheinlichkeiten eingesetzt und mit dem klassischen HMM verglichen. Wir unter-
scheiden deshalb die beiden HMM-Typen KL-HMM (klassischesHMM) und AK6-HMM (er-
weitertes HMM mit 6 Ausgabe-Klassen). Die Ausgabe-Klassen der erweiterten Modelle ent-
sprechen dabel einer Einteilung der Ausgabesummen einer (Teil-)Sequenz in folgende sechs In-
tervalle:

[0, 12),[12, 24), [24, 36),[36, 48), [48, 60), [60, o0) .
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Bel Einsatz eines solchen erweiterten HMM werden aus jeder Kante in den vorgestellten Mo-
delltopol ogien sechs bedingte Ubergangskanten mit individuel len Wahrscheinlichkeiten, die nur
mit den Daten trainiert werden, deren bisherige Ausgabesumme beim Verlassen des Zustandsin
dem jeweiligen Intervall liegt (vgl. Abschnitte 6.1 und 6.3).

Da die Spargeldeingange der Sequenzen in Prozent der Bausparsumme vorliegen, ist das letzte
Intervall bei den Trainingsdaten diinn belegt, und keine Sequenz wei st elne hohere SPE-Summe
als 100% auf (vgl. Abbildung 7.3).

7.3 Initialisierungen fiir das Clusterverfahren

Wir vergleichen zunachst diein Abschnitt 4.2.3 beschriebenen Moglichkeiten zur Initialisierung
des Maximum-Likelihood-Verfahrens, daswir in Kapitel 4 alsHMM-basiertes Clusterverfahren
vorgestellt hatten. Wir beschranken uns dabei auf die folgenden drel Varianten:

1. Individuelle Startmodelle: Jedes HMM wird individuell unter Einhaltung der stochsti-
schen Nebenbedingungen mit Zufall sparametern belegt, wobei die Parameter der Dichte-
funktionen innerhalb vorgegebener Schranken liegen mussen, die wir unter Berticksich-
tigung der Daten wahlen (1 € [0,50], o € [7,55]). Das Clusterverfahren startet mit der
Zuordnung der Sequenzen zu den jewells besten Modellen.

2. Zufallspartition: Die Start- und Ubergangswahrscheinlichkeiten aller Modelle werden
gleichformig initialisiert, wobel die Parameter der Dichtefunktion in den Bereichen u €
[10,30] und o € [45, 55] liegen, so dassjedes Modell grundsétzlich jede der Trainingsse-
guenzen darstellen kann. Das Clusterverfahren startet mit einer zufalligen Partitionierung
der Sequenzen, d. h. jedesHMM wird mit einem der Zufallscluster trainiert.

3. K-means-Partition: Die Modelle werden wie bei der Zufalls-Partition initialisiert, hier
jedoch mit den nach dem K-means-Verfahren vorsortierten Daten trainiert (vgl. Abschnitt
3.2.3).

Abbildung 7.5 vergleicht fir den Modelltyp SLRMIN(13) die aus den Clusterungen resultieren-
den Likelihoodwerte (siehe Gleichung (4.2)) bei verschiedenen Initialisierungen und variieren-
der Clusteranzahl K. Fur jedesK sind dabei der Mittelwert (MW) und das Maximum (Max) aus
jefunf Zufallsbelegungen aufgetragen.

Es zeigt sich, dass eine individuelle Zufallsbelegung der Startmodelle in allen Fallen schlech-
ter abschneidet als die anderen Initialisierungsformen. Der Grund liegt vermutlich darin, dass
die Startmodelle fur vorsortierte Daten allgemeiner sind und sich dadurch im ersten Trainings-
schritt bereits gut den Daten anpassen konnen, wahrend zufallige Startmodelle bereits spezielle
Bereiche des Datenraums abdecken und dadurch weniger gut auf alle Sequenzen trainiert wer-
den konnen.

Fur das strikte Links-Rechts-Modell ergeben sich bei einer K-means-Gruppierung der Sequen-
zen etwas bessere Werte alsbei einer zufaligen Partitionierung. Dieslasst sich dadurch erklaren,
dass bel einer SLRMIN-Topologie jeder Zustand genau einem Zeitraum in den Sequenzen ent-
spricht und deshalb das HMM umso besser trainiert werden kann, je naher die SPE-Eintrage
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jedes Jahres beleinander liegen. Das K-means-Verfahren minimiert aber gerade die Abstande
dieser jahrlichen Eintrage.
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Abbildung 7.5: SLRMIN(13), Vergleich der Likelihoodwerte bel verschiedenen In-
itialisierungen (Daten O10K; Mittelwert und Maximum aus je 5 Clusterungen pro K)
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Abbildung 7.6: VG(7), Vergleich der Likelihoodwerte bel verschiedenen Initialisie-
rungen (Daten O10K; Mittelwert und Maximumaus je 5 Clusterungen pro K)

Bel Verwendung der Topologie VG(6) sind die Unterschiede der drel Initialisierungsmethoden
nicht so ausgepragt (siehe Abbildung 7.6), wobel jedoch auch hier die Zufall sbelegung der Start-
modellei. d. R. etwas schlechter abschneidet. Erwartungsgemald liefert hier die K-means-Vor-
partitionierung keine besseren Werte als eine Zufall spartition, denn der oben genannte struktu-
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relle Vorteil entfalt bei einem VG-Modéll.

Alle weiteren Clusterungen dieses Kapitels wurden mit zufalligen Sequenzpartitionen durch-
gefuhrt, da das K-means-Verfahren die Gesamtlaufzeit zusétzlich erhoht und nur bei speziellen
Modellen etwas bessere Zielfunktionswerte liefert.

7.4 Cluster-Indizes

In Abschnitt 4.3 wurden verschiedene Aspekte zur Bewertung von Clusterergebnissen des Ma-
ximum-Likelihood-Verfahrens angesprochen und verschiedene Giitemal3e vorgestellt, die an-
hand eines stark strukturierten Testdatensatzes von 500 Sequenzen mit jeweils zwel Eintragen
und unter Einsatz zweier kleiner Hidden-Markov-Modelle erlautert wurden. Wahrend die Like-
lihoodsumme Ly~ keine Riickschliisse auf eine geeignete oder den Daten angepasste Clusteran-
zahl zulief3, war dies bel den Testdaten Uber die von uns entwickelten Indizes durchaus moglich
(vgl. Abschnitte 4.3.1 bis 4.3.3).

Bel Verwendung der weniger strukturierten Daten O10K und der M odelltopol ogien von Seite 95,
mit denen wesentlich flexiblere Modelle trainiert werden, zeigen sich jedoch schnell die Gren-
zen dieser Indizes. In allen durchgefihrten Clusterungen lieferte das Abstandsmal3 Ds(A1, A2)
zwischen zwei Modellen A; und A, immer den Wert oo zuriick, da von einem der beiden Mo-
delle regelmaliig eine Sequenz erzeugt wurde, die vom anderen Modell nicht abgebildet werden
konnte bzw. deren Likelihood L(O|A) = 0 ergab. Damit wird aber der DB-Index aus Gleichung
(4.5), der auf diesem Mal3 beruht, bei unseren Anwendungen grundsatzlich auf null gesetzt.

DielndizesKS, CSund D ausden Gleichungen (4.7), (4.10) und (4.11), diedie durchschnittliche
Anpassung der trainierten Ausgabe-Verteilungen der Zustande bewerten, lassen sich dagegen
bestimmen. In den nachsten beiden Abschnitten ziehen wir zur Bewertung von Variationen der
Anzahl von Clustern und Zustanden jedoch nur den ID-Index heran, da sowohl der KS-1ndex
alsauch der CS-Index bel unseren Auswertungen keine brauchbaren Ergebnisse lieferten: Beide
Grofen hangen zu stark von den Initial parametern ab, als dass wir konkrete Schltisse aus dem
Verlauf der Kurven ziehen konnten.

7.4.1 Variation der Clusteranzahl

Der ID-Index entspricht der tiber alle Zustande und alle Modelle gemittelten Differenz der Da-
tenverteilung und der analytischen Verteilung eines Zustands (vgl. Abschnitt 4.3.3). Er beinhal-
tet zwel gegenlaufige Effekte: Einerseitskonnen sich die Hidden-Markov-Modellebei Erhthung
der Clusteranzahl besser auf die Daten spezialisieren und damit die mittlere Integraldifferenz D
verringern; andererseits werden dann den Modellen im Schnitt immer weniger Daten zugeord-
net, d. h. die mittlere Anzahl der an dem Training der Ausgabe-Verteilungen beteiligten Daten
sinkt. Wiewir in Abschnitt 4.3.3 festgestellt hatten, ist aber unter der Annahme, dassdie gleiche
Ubereinstimmung der Daten mit der analytischen Verteilung vorliegt, die Integraldifferenz der
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Verteilungen umso grof3er, je weniger Daten an der empirischen Verteilung beteiligt sind. Da-
mit konnte der ID-Index bel Erhdhung der Clusteranzahl durchausin einem globalen Minimum
landen, in dem sich die beiden gegenlaufigen Effekte optimal ausgleichen.

Fur die Topologien SLRMIN(13) und LRMIN(6) bei Verwendung der Modelltypen mit Ausga-
be-Klassen wurde deshalb sukzessive die Clusteranzahl K erhoht, und fir jedes K wurden 10
Clusterungen des Datensatzes O10K mit zufalligen Startpartitionen durchgefuhrt. In Abbildung
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3+ i
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Abbildung 7.7: 1D-Indizes fir die AK6-Modelle SLRMIN(13) und LRMIN(6) (Da-
ten O10K; Mittelwert und Minimum bei jeweils 10 Clusterungen pro K)

7.7 sind dieresultierenden Mittelwerte und Minimades | D-Indexesaufgetragen. Am grof3en Ab-
stand zwischen den Mittelwerten und den Minimalwertenist zu erkennen, wiestark der | D-Index
von der Initialisierung der Clusterung abhangt. Der Verlauf der Mittelwerte zeigt, dass bei bei-
den Modelltypen die Intergral differenzen zwischen den empirischen und den trainierten analy-
tischen Ausgabe-Verteilungen mit steigender Clusteranzahl geringer werden und dass die Wer-
te der Modellstruktur LRMIN(6) mit der groferen Anzahl von freien Parametern grundsétzlich
besser sind alsbei der Struktur SLRMIN(13). Obgleich dielokalen Minimabei 6 und 8 Clustern
bei eventuell gewiinschter Einschrankung der Modellanzahl als Hinweis auf eine geeignete Clu-
steranzahl interpretiert werden konnen, erscheint unsdie Aussagekraft des | D-Indexesbeziiglich
einer optimalen Clusteranzahl angesichts dieser Kurven jedoch relativ schwach.

An dieser Stellewird ein Problem deutlich, das auch schon bel den friheren Simul ationsmodel -
len fur Bausparkollektive aufgetreten ist: Die Daten der Sparer haben zwar bestimmte ausge-
pragte Haufungspunkte, sind aber im Allgemeinen nicht stark strukturiert und in klar zu bestim-
menden Gruppen voneinander abgrenzbar (vgl. [34,44]).
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7.4.2 Variation der Anzahl der Zustande

Die zu Beginn des vorigen Abschnittes erwahnten gegenlaufigen Effekte des I D-1ndexes gelten
auch bel Erhohung der Anzahl der Zustande, wenn gleichzeitig die Anzahl der Modelle bzw. Clu-
ster festgehalten wird. Es sollte deshal b getestet werden, ob anhand des | D-Indexeseine Aussage
Uber die benttigte Anzahl von Zustéanden in einem Modell getroffen werden kann.

Wir fuhrten unter Verwendung von Modellen mit Ausgabe-Klassen und der Topologie LRMIN
eine Reihe von Clusterungen der Trainingsdaten O10K durch, wobei die Anzahl der SPE-Zu-
stande in den M odellen nach und nach erhoht, die Clusteranzahl K = 15 aber festgehalten wurde.
Nach jeder Clusterung wurde fur die trainierten Modelle sowohl mit den Daten O10K als auch
mit den Testdaten T10K der ID-Index bestimmt.
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Abbildung 7.8: ID-Indizes des AK6-Modells LRMIN(S) bei variierender Anzahl S
von Zustanden fur die Daten O10K und T10K (Clusteranzahl K = 15 fest; Modelltrai-
ning mit den Daten O10K; Mittelwert und Minimum bel jeweils 10 Clusterungen pro S

In Abbildung 7.8 ist zu sehen, dassder Uber jeweils 10 Laufe gemittelte Index bel 9 SPE-Zustan-
den ein lokales Minimum annimmt. Daneben ist bei wachsender Anzahl von Modellzustanden
eine zunehmende Spezialisierung der Modelle auf den Datensatz O10K zu erkennen, denn die
die beiden Kurven von Trainings- und Testdaten laufen fur grof3ere S auseinander. Allerdings
schwanken auch hier die Werte wieder stark bei unterschiedlicher Initialisierung.

Die ID-Kurven sprechen dafir, dass beziiglich der Anpassung der Verteilungen an die Daten
der Zustande LRMIN-Strukturen mit 8 oder 9 Zustanden ausreichen. Allerdings ist auch hier
die Aussage recht schwach.
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7.5 Generierung von Sequenzen

Das Hauptziel der Clusterung von Spargel d-Sequenzen besteht darin, geeignete Modelle zu fin-
den, die das statistische Verhalten der Daten widerspiegeln und die fir das Generieren von Se-
guenzen zur Simulation einer zukunftigen Entwicklung eingesetzt werden konnen. Wir testen
deshalb in den folgenden Abschnitten die trainierten Modelle, die das Ergebnis einer Cluste-
rung mit dem Datensatzes O10K darstellen, indem wir mit ihnen Sequenzen erzeugen und ihre
Verteilungen mit denen der Trainingsdaten vergleichen. Dabei betrachten wir neben der Varia-
tion der Clusteranzahl und der Modelltopologie vor allem die Auswirkungen des verwendeten
Modelltyps auf die Zusammensetzung der generierten Daten.

Fur die Vergleiche erzeugen wir grundsatzlich mit jedem HMM genauso viele Sequenzen, wie
wahrend des Clusterverfahrensdem Modell zugeordnet wurden und mit denendasHMM zuletzt
trainiert wurde, so dasswir immer auf einen Datensatz von ebenfalls 10 000 Sequenzen kommen.

7.5.1 Klassisches HMM (KL-HMM)

Nachdem wir uns in Kapitel 5 ausfuhrlich mit der gestutzen Normalverteilung beschaftigt ha-
ben, betrachten wir zunachst, wie sich dieseim Vergleich zu der auf der x-Achse unbeschrankten
Normalverteilung auf die Simulation von Spargel d-Sequenzen auswirkt.

Vergleich der Normalverteilung mit der gestutzten Normalverteilung

Wir vergleichen zwei Clusterungen mit jeweils 25 Clustern, wobei wir einmal Modelle mit ge-
stutzten Dichten und einmal solche mit in x-Richtung unbeschrankte Dichten der Normalvertei-
lung vorgeben und entsprechend trainieren. Die hohe Anzahl von 25 Clustern wahlen wir des-
halb, um eine schlechte Anpassung aufgrund von zu wenigen M odel len weitgehend auszuschlie-
[3en.

In Abildung 7.9 sind die rel ativen Haufigkeiten der Spargel deingange der Originalsequenzenim
ersten Zeitraum im Vergleich mit denen der generierten Sequenzen aus den trainierten Model-
len der beiden Clusterungen zu sehen. Die SPE-Eintrage wurden dazu jeweils in aquidistante
Klassen der Breite 2% einsortiert. Es zeigt sich, dass die Sequenzen der Modelle mit gestutzten
Normalverteilungen die Verteilung der Originaldaten im vorderen Bereich, der am starksten be-
legtist, sehr gut treffen, wahrend bei den Modellen mit der gewdhnlichen Normalverteilung sehr
viele Ausgaben im negativen Bereich entstehen (Anteil ca. 10%), so dass die Gesamtverteilung
der Trainingsdaten wesentlich schlechter approximiert wird. Die Spitze im Bereich von 40% bei
den Daten O10K wird dagegen von beiden generierten Spargel d-Verteilungen nur leicht und mit
breiterer Streuung wiedergegeben.

Im Vergleich der beiden Verteilungen schneidet die gestutzte Normal verteilung auch bel Einsatz
von anderen Modellstrukturen und Clustervorgaben besser ab, und folglich verwenden wir zur
Simulation von positiven Spargel d-Sequenzen weiterhin fur beide Modelltypen KL-HMM und
AK-HMM ausschliefdich diese Verteilung.
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Abbildung 7.9: SPE-Verteilung im 1. Jahr bei Trainingsdaten und generierten Daten
von Modellen mit Normalverteilungen (NV) und gestutzten NV (SLRMIN, KL-HMM,
jewells 25 Cluster)

Modelltopologie und Clusteranzahl

Wir vergleichen nun die generierten Sequenzen von trainierten Modellen aus jewells zwel ver-
schiedenen Clusterungen (K = 3 und K = 9) mit den Trainingsdaten O10K in den Abbildungen
7.10 bis7.13.

Jede der vier Abbildungen entspricht einer der vier Model I strukturen aus Abbildung 7.4 bei Ver-
wendung des Modelltyps des klassischen HMM. Den beiden dargestellten Verteilungen liegen
jeweils diskrete Werte zugrunde, wobei die SPE-Summen wieder in aquidistante Intervalle der
Breite 2% aufgeteilt wurden (vgl. Bemerkung S. 92 sowie Abbildungen 7.1 und 7.3); die Lini-
endarstellung wurde aus Griinden der Unterscheidbarkeit der verschiedenen zusamengehorigen
Werte gewahlt. Zu jeder Verteilung wurden der Mittelwert und die Standardabwei chung berech-
net und als Fehlerbalken (MW + STD) in die entsprechende Graphik integriert.

Wenn wir die Langenverteilungen betrachten, fallt auf, dass die Sequenzen der beiden strikten
Links-Rechts-Modelle SLRMIN(13) und SLRMAX(13) sehr gut die Langen der Trainingsda-
ten widerspiegeln (Abbildungen 7.10 und 7.11), wahrend bel den anderen Modellen durch die
Kreise in den versteckten Markov-K etten sowohl wesentlich langere al's auch kiirzere Sequen-
zen entstehen, was sich auch in den grof3eren Standardabwei chungen niederschlagt (Abbildun-
gen 7.12 und 7.13). Durch Erhohung der Clusteranzahl lassen sich diese Werte zwar verbessern,
aber die rechten Enden der Verteilungen bleiben stark ausgepragt. Die Mittelwerte der generier-
ten Sequenzlangen stimmen dagegen erfreulicherweise bei allen Modelltypen fast exakt mit der
mittleren Sequenzlange der Originaldaten Uberein.
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Abbildung 7.12: LRMIN(6), KL-HMM; Verteilungen der Trainingsdaten O10K und
10000 generierter Daten bei verschiedenen Clusterungen (Fehlerbalken: MW + STD)
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Abbildung 7.13: VG(6), KL-HMM; Vertellungen der Trainingsdaten O10K und
10000 generierter Daten bei verschiedenen Clusterungen (Fehlerbalken: MW + STD)
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Diein den jeweils unteren Bildern aufgetragenen relativen Haufigkeiten der SPE-Summen zei-
gen bel den generierten Sequenzen grundsatzlich einen anderen Verlauf als bei den Original-
daten. Wahrend sich dort die meisten SPE-Summen im Bereich um den Mindestanspargrad von
40% konzentrieren, produzieren dietrainierten Modelle immer auch sehr viele Sequenzen, deren
SPE-Summe sehr grof3 oder sehr klein ist, so dass die Enden der Verteilungen wesentlich ausge-
pragter sind alsdie Enden bei der Verteilung der Trainingsdaten. Die Folge davon sind die sehr
grof3en Standardabweichungen der SPE-Summen. Die Modelle der Topologien LRMIN(6) und
V G(6) schneiden hier noch schlechter ab als die strikten Links-Rechts-Modelle. Auffalig sind
hier vor alem die hohen Anteile der SPE-Summen in den aul3eren Klassen [0, 2) und [98, oc)
(Abbildungen 7.12 und 7.13). Die Mittelwerte sind jedoch fur alle ModelIstrukturen auch bei
den SPE-Summen fast gleich dem Mittelwert der SPE-Summe bei den Daten O10K.

Eine Erhohung der Clusteranzahl bzw. der Anzahl der zum Training der Daten verwendeten Mo-
delle von 3 auf 9 fuhrt besonders bel den Modelltopologien LRMIN(6) und VG(6) zu besse-
ren Ergebnissen. Das generelle Problem der zu grof3en Streuungen bei diesen Strukturen bleibt
jedoch bestehen. Weitere Untersuchungen mit grof3erer Clusteranzahl K bel allen Topologien
brachten ebenfalls keine signifikanten Verbesserungen der Langen- und der SPE-Summen-Ver-
teilungen.

Schliefdich betrachten wir noch fir die beiden Modellstrukturen SLRMIN(13) und LRMIN(6)
die mittleren Eintrage und die Standardabwei chungen des Spargeldeingangsin jedem Zeitraum
t bei einer Clusterung mit jeweils 9 Modellen und vergleichen diese mit denen der Original-
daten (Abbildung 7.14). Bis auf die letzten Jahre, in denen aber die Datenbasis sehr diinn ist
und auch nur wenige Sequenzen von den trainierten Modellen erzeugt werden, passen die Werte
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Abbildung 7.14: SLRMIN(13) und LRMIN(6), KL-HMM; SPE pro Zeitraum t der
Trainingsdaten O10K und 10000 generierter Sequenzen (MW + STD, 9 Cluster)
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des SLRMIN-Modells sehr gut mit denen der Trainingsdaten zusammen, wahrend die LRMIN-
Modellemit den Selbstiibergangen auch bel dieser Verteilungart zu schlechteren Standardabwei -
chungen und hier sogar abweichenden Mittelwerten fuhren.

Abschlief3end halten wir fest, dass unter den betrachteten M odellstrukturen beziiglich der rele-
vanten Verteilungen bei den generierten Sequenzen den strikten Links-Rechts-Modellen der Vor-
zug gegeben werden muss. Allerdings liefern auch diese keine zufriedenstellenden SPE-Sum-
men-Verteilungen bzw. erzeugen sehr viele unrealistische Spargel d-Sequenzen mit zu niedrigen
oder zu hohen summierten Eintragen. Die Variation der Clusteranzahl hat gezeigt, dass die Kur-
ven durch den Einsatz von mehr Modellen nicht unbedingt besser approximiert werden, sondern
oft schon eine kleine Anzahl gentigt.

7.5.2 HMM mit Ausgabe-Klassen (AK-HMM)

Fir die folgenden Auswertungen setzen wir zunachst erweiterte Hidden-Markov-Modelle mit 6
Ausgabeklassen ein, wiewir sie in Abschnitt 7.2 beschrieben haben, und versehen diese wieder
mit gestutzten Normalverteilungen (vgl. Abschnitt 7.5.1).

Die Modelle des Typs AK-HMM weisen beim Training und Generieren von Spargel d-Sequen-
zen im Vergleich zu den klassischen Modellen eine Besonderheit auf, die aus den bedingten
Ubergangswahrscheinlichkeitenin Verbindung mit stetigen Ausgabeverteilungen resultiert: Wir
betrachten dazu eine Sequenz, fur die bereitst Ausgaben generiert wurden und deren Zustands-
folge sich zum Zeitpunkt t in Zustand i befindet. Esist nun moglich, dass die Ausgabe-Klassel
der bis dahin generierten Teilsequenz O von Keiner einzigen der Trainingssequenzen am Zu-
stand i angenommen wurde, damit den an die diskreten Daten angepassten stetigen Verteilungs-
funtionen der Ausgaben auch andere Werte erzeugt werden konnen, alsdie Werte, die zum Trai-
ning benutzt wurden. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten ay; dieser Ausgabe-Klassel in jeden
Zustand | wurden deshalb im vorliegenden Modell auch mit keiner Sequenz trainiert (vgl. For-
mel 6.9b in Abschnitt 6.3), sondern stammen aus den zufalligen Initialisierungen oder einem
Zwischenschritt der Clusterung.

Im Folgenden verwenden bei den von den erweiterten M odellen generierten Sequenzen nur die-
jenigen, bei denen der oben beschriebene Fall nicht eingetretenist, d. h. wir verwerfen eine Se-
guenz, sobald sie in einer von den Originaldaten nicht belegten Ausgabe-Klasse landet.

Modelltopologie und Clusteranzahl

Wir vergleichen wieder die generierten Sequenzen von trainierten Modellen aus jeweils zwel
verschiedenen Clusterungen mit den Trainingsdaten O10K bei Verwendung der vier Modell-
strukturen aus Abbildung 7.4. Somit konnen wir den direkten Vergleich zwischen den klassi-
schen und den erweiterten Hidden-Markov-Modellen mit Ausgabe-Klassen ziehen.

Die Abbildungen 7.15 bis 7.18 zeigen wieder die Verteilungen der Sequenzlangen und der SPE-
Summen jeweilsfur die Trainingsdaten O10K und die von den Modellen generierten Daten bel
Verwendung von 3 und 9 Modellen bzw. Clustern.
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Abbildung 7.15: SLRMIN(13), AK6-HMM:; Verteilungen der Trainingsdaten 010K
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Abbildung 7.16: SLRMAX(13), AK6-HMM:; Verteilungen der Trainingsdaten 010K
und 10000 generierter Daten bel verschiedenen Clusterungen (Fehlerbalken: MW +
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Abbildung 7.17: LRMIN(6), AK6-HMM; Verteilungen der Trainingsdaten O10K
und 10000 generierter Daten bel verschiedenen Clusterungen (Fehlerbalken: MW +
STD)
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Eszeigt sich, dassdie Langenverteilung der Daten der SLRMIN(13)-Modelle schlechter gewor-
denist asbei Verwendung des klassischen HMM-Typs. Diesist wahrscheinlich auf das Verwer-
fen einiger Sequenzen zuriickzufiihren, wie wir es oben beschrieben haben. Die Verteilung der
SPE-Summen wurde dagegen wie erhofft durch Einsatz der Ausgabe-Klassen deutlich verbes-
sert (vgl. Abbildungen 7.10 und 7.15). Durch Erhdhung der Clusteranzahl werden beide Vertel-
lungen auch hier wieder etwas besser den Datenverteilungen angepasst. Auffalligist vor allem,
dass sich der Haufungspunkt bei ca. 50% SPE-Summe in den Originaldaten hier auch bel den
generierten Datenwiderspiegelt. Dieswar bei den entsprechenden Verteilungen der mit den klas-
sischen Modellen generierten Sequenzen praktisch nie der Fall.

Das zweite verwendete strikte Links-Rechts-Modell mit der Topologie SLRMAX(13) trifft mit
seinen generierten Daten gegeniiber dem SLRMIN-Modell bel der hoheren Clusteranzahl K =9
besser die Langenverteilung der Originaldaten O10K (Abbildung 7.16). Mit dieser M odell struk-
tur wird auch die Form der SPE-Summen-Verteilung der Trainingsdaten sowie deren Mittelwert
und Standardabwel chung besser getroffen; die Erhdhung der Clusteranzahl von 3 auf 9 verbes-
sert die Kurve jedoch nur minimal. Erfreulich bel beiden Topologien ist die Tatsache, dass mit
diesen Modellen kaum noch Sequenzen erzeugt werden, die eine im Vergleich zu den Origi-
naldaten und den bauspartechnischen Voraussetzungen zu niedrige Summe in ihren Eintragen
besitzen: Keine Sequenz weist eine kleinere SPE-Summe al's 24% auf.

Die Modelltopologie LRMIN(6) mit einem Selbstiibergang in jedem Zustand liefert beziglich
der relevanten Verteilungen der generierten Daten etwas schlechtere Ergebnisse als das grofiere
SLRMAX(13)-Modell. Allerdings zeigt sich in Abbildung 7.17, dass der Einsatz der Ausgabe-
Klassen des erweiterten HMM gegeniiber dem K L-HMM zu einer wesentlich besseren Uberein-
stimmung der generierten Sequenzlangen mit denen der Trainingsdaten fuhrt (vgl. Abbildung
7.12): Es entstehen zum einen nur wenige Sequenzen, die deutlich langer sind als die Original-
daten, so dass die Langenverteilung inklusive Standardabweichung insgesamt besser getroffen
wird; zum anderen liegen die generierten Sequenzen mit ahnlicher Streuung wie der Datensatz
O10K mit ihrer SPE-Summein dem in der Realitét am wahrscheinlichsten Bereich von ca. 35%
bis 60%. Zudem entstehen hier nur vernachlassigbar viele Sequenzen mit kleinerer SPE-Summe
als34% (Minimum der Trainingsdaten). Ein Nachteil bei dieser Topol ogieist das gegeniiber den
anderen Auswertungen starkere Abweichen des Mittelwerts der SPE-Summe bei den Modellse-
guenzen (3 Cluster: 48.07%, 9 Cluster: 47.8%, O10K: 44.45%). Auffallend ist auch hier wieder
die groRe Ahnlichkeit der Kurven bei 3 und 9 Clustern.

Mit der Modelltopologie VG(6) schliefdlich werden Sequenzen mit akzeptabler Langenvertei-
lung und mit gegentiber allen bisherigen Auswertungen am besten passender SPE-Summen-Ver-
teilung erzeugt (Abbildung 7.18): Bei einer Clusterung mit 9 Modellen ist eine ausgepragte Spit-
ze im Bereich um 40% zu sehen, und sowohl der Mittelwert al's auch die Standardabweichung
der Verteilungen stimmen gut tberein.

Bei der Variation der Clusteranzahl K stellten wir in vielen Auswertungen fest, dassdie relevan-
ten Verteilungen der generierten Sequenzen bei wachsendem K die Verteilungen der Originalda-
ten nicht kontinuierlich besser approximieren, sondern oft unverandert bleiben, um sich dann bel
Hinzufigen von nur einem weiteren Modell oder Cluster schlagartig zu verbessern. Dies deutet
auf eine Struktur im Datensatz hin, die jeweils ab einer bestimmten Clusteranzahl von den Mo-
dellen besser abgebildet wird. Insgesamt liegt aber auch hier wieder eine grof3e Abhangigkeit
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von den Initialparametern vor.

Zusammenfassend 1&f3t sich sagen, dass der Einsatz von Ausgabe-Klassen mittels des erweiter-
ten HMM zu der erhofften besseren Abbildung der Nebenbedingungen der zum Modelltraining
eingesetzten vollstandigen Spargel d-Sequenzen fuhrt (vgl. Abschnitt 3.3.2 sowiedie Einleitung
zu Kapitel 6), wobei jedoch die Langenverteilung mit den generierten Sequenzen insgesamt ge-
sehen etwas schlechter angepasst wird. Von den hier betrachteten Modellstrukturen erscheinen
uns die leider auch grof3eren Topologien SLRMAX(13) und VG(6) al's am besten geeignet, die
Spargeld-Sequenzen von zugeteilten Vertragen abzubilden, denn auch die mittleren Spargeld-
eingange und die entsprechenden Standardabweichungen zeigen bei den von diesen Modellen
erzeugten Daten abgesehen von den letzten drei Zeitraume, in denen aber nur noch wenige SPE-
Eintrage vorhanden sind, zufriedenstellende Ergebnisse (Abbildung 7.19).
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Abbildung 7.19: SLRMAX(13) und VG(6), AK6-HMM; SPE pro Zeitraum t der
Trainingsdaten O10K und 10000 generierter Sequenzen (MW + STD, 9 Cluster)

Variation der Ausgabe-Klassen

Diein Abschnitt 7.2 definierten 6 Ausgabe-Klassen wurden beziiglich Anzahl und Unterteilung
relativ willkurlich gewahlt, wobel wir versuchten, die Anzahl der Klassen eher klein zu halten,
um die statistische Unsicherheit beim Trainieren der Parameter nicht zu grof3 werden zu lassen.
Es stellt sich die Frage, ob die relevanten Datenverteilungen mit anderen Intervallen bzw. mit
weniger oder mehr Ausgabe-Klassen besser approximiert werden konnen.

Wir betrachten deshalb in Abildung 7.20 die diskretisierte Haufigkeitsverteilung der summierten
SPE-Eintrage der Sequenzen des Datensatzes O10K Uber ale Zeitraumet; d. h. im Gegensatz
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Abbildung 7.20: Verteilung der summierten SPE-Eintrageder Teilsequenzen O, des
Datensatzes O10K Uber alle Zeitraumet (Intervallbreite 1%)

zu den bisher betrachteten SPE-Summen der vollstandigen Sequenzen gehen hier auch die SPE-
Summen aler Teilsequenzen Oy = Oy - - - O, ein. Denn diese entscheiden beim Durchlaufen
einesAK-HMM dartiber, in welcher Ausgabe-Klasse der jeweilige Zustandswechsel erfolgt. Die
Verteilung der Teil sequenz-Summen veranlasst uns dazu, die Intervallbreite der Ausgabe-Klas-
sen im Bereich von 40% zu verkleinern. Wir verwenden als erste Variante ein AK 10-HM M mit
folgender Intervalleinteilung:

[0,5),[5,10),[10,17),[17, 23),[23, 30), [30, 37), [37, 39), [39, 40), [40, 44), [44, <) .

Die Einteilung wurde so gewahlt, dass jedes Intervall ungefahr 10% aller Teil sequenz-Summen
der Daten O10K enthalt. Alszweite Variante betrachten wir ein einfacheresAK3-HMM mit den
Intervallen

[0,35), [35,47),[47, ).

Dieersterechtentervallgrenzewird dadurch motiviert, dassdie SPE-Summealler vollstandigen
Sequenzen der Daten O10K mindestens 35% betragt, die zweite durch das |okale Minimum bei
47% in Abbildung 7.20.

Mit beiden Modelltypen fuhrten wir wieder mehrere Clusterungen pro Topol ogie und Clusteran-
zahl durch. Insgesamt unterscheiden sich die Ergebnisse nicht signifikant von den Ergebnissen
mit dem AK6-Modell. In Abbildung 7.21 sind als Beispiel die SPE-Summen-Verteilungen der
Topologie SLRMAX(13) fur die Typen mit 3, 6 und 10 Ausgabe-Klassen aufgetragen, jewells
bei Verwendungvon 9 Clustern. Die Anteileim Bereich von 40% sind zwar bei den Modellenmit
den obigen Intervalleinteilungen etwas hoher as bei dem AK6-Modell; Mittelwerte und Stan-
dardabwei chungen sind jedoch vergleichbar, wobei hier das AK3-HMM geringfiigig schlechter
abschneidet.

In Abbildung 7.22 sind die gleichen Kurven fir die Topologie V G(6) zu sehen. Hier erstaunt uns
die Tatsache, dass die Verteilung der Trainingsdaten mit den Sequenzen der einfacheren AK3-
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Abbildung 7.21: SLRMAX(13), AK-HMM mit 3, 6 und 10 Ausgabe-Klassen; SPE-

Summen der Trainingsdaten O10K und 10 000 generierter Daten (K = 9, Fehlerbalken:
MW + STD)
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Abbildung 7.22: VG(6), AK-HMM mit 3, 6 und 10 Ausgabe-Klassen; SPE-Summen
der Trainingsdaten O10K und 10000 generierter Daten (K = 9, Fehlerbalken: MW +
STD)

Modelle besser approximiert wird, wahrend mit den AK10-Modellen der Mittelwert am stark-
sten abweicht.

Die Langenverteilungen aller mit den beiden Modelltypen mit 3 und 10 Ausgabe-Klassen er-
zeugten Seguenzen anderten sich im Vergleich zum AK6-HMM ebenfalls kaum. Insgesamt
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konnten wir feststellen, dass mit den 3 Ausgabe-Klassen die Datenverteilungen der Original-
daten im Schnitt genauso gut approximiert werden kdnnen wie mit den beiden anderen Modell-
typen; allerdings scheint die Abhangigkeit von Clusteranzahl und Initialisierung bel dem ein-
facheren Modelltypen grof3er zu sein. Wie schon bei dem AK6-HMM zeigt sich auch bei den
hier betrachteten Typen, dass die Verteilungskurven mit steigender Clusteranzahl nicht unbe-
dingt besser werden.

Abschlief3end 1asst sich sagen, dass unsere urspriingliche Einteilung von funf aguidistanten In-
tervallen pluseinem ,Rest -Intervall (siehe Abschnitt 7.2) letztendlich eine gute Wah! ist, damit
dem AK6-HMM , stabilere’ Ergebnisseasmit dem AK3-HMM erzielt werden; mit dem AK10-
HMM dagegen lassen sich die Verteilungskurven auch nicht besser approximieren. Bei grolderer
Anzahl von Ausgabe-Klassen erhoht sich zudem die statistische Unsicherheit beim Trainieren
der Modellparameter, und die Ubergangswahrscheinlichkeiten werden in vielen Ausgabe-K las-
sen auf null gesetzt.

7.5.3 Vergleich mit dem K-means-Verfahren

In dem zur Zeit in der Praxis eingesetzten mesoskopischen Simulationsmodel | fur Bausparkol -
lektive werden mittel s des K-means-Verfahrens aus voll standigen Spargel d-Sequenzen Prototy-
pen gewonnen (siehe Abschnitt 3.2.3). Dabei werden fur jewells eine Tarifklasse zwischen 20
und 30 Prototypen bestimmt, diein einer Simulation das Sparverhalten der einzelnen Bausparer
reprasentieren. Es bietet sich deshalb ein dhnlicher Vergleich der K-means-Prototypen mit den
Trainingsdaten an, wie wir ihn fur die generierten Sequenzen vorgenommen haben.

Eine Clusterung der Daten O10K mit dem K-means-Verfahren, wie es im Abschnitt 3.2.3 be-
schriebenwurde, fuhrt zu einer Partitionierung der Datenin K Cluster mit jewellseinem Zentral -
punkt, der dasarithmetischeMittel der Sequenzen eines Clustersdarstellt. Dadieunterschiedlich
langen Trainingssequenzen fur das Verfahren mit Nullen aufgefiillt werden, weisen alle Zentral -
punkte Tmax Eintrage auf. Als Prototyp eines Clusters ibernehmen wir die Zentral punkte, kiirzen
sie aber auf die mittlere Lange der Daten des entsprechenden Clusters. Jeder Prototyp erhalt
zusazlich eine Gewichtung zugewiesen, die dem relativen Anteil der Sequenzen seines Clusters
an allen Trainingssequenzen entspricht.

In Abbildung 7.23 sehen wir die Verteilungen der gewichteten Prototypen. Dazu wurden deren
nicht ganzahligen Langen zur Vergleichbarkeit mit der Langenverteilung der Trainingsdaten in
dielntervalle

[0.5,1.5),[1.5,2.5),... ,[12.5,13.5)

einsortiert und die SPE-Summen entsprechend in die fur die Original sequenzen ebenso verwen-
deten Intervalleder Breite 2%. Die Anteileder Prototypen entsprechen damit den aufsummierten
Gewichten der jeweiligen Intervallklasse.

Nach Konstruktion stimmen die Mittelwerte der Langen tiberein, wahrend sich bei den Proto-
typen eine etwas kleinere Streuung als bei den Trainingsdaten ergibt. Die Form der Verteilung
selbst wird einigermal3en gut getroffen, wobei sich durch die Mittelung der Daten zu wenigen
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Abbildung 7.23: Verteilungen der Trainingsdaten O10K und der 25 gewichteten Pro-
totypen einer K-means-Clusterung (Fehlerbalken: MW + STD)

Reprasentanten mehrere lokale Minima und Maximain der Verteilungskurve bilden. Auffallig
bei den SPE-Summen ist die Verschiebung der maximalen Haufigkeit auf der x-Achse nach
rechts. Die summierten Eintrage der Prototypen konzentrieren sich grofdtenteils um die Werte
von 43% und 47%, und dadurch ergibt sich auch eine viel kleinere Standardabweichung alsin
den Originaldaten.

Im Vergleich zu den Haufigkeitsverteilungen der von den erweiterten Hidden-Markov-Model -
len generierten Sequenzen schneiden die Prototypen des K-means-Verfahrens insgesamt eher
schlechter ab. Esist jedoch schwierig, eine konkrete qualitative Aussage zu treffen, dadie Mo-
dellierungsansatze bei beiden Verfahren sehr unterschiedlich sind.
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7.6 Struktur einer Clusterung

Die bisherigen Auswertungen bezogen sich weitgehend auf die Gesamtheit der Modelle bzw. der
genierten Sequenzen einer Clusterung. Wir wollen deshalb an dieser Stelle kurz auf einzelne
Cluster eingehen, die bei dem Maximum-Likelihood-Verfahren entstehen.

Clusteranteile

Verschiedene Clusterverfahrenfuhreni. d. R. zu unterschiedlichen Clustergrof3en. Sobildet z. B.
das K-means-Verfahren relativ gleich grof3e Gruppen, wahrend der ebenfalls geometrische Sin-
gle-Link-Algorithmus[18,44] dazu neigt, Ausreil¥er in den Datenin eigene Cluster zu setzen und
daneben einige wenige grof3e Gruppen zu bilden. Zur Simulation des Sparer-Kollektivs sollten
jedoch sehr kleine Cluster, deren Modelle das Sparverhalten von wenigen, nicht reprasentativen
Sparern abbilden, vermieden werden. Erfreulicherweise stellt sich heraus, dass die Sequenzen
bei dem Maximum-Likelihood-Verfahren recht gleichmaldig auf die Modelle verteilt werden.

In Tabelle 7.2 sind beispiel haft die relativen Clustergrof3en fir die Topologien SLRMIN(13) und
VG(6) bel variierender Clusteranzahl K zu sehen. Esfalt auf, dassdie Anteile bei Verwendung
der flexibleren Modellstruktur VG(6) fur eine grofiere Clusteranzahl starker schwanken als die
Antellebel Verwendung der Struktur SLRMIN(13). Bei beiden Topol ogien entstehen jedoch kei-
ne extrem kleinen oder grof3en Cluster.

Cluster-Nr.: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
Topologie, Clusteranz. Anteil der Sequenzen des Datensatzes O10K [%)]
SLRMIN(13),K=4 | 19.1 320 219 270
VG(6),K=4 | 176 302 339 183
SLRMIN(13),K =8 | 165 104 106 120 134 130 145 106
VG(6),K=8| 158 113 137 263 80 51 186 12
SLRMIN(13),K=12 103 39 81 91 63 95 105 119 91 63 78 72
VG(6),K=12| 50 42 17 66 80 150 268 79 101 67 22 76

Tabelle 7.2: Anteile der Sequenzen pro Cluster (AK6-HMM, Datensatz O10K)

SPE-Verteilung der Cluster

Das Ausgangsziel unserer Modellbildung und der Clusterung der Daten mit mehreren Modellen
war unter anderem das Trennen der Trainingsdaten in Gruppen mit typischem und ahnlichem
Sparverhalten. In den folgenden Auswertungen sollen deshalb fir einzelne Beispiele die Mit-
telwerte und Varianzen der Spargeldeingange pro Zeitraum t innerhalb eines Clusters der Trai-
ningsdaten betrachtet werden. Im Gegensatz zu den Abbildungen 7.2, 7.14 und 7.19, bel denen
wir den Mittelwert und die Standardabweichung pro Zeitraumt Uber diein t vorhandenen SPE-
Eintrage gebildet hatten (vgl. Abschnitt 7.1), addieren wir hier die Spargel deingange eines Zeit-
raums und teilen die Summe durch die Anzahl aller Sequenzen des Clusters; damit erhalten wir
die mittleren Sparbeitrage der Vertrage eines Clusters im Zeitraum t, die dem Bausparkollektiv
zufliefden.
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Wir betrachten zwei Clusterungen mit jeweils 15 Modellen, einmal vom Typ SLRMIN(13) und
einmal vom Typ VG(6). Abbildung 7.24 zeigt, dass bei der Clusterung Gruppen entstehen, die
sich deutlich voneinander abgrenzen. Die Verlaufeim ersten Bild entsprechen sogenannten So-
forteinzahlern, die kurz nach Vertragsabschluss bereits das zur Zuteilung bendtigte Guthaben
eingezahlt haben. Das Cluster des SLRMIN-Modells weist allerdings eine wesentlich geringe-
re Streuung auf als das Cluster der VG-Topologie. Wahrend bei ersterem fast ausschliefdlich die
»40%-Einzahler* desersten Jahres zusammengefasst sind, bildet das V G-Cluster eine Mischung
aus Soforteinzahlern im ersten und im zweiten Jahr.

Im zweiten Bild dagegen sind zwei Cluster von sogenannten Regel sparern zu sehen. Das Cluster

| SLRMIN(13), Cluster 5 ——
4r { VG(6), Cluster 3 =---x---- |

mittl. SPE + Std.abw. [%]
N
o

15 + b
10 + b
5r ; N
ot Fioooo ;j“ ,,,,,, R = SO { ——————— L e e SR
-5 . . . . . .

0 2 4 6 8 10 12 14

Zeitraum t

SLRMIN(13), Cluster 12 ——
L VG(5), Cluster 8 +---x--- N

mittl. SPE + Std.abw. [%]
o (= N w N [6)] [e)} ~ [e] [{e]

= L b K -

0 2 4 6 8 10 12 14
Zeitraum t

Abbildung 7.24: SPE pro Zeitraum t von Trainingsdaten ausgewahlter Cluster (MW
+ STD, Clustermodelle SLRMIN(13) und VG(6), AK6-HMM, 15 Cluster)
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der SLRMIN-Topologie zeigt die typische Einzahlungskurve, die der Regelsparrate des Tarifs
von 4.8% im Jahr entspricht. Auch hier werden im V G-Cluster mehrere verschiedene Sparfor-
men zusammengefasst, was sich in der grofieren Varianz ausdriickt.

Die hier gezeigten Kurven stellen Beispiele von Sparergruppen dar, deren Sparverlauf in ein
bestimmtes Schema passt und bei den Bausparkassen als typisch bekannt ist; im Allgemeinen
entstehen jedoch viele Cluster, bei denen die Sequenzen sehr inhomogenen Sparverlaufen ent-
sprechen, d. h. Cluster mit grof3en Streuungen und jahrlich stark schwankenden Mittelwertenim
SPE. Wie an den obigen Kurven schon andeutungsweise zu sehen ist, werden bel einer Cluste-
rung mit der SLRMIN-Topologiei. d. R. Gruppen mit homogeneren Sparverl aufen— sowohl pro
Zeitraum al's auch tber die Jahre hinweg — gebildet, als bel Einsatz der anderen Topologien.

Im vorigen Abschnitt hatten wir gesehen, dass sich eine Erhdhung der Cluster- und Modellan-
zahl tellweise nur gering auf die Gesamt-Vertellungen der generierten Sequenzen auswirkt. Bel
der Begutachtung der einzelnen Cluster der Trainingsdaten stellt sich jedoch heraus, dassdie Se-
guenzeninnerhalb eines Clustersbei wachsender Anzahl von Modellen besser zusammenpassen
und sich homogenere Gruppen bilden. Die Hidden-Markov-M odell e, die solche Gruppen mit ty-
pischem und ahnlichem Sparverhalten abbilden, sind in einer Simulation besser zu handhaben.

Die Ergebnisse dieses Abschnittes sprechen dafir, bel der Wahl der Clusteranzahl K neben den
Verteilungen der generierten Sequenzen auch die Clustergroféen und die Verteilungen innerhalb
der gruppierten Trainingsdaten zu beriicksichtigen, damit einerseits nicht zu kleine Cluster ent-
stehen und andererseitsdie Sequenzen inrel ativ homogenen Gruppen zusammengefasst werden.

7.7 Laufzeiten

Bevor wir das Kapitel mit einer Diskussion der Ergebnisse beschlief3en, vergleichen wir die
Laufzeiten des Maximum-Likelihood-Verfahrens zur Clusterung der 10000 Trainingssequen-
zen O10K bei Verwendung der verschiedenen Topologien, Dichtefunktionen und Model ltypen.
In Tabelle 7.3 sind diemittleren Laufzeiten ausjedrel Laufen mit zufalligen Startpartitionenein-
getragen; ale Clusterungen wurden mit Hilfe unserer HMM-Bibliothek (Programmiersprache
C, gcc-Compiler, Betriebssystem UNIX) auf einer SUN ET 450 gerechnet, die mit UltraSPARC-
I1-Prozessoren (400 MHz) ausgestattet ist.

Die Rechenzeiten hangen von den Initalisierungen der Clusterung und der daraus resultierenden
Anzahl von Iterationen ab, so dass die individuellen Zeiten stark schwanken. Generell konnen
wir aber feststellen, dass die M odelltypen des AK-HMM gegeniiber dem klassischen Modelltyp
kaum langere CPU-Zeiten bendtigen. Auch die Erhohung der Ausgabe-Klassen wirkt sich nur
wenig auf die Laufzeiten aus, wahrend die Verdoppel ung der Clusteranzahl die Werte bel beiden
HMM-Typen signifikant ansteigen lasst. Die kleinsten Laufzeiten werden fast immer mit der
Normalverteilung erreicht; dies liegt daran, dass bei bel der Reestimierung der Parameter fur
die gestutzte Normalverteilung sehr oft auf die tabellierten ®-Werte zugegriffen werden muss
und eine numerische Nullstellensuche erforderlichist (vgl. Abschnitte 5.2.3 und 5.2.5).

Die kirrzeren Laufzeiten der SLRMIN-Topologie gegeniiber der kleineren LRMIN-Topologie,
die weniger Knoten und Kanten aufweist (vgl. Tabelle 7.1 in Abschnitt 7.2), lassen sich durch
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Modelltyp | Cluster | Dichte-Fkt. | SLRMIN(13) SLRMAX(13) LRMIN(6) VG(6)
AK3-HMM 10 gest. NV 12:38 50:33 21:27 33:46
AK6-HMM 10 gest. NV 15:24 56:58 22:19 34:01

AK10-HMM 10 gest. NV 26:11 61:38 24:52 32:02
AKG6-HMM 20 gest. NV 32:11 76:48 35:08 39:56
AK6-HMM 10 NV 11:23 51:18 20:38 30:41

KL-HMM 10 gest. NV 25:24 46:52 24:31 28:31

KL-HMM 20 gest. NV 32:49 69:06 32:12 52:22

KL-HMM 10 NV 13:55 39:59 15:29 26:43

Tabelle 7.3: Laufzeiten verschiedener Clusterungen [m:s] (CPU: UltraSPARC-II,
400 MHz, MW aus je 3 Zufalls-Initialisierungen; Daten O10K)

programmiertechnische Vereinfachungen in den Berechnungen erklaren, die bei den einfachen
SLRMIN-Strukturen, bei denen jedes Sequenzsymbol einem eindeutigen Zustand zugeordnet
werden kann, verstarkt greifen.

Gegenuber den relativ langen Rechenzeiten fir die Clusterungen werden zum Generieren von
10000 Sequenzen auf der gleichen Maschine nur wenige Sekunden benotigt.

7.8 Diskussion der Ergebnisse

Die Anwendungsbeispiele der vorigen Abschnitte stellen nur eine beschrankte Auswahl unter
der Vielzahl der moglichen Untersuchungen dar. Wir haben dabei unser Hauptaugenmerk auf die
in dieser Arbeit theoretisch behandelten Methoden und Erweiterungen gerichtet. Abschlief3end
fassen wir die wichtigsten Erkenntnisse zusammen:

Von den vorgeschlagenen I nitialisierungen fur das Maximum-Likelihood-Verfahren erwies sich
eine Zufallspartition der Sequenzen als geeigneter als die Zuordnung der Sequenzen zu zuféllig
erzeugten Modellen (Abschnitt 7.3). Bel allen Auswertungen zeigte sich jedoch insgesamt eine
starke Abhangigkeit der Clusterung von den Startwerten. Da das Maximum-Likelihood-Verfah-
ren sowohl bei jedem Modelltraining als auch durch den Sequenzwechsel zum jeweils besten
Modell in jeder Iteration nur zu einem lokalen Maximum der Zielfunktion fuhrt, ist dies nicht
erstaunlich; das Verfahren sollte jedoch in diesem Punkt noch verbessert werden, z. B. durch
eine geeignete Modifikation der trainierten Parameter mit anschlief3endem Neutraining, um auf
diese Weise ein lokales Maximum zu Uberwinden.

Diein Kapitel 4 vorgestellten Indizes erwiesen sich bel unseren Daten und Modellen mehr oder
weniger a s unzureichend fur die Bewertung einer Clusterung; einzig der I D-Index konnte einen
schwachen Hinwelise auf eine geeignete Clusteranzahl oder eine geeignete Anzahl von Zustan-
den in einem HMM geben (Abschnitt 7.4). Bezuglich der trainierten Modelle besteht das Pro-
blem, dass kein geeignetes Abstandsmal3 vorliegt: Das in [22] vorgeschlagene Mald Dg(A1, A2)
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zwischen den Modellen A; und ), liefert den Wert oo zuriick, sobald eines der beiden Model-
le eine Sequenz erzeugen kann, die vom anderen Modell nicht abgebildet wird. Hier konnte die
Ubertragung desin[30] beschriebenen Abstandsfiir Modellemit diskreten Ausgaben auf stetige
Ausgabeverteilungen eine Alternative darstellen. Eine weitere Moglichkeit liegt darin, bei der
Bestimmung des Abstands Ds(\1, A2) zunachst nur Sequenzen heranzuziehen, die von beiden
Modellen erzeugt werden konnen und evtl. sonstige generierte Sequenzen Uber ein geeignetes
»Strafmal3* gesondert zu beriicksichtigen.

In Abschnitt 7.5 haben wir unsausfuhrlich mit dem Generieren von Sequenzen mittelsder bei ei-
ner Clusterung trainierten Modelle beschéftigt und die Verteilungen dieser Sequenzen mit denen
der Trainingsdaten verglichen. Eshat sich gezeigt, dass die Verwendung von gestutzten Normal -
verteilungen zu deutlich besserer A pproximation des Spargeldeingangs fuhrt. Ein Vergleich der
Verteilungen von generierten Sequenzen bei variierender Modelltopologie und Clusteranzahl
machte deutlich, dass das um Ausgabe-Klassen erweiterte HMM die deterministische Neben-
bedingung der Zuteilung, die sich in den SPE-Summen niederschlagt, im Gegensatz zum klas-
sischen Modell wesentlich besser abbilden kann. Durch Variation der Ausgabe-Klassen stellten
wir allerdingsauchfest, dassesschwierigist, eine,,optimale’ Klasseneinteilung anzugeben. Ver-
glichen mit den entsprechend aufgestellten Verteilungen der deterministischen Prototypen einer
K-means-Clusterung liefern die Sequenzen der erweiterten Hidden-Markov-M odelleinsgesamt
jedoch eine zufriedenstellende Approximation der Original daten.

In Abschnitt 7.6 konnten wir sehen, dass das HMM-basierte Clusterverfahren die Trainingsse-
guenzen je nach verwendeter Topologie in Gruppen vergleichbarer Grofie zusammenfasst, die
zum Tell ein typisches und in der Realitat bekanntes Sparverhalten reprasentieren. Im letzten
Abschnitt schlief3lich stellten wir die Laufzeiten des Clusterverfahrensfir verschiedene HMM-
Architekturen gegentiber. Dabei zeigte sich, dass sich von den Erweiterungen die gestutzte Nor-
malverteilung starker auf die Rechenzeit auswirkt als der Einsatz von Modellen mit Ausgabe-
Klassen.

Ein Problem der Hidden-Markov-Modellierung stellt sicherlich die Vielzahl der unbekannten
Parameter dar, fur die es grofitenteils noch keine Bewertungskriterien gibt und die den jeweili-
gen Anwendungen angepasst werden missen (Anzahl der Zustande, Topol ogie, I nitial parameter,
Clusteranzahl). Die Ausgabe-K lassen unseres erweiterten HMM vergrofderndabel zusétzlichdie
Anzahl der freien Parameter der Modelle. Dennoch zeigen die vorliegenden Ergebnisse unserer
Meinung nach, dass eine Model lierung der Zeitreihen eines Bausparkollektivs mit Hidden-Mar-
kov-Modellen erfolgreich umzusetzen ist, eine gute Alternative zu der deterministischen Ab-
bildung Uber die Prototypen einer K-means-Clusterung darstellt und somit die Basis fur diein
Abschnitt 3.3.1 formulierte | dee eines HMM-basierten Simulationsmodells bilden kann.



Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit haben wir einen auf Hidden-Markov-Modellen (HMM) basierenden Modellie-
rungsansatz fur okonomische Zeitreihen, die ein Bausparkollektiv beschreiben, vorgeschlagen.
Mit diesem Modellierungsansatz konnten wir Spargeld-Zeitreihen der Vertrage einer Bauspar-
kasse analysieren und simulieren. Zur Abbildung spezieller Nebenbedingungen dieser Zeitrei-
hen wurden Erweiterungen der HMM-T heorie notwendig.

Ein HMM ist ein stochastisches Modell zur Beschreibung von Zeitreihen bzw. Sequenzen, das
diese mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit produzieren kann. Es kann mit Hilfe bekannter
Algorithmen so trainiert werden, dassdie Wahrscheinlichkeit oder Likelihood fir eine gegebene
Menge von Sequenzen ein lokales Maximum annimmt.

In Anlehnung an bekannte Algorithmen konnten wir zunachst ein HMM-basiertes Clusterver-
fahren aufstellen, das eine Menge von Sequenzen in eine vorgegebene Anzahl von Gruppen un-
tertellt und bei dem gleichzeitig fur jede Gruppe ein HMM trainiert wird, so dass die Gesamt-
Likelihood lokal maximiert wird. Zur Bewertung einer Clusterung haben wir verschiedene
Kenngrofien entwickelt, die bei kleinen Clusterproblemen mit strukturierten Daten gute Resul-
tate erbringen, im Zusammenhang mit weniger strukturierten Daten und komplexeren Modellen
jedoch nur eingeschrankte A ussagen zul assen.

Die sich anschlieffenden theoretischen Erweiterungen fur Hidden-Markov-Modelle wurden
durch die Spargeld-Zeitreihen eines Bausparkollektivs motiviert. Zum einen konnten wir zei-
gen, dass sich als Verteilungsfunktion fir die Ausgaben eines HMM auch eine gestutzte Nor-
malverteilung zur Abbildung von nichtnegativen Sequenzen einsetzen lasst. Dazu haben wir die
Reestimierungsgleichungen der entsprechenden Parameter aufgestellt und nachgewiesen, dass
diesesich numerischldsen lassen, wobei sichdie Laufzeit desModelltrainingsnur um einen kon-
stanten Faktor erhoht. Die vertraglichen Nebenbedingungen der Spargeldeingange einer Bau-
sparkasse haben andererseits zur Definition einesHMM mit Ausgabe-Klassen gefuihrt, bei dem
die weitere Entwicklung des internen stochastischen Prozesses zum Zeitpunkt t auch von der
bis dahin modellierten bzw. erzeugten Teil sequenz abhangt. Wir konnten die Basisalgorithmen
fur Hidden-Markov-Modelle auf das erweiterte Modell anpassen und haben gezeigt, dass deren
Komplexitét sich gegentiber dem urspriinglichen Modell nicht andert, wenn die Zahl der Aus-
gabe-Klassen kleiner ist als die maximal e Sequenzlange.

125
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In dem Anwendungsteil der Arbeit haben wir das HMM-basierte Clusterverfahren zur Partitio-
nierung und Modellierung eines Real datensatzes von Spargel deingangen einzelner Bausparver-
trage eingesetzt. Unter Variation der HMM-Architektur wurde neben dem Einfluss verschiede-
ner Initialisierungen auf die Zielfunktion und der Praxistauglichkeit der Clusterindizes die Se-
guenzgenerierung mit den trainierten Modellen eingehend analysiert. Dabei hat sich herausge-
stellt, dass die vorgeschlagenen HMM-Erweiterungen zu deutlich besseren Ergebnissen fuihren,
besonders bezuiglich der Ubereinstimmung der Spargel deingange und deren Summen von gene-
rierten Sequenzen und Trainingsdaten. Verglichen mit deterministischen Prototypen, wiesieim
derzeit in der Praxis eingesetzten Simulationsmodell verwendet werden, konnten wir die Trai-
ningsdaten durch generierte Sequenzen insgesamt besser approximieren.

Die Ergebnisse dieser Arbeit lassen den Schluss zu, dass die in anderen Bereichen bereits er-
folgreich eingesetzten Hidden-Markov-Modellebei entsprechenden M odifikationen und Erwei-
terungen dazu geeignet sind, die Zeitreihen eines Bausparkollektivs und deren speziellen Ne-
benbedingungen abzubilden. Somit konnen sie s Grundlage fur ein neues Simulationsmodel
dienen, bei dem der Ablauf eines kompletten Bausparvertrags tber ein HMM modelliert wird
und von dem zu erwarten ist, dass es die Varianzen in den Daten besser erfassen kann als das
zur Zeit in der Praxis eingesetzte mesoskopische Modell. Ein solches Gesamt-HMM ist bereits
Gegenstand aktueller Untersuchungen der Arbeitsgruppe am ZAIK. In diesem Rahmen wird zu
klaren sein, inwieweit samliche Aktionsmoglichkeiten eines Sparers tUber ein klassisches oder
Uber ein erweitertesHM M mit Ausgabe-K lassen abgebil det werden konnen. Neben dem Einsatz
von weiteren Modell-M odifikationen, wie sie in anderen Anwendungsgebieten zum Teil einge-
setzt werden, ist auch eine nachgeschaltete Verarbeitung von generierten Sequenzen denkbar,
etwavergleichbar mit der Kontextanalyse bel der automatischen Spracherkennung.

Daneben bieten sowohl dasvon uns aufgestellte Clusterverfahren als auch das erweiterte HMM
Raum fr kiinftige theoretische Untersuchungen. Ein Ziel sollte sein, die starke Abhangigkeit
der Clusterung von den Startwerten einzuschranken bzw. Moglichkeiten zu finden, ein lokalen
Maximum wieder zu verlassen, um die Zielfunktion weiter zu verbessern. Eine andere wertvol-
le Hilfe fur die Bewertung von trainierten Modellen wiirde ein verbessertes Abstandsmal3 dar-
stellen, das auch Modelle sinnvoll vergleichen kann, die zum Teil unterschiedliche Sequenzen
generieren. Schliefdlich liegt es nahe, die diskreten Ausgabe-Klassen des erweiterten HMM und
deren ebenfalls diskreten Ubergangswahrscheinlichkeiten durch stetige Verteilungsfunktionen
zu ersetzen, deren Argumente die bis dahin ausgegebene Teil sequenz bzw. im speziellen Fall die
Summe dieser Ausgaben sind. Neben der Schaffung einer fundierten theoretischen Basis wéare
es fur ein solches Modell auch interessant, die Gemeinsamkeiten und Unterschiede zu anderen
generaisierten Hidden-Markov-Modellen aufzuzeigen.



Anhang A

Reestimierungsformeln

HMM mit diskreten Ausgaben
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kzl tZ; é\4((') aIIJ bj( +1) /Bt+1(,|) Ct+1
— pi=l

K Tk-1

S5 akG) AG)
k=1 rgtfl

Y akG) AG)

mit pf = (32}, OF).

HMM mit stetigen Ausgaben

K ~
> ak(i) 55(0)
o= k=1
KN N\ Dy ’
>~ 22 &53) A5G)
k=1 j=1
K Tk
oy aq(i)a {E CmeJm(Ok)} ﬁtk(l)ct
— _ ka1t=2
aj = K T ’
> Ak () B4 ()
k=1 t=2
K T« [ N ) A
> [Z ()] aii] Cim bim(Of) (1) ¢
— _ k=1t=1 [j=1
Cim B K I¢ N Dy ’
> > af(i) B
k=1 t=1
K T | N
kzl - [Z 1(])31] Clmb|m(ok)5 (')C[ Ok
—_ =1t= J:

Him = K T< | N o ’
> [E 1(1)81] Cim bim(OF) B3¢(i) ¢
k=1t=1 | j=1
K T | N a

kElZQ [Zl ag 1(1)81] Cim Bim(OF) 5¢(1) & (OF = p1im)®

_ =1t=1 | j=

Um =

k=1 t=1

K T« | N n
Z [E 04( 1(])81] Cimbim(olt() ﬁtk(l)dt(
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Firt = 1ist der Ausdruck {Z,Nl &t 1) a&;i| in den Gleichungen der Cim, jzim Und Uiy, durch m; zu
ersetzen ist, dadie ag(j) nicht definiert sind.

Erweitertes HMM mit stetigen Ausgaben (Ausgabe-Klassen)

ak(i) A

M=

ak() 47 (J)
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.MZ EMX
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]

M e .
&4 (i) a {z:lcjmbjm(olt()} BG) &
alj = " R 3
ag () A 30)
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1]
I
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Nl
FU-

K T | N ) o
>, [Z &rlo)aiptli] Cim bim(Of) B.(i) of

k=1 t=1 | j=1

Tk

K
> > aki) ()

k=1 t=l

—

M=

kK [N .
[Z é\‘tfl(j) aj'ptli] Cim blm(olt() ﬁtk(l) Clt( Olt(

1t =1
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=

~
11
11
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—

Mz

k=1 t

Tk
Z [
_ 1t=1 |]

Um =

11
[y
11
[y

I

_1(j) ajptli] Cim blm(olt() /ét/k(l) Clt(

M=
i)z

&t4() aiptli] Cim Bim(OF) 34(7) ¢t (OF = prim)?

Tk N . ’
[Z ()] aiptli] Cim Dim(OF) B(i) ¢t

=1 t=1 | j=1

mit
t
o= o> 0.
T=1

Fir t = 1ist der Ausdruck {zjﬁl N0 a,-pt,li} in den Gleichungen der G, jzim und Ui, durch
zu ersetzen, dadie &§(j) und ajp, nicht definiert sind.
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Anhang B

Grenzwerte der Funktion p(u)

Essai p(i) diein Abschnitt 5.2.2 eingefiihrte Funktion

P(u) = E—p— (V= uE) f(0; 11, /V—piE) =0

mit den Konstanten

E = Z;rzl gtot
Zt Gt ’

_ YL GO?
V = &=Lt
Et Gt 7

mit 0< (;,0,<K und E,V>0,
und der Dichte der linksseitig bel x = 0 gestutzten Normalverteilung (vgl. Abschnitt 5.2.1)

. X—
(2 mItZI—'LL,XZ 0,
ag

1
o®(u/o)

wobei ¢(-) und ®(-) die Dichte und die Verteilungsfunktion der standardisierten Normalvertei-
lung bezeichnen. Fur die Parameter gelte

f(x p,0) =

—o0o < p <00, O<o<oo.

Satz B.l Fir y — —oo strebt p(u) gegen Ound fur ¢ — V/E gilt p(v) — E-V/E.

Bewels: Fur x > 0 gilt die konvergente Kettenbruchentwicklung [35]

B(X) =1 in (B.1)

2

X+

X+
X+ —
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Wir setzen 02 :=V — yEund v := /o, dann gilt fir x4 #0: o = p1/vund

o(p/o) _ 1 (V)
500 " {“\7@}' (B.2)

p(p) =E-p-o
1) Sei ¢ <0, dannfolgt mit (B.1)
©(V)
1 b

2
-V+ —

o(V)=1-0(-v) =

und damit

-1+ -
_V2+...

Durch Riicktransformation von v und o erhalten wir schliefdich

7
= E-—
p(1) e 5

H—r—00
— E-E=0.

2.) Fur  — V/E geht 02 = V — E gegen 0, und mit (B.2) gilt

. . Vo ()
lim = lImE- = -0 2E~
\/
= E- .
E
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