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Zusammenfassung

Die Randwertaufgabe der nichtparametrischen Minimalflichengleichung ist bei
nichtkonvexen Gebieten und inkompatiblen Randdaten im Allgemeinen nicht im
klassischen Sinne lésbar. Es gibt jedoch verallgemeinerte Losungen, welche wir
als Viskositdtslosungen identifizieren und numerisch berechnen. Fiir das Beispiel
der Kettenfliche werden experimentelle Konvergenzraten zur diskreten Approxi-
mation nach der Methode von Ritz-Galerkin bei unterschiedlicher Schwankung
der Randwerte bestimmt. Die bei der Linearisierung auftretenden Gleichungs-
systeme werden mit Hilfe eines gebrduchlichen Verfahrens und auch mit einem
algebraischen Mehrgitterverfahren gelost und die Rechenzeiten verglichen. Im
radialsymmetrischen Fall erfolgt eine Abschédtzung des Fehlers in der Maximum-
norm.

Summary

Boundary value problems of nonparametric minimal surfaces do not in general
have classical solutions in the case of non-convex domains and non-compatible
boundary data. There exist, however, generalized solutions which we identify as
viscosity solutions and calculate numerically. In examples of approximation by
the method of Ritz and Galerkin, experimental rates of convergence are deter-
mined. Also, the systems of equations resulting from linearization are solved,
using a common algorithm and an algebraic multigrid method and comparing
computing times. For radially symmetric solutions, I give an estimate of the
error in the maximum-norm.






Einleitung

Die nichtparametrische Minimalflichengleichung

D
div S R 0

1+ |Dul?

bildet ein grundlegendes Beispiel einer nichtlinearen elliptischen Differentialglei-
chung, welche nicht gleichméflig elliptisch ist. Es ist eine Fliche bei vorgegebener
Berandung gesucht, deren mittlere Kriimmung, das ist das arithmetische Mittel
ihrer Hauptkriimmungen, in jedem ihrer Punkte verschwindet. Einen umfassen-
den Uberblick zu dem Thema gibt die Monographie von J.C.C. Nitsche [28] aus
dem Jahre 1975 und deren Ausgabe in englischer Sprache [29] aus dem Jahre
1989.

Wiéhrend die Randwertaufgabe einer gleichméfig elliptischen Differentialgleichung
auf Gebieten mit stiickweise glattem Rand bei hinreichend glatten, aber sonst be-
liebigen Randdaten eine klassische, d. h. bis zum Rand hin stetige Losung hat, ist
die Randwertaufgabe der Minimalflichengleichung nicht in jedem Fall im klassi-
schen Sinne l6sbar, wenn das Grundgebiet nicht konvexen Rand hat. Abschnitt 1
enthilt Grundlagen zur Aufgabenstellung.

Es existieren jedoch Losungen in einem verallgemeinerten Sinne, welche die
Dirichletsche Randbedingung nicht auf dem ganzen Rand im strengen Sinne
erfiillen miissen. Sie geniigen stattdessen einer allgemeineren Bedingung, durch
welche sie auch eindeutig charakterisiert sind, und besitzen keine gleichmafi-
gen Elliptizitdtskonstanten. Hierbei handelt es sich um “Viskositétslésungen”
der Randwertaufgabe nach Crandall, Ishii und Lions [6]. Die Existenz solcher
Losungen erhilt man z. B. als Grenzwert einer Folge von Losungen regularisier-
ter Randwertaugaben, welche durch Hinzunahme eines Terms der Form —ecAu
zum Differentialoperator mit einem kleinen Parameter £ > 0 entstehen. Jede die-
ser Randwertaufgaben ist gleichmiflig elliptisch und besitzt somit eine klassische
Losung u.. Wenn ¢ gegen 0 strebt, so konvergieren die u. im Innern des Gebietes
gegen eine Losung u der urspriinglichen Differentialgleichung. Liegt das Grund-
gebiet im Raum RY und ist es im Falle N = 2 konvex oder im Falle N > 2
konvex im mittleren Sinne, dann ist die Randwertaufgabe eindeutig losbar, und
die Konvergenz der u, ist bis zum Rand hin gleichméfig. Andernfalls stellt sich bei
Vorlage gewisser Randbedingungen in einer Umgebung des nichtkonvexen Teils
des Randes eine Grenzschicht ein, innerhalb derer die Gradienten der regulari-
sierten Differentialgleichungen mit ¢ — 0 zum Rand hin unbegrenzt anwachsen.
Fiir die Grenzfunktion konvergiert die Normalenableitung bei Anndherung an
Punkte dieses Randteils gegen Unendlich. Die Funktion selbst besitzt eine bis
zum Rand hin stetige Fortsetzung. Die vorgeschriebenen Randwerte werden aber
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nicht angenommen. Dies ist genauer in Abschnitt 2.1 ausgefiihrt. Abschnitt 2.2
enthélt die Definitionen zum Begriff der Viskositatslosung.

Einen anderen allgemeinen Losungsbegriff bilden die “schwachen” Losungen. Diese
sind charakterisiert durch das Verschwinden der 1.Variation des zugehorigen
Variationsproblems, eben der Aufgabe, zu einer geschlossenen Randkurve eine
Flidche kleinsten Inhalts zu finden. Abschnitt 3.1 enthélt eine Zusammenstellung
von Resultaten zu schwachen Losungen. Auch in dem Sobolevraum W!(Q) der
integrierbaren Funktionen mit integrierbarer schwacher Ableitung hat die Varia-
tionsaufgabe nicht in jedem Falle eine Losung. In Ekeland-Temam [10] wird da-
her eine “verallgemeinerte” Losung definiert, und zwar iiber ein duales Problem.
Es handelt sich, allgemein gesagt, um Grenzwerte von Minimalfolgen. Die oben
erwahnten Regularisierungen entsprechen solchen Folgen. Die verallgemeinerten
Losungen erhilt man auch, wenn man das Variationsintegral durch ein geeignetes
Randintegral ergénzt und das Minimum der Summe beider Integrale bestimmt.
Im Fall der Existenz einer klassischen Losung fillt diese mit der verallgemeiner-
ten Losung zusammen. Fiir eine moderne Darstellung und den Zusammenhang
mit den Funktionen von beschrinkter Variation sei auf das Buch von Giusti [15]
verwiesen.

Schwache Losungen werden durch den Ansatz nach Ritz-Galerkin (,Methode der
finiten Elemente“) numerisch approximiert. Die Grundbegriffe zur Diskretisie-
rung sind in Abschnitt 3 notiert. Man vergleiche hierzu auch die deutsche [2] oder
englische [3] Ausgabe des Buches von Braess. Der Einfachheit halber werden nur
Triangulierungen mit linearem Verschiebungsansatz benutzt. Diese haben zwar
nicht die Genauigkeit von Ansdtzen héherer Ordnung, bieten aber auch einige
Vorteile: Dreiecke sind konvex, Maxima und Minima werden in den Knotenpunk-
ten angenommen, und die Gradienten sind elementweise konstant.

Die Losung der diskreten Aufgabe wird mittels Linearisierung durch das Newton-
Verfahren berechnet. Abschnitt 4.1 enthélt eine Beschreibung des verwendeten
Algorithmus. Eine ausfiihrliche Behandlung findet man z. B. in dem Lehrbuch
von Stoer [33], Kap. 5.

Im nicht-klassischen Fall beobachtet man bei der Approximation nach Ritz-
Galerkin wie bei der oben erwidhnten Regularisierung das Auftreten einer Grenz-
schicht in einer Umgebung des nichtkonvexen Teils des Randes. Diese hat Einfluss
auf das Konvergenzverhalten. In Abschnitt 4.2 werden experimentell Konvergenz-
raten ermittelt. Wahrend diese sich in der L?-Norm der schwachen Ableitung
anndhernd wie im klassischen Fall verhalten, wenn man die Einschrédnkung der
Losung auf ein Teilgebiet betrachtet, welches einen positiven Abstand vom nicht-
konvexen Teil des Randes hat, wird die Konvergenzordnung auf dem vollen Ge-
biet reduziert. Fiir eine Verbesserung der Genauigkeit geniigt es daher, wenn man
eine Verfeinerung der Diskretisierung nur in einer Umgebung der Grenzschicht
vornimmt.



Die im Newton-Verfahren zu losenden linearen Gleichungssysteme haben schwach
besetzte Matrizen. Daher wird ein iteratives Verfahren gewihlt, und zwar die Me-
thode des konjugierten Gradienten (CG-Verfahren). Der Rechenaufwand kann
jedoch bedeutend verringert werden, wenn man ein Mehrgitterverfahren anwen-
det. Versuchsweise wird fiir einzelne Schritte des Newton-Verfahrens das line-
are Gleichungssystem mit Hilfe des algebraischen Mehrgitterverfahrens (AMG)
von Stiiben/Trottenberg ([34] bzw. [36]) gelost und die Rechenzeit mit der des
CG-Verfahrens mit diagonaler Prikonditionierung verglichen (Abschnitt 4.4). Bei
Verfeinerung der Diskretisierung kann beobachtet werden, dass die Rechenzeit des
AMG annshernd proportional zur Anzahl der Unbekannten ansteigt, wihrend sie
beim CG-Verfahren stérker als linear wéchst.

In Abschnitt 5 erfolgt eine ausfiihrliche Behandlung des radialsymmetrischen Bei-
spiels mit einer Fehlerabschitzung fiir die stiickweise lineare Approximation in
der Maximumnorm.

Als Beispiel fiir ein zeitabhéingiges Problem wird eine parabolische Gleichung
vorgeschriebener mittlerer Kriimmung, die in der Arbeit [22] von Kawohl/Kutev
behandelt ist, numerisch approximiert. Dies ist Inhalt von Abschnitt 6. Die Zeit-
diskretisierung erfolgt mit dem impliziten Eulerverfahren. Es wird ein dhnlicher
Finite-Element-Algorithmus verwendet, wie er fiir die Berechnung des mittlerem
Kriimmungsflusses in der Diplomarbeit von U. Wandtke [37] aus dem Jahre 1991
beschrieben ist. Nach der Vorlage des dort in der Programmiersprache FORTRAN
implementierten Finite-Elementprogrammes wurde ein Programm in der Sprache
C erstellt, welches sowohl den elliptischen Fall als auch Varianten der paraboli-
schen Minimalflichengleichung umfafit. Mit diesem wurden alle zweidimensiona-
len Finite-Elementrechnungen durchgefiihrt.

Ziel der Arbeit ist es, das Verhalten der Losung der Minimalflichenaufgabe auch
im nicht-klassischen Fall zu studieren. Es soll gezeigt werden, wie Methoden der
Analysis und der Numerik sich hierbei ergénzen. Dabei werden sowohl neue Bei-
trage zur Theorie als auch zur numerischen Behandlung eingebracht. Der eige-
ne Beitrag zur Analysis besteht in der Behandlung regularisierter Losungen als
Viskositétslosungen (Kap. 2) sowie einer Fehlerabschétzung bei Approximation
durch lineare finite Elemente (Kap. 5). Auf der numerischen Seite wird nachgewie-
sen, dass ein gingiges Verfahren geeignet ist, Losungen der Minimalflichenaufga-
be auch auf nicht-konvexen Gebieten zu approximieren. Die bekannten Vorteile
der Mehrgitterverfahren gegeiiber klassischen CG-Verfahren habe ich versucht,
bei dieser Problemstellung aufzuzeigen (Kap. 4).



An dieser Stelle danke ich Herrn Prof. Dr. B. Kawohl am Mathematischen Insti-
tut der Universitdt zu Koln fiir die Betreuung dieser Arbeit, insbesondere des
analytischen Teils.

Gleichzeitig danke ich Herrn Prof. Dr. U. Trottenberg fiir die weitere Férderung
der Arbeit am Institut fiir Algorithmen und wissenschaftliches Rechnen (SCAI)
der GMD-Forschungszentrum Informationstechnik GmbH, St. Augustin, und fiir
die Betreuung des numerischen Teils.

Herrn Prof. Dr. G. Dziuk am Institut fiir angewandte Mathematik der Universitét
Freiburg danke ich fiir die freundliche Beratung.

Frau Dr. B. Steckel an der GMD danke ich fiir die Betreuung der Arbeit und fiir
ihre Beratung in vielen Fragen.

Herrn Dr. A. Wagner, Mathematisches Institut, danke ich fiir zahlreiche Hinweise.

10



Generelle Voraussetzungen, Bezeichnungen

Bezeichne N := {1, 2,3, ...} die Menge der natiirlichen Zahlen und Ny := NU{0}
ihre Erweiterung mit der Zahl 0.

Im Folgenden sei N € N. Seien z = (z;)}_, und y = (y;)}_, Vektoren des
euklidischen Raumes R"Y. Bezeichne (z,y) := Z;V , x;y; das Skalarprodukt von
z und y und |z| := (Z;V , 7?) "2 die euklidische Norm des Vektors x, sofern nicht
anders vermerkt.

Ist E topologischer Raum und F C E, so bezeichne F' die abgeschlossene Hiille
von F'in E und F' das Innere von F'. Ist G C F', so schreiben wir G CC F, wenn
G kompakt ist und G C F gilt.

Ist E' metrischer Raum mit der Metrik d und F' C E, so bezeichne
diam(F) :=sup{d(z,y) : z,y € F} den Durchmesser der Menge F'.

Sei S ¢ RN, S # (), und u eine reellwertige Funktion auf S. Ist z Eg*, j €
{1,...,N} und v in z nach z; partiell differenzierbar, so schreiben wir fiir die
partielle Ableitung g—;j(x) auch Dju(z).

Existiert die zweite partielle Ableitung

6323“% () fiir ein Paar (j,k) € {1,..., N}?,

so sei diese auch mit D, yu(z) notiert.

Ist u in z differenzierbar, so existieren alle partiellen Ableitungen Dju(zx) fiir
j =1,..., N, und wir schreiben den Vektor der Ableitung von v in z als Du(zx) :=
(Dyu(), .., Dyu(x).

Die leferenmerbarkelt einer Funktlon 1st zunichst nur in inneren Punkten ihrer
Definitionsmenge erklért. Sei nun S# 0, S;é S, und v auf S stetig und in S stetig
differenzierbar. Wir sagen, u ist auf S stetig differenzierbar, wenn die Ableitung

Du eine stetige Fortsetzung von § nach S hat. Entsprechendes gelte fiir partielle
Differenzierbarkeit.

Das Kroneckersymbol 9, ,, bezeichne den Wert 1, wenn m = n, und den Wert 0,
wenn m # n.

Die Vorzeichenfunktion sign: R — R ist definiert durch

—1, wenn x <0
sign(z) :=<0, wennz=0

, wenn z > 0.

Sei ) #S C RY und f: S — R. Die Oszillation wy von f in S ist definiert durch
wy = sup{luy) - u(z)] : 2,y € 5.
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Sei § # S C RM. Als Durchmesser der Menge S bezeichnen wir diam(S) :=
sup{le —y| : z,y € 5}.

Sei ) # Q2 C RY eine Lebesgue-messbare Menge. Es bezeichne £1(€2) den Vek-
torraum aller iiber {2 Lebesgue-integrierbaren reellwertigen Funktionen. Weiter
bezeichne LP(2) fiir p > 1 den Vektorraum aller Funktionen f auf €, fiir die
| f|P iiber € Lebesgue-integrierbar ist. Bezeichnet N(£2) die Menge der Funktio-
nen auf €2, deren Werte mit Ausnahme einer Teilmenge vom Mafle Null ver-
schwinden, so ist N(£2) Untervektorraum vom LP(2) fiir jedes p > 1. Auf dem
Quotientenraum LP(Q) := LP(Q)/N(Q) definiert ||f||zr) = ([, |f(z)[P dz)"/?
eine Norm, unter der L?(€2) Banach-Raum (vollstindiger normierter Vektorraum)
ist. Wenn Missverstédndnisse ausgeschlossen sind, identifizieren wir im Folgenden
Aquivalenzklassen von LP(f2) und ihre jeweiligen Reprisentanten.

Sei S C RY. Wir sagen, eine Eigenschaft gilt fast iiberall (,f.ii.“) auf S, wenn
ihre Ausnahmemenge eine Lebesgue-Nullmenge ist.

Weiter betrachten wir den Raum £°°(Q2) aller mit Ausnahme auf Mengen vom
Mafl Null beschrinkten Funktionen. Bezeichne L*(Q) ihre Aquivalenzklassen
nach Nullmengen und ||.||zeo () die durch || f||ze(q) :=inf{c > 0 : |f(z)| < c fii.}
definierte Norm, mit der L*°({2) Banachraum ist. Falls © beschrinkt und f auf
Q) stetig ist, fallt die L*°-Norm mit der Maximumnorm zusammen.

Sei f eine auf einem Intervall I C R definierte Funktion. Sei a € I. Die einseitigen
Grenzwerte (falls sie existieren) agn_l) . f(z) bzw. allzrg . f(z) schreiben wir in der

Form lim f(z) bzw. lim f(x).
T—a+ T—a—
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1 Die Minimalflichenaufgabe

Die Minimalflichengleichung hat ihren Ursprung in der zugehérigen Variations-
aufgabe. Im Folgenden behandeln wir nur den Fall nichtparametrischer Flichen.
Diese sind als Graphen reellwertiger Funktionen definiert.

In diesem Kapitel sei N € N, und Q C RY ein beschrinktes Gebiet (offene,
zusammenhéngende Teilmenge) mit Lipschitz-stetigem Rand 052.

1.1 Die klassische Variationsaufgabe

Gegeben sei eine auf dem Rand des Gebietes () stetige reellwertige Funktion
g € C(09). Gesucht ist — falls es existiert — das Minimum von

(1) Au) == /Q V14 |Dul?dz

unter allen in ) stetig differenzierbaren und einschliefilich des Randes stetigen
Funktionen v € C1(Q) N C(), welche der Randbedingung

(2) u(z) = g(x) fir z € 02
geniigen.

Die Frage nach Existenz und Eindeutigkeit einer Funktion mit obigen Eigenschaf-
ten ist Gegenstand der “klassischen” Minimalflichenaufgabe. Schon diese ist, wie
in Abschnitt 1.4 gezeigt wird, nicht einmal unter beliebigen analytischen Randda-
ten losbar. Das Integral in (1) ist allgemeiner im Sobolevraum der mitsamt ihren
schwachen Ableitungen 1. Ordnung im Lebesgueschen Sinne integrierbaren Funk-
tionen Wh'(£2), und ganz allgemein im Raum der Funktionen von beschréinkter
Variation BV () erkliirt. Eine Definition dieser Rdume ist im Anhang aufgefiihrt.

Im Rahmen dieser Arbeit betrachten wir das Variationsproblem im Raum W11 (Q):
Bestimme zu einer gegebenen Funktion g € L'(99)

(3) inf{A(u) : u € WH(Q), ulsq = g}

Die Einschriinkung u|sq einer Funktion v € W'!(Q) auf den Rand ist im Sinne
des Spuroperators, der fiir Gebiete mit Lipschitz-stetigem Rand definiert ist (vgl.
Anhang), zu verstehen. Auch diese Aufgabe ist nicht immer l6sbar.

Wir notieren die elementaren Eigenschaften der klassischen Losungen gleich fiir
den Raum W' (Q). Hierbei machen wir von der Lipschitz-Stetigkeit des Randes
9Q Gebrauch. Bezeichne W, (Q) die abgeschlossene Hiille des Teilraumes der
unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Triger in Q, C§°(2),
des Banachraumes W'!(Q). Dann gilt:

13



Bemerkung 1.1 Sei auf dem Rand 02 eine integrierbare Funktion g € L' (92)
gegeben. Dann gibt es (mindestens) eine Funktion 1 € W11(Q), deren Spur auf
02 mit g zusammenfillt (“Fortsetzung von g nach W'(Q2)”). Fiir jede solche
Funktion v hat man:

inf{A(u) : v € WH(Q),ulsa = g}
= inf{A(¢) +v) : v € Wy ()} = inf{A(Y +v) : ve CF(Q)}

Definition 1.2 Sei u € WH(Q) und ¢ € Wy (Q). Betrachte die Funktion
R>t— Aug(t) = A(u+ 1) € R.

Dann heifit
d DuD¢

die erste Variation von A in u und

@ [ U IDEIDSE  (DuDgy”

2A : = —A . —0 —
6 A(u; 9) a2 us () =0 (1+ [Du?)3/?

die zweite Variation von A in u.

Anmerkung: Genauer bezeichnet § A(u; @) die Richtungsableitung von A an der
Stelle v in Richtung von ¢. Die Existenz der Grenzwerte in der vorangehenden
Definition folgt nach den Regeln iiber das Differenzieren unter dem Integralzei-
chen.

Bemerkung 1.3

1. Die zweite Variation von A ist positiv definit: Es gilt

D¢|2d
82 A(u, ) > /Q % >0 fiir g € Wy'(Q)\ {0}.

2. Das Funktional A ist strikt konvex in {u € W'(Q) : ulsq = g}.

14



Beweis: Teil 1 folgt aus der Schwarzschen Ungleichung. Fiir Teil 2 geniigt es zu
zeigen, dass zu je zwei verschiedenen Funktionen ug,u; € WHH(Q) mit u|pn =
uzlan = g € L'(09) das Funktional A auf ihrer Verbindungsstrecke strikt konvex
ist. Betrachte dazu die Funktion [0,1] 3 ¢t — f(t) := Aype(t) mit ¢ :=u; — g €
Wy (). Diese erfiillt die hinreichende Bedingung f”(t) = 6*(A(uo + t¢; ¢) > 0.

U

Folgerung:
Die Minimalflichenaufgabe (3) hat in W!(Q2) héchstens ein Minimum. o

Notwendige Bedingung fiir ein Minimum ist das Verschwinden der 1. Variation:

Bemerkung 1.4 Sei u € WH'(Q) Minimum von (3). Dann gilt §A(u;¢) = 0
fiir alle ¢ € W' (), das heift

n DuDé¢

—dz =
a+/1+ \Du|2

fiir alle ¢ € W' (Q). Hinreichend hierfiir ist, wenn (4) fir alle ¢ € C$°(Q)gilt.

0

Der Beweis folgt aus Definition 1.2. Die zweite Aussage folgt daraus, dass C§°(2)
dicht liegt in W,"' (Q).

Definition 1.5 FEine Funktion v € WY (Q), welche der Bedingung (4) gendigt,
wird als Extremale (des Funktionals A) bezeichnet. Eine Extremale, die den Rand-
daten (2) mit einer vorgegebenen Funktion g € L'(0) (im Sinne des Spuropera-
tors) gendigt, heifit schwache Losung der Minimalflichenaufgabe.

Satz 1.6 Gegeben sei eine Funktion g € L'(0S). Die Funktion u € Wh'(Q)
erfille die Randbedingung (2). Wenn u Extremale des Funktionals A ist, dann ist
u das strikte absolute Minimum der Minimalfiichenaufgabe (3).

Der Beweis folgt aus der strikten Konvexitéit von A auf der Menge aller Funktio-
nen, welche der Randbedingung geniigen.

Aufgrund dieses Sachverhalts und wegen Bemerkung 1.4 wird in der Literatur
(vgl. Fucik, Necas, Soucek, [12]) auch ein solches Minimum von A, sofern es exi-
stiert, als schwache Losung der Variationsaufgabe bezeichnet.

Satz 1.7 Seiu € WH(Q) Extremale des Funktionals A, und u sei in  zweimal
stetig differenzierbar. Dann gilt

D
(5) div———t =0 inQ.

Vv 1+ |Dul?
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Der Beweis folgt aus (4) durch partielle Integration und Anwendung des Funda-
mentallemmas der Variationsrechnung A.1.

Definition 1.8 Die Differentialgleichung (5) heifft Minimalflichengleichung.

1.2 Der Operator der mittleren Kriimmung

Wir rufen folgende Definition, hier nur fiir spezielle quasilineare Operatoren, in
Erinnerung;:

Definition 1.9 Der Differentialoperator M zweiter Ordnung sei definiert durch

N

Mu] = Y apn(Du) Dyp(u)

m,n=1

fiir alle in Q zweimal differenzierbaren Funktionen u, wobei fiir alle p € RY die
Matriz A(p) := (amn(p)) symmetrisch sei.
Der Operator M heifit elliptisch, wenn A(p) positiv definit fir jedes p € RN
ist, und gleichméBig elliptisch, wenn M elliptisch ist und fiir jedes p € RY der
Quotient aus mazimalem FEigenwert Apqz(p) und minimalem Eigenwert Apmin(p)
der Matriz A(p) nach oben und von Null weg beschrinkt ist, d.h. wenn es von p
unabhdingige Konstanten 0 < ¢ < C gibt, so dass

)‘max(p)

(6) c < 7)\min(p) <C

gilt.

Es kann der Fall sein, dass der Operator M zwar nicht gleichméig elliptisch ist,
dass aber eine gleichméfige Elliptizitdtsbedingung (6) in den Punkten p = Du(x)
fiir alle x € Q gilt. In diesem Falle heifle die Funktion u gleichmdfSig elliptisch
(beziiglich des Operators M).

Definition 1.10 Der durch
Du

1+ |Dul?

auf C?(Q) definierte Differentialoperator heifit Operator der mittleren Kriimmung.

(7) Hlu] := div

Der Operator H|u| beschreibt die Summe der Hauptkriimmungen des Graphen
von u iiber jedem Punkt von (2.
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Bemerkung 1.11

1. In expliziter Schreibweise gilt fiir alle u € C?(1)

H[u] = Y appn(Du) Dy p(u)

myn=1

wobei die Koeffizientenmatrix ((a, (p))z ., fiir p € RV durch

, mmn=1,...,N

( ) — (1 + |p‘2)5m,n — PmDPn
’ (1+ |p[2)*?

definiert ist.

2. Die Matrix (oznm(p))iznz1 ist fiir alle p € RY symmetrisch und positiv

definit mit den Eigenwerten

A(p) = Amin(p) = (1 + |p[*) 73/,
Ao(p) = ... = An(P) = Amax(p) = (1 + [p|*) /2.

Da %:g)’)) =1+ [p?| fiir alle p € RV, gilt insbesondere:
Bemerkung 1.12 Der Operator H ist elliptisch; die Koeffizientenmatrix der
zweiten Ableitung ist nach oben beschriankt, aber der Operator ist nicht gleichmé&Big
elliptisch. o

Der Operator der mittlerem Kriimmung kann auch deswegen nicht gleichméBig
elliptisch sein, weil andernfalls (zu hinreichend glatten Randdaten) klassische
Losungen existieren wiirden. Dies trifft jedoch nicht zu, wie das in Abschnitt 1.4
behandelte Beispiel der Kettenfliche zeigt.

1.3 Existenz klassischer Losungen
Definition 1.13 Unter einer klassischen Losung der Minimalflichenaufgabe ver-

steht man eine Losungu € C?(Q)NC(Q) der Minimalflichengleichung (5), welche
die Randbedingung (2) erfillt.

Die Bedingungen, unter denen eine klassische Losung existiert, wurden in der
Arbeit [19] von Jenkins und Serrin aus dem Jahre 1968 weitgehend geklért:
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Satz 1.14

Der Rand 052 des Grundgebietes ) sei zweimal stetig differenzierbar, und es gelte
g € C?*(09).

Ist die mittlere Kriimmung (das arithmetische Mittel der Hauptkrimmungen) des
Randes 052 in keinem Punkt negativ, dann hat die Minimalfiichenaufgabe genau
eine klassische Losung.

Andernfalls gibt es eine Konstante B = B(2, ||g]|1, ||g]l2) > 0, welche von Q und
den Normen der Maxima der ersten und zweiten Ableitung von g auf dem Rand
abhdngt, so dass die Minimalflichenaufgabe eine klassische Losung hat, sofern
die Oszillation wy von g auf 02 der Bedingung wy, < B geniigt.

Weiter ist in [19] ausgefiihrt, dass es, falls die mittlere Kriimmung von 02 an einer
Stelle negativ ist, stets glatte Randdaten mit beliebig kleiner Maximumnorm gibt,
zu denen keine klassische Losung der Randwertaufgabe existiert.

Im zweidimensionalen Fall N = 2 ist die Bedingung, dass die mittlere Kriimmung
des Randes 0f2 nicht negativ ist, gleichbedeutend zur Konvexitit des Gebietes €.

Beispiel 1.15 Sei N = 2. Auf dem FEinheitskreis
Q={(z,y) e R : 22 +3y> < 1}
st eine Losung der Minimalfiichenaufgabe unter der Randbedingung
u(z,y) =2 fira* +y* =1

gesucht.

Diese Aufgabe hat genau eine klassische Losung. Der Graph einer numerischen
Approximation ist in Abbildung 1 gezeichnet. Die Gradienten sind beschrinkt.

i
ZZZ ]

LR
LR
2
DR 27171171

Abbildung 1: Minimalfliche iiber Einheitskreis, Randbed. u(z,y) = 23
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1.4 Das radialsymmetrische Beispiel

In diesem Abschnitt sei N > 2, und seien 71,79, B;, Bo € R mit 0 < r; < 79.
Hiermit sei €2 der ,Kreisring“

Q:={zeRY :r <|z| <ry}
und

g(w) ==

By, falls|z|=m
B,, falls|z| =1

Die Bedeutung der radialsymmetrischen Losungen ergibt sich aus folgendem
Sachverhalt:

Bemerkung 1.16 Ist die Funktion v € W (Q) eine Losung der Minimal-
flichenaufgabe (3) unter radialsymmetrischen Randdaten, so ist u radialsym-
metrisch in Q. Als Funktion des Radius r aufgefasst, ist u im Intervall (7, 7o)
reell-analytisch und geniigt der gewohnlichen Differentialgleichung

® (i)

Beweis: Sei u eine Losung von (3). Ist T eine orthogonale N x N-Matrix, so
ist der Wert des Flicheninhalts A(u o T') des gemifl (1) definierten Funktionals
A nach dem Transformationssatz fiir Lebesgue-Integrale gleich dem Wert von
A(u). Die Funktion u o T erfiillt die gleichen Randbedingungen, ist daher eben-
falls Losung von (3). Aufgrund der strikten Konvexitdt von A auf der Menge
der zulédssigen Funktionen ist dieses Minimum eindeutig, das heifit: uo T = u
in WH(Q). Da dies fiir alle orthogonalen linearen Abbildungen T gilt, muss die
Funktion » in € f. i. radialsymmetrisch sein.

Bezeichne allgemein fiir eine Funktion v € WH1() in einer Parameterdarstellung
(r,0) € Rx R¥~! die Funktion vy den (N — 1)-dimensionalen Vektor der tangen-
tialen schwachen Ableitungen von v. Die Extremaleneigenschaft (4) bedeutet in
Kugelkoordinaten

(9) / (/ UrPr + UgPy - d(Nl)O) PNldr =0
i \Jlol=1 (1 4+ u2 + [ug?)

fiir alle p € C§°(Q2). Aus der Radialsymmetrie von u folgt ug = 0 und wegen der
kanonischen Einbettung C§°(ry,re) C C§°(2) die eindimensionale Variationsglei-
chung

T2 N—-1,,1,
(10) / Y ar=o
T1 (1+(u’)2)

o
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fir alle ¢ € C§°(r1,72). Deshalb (vgl. Lemma A.2 des Anhangs) gibt es eine
Konstante ¢ > 0 derart, dass

N—-1,,1
r u -1

(11) T sign(By— B) N

e f.oi.in (rq,79) .

Wegen > 0 hat die Ableitung u, fast iiberall konstantes Vorzeichen, und dies ist
nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gleich dem Vorzeichen
von By — B;. Insbesondere gilt ¢ = 0 genau dann, wenn die Funktionn u konstant
ist, was dquivalent ist zur Bedingung B; = Bs.

Gelte fiir das Weitere ¢ > 0. Dann folgt aus (11) ¢ < 7, und

ien(B, — B
u'(r) = sign(B; ) f. i in (rq,79).

("1

Nun ist fiir beliebiges £k = N — 1 € N die Funktion
1

R e —
z% —1
in jedem Intervall (a,b) mit a > 1 Lebesgue-integrierbar wegen

k-1

—1=@"+1)E - ) =" +1)(@-1)D 7,

J=0

insbesondere auch im Fall ¢ = 1. Durch Integration folgt daher

Bl/\/T

fiir alle r € [ry,ry]. Die Losung ist also, wenn sie existiert, reell-analytisch im
Intervall (71, 7s], und geniigt der Differentialgleichung (8). O

(12) u(r) = By + sign(By —

Damit haben wir auch die folgende Aussage gezeigt:

Satz 1.17 Eristiert eine schwache radialsymmetrische Losung v = u(r) der
Minimalfiichenaufgabe, dann ist entweder u eine konstante Funktion, oder es
gibt genau ein ¢ € (0,71 derart, dass

"2 dr
N j:/ r\2N—2
noyE)T -1

gilt. Die Losung hat dann die Form (12).

(13)
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Die Eindeutigkeit von c¢ folgt aus der strengen Monotonie des Integrals in (13)
als Funktion des Parameters c.

Folgerung: Es gibt eine schwache radialsymmetrische Losung v = u(r) der
Minimalflichenaufgabe (3) genau dann, wenn

r2/1 dz

) VrN—2 _ ]

gilt. Dann ist im Falle B; = By die Funktion u konstant, oder es gibt genau ein
c € (0,r;] derart, dass u die Form

(14) |BQ—B1| STI

r/c dz
15 u(r) = By +sign(By — B c/ —_—
(15) (r) 1 gn(B; 1) rje VTN 2 — 1
fiir r > r{ besitzt. o

Beweis: Falls es eine nicht konstante radialsymmetrische Lésung u gibt, so hat
diese die Form (12) mit einem geeigneten ¢ € (0,r;]. Durch Substitution folgt
(15). Dann gilt auch (13), welches die Abschitzung

"2 dr
|By — By S/
" \/(ﬁ)m—_Z—l

liefert. Durch Substitution erhilt man (14).

Umgekehrt folgt aus der Bedingung (14) im Falle B; # B, die Existenz genau
einer Zahl ¢ € (0, r1], derart dass Gleichung (12) und die Randbedingung u(ry) =
By erfiillt sind. Die hierdurch definierte radialsymmetrische Funktion v gehort
zum Raum W1tl(r(,ry), der eine kanonische Einbettung in W1(Q) besitzt, und
ist Losung von Gleichung (11) und damit auch der Variationsgleichung (10).

Sei ¢ € C§°(2). Aus der Radialsymmetrie von u folgt ugp = 0 und damit

" Urr + UgPy (N-1) N-1
/ (/ Z i d g )r " dr
r \Jjol=1 (14 u2 + |ugl?)

T2 U ,rN—l
= — dfd) dr =0,
/1‘1 (1 + u%)l/2 </|9:1 4 )7" '

weil das letzte innere Integral eine Funktion in C§°(ry, r9) ist. Damit ist Gleichung
(9) erfiillt. Die Funktion wu ist also Extremale des Funktionals A und nach Satz
1.6 die eindeutige Losung der Minimalflichenaufgabe. 0

Im zweidimensionalen Fall beschreiben die radialsymmetrischen Losungen der
Minimalflichenaufgabe Kettenflichen. Ihre radialen Profile sind Kettenlinien.
Dieses Beispiel wird S. Bernstein (1912) zugeschrieben (vgl. [12]).
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0.4+

0.1+

Abbildung 2: Klassische Losungen u,

Beispiel 1.18 Gelte N = 2. Im radialsymmetrischen Fall lautet die Minimal-
flachengleichung dann

ru’ !
() -0
1+ (u")?

Die zugehorige Randwertaufgabe hat eine nicht konstante schwache Losung genau
dann, wenn

r

0<|By—Bi|<r arcosh<—2>

1
gilt. Die Losung u ist radialsymmetrisch, stetig, moglicherweise mit Ausnahme
von r =11 auf dem Intervall [ry, 73] reell-analytisch und hat die Form
(16) u(r) = ue(r) := By + sign(By — By) c[arcosh(x)}zz:l/jc
fiir r > ry mat einer durch die Randbedingungen eindeutig bestimmten Konstanten
c € (0,7].

In den numerischen Beispielen verwenden wir 71 = %, ro = 1, da dies dem Kreis-
ring im Raum R? entspricht, der durch Ausschneiden eines Kreises vom Radius
5 aus dem Einheitskreis entsteht.

Abbildung 2 zeigt die Graphen der Losungen u. zu N = 2 und r; = 0.5, 7o = 1
mit Werten von ¢ = 0.4, 0.475, 0.5. Die maximale klassische Losung ist die mit
c=0.5.

Transformation: Fiir die Theorie geniigt es, Losungen auf dem Intervall [1, 2]
mit By = 0, By, := B > 0 zu betrachten. Die Formeln werden dann besonders
einfach. Bezeichnet u die Losung in diesem Intervall, so lauten die Lésungen 4
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im Intervall [ry, 7]

(17) a(r)=C =+ rlu(i) )

1

wobei im Falle o > 27; die eindeutig existierende analytische Fortsetzung von u
iiber die rechte Intervallgrenze hinaus zu wéhlen ist.
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2 Viskosititslosungen

Im Fall, dass keine klassische Losung der Minimalflichenaufgabe existiert, gibt es
verallgemeinerte Losungen der Randwertaufgabe, wenn man man die Funktions-
werte lediglich auf einem gewissen Teil des Randes vorschreibt (Relaxation). Ver-
allgemeinerte Losungen erhilt man durch Regularisierung (Abschnitt 2.1) oder
tiber Minimalfolgen (spéter in Abschnitt 3.1). In diesem Kapitel sei N € N und
Q2 C RY ein beschriinktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand.

2.1 Regularisierung am Beispiel des zweidimensionalen
radialsymmetrischen Falls

Man betrachtet zu € > 0 das regularisierte Problem

—Hul|—cAu = 0 inQ,
u(z) = g(x) auf 0.

Dies ist eine quasilineare, gleichméfig elliptische Randwertaufgabe und hat fiir
beliebige (hinreichend glatte) Randdaten eine klassische Losung u. € C?(Q) N
C(Q) (siehe [14]). Man betrachtet nun eine Schar {u,}.s¢ solcher Lésungen und
findet fiir ¢ — 0 durch einen geeigneten Grenziibergang eine Funktion u € C(£),
welche die Eigenschaften einer Viskositéitslosung der Randwertaufgabe im Sinne
von Crandall, Ishii und Lions (siehe [6], fiir den parabolischen Fall siehe auch:
Kawohl/Kutev [22]) besitzt. Eine Viskositéitslosung der Randwertaufgabe ist in
der Regel eine Losung der Differentialgleichung im Innern des Gebiets. Sie nimmt
aber — im Falle des Dirichletproblems — auf dem Rand die vorgegebenen Daten
zum Teil nicht mehr im klassischen Sinne an, sondern geniigt dort einer allgemei-
neren Bedingung. Letztere hat zur Folge, dass ein Maximumprinzip anwendbar
ist, aufgrund dessen man die Eindeutigkeit der Losung erhilt.

In diesem Abschnitt betrachten wir die Randwertaufgabe der Minimalflichen-
gleichung im radialsymmetrischen Fall des R?

! !
(18) (L) =0, 0<m <z<rs
T+ (u)?

mit den Randbedingungen
u(ry) = By, u(ry) = By

fiir Konstanten B, B, € R. Zu einem kleinen Parameter £ > 0 betrachten wir
die ,regularisierte” Gleichung

zu! !
£ !
(19) —(71_'_(“/)2) —s(xu’s) =0, 0<r<z<rmg
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mit den gleichen Randbedingungen

US(Tl) = B1 s U,g(’f'z) = BQ .

Die regularisierte Randwertaufgabe ist zu jedem & > 0 aufgrund der gleichmé&fi-
gen Elliptizitdt der Gleichung eindeutig lésbar. Im Folgenden benutzen wir die
in diesem Spezialfall gegebene Moglichkeit der direkten Integration.

Da in den Differentialgleichungen (18) und (19) nur Ableitungen der Funktion u
auftreten, geniigt es, die speziellen Randbedingungen

(20) u(r) =0, wu(ry) =B
bzw.
(21) ue(r1) =0, wu.(ry) =B

mit einer fest gewahlten Konstanten B € R zu betrachten.

Durch Integration von (18) bzw. (19) erhilt man die dquivalenten Gleichungen
erster Ordnung:

Bemerkung 2.1

1. Die Funktion u € C([rq,r9]) erfiille die Randbedingungen (20). Es ist genau
dann u € C?(ry,r5) und u Lésung von (18), wenn u € C*(ry,75) und es eine
Konstante ¢ = ¢(ry, 79, B) gibt, derart dass

ul

c
22 _— = — fiir x € (ry,r
(22) = (ri,72)

gilt. Dann folgt |¢| < r;. Die beschriebene Losung existiert genau dann, wenn
|B| < arcosh(:—f) gilt; sie hat dann die Form (16) mit B; =0, By = B.

2. Sei ¢ > 0, und die Funktion u. € C([r1,rs]) erfiille die Randbedingungen
(21). Es ist genau dann u, € C?(ry,73), und u. Losung von (19), wenn u, €
C'(r1,79) und es eine Konstante ¢, = c(g,71, 79, B) gibt, derart dass u, Lésung
der Gleichung

ul

(23) m +eul = % fiir x € (r1,79)

ist. Es gibt zu beliebigem B genau eine Losung v, mit den geforderten Eigen-
schaften. Diese ist durch die Konstante c. eindeutig bestimmt. Die Funktion wu,
ist reell-analytisch auf dem Intervall [ry, 7).
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3. Fiir die Losungen u bzw. u, obiger Randwertaufgaben gelten fiir alle z € (71, 79)
die Beziehungen

(24) sign(u'(x)) = sign(u(z)) = sign(c) = sign(B)

Beweis: Teil 1) folgt aus Beispiel (1.18), Teil 3) aus den Gleichungen 1. Ordnung,.
Teil 2) folgt aus elementarer Integration: Betrachte die Funktion

_pr
Ny

Diese ist streng monoton wachsend, surjektiv und reell-analytisch. Thre Umkehr-
funktion G_': R — R hat die gleichen Eigenschaften. Gleichung (23) lautet mit
diesen Bezeichnungen

R>p— G.(p) := +ep eR.

(25) G.(u'(z)) = % x € (r1,79) .

Damit gilt
u(2) =G (), we(rm)

x
und aufgrund der linksseitigen Randbedingung

(26) %m=/lx%%)@,xemw»
Nun ist die Funktion
Rac—>/ G.! (5) dy =: B.(c) €R
T1

streng monoton wachsend, B, (0) = 0, und B.(¢) — +oo0 fiir ¢ — +o0. Daher gibt
es aus Stetigkeitsgriinden genau ein ¢ =: ¢, € R derart, dass B.(c.) = B gilt. Die
Funktion u. geméf (26) zu diesem c, ist die Losung von (23) mit (21).

Aufgrund dieser Bemerkung kann o. B. d. A. die Konstante B > 0 gewahlt werden
(andernfalls ersetze man u durch —u). Um die triviale Losung auszuschliefien,
verlangen wir zusétzlich B > 0.

Folgerung: Ist B > 0, so ist fiir ¢ > 0 die Ableitung u. der gemé&fi Bemerkung
2.1 definierten Funktion u. positiv und streng monoton fallend; insbesondere ist
U, streng monoton wachsend. o
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Beweis: Nach Aussage 3.) von Bemerkung 2.1 gilt ¢. > 0 und ul(z) > 0 fir z €
[r1,72]. Daher ist die linke Seite von (25) eine streng monoton fallende Funktion

der Variablen z. Da die Funktion G, streng monoton steigend ist, muss u. streng

monoton fallend sein.

Im Folgenden untersuchen wir den Grenzwert der Lésungen u. fiir 0 < e — 0.

Lemma 2.2 FEs gelte B > 0. Seien 0 < § < . Bezeichne us, u. die zugehdrigen

Lésungen von (23), (21), und cs, c. die entsprechenden positiven Konstanten.

Dann gilt c5 < c..

Beweis: Zunichst zeigen wir
G5'(q) > GZ'(q) fiir alle ¢ > 0.
Denn andernfalls giibe es ein ¢ > 0 mit

0<ps =G5 (q) <G '(q) =: pe,

woraus wegen der Monotonie von Gy und wegen p. > 0 der Widerspruch

q = Gs(ps) < Gs(p:) < Ge(pe) = ¢

folgte.
Damit gilt

B:/HGJ1 (%) d:zc>/r2G€1 (%) dz .

T1

Aus ¢ > ¢, folgte nun der Widerspruch

B>/MG;1 (%) dxz/mGgl (%) dz = B.

T1

Also gilt ¢5 < c..

O

Anmerkung: Obige Aussage gilt auch im Grenzfall ;6 = 0“, genauer: Falls B > 0
gilt und eine stetige Losung u von (22), (20) mit ¢ > 0 existiert, dann gilt fiir
jedes € > 0, wenn u, Losung von (23), (21) mit der Konstanten c, ist, ¢ < c¢.. Der

Beweis erfolgt wie oben.

Wir zeigen eine grobe Abschéitzung fiir c.:

Bemerkung 2.3 Es gelte B > 0. Dann gilt fiir ¢ > 0

B
0<Cg<’l"2<].+ c )

ro —T
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Beweis: Es wurde schon c. > 0 gezeigt. Damit folgt aus

_ " —1 % . 1 %
B—/T1 G, (x>dac>(r2 )G, (m)

nach Definition von G, sofort

B B
1+e¢ >Gg< )>c—5.
To —T1 o —T1 T2

Satz 2.4 Es gelte B > 0. Bezeichne zu e > 0 jeweils u. die Losung von (23),(21)
mit der Konstanten c. gemdfs Bemerkung 2.1, Teil 2. Dann gibt es ein ¢ € (0,11],

so dass lirgl c. = c. Es gilt ¢ <ry genau dann, wenn
e—0+

(27) B<r arcosh(:—Z).
1

Definiere fiir x € [r1,75] die Funktion u durch u(z) := c[arcosh (%) —arcosh ()],
falls (27) gilt, und andernfalls u(zx) :==ry arcosh(%)—{LB -7 arcosh(:—f).
1. Wenn (27) gilt, dann ist die Funktion u auf dem Intervall [ry,75] reell-
analytische Losung von (22), (20). Es gilt u.(z) — vu/'(z) und u.(z) — u(zx)
fiir e — 0, jeweils gleichmdfig im Intervall [ry,rs).

2. Wenn (27) nicht gilt, dann ist u eine im abgeschlossenen Intervall [ry,1s]
stetige Funktion, die im halboffenen Intervall (ry, 1| rell-analytische Lisung
von (22) ist. Es gilt ul(z) — u'(z) und u.(x) — u(x) fir e — 0+, jeweils
gleichmdfig in jedem Teilintervall [r1+ 6, r9] mit 0 < 6 < ro —rq. Die Funk-
tion u erfillt die Randbedingung u(ry) = B; sie erfillt die Randbedingung
u(ry) = 0 genau dann, wenn in (27) Gleichheit gilt.

Zur; =0.5,ry =1, B =1 zeigt Abbildung 3 die Graphen der Funktionen u, fiir
e = 0.02, 0.005, 0.0008 und der Viskosititslosung u.

Beweis: Aus Lemma 2.2 folgt, dass die Funktion (0,00) 2 ¢ — ¢. € (0,00)
streng monoton wachsend ist. Daher existiert der Grenzwert lirgl ce = ¢, und es

e—>0+
gilt ¢ > 0. Aus der Annahme ¢ = 0 wiirde mit Gleichung (23) wegen (24) folgen,
dass u(x) im Intervall (r1,73) gleichmifig gegen 0 konvergiert. Dies hitte B = 0
zur Folge, weil dann B = f:lz ul(x)dz gegen 0 streben miisste fiir ¢ — 0+.
Sei nun angenommen, es gelte ¢ > r1. Wihle ¢ := min{i(c — r1),72 — r1}.
Fiir r; < x < ry 4+ 6 gilt mit einem o > 0
c c

c
- > > =:1l+a.
z ri4+6 " 3(r+c
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Abbildung 3: Losungen u,. und Viskositétslosung u

Dann folgt fiir ¢ > 0 und und fiir obige z mit den Bezeichnungen von Bemerkung
2.1 iiber (23) die Ungleichung

1+ eu'(z) > Go(ul(z)) = % > % >1+a.

Das bedeutet
o

() >— firrm<z<ri+4
€

in Widerspruch zu f z)dr < [u "' (z)dr = B.

Falls ¢ < ry, so definiere die Funktion u wie im 1. Fall der Behauptung. Bezeichne
G die streng monoton wachsende Funktion

p

V1+p?

Sei ¢ < ¢ < ry. Dann gibt es ein gy > 0 so, dass c. < c fiir alle 0 < € < gp. Aus
Gleichung (23) folgt die Ungleichung G, ( "(z)) < & T— < 1 fiir alle x € [ry, 73] und
alle £ < g¢. Daher sind die Ableitungen v (x) auf dem Intervall [r, 5] gleichm#Big
fiir alle obigen ¢ beschrinkt. Wegen (23) und ¢. — ¢ < r; konvergieren sie
gleichméBig gegen die Losung von (22). Dies ist gerade die Ableitung u'. Da
u(ry) = ue(ry1) = 0 fiir jedes ¢, konvergieren die Funktionen v, im Intervall [ry, 7]
gleichméBig gegen die Funktion u. Aus u.(re) = B fiir jedes ¢ folgt nun u(ry) = B.

(0,00) 5 p — € (0,1).
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Nun folgt (27) aus der Beziehung

DU v el Ay e

Gelte umgekehrt (27). Angenommen, es sei ¢ = ;. Dann folgte ¢, > 7 fiir jedes
e > 0, und es gilte

Bz/ngl(%)dx>/2Gel(ﬁ)dx.

r1 T

B=u(ry) =c [arcosh (

Fiir 0 < ¢ < 1 und 0 < ¢ — 0 konvergiert nun G-!(¢) monoton steigend ge-
gen G'(q) (vgl. Beweis von Lemma 2.2). Hieraus folgte die Konvergenz von
[ G () da fiir 0 < e — 0 gegen [ G7'(%) dz = ryarcosh(%2), und damit
der Widerspruch B > r; arcosh(:—f). Mit dem zuvor Gezeigten ist damit auch

Aussage 1. bewiesen.

Zu 2.: Es gelte nicht (27). Dann folgt ¢ = 1. Sei 0 < 6 < 79 —r;. Wihle n > 0
so, dass ¢, < r; + 4. Dann folgt fiir z € [ry 4+ 0,72 und 0 < & < n aus (23) unter

Beachtung von
c c c
fn < 1
T z r+6

wie im ersten Teil des Beweises, dass die zugehorigen Werte der Ableitungen
ul(x) gleichméBig beschriankt sind, und damit die gleichméfige Konvergenz von

ul(x) und von u.(z) im Intervall [ry + d, 7] fiir e — 0. O

2.2 Viskositidtslosungen

Im Folgenden sind die Definitionen nach Crandall, Ishii und Lions [6] aufgefiihrt.
Eine Einfiihrung in das Thema enthilt der Artikel von Crandall [7], neuere Ergeb-
nisse findet man in Arbeiten von Horstmann [18] und Kawohl/Kutev [23]. Sei
N € Nund Q C RY eine offene Teilmenge. Es bezeichne Sy die Menge der
symmetrischen reellen N x N-Matrizen. Fiir X,Y € Sy schreiben wir X <Y
genau dann, wenn (Xz,2) < (Yz,z) fiir alle z € RY gilt.

Fiir eine N x N-Matrix X bezeichne tr(X) die Spur von X.

Wir betrachten Funktionen u: @ — RY, wobei im Allgemeinen Q C @ C § gelte.

Definition 2.5 Sei ) # O C RY lokal-kompakt, u: O - R, z € O.
Fiir (p, X) € RN x Sy gelte (p, X) € J5 u(z) <=

u(y) §u(x)+(p,y—x)+%(X(y—x),y—x)+o(|y—x|2) firO>y—x.
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Die Menge J5 u(x) heift Superjet (2.Ordnung) von u in x. Bezeichne
Jo u(z) = ~Jg" (~u)(z)

den Subjet (2.0rdnung) von u in x.

Bemerkung 2.6 Es gelten die Voraussetzungen von Definition 2.5. Sei x innerer
Punkt von O und u in x zweimal differenzierbar. Fiir (p, X) € R x Sy gilt dann:

(p, X) € J5 u(z) <= p = Du(z), X > D?u(z),
(p, X) € J5 u(z) <= p = Du(z), X < D?u(x).

Der Beweis folgt aus der Definition mit dem Satz von Taylor.

Die Funktion F', welche allgemein eine Differentialgleichung 2. Ordnung
F(z,u(z), Du(z), D*u(z)) = 0
beschreibt, habe (Forderung der ,, Elliptizitit“) folgende Monotonieeigenschaften:

Definition 2.7 Sei ) # O C RY lokal-kompakt und F eine Funktion
F:OxRxRY xSy = R.
F heifit proper genau dann, wenn fiir allex € O, r,s €R, p e RY und X,Y € Sy
gilt:
F(z,r,p,X) < F(x,8,p,Y), wennr <sundY < X.
Definition 2.8 Sei ) # O C RN lokal-kompakt, und sei

F:OxRxRY xSy—R

proper und stetig. Sei u: O — R.

Ist die Funktion u oberhalbstetig, so heifit u Viskositidtsunterlosung der Diffe-
rentialgleichung F' = 0 oder einfach Viskosititslosung von F' < 0 genau dann,
wenn

(28) F(z,u(z),p, X) <0
fir alle z € O mit (p, X) € J5 u(z) gilt.
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Ist die Funktion u unterhalbstetig, so heifst u Viskositédtsoberlosung der Diffe-
rentialgleichung F' = 0 oder einfach Viskosititslosung von F' > 0 genau dann,
wenn

(29) F(z,u(z),p, X) >0

fir alle x € O mit (p, X) € J3 u(x) gilt.

Ist die Funktion u stetig, so heifst u Viskositatslosung der Differentialgleichung

F =0 genau dann, wenn u Viskosititsunter- und Viskosititsoberlosung der Dif-

ferentialgleichung F = 0 1ust.

Bemerkung 2.9 Sei ) # Q C RV offen und die Funktion
F:OxRxRY xSy =R

proper und stetig. Ist die Funktion v in 2 zweimal differenzierbar und gilt

(30) F (z,u(z), Du(z), D*u(z)) = 0 fiir alle z € Q,

dann ist u Viskositédtslosung der Differentialgleichung F' = 0. o

Der Beweis folgt aus Bemerkung 2.6 und der Eigenschaft, dass die Funktion F
,proper® ist.

Fiir die Definition schwacher Viskositétslosungen der Randwertaufgabe benétigt
man eine Art ,Abschluss“ von Super- und Subjet.

Definition 2.10 Sei ) # O C RN lokal-kompakt, u: O — R, z € O.

Fiir (p, X) € RY x Sy gelte

(p, X) € %+u(x) <= es gibt Folgenelemente (T, pp, X,) € OxRNY xSV derart,
dass (pn, Xn) € Jg u(z,) und lim, o0 (T, u(2,), po, Xn) = (2, u(z), p, X).
Entsprechend sei definiert

(p, X) € J5 u(z) <= es gibt Folgenelemente (z,, pp, Xn) € OXRY xSV derart,
dass (P, X,) € Jou(xy) und limy, o (€0, w(T0), Pn, Xn) = (2, u(z),p, X).

Definition 2.11 Sei () # Q offene Teilmenge des RN und die Funktion
F:OxRxRY xSy — R

proper und stetig; ferner sei eine stetige Funktion

g: 00 - R
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gegeben. Eine oberhalbstetige Funktion v auf Q heifit schwache Viskositéitsun-
terlosung der Randwertaufgabe

(31) F(z,u, Du, D*u) =0 in 2,

(32) u(z) = g(z) in 00

genau dann, wenn (28) gilt fir z € Q, (p, X) € jé’”Lu(x), und wenn u der verall-
gemeinerten Randbedingung

(33) min{ F(z,u(z),p, X),u(z) — g(x)} <0

firz e o, (p,X) € jéJru(:r) geniigt.

Analog heifst eine unterhalbstetige Funktion u auf Q) schwache Viskosititsoberldsung
der Randwertaufgabe (31), (32) genau dann, wenn (29) gilt fir x € 2, (p, X) €
Jé’_u(x), und wenn u der verallgemeinerten Randbedingung

(34) max{F(z,u(z),p, X),u(xz) —g(x)} >0

fir x € 092, (p, X) € jé_u(x) genfigt.

Eine stetige Funktion u auf Q heifit schwache Viskosititslosung der Randwertauf-
gabe (31), (32) genau dann, wenn u schwache Viskosititsunter- und -oberldsung
dieser Randwertaufgabe ist.

Im klassischen Fall stimmen Super- bzw. Subjet mit ihrem jeweiligen ,, Abschluss®
iiberein:

Bemerkung 2.12 Sei § # Q C RY offene Menge und die Funktion u in Q
zweimal stetig differenzierbar. Dann gilt fiir jedes x € 2

jéJru(:c) = Jé’“Lu(x) und jéiu(f) = Jé’*u(x),

Beweis: Da Q offene Menge ist, gilt J%“Lu(x) = J2Tu(z) fiir jedes z € Q.
Sei z € 2. Wir zeigen 0.B.d.A. j%Jru(a:) = J2tu(z).

Die Inklusion Jg u(r) C jéJru(x) ersieht man durch Betrachten konstanter Fol-
gen. Seinun (p, X) € jé’Jru(:v). Dann gibt es eine Folge (7, pn, X,,) € QxRN xSy
derart, dass (pn, X,) € Jé’Jru(acn) gilt und (z,,, u(zy), pn, Xp) fir n — oo ge-
gen (z,u(z),p, X) konvergiert. Da x innerer Punkt von 2 ist, diirfen wir, even-
tuell nach Ubergang zu einer Teilfolge, z, €  fiir n € N annehmen. Dann
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gilt auch (p,, X,) € J> u(z,), und nach Bemerkung 2.6 folgt p, = Du(zy,),
X, > D?u(z,). Mit der Stetigkeit der Ableitungen erhélt man p = Du(z) und
X > D?u(z). Dies bedeutet wiederum nach obiger Bemerkung (p, X) € J& u(z).

4

Hieraus folgt sofort:

Satz 2.13 Es gelten die Voraussetzungen von Definition 2.11. Die Funktion u €
C(Q) N C?(Q) sei klassische Lésung der Differentialgleichung (30). Dann ist u
Viskositdtsunterlosung (bzw. -oberldsung) der Randwertaufgabe (31), (32) genau
dann, wenn fir alle x € 0Q und (p, X) € jé’“Lu(:v) (bzw. (p,X) € jé_u(x))
Ungleichung (33) (bzw. (34)) erfiillt ist. Die Funktion u ist Viskosititsldsung der
Randwertaufgabe genau dann, wenn beide Ungleichungen gelten.

Eine Funktion F' zur Minimalflichengleichung wird in der folgenden Bemerkung
eingefiihrt.

Bemerkung 2.14 Definiere fiir (p, X) € RY x Sy die Funktion F durch
(35) F(p, X) = =(1+|pf*) tr(X) + (Xp,p) -
Dann ist F' proper und stetig. Die Minimalflichengleichung (5) lautet hiermit

F(Du(z), D*u(z)) =0.

Beweis: Die Eigenschaft, dass F' eine Funktion zur Minimalflichengleichung ist,
ersicht man aus Bemerkung 1.11. Es bleibt zu zeigen, dass F' ,,proper® ist:
Seien p € RY, X,Y € Sy mit X < Y. Es gilt

Fp,X)—F(p,Y)=—(14pf) tr(X —=Y) + (X = Y)p,p)
=tr(2) + |p|*tr(Z) — (Zp,p) ,

wobei Z := Y — X € Sy mit Z > 0. Sei {e;}}_, eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren von Z. Bezeichne {);}_, die zugehorigen Eigenwerte. Dann gilt
Aj > 0 fiir j =1,...,N. Entwickle p nach den Eigenvektoren:

N
p= Z aje; mit «a; = (p,e;).
j=1
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Hiermit erhalt man

p|*tx(Z) — (Zp,p) = |p|” Z)‘ - (Z%)‘ e],z%eg)

N
=> (Ipf* = (p.€;)*)A; 2 0

J=1

nach Eigenschaft der e; und A;. Da tr(Z) > 0, folgt F(p,Y) < F(p, X). O

Sei N> N > 2. Eine Funktion F' fiir die radialsymmetrische Minimalflichenglei-
chung findet man durch Ausdifferenzieren von (8). Es gilt offensichtlich:

Beispiel 2.15 Bezeichne
(36) F(z,p,X) = —2X — (N = 1)(1 +p°)p

fir x > 0 und p, X € R (die Koordinate x steht hier fir den Radius, und p, X
fir die rein radialen Ableitungen 1. und 2. Ordnung). Die Funktion F ist proper
und stetig. Die radialsymmetrische Form (8) der Minimalflichengleichung lautet
damit

(37) F(z,u',u")=0.

Wir betrachten den radialsymmetrischen Fall der Minimalflichengleichung aus
Abschnitt 1.4 0.B.d.A. mit den Daten r; = 1, 7y =2, B; =0, B := B2 > 0. Es

existiert genau dann eine schwache Losung von (8), wenn B < fl T“ gilt.

Diese ist dann auch klassische Losung und sogar reell-analytisch zumindest im
Intervall (1,2]. Es existiert jedoch stets eine Viskositiitslosung der Randwertauf-
gabe im schwachen Sinne:

Bemerkung 2.16 Sei B > fl \/mj“ Dann ist die Funktion
AN

[
e VJyPN 21
im schwachen Sinne Viskositétslosung der Randwertaufgabe von Beispiel 2.15

unter den Randbedingungen u(1) = 0, u(2) = B. (Die linksseitige Randbedingung
ist offenbar nicht im klassischen Sinne erfiillt). o

Beweis: Da u € C([1,2]) N C?(1,2) klassische Losung der Differentialgleichung
(37) ist, geniigt laut Satz 2.13 die Verifizierung der Randbedingungen im schwa-
chen Viskositdtssinne. Im Einzelnen ist zu zeigen:

35



1. fiir alle (p, X) € Jyyu(1) gilt (33); 2. fiir alle (p, X)

3. fiir alle (p, X) € Jiyu(2) gilt (33); 4. fiir alle (p, X)

Zu 1): Es gilt J 12 ]u( ) = 0 und damit die Teilbehauptung: Sei angenommen, es

gebe (p, X) € J; ’;] u(1). Dann gibt es eine Folge (z,,pn, Xn) € [1,2] X R x R,
so dass (pn, X,) € J[l’ﬂu(:rn) fiir alle n € N und lim,, oo (Zn, u(2n), Pn, Xn) =
(1, u(1),p, X) gilt. Zunéchst zeigen wir, dass die Annahme z,, > 1 fiir unendlich
viele n € N zu einem Widerspruch fiihrt:
Da die Funktion u im offenen Intervall (1, 2) zweimal differenzierbar ist, folgt mit
Bemerkung 2.6 insbesondere p, = u'(z,) fiir diese Folgenglieder und damit fiir
eine unendliche Teilfolge (n;) die Aussage limy_,o, v'(z,,) = p € R. Dies steht in
Widerspruch zu
(38) li () = 1i .

ooty T N — 1 O
Also muss z,, = 1 fiir alle bis auf endlich viele, zumindest aber fiir ein n € N
gelten. Sei ein solches n gew#hlt. Dann gilt (p,, X,) € J[Ql’;]u(l). Unter Ver-
nachlassigung der Terme 2. Ordnung folgt

u(z) <u(l)+pp(z—1)+o(xz—1) firz—1+ .

Hieraus wiirde folgen, dass der QQuotient M fiir x > 1 beschrénkt bleibt.
Dies steht aber in Widerspruch zu (38). Daher kann nur J nou(l) = 0 gelten.
Zu 2): Wir zeigen: J?lg}u(l) = R x R. Hieraus folgt insbesondere j[zlg]u(l) # 0.
Fiir (p, X) € R x R gilt

max{F(1,p, X),u(1) — 0} > u(

Ry

nach Eigenschaft von B, was (34) beinhaltet. Sei also (p, X) € R x R. Die gefor-
derte Eigenschaft lautet

(@) > u(l) +plz — 1) + %X(x C1P to((@—1)) firx—1+.

Aufgrund von (38) folgt dies aus
u(z) — u(l)

1
>p+ X (z—1
=1 2PtXlE-D

fiir alle z in einer hinreichend kleinen rechtsseitigen punktierten Umgebung von 1.
Zu 3): Zunéchst hat die Funktion u eine reell-analytische Fortsetzung iiber 2

hinaus (hier geniigen die erste und die zweite linksseitige Ableitung). Es gilt
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(u'(2),u"(2)) € J, ”p u(2) C jﬁ;’]u( ). Damit ist J[ u(2) # 0, und es folgt fiir

(1,2]
beliebiges (p, X) € 172[1;]11(2) die behauptete Unglelchung wegen

min{F(2,p, X), u(2) — g(2)} < u(2) — g(2) = B~ B =0.
Zu 4): Es gilt fiir (p, X) € jz[l;]u(Q) die Ungleichung

max{F'(2,p, X), u(2) —g(2)} 2 u(2) —g(2) =B - B =0.

Bemerkung 2.16 ist ein Spezialfall eines allmemeineren Sachverhalts. Der Begriff
der schwachen Viskositétslosung (Unter-, -Oberlésung) einer Randwertaufgabe
ist stabil gegeniiber den folgenden Grenzwertbildungen:

Definition 2.17 Fir eine Folge (tn)nen oberhalbstetiger Funktionen auf O und
z € O bezeichne

1
lim sup® u,(2) := lim sup{u;(y):j >n,y€ O, 0< |y —z| < —};
n

n—00 n—o0

fiir eine Folge (up)nen unterhalbstetiger Funktionen auf O und z € O bezeichne

1
liminf, u,(2) == lim inf{u;(y): 7 >n,y € O,0< Jly — 2| < —}.
n

n—oo n—oo

Wir notieren ohne Beweis:

Bemerkung 2.18 Ist (u,)nen eine Folge schwacher Viskositéitslosungen der Rand-
wertaufgabe, und gilt in O lim sup*u,(z) = liminf ,u,(z) =: u(z) € R, so ist u
n—o0

n—oo
schwache Viskosititslosung der Randwertaufgabe. o

Damit folgt aus Satz 2.4 nochmals:

Satz 2.19 Sei B > 0. Dann existiert fiir positive Folgen €, — 0+ der Grenzwert
u(z) = imsup*u., (z) = liminf,u. (z) und ist die eindeutig bestimmte Lisung
n—oo

n—oo
der Randwertaufgabe

( zu
V1 + u?

im Sinne einer schwachen Viskositditslosung.

) =0, u(l)=0,u2) =8
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3 Schwache Losungen und Ritz-Galerkin-
Approximation

In diesem Abschnitt werden bekannte Resultate ohne Beweis zusammengestellt.
Sei N € Nund Q C RY ein beschriinktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand 0.
Ausgehend von den schwachen Lésungen, approximiert man das kontinuierliche
Modell durch ein diskretes Modell, welches durch eine endliche Anzahl von Para-
metern beschrieben wird.

3.1 Schwache Loésungen

Satz 3.1 Jede klassische Lisung der Minimalflichenaufgabe, d. h. jede Ldsung
von (5) mit (2) in C?(Q) N C(Q) ist schwache Lisung (d. h. Lisung von (4)).

Zum Beweis ist zu zeigen, dass jede klassische Losung in W1(Q) liegt. Dies
trifft zu, da Q Lipschitz-stetigen Rand hat (siehe Fuéik, Nec¢as, Soucek [12], Ab-
schnitt 5.2).

Definition 3.2 Unter einer Minimalfolge (der Variationsaufgabe (3)) versteht
man eine Folge (un)nen tn WHH(Q) derart, dass fiir jede Funktion u, Gleichung
(2) fast dberall auf 0O gilt und

A(up) — inf{A(u) : u € WH(Q),u|g0 = g} fiir n — oo.

Werte auf dem Rand 0S) sind hierbei im Sinne des Spuroperators zu verstehen.

Wihrend eine klassische Losung nicht in jedem Fall existiert, gibt es stets eine
Minimalfolge, welche gegen eine “verallgemeinerte” Losung konvergiert. Hierzu
seien einige Resultate aus Ekeland/Temam ([10]) angefiihrt:

Lemma 3.3 (Lemma 1.2, Kap. V, in [10])
Es ezistiert eine Minimalfolge (vy)nen in WHY(Q) derart, dass fiir allen € N gilt

|vnl|zoe (@) < const, |lvg|lwri) < const .

Anmerkung: Die Forderung in [10], dass die Funktion ¢ eine Fortsetzung in
WH1(Q)NL(Q) besitzt, ist aufgrund der generellen Voraussetzung der Lipschitz-
Stetigkeit des Randes 0S2 erfiillt.

Der folgende Satz betrifft die Existenz verallgemeinerter Losungen.
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Satz 3.4 (Theorem 2.1, Kap. V, in [10])
Es gibt eine in Q0 analytische Lisung u € L®() der Minimalflichengleichung
derart, dass fir jede Minimalfolge gilt:

1. u, = u in L*(Q)/R.
2. Du,, — Du in L*(Q) fiir jede offene Menge Q' CC Q.

Definition 3.5 Eine Funktion mit den FEigenschaften 1.,2. aus Satz 3.4 heifst
verallgemeinerte Losung der Minimalfiichenaufgabe.

Ist zusétzlich eine Bedingung an die Randwerte erfiillt, so erhilt man auch Ein-
deutigkeit der verallgemeinerten Losung.

Satz 3.6 (Proposition 2.2 ,Kap. V, in [10])
Eine der Funktionen u gemdf$ Satz 3.4 habe die Eigenschaft: es existiert ein xy €
0f), so dass

lim sup |Du(z)| < oo.
Q3r—x0

Dann ist u durch die Bedingung u(z) = g(x) auf der Menge

{z € 0 : limsup |Du(y)| < oo}
oNdy—zc

eindeutig bestimmt. Die obige Menge hat positives Maf in 0S).

Jede Minimalfolge (uy)nen in WHH(Q) konvergiert fiir n — oo gegen u in folgen-
dem Sinne:

1. u, = u in L(Q).
2. Du, — Du in L*(QY') fiir jede offene Menge ) CC Q.

Es besteht folgender Zusammenhang mit der auf de Giorgi zuriickgehenden all-
gemeineren Variationsaufgabe:

Satz 3.7 (Proposition 2.4, Kap. V, in [10])
Das Infimum der Variationsaufgabe

(39) inf{/ﬂ 1+ Du(@)P dz + /BQ u(s) — gs)| ds : u € WH(Q)}

ist gleich dem Infimum der urspringlichen Minimalflichenaufgabe (3). Wenn das
Minimalflichenproblem (3) eine Lisung in WH(Q) hat, dann ist diese auch das
Minimum von (39). Wenn der Ausdruck (39) ein Minimum hat, dann ist dies bis
auf eine Konstante eine (im Sinne von Definition 3.5) verallgemeinerte Lisung.

Den Beweis findet man in der aktualisierten englischen Ubersetzung [11] von [10].
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3.2 Diskretisierung der Randwertaufgabe mit stiickweise
linearen Ansatzfunktionen

Wir betrachten, im Hinblick auf die spéter folgenden numerischen Experimente,
Gebiete in der Ebene: Sei fiir das Weitere 2 C R? ein beschriinktes Gebiet mit
Lipschitz-stetigem Rand 0f2.

Eine gebrduchliche Art der Diskretisierung besteht darin, eine Triangulierung
des Grundgebietes {2 vorzunehmen und aus bestimmten “Ansatzfunktionen” die
Losung der (diskreten) Randwertaufgabe zu kombinieren. Dabei kénnen z.B. sol-
che Funktionen gewihlt werden, welche auf jedem Teildreieck mit einem Po-
lynom eines fest gewihlten maximalen Grades iibereinstimmen (“Methode der
finiten Elemente”). Das Ritzsche Verfahren beinhaltet die Bestimmung der Koef-
fizienten fiir eine bestmogliche Approximation der (exakten) Lésung in dem von
diesen Ansatzfunktionen erzeugten endlichdimensionalen affinen Teilraum in der
L?-Norm. Bei hinreichend kleiner Gitterweite erzielt man in der Regel Niherun-
gen der geforderten Genauigkeit. Im Rahmen dieser Arbeit wird nur der einfache
Fall stiickweise linearer Ansatzfunktionen behandelt.

Definition 3.8 Sei 7 eine endliche Menge abgeschlossener Dreiecke in R?.
Bezeichne h = h(T) := max{diam(7) : T € T} die Feinheit von T und

(unter Missbrauch der Notation) €, := (UT : T € 'T)o. Statt T schreibt man
auch Tp,.

T heifit Triangulierung von ), wenn gilt:

1. Qy, ist zusammenhdngend und approzimiert 2 “hinreichend genau”.
2. Das Innere jedes Dreiecks aus T ist nicht leer.

3. Der Durchschnitt je zweier Dreiecke aus T ist entweder leer oder besteht
aus einer gemeinsamen Ecke oder einer gemeinsamen Kante.

4. Die Ecken der Dreieckskanten, welche auf 02y, liegen, gehdren zu OS2.

Forderung 1. ist speziell fiir den Fall krummlinig begrenzter Gebiete zu prazisie-
ren.

Bezeichnungen fiir Unterabschnitt 3.2:

— Fiir Triangulierungen 7 mit Feinheit A gem&f Definition 3.8: 7},

— Fiir die Rdume der Ansatzfunktionen:

Up = {u:Q — R : u|p affin-linear fiir jedes T € T},
Vi, = {U e U, : V|th = 0}
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— Fir das Funktional des Flacheninhalts:

Ap(u) ::/Q V14 |Du(z)|?dz, ue€U,.
h

— Weiter bezeichne N := Nj, € N die Anzahl der Knotenpunkte von €, und
N := N, € Ny die Anzahl der Knotenpunkte von €, (innere Knoten).

Bemerkung 3.9

1. Zu jedem Vektorraum WhHP(Qp) mit p > 1 ist U, linearer Teilraum der
Dimension Ny,

2. Zu jedem Vektorraum W,”(Q) mit p > 1 ist Vj, ist linearer Teilraum der
Dimension Ny,

3. Der Vektorraum Uy, ist linearer Teilraum von C(Qy,)

4. Der Vektorraum Vj, ist Teilraum von C$°(€;) in der Norm von WhH(Q)
(“Testfunktionen” im diskreten Fall).

Bemerkung 3.10 Seien eine auf dem Rand von (2 stetige Funktion g € C(092)
und eine Triangulierung 7, von €2 gegeben. Dann gilt:

1. Es gibt genau eine auf 09, stiickweise lineare Funktion g, € C(9%;,), welche
in den Knotenpunkten von 0€2;, mit g iibereinstimmt.

2. Es gibt eine (im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmte) Fortsetzung
von gy, auf Uy, derart, dass fiir jedes u € U, gilt

U,:wh-i-?)

mit einem v € V.

Das Variationsproblem zur Minimalflichenaufgabe fiir eine gegebene Funktion
g € C(09) auf einer Triangulierung 7, lautet dann: Bestimme

(40) min{A(u) : u € U, und u|gq, = gn}-
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Bemerkung 3.11 Zu einer Triangulierung 7, sei eine Funktion ¢, € Uj, gemif
Bemerkung 3.10 gewé#hlt. Dann ist die Aufgabe (40) dquivalent zu: Bestimme

min{A,(Yp +v) : v € Vj}.

Satz 3.12 Zu jeder Randfunktion g € C(0Q) und zu jeder Triangulierung Ty
von ) hat die diskrete Aufgabe (40), wobei gn, gemdfs Bemerkung (3.10) gewdhlt
set, eine eindeutig bestimmte Losung up € Uy,.

Der Beweis benutzt die endliche Dimension von V}, und beruht darauf, dass das
gemifl Bemerkung (3.11) zu minimierende Funktional

VhBU%Ah(whﬁ-’U)ER

strikt konvex und koerzitiv ist (vgl. Anhang, siehe auch Ciarlet [5], Theorem
5.2.1).

Die Frage ist nun, ob fiir eine Folge von Triangulierungen (7 ,) die Folge der Mini-
ma (uy) konvergiert, wenn das Feinheitsmaf} A gegen 0 strebt. Unter zusétzlichen
Voraussetzungen ist dies der Fall.

Definition 3.13 Fine Familie von Triangulierungen (T,) heifit regulir, wenn
der kleinste Winkel eines jeden Dreiecks, das in trgend einem Element dieser
Familie liegt, griofer als eine feste positive Konstante ist.

Falls das Grundgebiet konvex ist, existiert gem&fl Satz 1.14 eine klassische Lésung.
Die Methode der finiten Elemente konvergiert dann auch gegen diese.

Satz 3.14 (Ciarlet [5], Theorem 5.2.2)
Sei Q konvez, g sei die Spur einer Fortsetzung aus W*(Q), und es existiere ein
Minimum der Variationsaufgabe u € W22(Q) N Wh(Q). Ist (Ts) eine Familie
requldrer Triangulierungen dber 2, dann gibt es eine Konstante C(u) derart, dass
fiir jedes Qp, gilt:

= w0, < Clu)h.

In einer Arbeit aus dem Jahre 1975 zeigte Jouron ([21]), dass im allgemeinen Falle
fiir eine Familie regulérer Triangulierungen die diskreten Losungen mit A — 0 im
Sinne von Abschnitt 3.1 gegen eine verallgemeinerte Losung konvergieren.

Das Folgende bildet den Ausgangspunkt fiir die numerische Berechnung.
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Definition 3.15 Bezeichne (x,)Y_; eine Abzihlung der (inneren) Knoten von
Qn. Zun=1,...,N sei ¢, die durch ¢p(Ty) = dpm fir m=1,..., N eindeutig
bestimmte Funktion ¢, € Vi (die “nodale Basis” der linearen Lagrangeschen
Dreiecksfunktionen, vgl. [4], Kap. 3.1, 3.2).

Bemerkung 3.16

1. Die Menge {¢,}2_, bildet eine Basis des Vektorraums V}, der diskreten
Testfunktionen.

2. Das geméf Satz 3.12 existierende Minimum wu;, von (40) ist eindeutig be-
stimmt durch die Gleichungen

Duy, Do,

Qp \/1 + |Duh|2

3. Ist ¢, € U, gemifl Bemerkung 3.10 gewihlt, dann gibt es eindeutig be-
stimmte Koeffizienten ¢, € R fiir n =1,..., N, so dass

A (up, dn) = dz=0 firn=1,...,N.

N
up =Yy + Z CnOn
n=1

gilt.

Die Zerlegung in 3. wird nach Ritz und Galerkin benannt, womit die Approxi-
mation in einem endlich-dimensionalen Unterraum gemeint ist. Die Gleichungen
in 2. ergeben damit fiir die unbekannten Koeffizienten ¢, das nichtlineare Glei-
chungssystem

/ (DYn + 3 s EmDm) D

) \/1 + | DY + 2N e Dy?

3.3 Gleichung vorgeschriebener mittlerer Kriimmung, auch
mit gemischten Randbedingungen

Der oben beschriebene Ansatz ist fiir allgemeinere Situationen geeignet, insbeson-

dere auch zur Approximation schwacher Losungen der Gleichung vorgeschriebener

mittlerer Kriimmung.
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Definition 3.17 Sei f € C(Q). Fine Funktion u € C?(Q) heifit klassische
Lésung der Gleichung vorgeschriebener mittlerer Krimmung f, wenn

(41) —Hlu] = f in Q

mit dem in (7) definierten Operator H der mittleren Krimmung gilt.

Seit I' C 00, ' # 0N, und I sei entweder die leere Menge oder endliche Ver-
einigung offener glatter Kurvenstiicke. Sei go € C(OQ \ T), und falls T # 0,
g1 € C(T). Dann heift eine Funktion u € C?(Q)NCHOQUT) N C(Q) Lésung der
Randwertaufgabe vorgeschriebener mittlerer Kriitmmung f, wenn (41) gilt sowie

u(z,y) = go(z,y) auf OQ\T

und gegebenenfalls

Su(z,y)

V1+[Du(,y)

=g1(z,y) aufT.

Die Methode der finiten Elemente approximiert schwache Losungen.

Definition 3.18 Sei f € L'(Q), und sei T' C 9Q gmdp Definition 3.17. Sei gy €
LY(0Q\T) und, wenn T # 0, gg € L(T'). Dann heifit eine Funktion u € W11(Q)
schwache Lésung der Randwertaufgabe vorgeschriebener mittlerer Krimmung f,
wenn

DuD¢

97’71+|DU|2 dx:/ﬂfqﬁdx—i-/rglgbds

gilt fiir alle ¢ € C§°(R2), die im Sinne des Spuroperators auf OQ\ T verschwinden.

(42)

Auch die obige Gleichung stammt von einem Variationsproblem:

Definition 3.19 Das Funktional F sei fiir u € WH'(Q) durch den Wert

F(u) = [ (VIFTDuP - fu)de— [ gruds

definiert.

Bemerkung 3.20 Die schwache Losung der Randwertaufgabe vorgeschriebener
mittlerer Kriimmung — sofern sie existiert — ist stationdrer Punkt des in Defi-
nition 3.19 erklirten Funktionals F' unter allen Funktionen v € W'!(Q), deren
Spur auf 02 \ ' gleich gy ist. o
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Durch partielle Integration findet man:

Bemerkung 3.21 Jede klassische Losung u einer Randwertaufgabe vorgeschrie-
bener mittlerer Kriimmung ist auch schwache Lésung der Randwertaufgabe. ¢

Definition 3.22 Bezeichne
W Q) := {u € W"H(Q) : ulpoyr = 0}

(Die Einschrinkung ist wieder im Sinne des Spuroperators zu verstehen.)

Bemerkung 3.23 Gegeben sei eine Funktion ¢ € L'(0Q \ I'). Dann gibt es
(mindestens) eine Funktion ¢ € W1(Q), deren Spur auf 9Q \ T gleich g ist
(Fortsetzung von g in WH(Q)). Jedes u € WH1(Q) hat eine Zerlegung

U=+
mit einem v € W' (Q). o
Mit einer Funktion ¢ € W!(Q) gem#f Bemerkung 3.23 ist eine schwache Lésung

nach Bemerkung 3.20 stationédrer Punkt des Funktionals Fy(v) := F(¢ + v) fiir
v € Wpt ().

Zur Diskretisierung:

Die Diskretisierung 7, sei so gewihlt, dass die Grenzen des Randteiles I" von €2
auf Knotenpunkten von €, liegen. Es bezeichne I'j, den (relativ offenen) Teil des
Randes von €y, der T entspricht. Weiter bezeichne N := {z,,})_, die Menge aller
Knoten aus €, die nicht zu T', gehoren (N > 1). Setze

Up = {u: Q — R : u|p affin-linear fiir jedes T € T},
Vi, = {’U e U, : U‘agh\ph = 0} ;

Die Basis {¢,}Y_, des Vektorraumes V}, sei definiert durch ¢, (zm) = 0p,m fiir
m,n = 1,...,N. Seien gy, g; und f wie in Definition 3.18 erkliart und stetig.
Bezeichne g, g1, und f, diskrete Approximationen von gy, g; und f auf 0Q,\I'y,
', und €. Sei ¢y, € Uy, eine Fortsetzung von gy, auf Q. Dann fiihrt der Ansatz
von Ritz-Galerkin

N
(43) un =+ Y Cnbn
n=1

auf die zu Gleichung (42) entsprechende Formulierung der schwachen Gleichungen
D m—1 6mDbm) Do
. \/1 + (D + Yy EmDém? o r
firn=1,...,N.

45



4 Numerische Ergebnisse

Die Losung von Gleichung (42) approximieren wir numerisch durch den Diskreti-
sierungsansatz (43) mit stiickweise linearen Funktionen. Die Koeffizienten dieses
Ansatzes bestimmt man durch Losen des nichtlinearen Gleichungssystems (44).
Hierzu verwenden wir das Newton-Verfahren (Abschnitt 4.1). Eine ausfiihrliche
Behandlung dieses Verfahrens und weiterfiihrende Hinweise findet der interes-
sierte Leser in den Lehrbiichern von Stoer [33] und Deuflhard-Hohmann [9].

Unabhéngig vom Linearisierungsverfahren ist die Konvergenzordnung der Finite-
Element-Approximationen bereits im Fall linearer Differentialgleichungen durch
den gewihlten Raum der Ansatzfunktionen bestimmt. Im nichtlinearen Fall tritt
dariiber hinaus eine grundsétzliche Abhéingigkeit von der Wahl der Randbedin-
gungen (und des hierdurch bestimmten Typs der Loésung) auf. In Abschnitt 4.2
bestimmen wir experimentell Konvergenzraten zur Minimalflichengleichung bzw.
zur Gleichung vorgeschriebener mittlerer Kriimmung, wenn das Grundgebiet die
Form eines Quadrats, eines Kreisrings oder eines L-Profils hat. Fiir den radial-
symmetrischen Fall zeigen wir spéter in Abschnitt 5.2 eine Abschitzung zur Kon-
vergenzordnung.

Das Konvergenzverhalten des Newton-Verfahrens im Beispiel der Kettenflidche
zeigt Abschnitt 4.3. Hier wird die Notwendigkeit der Schrittweitensteuerung (oder
eines anderen Hilfsmittels) zur Erzielung von Konvergenz im nicht-klassischen
Fall ersichtlich.

Der Rechenaufwand des Newton-Verfahrens 148t sich stark verbessern, wenn man
bei der Losung der linearen Gleichungssysteme schnellere Methoden benutzt. Tra-
ditionell verwendet man beim hier vorliegenden Fall schwach besetzter Matri-
zen ein iteratives Verfahren, etwa das CG-Verfahren. Abschnitt 4.4 enthélt fiir
einen Schritt des Newton-Verfahrens einen Vergleich der Rechenzeiten des CG-
Verfahrens und des algebraischen Mehrgitterverfahrens von Trottenberg-Stiiben,
einer Verallgemeinerung des Mehrgitterverfahrens fiir Gleichungssysteme zu un-
strukturierten Gittern (welche bei Anwendung der Methode der finiten Elemente
auftreten).

Die numerische Losung der Minimalflichenaufgabe wurde bereits im Jahre 1975
in der Arbeit von Jouron [21] behandelt. Bei der praktischen Losung verwendet
Jouron speziell angepafite Methoden, wihrend es ein Ziel der vorliegenden Arbeit
ist, eine Kombination von Standardkomponenten zu untersuchen.

In diesem Kapitel sei @ C R? ein beschriinktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem
Rand 0f).
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4.1 Newton-Verfahren zur Linearisierung des diskreten
Problems

Es gelten die Annahmen und Bezeichnungen aus 3.3. Wir fassen die linken Seiten
der Gleichungen (44) als Funktionen der Variablen (cy,...,¢,)" auf.

Bezeichnungen:

Sei Y = (y,))_, € RY durch die rechte Seite von (44) definiert,
Yp = th fodx + fl‘h GLndnds fiir n = 1,...,N. Sei C = (¢,))_; € R und
bezeichne F,(C) die linke Seite von (44),

N
(45) F,(C) = / ( (Dn + ey DY) Db ) dz.
R \/1+|D¢h+zﬁ:1 cmDpm[?

Die Abbildung F: RY — RV sei definiert durch C — (F,(C))Y_,. Dann ist
C = ()Y, Lésung von Gleichung (44) genau dann, wenn

(46) F(C)=Y inRV.

Das Verfahren der globalen Linearisierung besteht darin, zu einer Ndherung C'

einer Losung C* von (46) eine bessere Ndherung C + 6C zu finden, indem man

die Gleichung F(C' + 6C) =Y an der Stelle C' linearisiert und nach 6C auflgst:
Y=F(C+6C)~ F(C)+ DF(C)C.

Man erhilt also das lineare Gleichungssystem

(47) DF(C)éoC =Y — F(C)

Indem man sukzessive C durch C' + 0C ersetzt und das Verfahren wiederholt,

erhilt man eine Folge von Ndherungswerten, die unter geeigneten Voraussetzun-

gen gegen die exakte Losung C* konvergieren (“Newtonsches Iterationsverfah-
ren”).

Bemerkung 4.1 Die Jacobi-Matrix des Newton-Verfahrens J(C) := DF(C) =
(% (C))N  _, an einer Stelle C' = (c,)N_; lautet mit u := up = ¥ + 320, catn

ocm n,m=1

dx .

O 0y = / (1+ |Du|*) D¢, Do — (DuDé,,)(DuDéy,)
oem ' Jo, (1 + [Dul2)3

Sie ist symmetrisch und positiv definit. o
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Beweis: Die positive Definitheit von J(C') erkennt man daran, dass die durch
den Integranden definierte N x N-Matrix aus der durch

(1 + |p‘2)5n,m — PnPm
1+ [p?)*”

dn,m (p) =

definierten Matrix Q(z) := (¢n,m(p))nm—1 mit p := Du(z) und der Matrix

U(z) := (D¢1(x)t, ..., Don(z)") aus der Transformation ¥(z)'Q(z)¥(z) hervor-
geht. Die N x N-Matrix Q(z) ist von der gleichen Bauart wie die in Bemerkung
1.11 beschriebene Matrix (am » (p))fn n—1 zum Operator der mittleren Kriimmung.
Sie hat mit den dortigen Bezeichnurfgen Amin als einfachen und A,y als (N — 1)-

fachen Eigenwert und ist daher positiv definit.
In jedem Newton-Schritt ist das lineare Gleichungssystem deshalb eindeutig l6sbar.

Da uns die Konvergenz im Raum V), interessiert, wihlen wir im Raum R”Y die
L?-Norm des dquivalenten Raumes Vj,:

1/2 N
[Cll= ol = ([ 0*ds) ™ €= (@ €Y, v=" s,
n=1

Qp

Anmerkung: In der numerischen Rechnung wurde diese Norm auch fiir Ele-
mente des Bildraumes von F' verwendet. Moglicherweise wére es sinnvoller, fiir
den Bildraum die euklidische Norm des RY zu wihlen.

Newton-Verfahren mit Schrittweitensteuerung:

In manchen Fillen — und dies trifft fiir die nicht-klassischen Losungen unse-
res Beispiels zu — konvergiert das oben beschriebene Verfahren nicht fiir den
gewahlten Startvektor. Die Theorie garantiert Konvergenz nur dann, wenn der
Startvektor in einer hinreichend kleinen Umgebung der Lésung oder zumindest
in deren “Einzugsbereich” liegt. Oft ist Konvergenz dabei noch durch eine Steue-
rung der Schrittweite zu erreichen:

Ausgehend von der jeweiligen Nidherung C berechnet man gemifl (47) den In-
krementvektor dC. Man vergleicht die Norm des alten Residuums Y — F(C)
mit der Norm des Residuums, das man beim Ersetzen von C' durch C + 6C
erhélt. Ist dessen Norm kleiner, so verfahre man weiter wie bisher. Andernfalls
wiederhole man den Vergleich mit dem Residuum von C' + AdC' fiir Werte von
A=1/2,1/4,..., Anin. Wenn dabei die Norm des neuen Residuums kleiner als die
des alten wird, akzeptiert man C' + A dC als neue Niherung und setzt mit diesem
Wert das Verfahren fort. Wenn hierbei A < 1 gilt und A im neuen Iterationsschritt
noch nicht halbiert wurde, ersetze man A\ durch 2.

Das hiermit skizzierte Verfahren ist eine vereinfachte Version der in [33] beschrie-
benen Methode und geniigt fiir unser Modell.
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Ein Algorithmus zum Newton-Verfahren mit Schrittweitensteuerung

Gegeben:

Y e RV Vektor der rechten Seite

C e RY  Startvektor (Eingabe), Losungsvektor (Ausgabe)
e>0 Fehlerschranke

Ao = 27 Anfangsfaktor fiir Schrittweite, kg € Ny

A = 27%  Kkleinstméglicher Faktor fiir Schrittweite, ky < k; € Ny
Nmax maximal erlaubte Anzahl der Iterationen

N\ Schritt, in dem A zuletzt halbiert wurde

Tt aktueller Iterationsschritt

Algorithmus:

—

. Setze ng =1, A= Ap.

2. Berechne 7 :=||Y — F(C)]].

3. Lose J(C)oC =Y — F(C).

4. Setze C':= C + \dC; berechne 1’ := ||Y — F(C")]].

5. Falls ' > r:
setze A := \/2;
falls A < A;: Fehlerabbruch.
sonst: setze ny := n;; gehe zu 4.

6. Falls konvergent:
Setze C' := C'; fertig;
sonst: Falls n;; > ny,q.: Fehlerabbruch
Falls ny < n; und A < 1: Setze A := 2 x \.
Setze ny :=ny + 1; C := C'; r :=r'; gehe zu 3.

Als Bedingung “konvergent” ist entweder a) oder b) wihlbar:

a) [|6C| < e[|
b) [[6C| <e.

Anmerkung: Im Allgemeinen geniigt das Abbruchkriterium a) (relativer Fehler).
Im Falle, dass die Norm von C' sehr klein wird, wihle man das Abbruchkriteri-
um b) (absoluter Fehler), mit einer geeigneten Fehlerschranke e.
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4.2 Beispiele von Konvergenzraten der Finite-Element-
Approximationen

Den oben beschriebenen Algorithmus implementierte ich in einem Computerpro-
gramm und fiihrte damit die numerischen Experimente durch. Die Zeichnungen
worden mit dem Programmsystem ,GRAPE* [32] erstellt.

Das Beispiel von Rechteck und Kreisring gestattet die einfache Berechnung des
Fehlers ey, := ||up — h|| in der jeweiligen Norm aufgrund der Kenntnis der exak-
ten Losungen. Fiir das L-Profil bestimmen wir eine erste Ndherung des Fehlers
durch ||ugp — uyl|- Die Konvergenzordnung in der Norm || . ||, d.h. das minimale
k > 0 derart, dass ||uy — u|| < C(u)h* gilt, erhilt man niherungsweise aus fiir
verschiedene Gitterweiten ey, ey, €ap, ..., eg empirisch bestimmten Fehlern.
Wenn das Grundgebiet €2 konvex ist, ist die Konvergenzordnung bei Verwendung
linearer finiter Elemente in der Norm || . || 1) des Hilbertraumes H?(Q) der
Funktionen mit quadratisch integrierbarer schwacher Ableitung gleich 1 und in
der Norm || . ||z2(n) der quadratisch integrierbaren Funktionen gleich 2. Hier-
bei wird vorausgesetzt, da§ die schwache Losung u im Hilbertraum H?(Q) der
Funktionen mit quadratisch integrierbaren schwachen Ableitungen bis zu zweiter
Ordnung enthalten ist.

Andererseits gehort, wenn das Grundgebiet ) nicht konvex ist, die schwache
Losung u der Randwertaufgabe, sofern sie existiert, im Allgemeinen nicht zum
Raum H'(Q). Dies zeigt das Beispiel der Kettenfliche aus Abschnitt 1.4: im dort
betrachteten Grenzfall ist deren schwache Ableitung nicht quadratisch integrier-
bar, sondern nur dem Betrage nach (und ist damit im Sobolevraum W11(Q)
enthalten). Ursache ist die Singularitit der Losung auf dem nicht-konvexen Teil
des Randes 0f2. Mit anderen Worten kommt es auf die Wachstumsordnung der
Losung in Umgebung des nicht-konvexen Teils des Randes 0€) an. Bei gegebenem
Grad der (lokalen) Interpolationspolynome hat diese Einfluss auf die Ordnung
des Fehlers und damit der Konvergenz. Satz 3.6 legt es nahe, die Konvergenz in
Teilgebieten zu untersuchen, welche einen gewissen Abstand vom nicht-konvexen
Teil des Randes haben.

Experimentell bestimmen wir die Konvergenzordnung durch Halbierung der Git-
terweite: Bezeichne jeweils ey, := uj, — u den Fehler zur Diskretisierung 7. Dann
folgt fiir die Konvergenzordnung & in der Norm || . || aus

llen|| = C(u)R* und ||ean|| = C(u)(2h)*

die Relation
k _ lleanl]

lleall

Wir notieren im Einzelnen:
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Definition 4.2 Sei 7T}, eine Diskretisierung von 2 und €2, das zugehdrige Gebiet.
Bezeichne u die (knotenweise) Projektion der exakten Lisung der Randwertauf-
gabe auf Qp und uy, die diskrete Losung sowie

Ep ‘= UL, — U

den Approzimationsfehler. Fir dessen (Halb-)Normen auf Qp, verwenden wir die
Bezeichnungen:

€0,00,h = ||eh||L°°(Qh) ) €1,00,h = ||D€h||Loo(Qh) )
eozn = |lenllz2an) eron = || Denllr2@n)
eon = |lenllzian) etin = ||Denllrr(ay) -

Seien Top, und Ty, zwei Triangulierungen von ) derart, dass die Kanten der Drei-
ecke von Ty, ndherungsweise durch Halbieren der Kanten aller Dreiecke von Tap
entstehen. Bezeichne hierzu

die experimentellen Konvergenzraten in den jeweiligen (Halb-)Normen fir die
betrachteten Indizes 7, 1.

Im folgenden untersuchen wir empirisch ermittelte Konvergenzraten in diesen
Normen zu drei Beispielen:

4.2.1 Gleichung vorgeschriebener mittlerer Kriimmung mit beschrink-
ter Losung auf Rechteck

Sei Q = (0,1)%. Um Trivialfille auszuschlieBen, betrachten wir anstelle eines
Beispiels zur Minimalflichengleichung folgendes Beispiel:

Zur Funktion u(z,y) := exp(—z) erhilt man eine Gleichung vorgeschriebener
mittlerer Kriimmung (41) nach Wahl von

f(z,y) = —exp(—z) (1 + exp(—2z))

fiir die rechte Seite der Gleichung. Setzt man
I:= ([0,1] x {0}) U ([0,1] x {1}),

1, z=0
exp(—1), z=1,

9o(2,y) = {
gi(z,y) =0 fir (z,y) €T,
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so geniigt v den hierdurch definierten Randbedingungen. Eine geeignete Ansatz-
funktion gemifl Bemerkung 3.23 ist

Y(z,y) :=1—2z(1 —exp(—1)).

Zu einer Folge von Triangulierungen 7, des Einheitsquadrats, welches in kongru-
ente Dreiecke aufgeteilt werde, enthélt Tabelle 1 die Approximationsfehler und
Tabelle 2 die Konvergenzraten fiir h =1/2, 1/4, 1/8,...,1/128.

h 1/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1/64 1/128
€000, 1.39e—2 4.54e—3 1.38e—3 4.02e—4 1.15e—4 3.24e—5 9.04e—6
€looh  8.19e—2 5.27e—2 2.89e—2 1.50e—2 5.64e—3 3.87e—3 1.94e—3
€o2n  D.46e—3 1.58e—3 4.16e—4 1.06e—4 2.66e—5 6.68e—6 1.70e—6
eion  D.74e—2 294e—2 1.48e—2 7.42e—3 3.7le—3 1.86e—3 9.28e—4
eiin  9.26e—2 2.6le—2 1.30e—2 6.52e—3 3.26e—3 1.63e—3 8.15e—4

Tabelle 1: Approximationsfehler auf dem Quadrat

h 1/4 1/8 1/16 1/32 1/64 1/128
Q.00n 31 33 34 35 36 3.6
Gioon 1.6 1.8 1.9 20 2.0 2.0
4o,2,h 3.4 3.8 39 4.0 4.0 3.9
q1,2,h 20 20 20 20 20 2.0
q1,1,h 20 20 20 20 20 2.0

Tabelle 2: Konvergenzraten auf dem Quadrat

Man ersieht daraus, dass die Konvergenzraten in den (Halb-)Normen der Ab-
leitung des Fehlers gegen 2 und in den Normen des Fehlers anndhernd gegen 4
streben. Da die Gradienten der Losung beschrinkt bleiben, ist diese gleichmafig
elliptisch. Die Ergebnisse entsprechen dem Fall einer linearen gleichméfig ellipti-
schen Differentialgleichung.
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Abbildung 4: Diskretisierung zur Kettenfliche auf Viertelkreisring

4.2.2 Kettenfliche auf Viertelkreisring

Wir wihlen Beispiel 1.18 mit r; := %, ro := 1, und reduzieren die Berechnung auf
den Viertelkreisring

1
Q::{(x,y)€R2:Z<x2+y2<1,x>0,y>0},

wobei die radiale Symmetrie der Losungen das Verschwinden der Normalenablei-
tung in den geraden Randstiicken bedeutet. Wir setzen

<(%1) x {0}) U <{0} X (%1>>

und fordern die Randbedingungen

.=

ou

ayanufP,

0, wenn 22+ y?
u(z,y) =

|
[ L

B, wenn 2%+ y? =
Hierbei sei B > 0 fest gewihlt.

Die Knotenpunkte fiir die Triangulierung des Ringsegments sind beziiglich Polar-
koordinaten dquidistant angeordnet. Das grobste Gitter (h = 0.057, sieche Abbil-
dung 4) besteht in radialer Richtung aus 20 und in tangentialer Richtung aus 30
topologischen Rechtecken.

Wir untersuchen Approximationen zu den radialsymmetrischen Lésungen aus

Beispiel 1.18 mit B; = B, By = 0. Nicht konstante klassische Losungen existieren
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genau dann, wenn B < Larcosh(2), d. h. B = c¢(arcosh(1/c) — arcosh(1/(2¢)) fiir
ein ¢ € (0,1/2]. Der kritische Wert ist ¢ = 1/2. Es wurden 3 typische Félle
berechnet:

1. Fiir B =0.26677 (d.h. ¢ = 3) gehort die Losung zu C*().

2. Fiir B = 0.65848 (d.h. ¢ = 3) gehért die Losung zu C2(Q) N C(Q). Es ist
die maximale klassische Losung, die auf dem Auflenrand verschwindet. Bei
Ann#herung an den Innenrand wird die radiale Ableitung beliebig grof.

3. Fiir B = 1 existiert keine klassische Losung, wohl aber eine Loésung der
Randwertaufgabe im schwachen Viskosititssinne (vgl. Abschnitt 2.2).

(
X
DX

J

Abbildung 5: Kettenfliche, gleichméBig elliptischer Fall

Abbildung 6: Kettenfliche, Grenzfall
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Abbildung 7: Kettenfliche, Viskosititslosung

Die Abbildungen 5, 6, 7 zeigen jeweils den Graphen der diskreten Losung auf
dem grobsten Gitter.

Ausgehend vom grobsten Gitter mit A = 0.057, wurden die Rechnungen auf drei
feineren Gittern mit jeweils halber Seitenlinge der Dreiecke (h = 0.029, 0.014,
0.007) wiederholt. Die folgenden Tabellen zeigen den Approximationsfehler in
den verschiedenen (Halb-)Normen sowie die daraus bestimmten experimentellen

Konvergenzraten.

h 0.057 0.029 0.014 0.007 h 0.057 0.029 0.014
€000,n  D.0e—05 1.4e—05 3.5e—06 8.8e—07 | | qo,c0,n 4.0 4.0 4.0
€l00n 1.3e—02 6.8e—03 3.4e—03 1.7e—03 | | q1,00n 2.0 2.0 2.0
eo2n  1.8e—05 4.5e—06 1.1e—06 2.9e—07 | | go2n 4.0 4.0 3.9
ei2n  3.8e—03 1.9e—03 9.5e—04 4.7e—04 | | qi2n 2.0 2.0 2.0
erin  2.5e—=03 1.2e—03 6.2e—04 3.1e—04 qi,1,h 2.0 2.0 2.0

Fehler zu 1. in 2 Konvergenzraten zu 1. in €2

h 0.057 0.029 0.014 0.007 h 0.057 0.029 0.014
€0,00,n  1.5e—02 1.0e—02 7.3e—03 5.2e—03 40,00,h 1.4 14 14
€100, 1.9e+00 2.7e+00 3.7e4+00 5.3e+00 1,00,k 0.7 0.7 0.7
eo2n  3.4e—03 1.9e—03 1.0e—03 5.8e—04 90,21 1.8 1.8 1.8
eron  2.0e—01 1.9e—01 1.9e—01 1.9e—01 G1.2,h 1.0 1.0 1.0
ern 9.7e—=02 2.6e—02 1.8e—02 1.2e—02 G1h 1.5 1.4 1.4

Fehler zu 2. in
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h 0.057  0.029 0014  0.007| | h  0.057 0.029 0.014
€ooon 34e—01 3.4e—01 3.4e—01 3.4e—01| | gooop 1.0 1.0 1.0
€1oop 15e+01 28e+01 56e+01 1.1e+02 | | groop 05 05 0.5
coon  3.1e—02 2.1e—02 1.5e—02 1.0e—02 | | goon 15 14 14
e1on  1.9e+00 2.7e4+00 3.8¢+00 5.4e+00 | | gion 0.7 07 0.7
e1in 3.2e—01 3.0e—01 2.9e—01 2.8e—01| | grin 1.1 10 1.0

Fehler zu 3. in

Konvergenzraten zu 3. in €2

Daneben betrachten wir den Fehler auf den Teilgebieten €2}, von €25, welche einen
Abstand gegebener Breite € > 0 vom Innenrand besitzen. Bezeichne e;-’l’h jeweils
den Fehler auf dem Teilgebiet und q}’l,h die entsprechende experimentelle Kon-
vergenzrate. Im Folgenden sind die Ergebnisse zu ¢ = 0.025 im Grenzfall 2) einer

klassischen Losung und im Fall einer Viskositétslosung 3) angegeben.

h 0.057 0.029 0.014 0.007 h 0.057 0.029 0.014
€hoon 1.5e—02 7.5e—03 3.8¢—03 19e—03 | [gf, 20 20 20
€l oo 3:4e—01 2.2e—01 1.3e—01 6.9e—02 | | qj o 1.5 1.7 1.8
€  3.2e—03 1.6e—03 T7.9e—04 4.0e—04 | |q),, 20 20 20
elop 4.3e—02 2.3e—02 1.1e—02 5.7e—03 | | qj, 1.9 2.0 2.0
el1p 1.6e—02 7.9e—03 4.0e—03 2.0e—03 | | q;,, 2.0 2.0 2.0

Fehler zu 2. in Konvergenzraten zu 2. in '
h 0.057 0.029 0.014 0.007 h 0.057 0.029 0.014
Choon Ale—02 2.0e—02 9.9e—03 49e—03| [¢/ ., 21 20 20
ell,oo,h 7.2e—01 4.4e—01 2.4e—01 1.3e—01 @ on 1.7 1.8 1.9
€oon 82603 4.0e—03 2.0e—03 1.0e—03 | | gf,, 2.0 2.0 2.0
¢op  1.0e—01 5.0e—02 25e-02 1.2e—02| | ¢!,, 20 20 20
¢y 4le—02 2.0e-02 1.0e—02 5.0e-03| | g, 20 20 20

Fehler zu 3. in €'

o6

Konvergenzraten zu 3. in




Bemerkungen zu den Fehlern und Konvergenzraten

Im 1. Fall ist das Konvergenzverhalten wie im gleichméfig elliptischen Fall: linear
in den Halbnormen der Ableitungen, quadratisch in den Normen der Funktion. Im
2. Fall ndhern die experimentellen Konvergenzraten der Maximumnorm und der
Halbnorm des Sobolevraumes W' (Q) sich der Zahl v/2. In der Norm von L?(Q)
streben die Konvergenzraten einem Wert zu, der zwischen v/2 und 2 liegt. In der
Maximum-Halbnorm divergieren die Ableitungen des Fehlers, wihrend sie in der
Halbnorm des Hilbertraumes W'2(Q2) = H'(Q) beschriinkt bleiben. Im 3. Fall
hat man nur noch in der Norm von L?(2) Konvergenz, in der die Konvergenzraten
gegen v/2 streben. In der Maximumnorm und in der Halbnorm von Wh(Q) blei-
ben die Ndaherungslosungen beschrankt, wihrend sie in der Maximum-Halbnorm
der Ableitung und in der Halbnorm von W'!(Q) divergieren: die zugehérigen

Konvergenzraten streben gegen % bzw. %

Numerische Experimente mit verschiedenen Breiten £ > 0 des Randstreifens
0\ & zeigten, dass die Konvergenzraten gegen den gleichen Wert streben, wenn
¢ mindestens die Breite der Elementschicht des inneren Randteils der grobsten
Diskretisierung von €2, das ist hier 0.5/20 = 0.025, besitzt. (Der Wert von h be-
rechnet sich jeweils aus der lingsten Seite aller Teildreiecke.) Wir betrachten die
Fille 2) und 3) in . Die Konvergenzraten in den Normen der Ableitung streben
hier annéhernd gegen 2, aber auch die Konvergenzraten der Maximumnorm und
der L2-Norm der Funktion selbst. Diese beobachtete Reduktion der Konvergenz-
ordnung im Vergleich zum streng elliptischen Fall ist vergleichbar mit dem Effekt
der ,Verschmutzung“ (englisch: pollution®) von Lésungen, wie er auch bei der
Diskretisierung der Poissongleichung in Gebieten mit einspringenden Ecken zu
beobachten ist.

Auf Q" und im 1. Fall auch auf € bleiben die Gradienten beschrinkt. In den
iibrigen Féllen strebt die radiale Ableitung bei Anndherung an den Innenrand
gegen oo, wie aus den Graphen der Ndherungslosungen ersichtlich ist.

4.2.3 Minimalflichengleichung auf L-Profil

Wir betrachten Losungen der Minimalflichengleichung (5) zu einem L-Profil €.
Die Randwerte seien Null an den Seiten, welche die einspringende Ecke begren-
zen, und gleich einer Konstanten ¢ an den gegeniiberliegenden Seiten. Lings der
Verbindungskanten verlaufe die Randfunktion linear.
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u=-=c lin.

—u= O
lin.
Abbildung 8: L-Profil, Abbildung 9: L-Profil,
Randbedingungen grobes Gitter

Der Einfachheit halber wurde ein symmetrisches L-Profil mit duflerer Kantenlinge
1 und innerer Kantenlinge 1/2 diskretisiert. Geometrie und Randbedingungen
sind in Abbildung 8 gezeichnet, ein grobes Gitter in Abbildung 9. Ausgegangen
wurde von einem groben Gitter mit 65 Knoten und 96 kongruenten Teildreiecken,
welches die Gitterweite h = 1/2/8 ~ 0.1768 hat. Durch fortgesetzte Unterteilung
jedes Teildreiecks in 4 kongruente Dreiecke wurden 6 feinere Gitter mit jeweils
der halben Gitterweite erzeugt. Die folgende Tabelle zeigt die Daten der Gitter,
deren kurze Seite in 1/2™ Abschnitte aufgeteilt sei.

m 2 3 4 5 6 7
h= \/5/2"hLl 0.17678 0.08839 0.04419 0.02210 0.01105 0.00552
Anzahl Knoten 65 225 833 3201 12545 49665
Anzahl Dreiecke 96 384 1536 6144 24576 98304

Es wurden jeweils die Ergebnisse des groberen Gitters mit denen des nichst-
feineren Gitters verglichen. Die Differenzen wurden in den Knotenpunkten des
groben Gitters (welche im feinen Gitter enthalten sind) berechnet. Bezeichne N
die Anzahl der Knoten und eg, fiir [ = 1,2 gem&fi Definition 4.2 den Fehler
der Losung zum groben Gitter gegeniiber der Losung zum feinen Gitter in der
Norm von L'(Q) bzw. L*(Qy). Ferner betrachten wir zu einem & > 0 das Teilge-
biet €' := €, von , das man durch Weglassen von Streifen der Breite £ an den
beiden Randkanten erhélt, welche die einspringende Ecke begrenzen. Bezeichne
ey fiir I = 1,2 die zugehorigen Fehler in den Réumen L(Q'). Damit betrachten
wir die entsprechenden experimentellen , Konvergenzraten® g, 5 in €25 bzw. q(I),l,h
in Q) fiir { = 1,2. Um den Einfluss der Singularitdt auf das globale Verhalten
deutlich zu machen, wurde mit einer Streifenbreite € = 0.25 gerechnet. Tabelle 3
und Tabelle 4 zeigen die Fehler und Konvergenzraten auf dem vollen Gebiet und
dem Teilgebiet fiir Randwerte von ¢ = % und ¢ = 1.
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m 2 3 4 3 6

€o,1,n | 1.65e—3 9.85e—4 5.74e—4 3.23e—4 1.75e—4
eo2n | 2.98e—3 1.9le—3 1.24e—3 7.8le—4 4.68e—4
€1 | 0-8le—4 2.60e—4 1.33e—4 7.00e—5 3.69e—5
€oon | 1.32e—3 5.87e—4 2.97e—4 1.55e—4 8.1le—5

Q,1.h 1.67 1.72 1.78 1.84
Go,2,h 1.56 1.53 1.60 1.67
9,1,h 2.24 1.96 1.89 1.90
Qo2.n 2.25 1.97 1.91 1.92

Tabelle 3: L-Profil, Fehler und Konvergenzraten zu ¢ = 1/2

m 2 3 4 ) 6

€orn | 5.43e—3 3.93¢—3 2.36e—3 1.30e—3 6.84e—4
€oon | 9.52e—3 7.89e—3 5.46e—3 3.42e—3 2.02e—3
ehip | 1.90e—3 9.06e—4 4.40e—4 2.20e—4 1.10e—4
ehon | 3.88e—3 1.87e—3 9.02e—4 4.48e—4 2.26e—4

9o,1,h 1.38 1.67 1.82 1.90
40,2,h 1.21 1.44 1.60 1.69
9,1, 2.09 2.06 2.01 1.98
Q2,1 2.08 2.06 2.01 1.99

Tabelle 4: L-Profil, Fehler und Konvergenzraten zu ¢ = 1

Die Konvergenzraten in obigen Normen streben auf dem Teilgebiet gegen 2, auf
dem vollen Gebiet, insbesondere in der L?-Norm, vermutlich gegen einen kleine-
ren Wert. Dies zeigt deutlich den Effekt der ,,Verschmutzung“ durch die Singu-
laritdt in Abstand vom kritischen Teil des Randes. Fiir dieses Beispiel habe ich
Dirichletsche Randbedingungen gew#hlt, um die Analogie zum bekannten Bei-
spiel der Laplace-Gleichung bei einspringender Ecke zu betonen. Wenn man an
den Ubergangskanten anstelle der linearen Randbedingung das Verschwinden der
Normalenableitung fordert, wird man vermutlich (wie im vorherigen Beispiel der
Kettenfliche) einen stirkeren Einfluss der Singularitdt auf den gesamten nicht-
konvexen Teil des Randes beobachten. Die Dirichletsche Randbedingung an den
Ubergangskanten verhindert dort die Ausbildung einer Grenzschicht.
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Abbildung 11: L-Profil, ¢ = 1

Abbildung 10 und Abbildung 11 zeigen die Graphen der Niherungslosungen zu
den Randwerten ¢ = % und ¢ =1 in perspektivischer Darstellung.
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4.3 Das Konvergenzverhalten des Newtonverfahrens am
Beispiel der Kettenfliche

Das Konvergenzverhalten der globalen Linearisierungsmethode sei anhand zweier
Félle des Beispiels aus Abschnitt 4.2.2 veranschaulicht. Wir betrachten den Fall
der maximalen klassischen Losung und den Fall der Viskositéitslosung, welche auf
dem nichtkonvexen Teil des Randes die vorgegebenen Randwerte iibertrifft.

Bei unterschiedlich feinen Diskretisierungen wurde das gleiche Konvergenzverhal-
ten beobachtet. Es seien hier die Ergebnisse zur Diskretisierung des viertelkreis-
ringférmigen Gebietes fiir &~ = 0.029 mit 2501 Unbekannten bei 4800 Dreiecken
tabellarisch notiert. Als Abbruchkriterien wurden &yer = 10°% und ., = 108
gewihlt.

It. r(C) A rel. Fehler CG-It.
1 2.39¢e—04 1.0 1.00e4+00 93
9.20e—05 0.5 2.00e+00 93

2 5.35e—05 0.5 6.93e—01 113
3 2.40e—05 1.0 3.05e—01 97
4 6.90e—06 1.0 6.50e—02 120
5 5.38¢—07 1.0 1.53e—02 104
6 3.09e—09 1.0 6.84e—04 66
7 1.71e—10 1.0 1.41e—06 51
8 1.07e—10 1.0 1.17e—09 1

Tabelle 5: Newton-Verfahren zu Fall 2 aus Abschnitt 4.2.2

Tabelle 5 zeigt das Verhalten des Newton-Verfahrens fiir die maximale klassische
Losung. Es bedeutet “It.” die Nummer der Newtoniteration, 7(C) die Norm des
Residuums Y — F(C) in L?(£2;,) und “CG-It.” die Anzahl der C'G-Iterationen bis

zur Erreichung des obigen Kriteriums zu e,.
Als “relativer Fehler” wurde die Anderungsrate ||6C||/||C’|| ausgegeben (vgl. den

Algorithmus in Abschnitt 4.1). Die Werte in der ersten Iteration enstehen durch
Verwendung des Startvektors (0)2_; fiir den homogenen Teil der Ansatzfunktion.
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Tabelle 6 zeigt die entsprechenden Werte fiir eine Viskositétslosung (Fall 3). Hier
wird die Schrittweitensteuerung benétigt. Bei einem Versuch ohne Reduzierung
der Schrittweite trat in der Jacobi-Matrix ein zu kleines Diagonalelement auf.

It. r(C) A rel. Fehler CG-It.

1 1.06e—03 1.00 1.00e+00 135

1.85e—04 0.50  2.00e+00 135
2 941e—05 0.50 7.25e—01 142
3 3.85e—04 1.00 3.43e—01 154

4.87e—05 0.50  3.99e—01 154
4 1.03e—04 0.50 1.90e—01 147

3.50e—=05 0.25 1.97e—01 147
95 2.58e—05 0.25 1.09e—01 137
6 1.21e—05 0.50 7.30e—02 133
7 7.57e—07 1.00 3.12e—02 122
8
9
0

7.36e—09 1.00 1.02e—03 83
6.57e—11 1.00 3.72e—06 61
2.10e—11 1.00 2.12e—10 1

Tabelle 6: Newton-Verfahren zu Fall 3 aus Abschnitt 4.2.2

Bei der hier benutzten Methode wird der grofite Teil der Rechenzeit fiir die
Auflésung des linearen Gleichungssystems in jeder Iteration benétigt. In dieser
Arbeit soll gezeigt werden, wie weit man den Rechenaufwand durch Anwendung
eines schnellen Verfahrens zur Losung dieser Gleichungssysteme verringern kann.

Bemerkungen zur L6sung der linearen Gleichungssysteme

In jeder Iteration des Newton-Verfahrens erhédlt man in unserem Falle eine sym-
metrische, positiv-definite und schwach besetzte Jacobi-Matrix. Eine gebréuchli-
che Methode zur Losung eines linearen Gleichungssystems mit einer solchen Ma-
trix ist das Verfahren der konjugierten Gradienten (“CG-Verfahren”). Hier wurde
eine Variante mit diagonaler Vorkonditionierung nach Deuflhard-Hohmann ([9],
Algorithmus 8.21) benutzt. Diese enthilt gegeniiber dem Verfahren ohne Vorkon-
ditionierung auch ein brauchbares Abbruchkriterium: Bezeichnet (r,)Y_, € RY
jeweils den Residuenvektor nach einer CG-Iteration und (d,)Y_, € RY den Vek-
tor der Diagonalelemente der Koeffizientenmatrix J(C), so wird die letzte CG-
Iteration als Losung des linearen Gleichungssystems akzeptiert, wenn mit einer
vorgegebenen Fehlerschranke ., > 0 gilt: 27]:[:1 Tn?/dn < Ecq-

Bezeichnet M einen Mittelwert fiir die Bandbreite der Koeffizientenmatrix zu
den N Unbekannten, so betrdgt in oben genanntem Algorithmus die Anzahl
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der Gleitkommaoperationen (Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division) fiir
den Start des Verfahrens ungefihr (2M +4)N und fiir jeden CG-Iterationsschritt
etwa (2M + 12)N (unter der Annahme, dass jede der elementaren Operationen
annidhernd gleiche Rechenzeit bendtigt). Mit steigender Anzahl der Unbekann-
ten steigt jedoch auch die Anzahl der CG-Iterationen (vgl. Tabellen 7 bis 9 im
néchsten Abschnitt).

Effizienter arbeitet bei grofieren Gleichungssystemen das algebraische Mehrgit-
terverfahren, dessen Rechenaufwand asymptotisch proportional zur Anzahl der
Unbekannten ist.

4.4 Ein Vergleich der Rechenzeiten zwischen CG-Verfahren
und algebraischem Mehrgitterverfahren

In den vorliegenden Berechnungen wurde, wie bei Anwendungen der Methode der
finiten Elemente meist iiblich, das Gleichungssystem zu einem unstrukturierten
Gitter mit kompakter Speicherung der Matrix aufgestellt. Die Losung erfolgte,
wie bereits erwahnt, mit Hilfe des CG-Verfahrens.

Besonders geeignet fiir die Losung von Gleichungssystemen, die bei der Diskre-
tisierung elliptischer Randwertaufgaben auf solchen Gittern entstehen, ist das
von Stiiben/Trottenberg entwickelte “Algebraische Mehrgitterverfahren” (kurz:
“AMG”, vgl.[34], siehe auch [36]). Versuchsweise wurde zu einer Folge von Diskre-
tisierungen, die aus dem grobsten Gitter des Beispiels aus Abschnitt 4.2.2 durch
fortgesetzte Halbierung der Gitterweite entsteht, in einem einzelnen Schritt des
Newton-Verfahrens das lineare Gleichungssystem mit AMG gelost und die Re-
chenzeiten gemessen. Sie wurden mit den Rechenzeiten des CG-Verfahrens mit
diagonaler Vorkonditionierung verglichen. Der Vergleich wurde auf einem Rech-
ner der GMD des Typs RS/6000 der Marke IBM mit Prozessor 604e und 332 MHz
Taktfrequenz durchgefiihrt. Es erfolgten keine besonderen Mainahmen zur Opti-
mierung der Rechenleistung.

Die Feinheit des grobsten Gitters betrigt Ao = 0.057. Durch Unterteilung in Drei-
ecke etwa halber Seitenlinge (die Kanten der Dreiecke an Auflen- und Innenrand
werden nicht exakt halbiert, weil die Teilungspunkte auf den Kreisbogenstiicken
des Randes liegen), wurden Verfeinerungen erzeugt, welche in etwa die Feinheit
h = Qh—f,’l fiir m =1, ..., 5 haben. Einen Vergleich der Rechenzeiten von C'G- und
AMG-Verfahren fiir die drei Fille des Beispiels aus Abschnitt 4.2.2 zeigen die
Tabellen 7, 8 und 9.
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m N ita / itges itCG Lev / Cyc tCG’ tAMG
0 651 1/ 4 a0 3 /4 004 0.10
1 2501 1/ 4 95 4 /4 038 053
2 9801 1 /4 128 5 /4 232 234
3 38801 1 /4 201 6 / 4 14.64 9.97
4 154401 1 /4 400 7/ 4 116.7 40.69
5 616001 1/ 4 797 8 / 4 9274 166.1

Tabelle 7: Rechenzeiten CG — AMG, Fall 1 aus Abschnitt 4.2.2

N ita / ’itges itCG Lev / Cyc tCG tAMG

651 3/ 7 31 3/ 4 0.02 0.11
2501 4 /8 120 4 / 4 0.48 0.52
9801 5/ 8 182 5/ 4 3.28  2.32
38801 4 / 8 266 6 / 4 1931 9.81
154401 4 /9 531 7/ 4 154.6 40.32
616001 4 /9 1059 8 / 4 1232.0 164.5

Tabelle 8: Rechenzeiten CG — AMG, Fall 2 aus Abschnitt 4.2.2

m N ita / itges itC’G L@U / Cyc tCG tAMG
0 651 3/ 8 78 3/ 4 0.06 0.11
1 2501 4 / 10 147 4 / 4 0.59 0.50
2 9801 5 / 10 269 5/ 4 4.84 230
3 38801 4 / 12 490 6 / 4 3553 954
4 154401 4 / 12 700 7/ 4 204.0 40.15
5 616001 4 / 14 1416 8 / 4 1646.5 163.6

Tabelle 9: Rechenzeiten CG — AMG, Fall 3 aus Abschnitt 4.2.2

Legende:

m:
N:

ity [ itges:
’itCG :

Lev /| Cyc:
tC’G .
tama:

Verfeinerungsstufe: h ~ 2o

Anzahl der Unbekannten

ausgewdhlte Newton-Iteration it, von insgesamt 7% s
Anzahl der CG-Iterationen

Anzahl Levels und Anzahl Zyklen des AMG-Verfahrens
Rechenzeit des CG-Verfahrens in sec

Rechenzeit des AMG-Verfahrens in sec



Beim Mehrgitterverfahren bezeichet “Lev” die Schachtelungstiefe eines Mehrgit-
terzyklus und “Cyc” die Gesamtzahl dieser Zyklen bis zur Erreichung des Kon-
vergenzkriteriums.

Es wurde mit Version 15b des Programms AMG von Stiiben gerechnet. Bild 12
zeigt die Rechenzeiten des Grenzfalls 2 (Tabelle 8) von AMG (durchgezogene
Linie) und CG-Verfahren (unterbrochene Linie) im logarithmischen Mafstab in
Abhéngigkeit von der Verfeinerungsstufe m des Gitters.

.1le4d H

.1le3 4

.le2 4

Abbildung 12: Rechenzeiten von AMG- und CG-Verfahren

Interpretation der Ergebnisse

Der Aufwand an Rechenleistung fiir die Losung der linearen Gleichungssysteme
wird bestimmt durch die Anzahl der Unbekannten und durch die Bandbreite
der Matrix. Beim Ubergang vom gréberen zum niichstfeineren Gitter wichst die
Anzahl der Unbekannten auf ungefihr das Vierfache. Es sei hier Rechenleistung
mit Rechenzeit gleichgesetzt. Die Rechenzeiten des AMG steigen im gleichen
Verhiltnis, wihrend die Rechenzeiten des CG-Verfahrens mit Vorkonditionierung
jeweils ungefahr mit Faktor 8 grofler werden. Da die Anzahl der Iterationen des
CG-Verfahrens sich bei einem Verfeinerungsschritt etwa verdoppelt, steht dies in
Einklang mit der Bemerkung iiber den Rechenaufwand fiir eine CG-Iteration am
Ende von Abschnitt 4.3, da die Bandbreite der Koeffizientenmatrix hier konstant
bleibt.
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Zusammenfassung

Der Rechenaufwand des CG-Verfahrens ist etwa proportional zu N %, wéahrend der
Rechenaufwand des AMG sich proportional zu N verhilt, wenn N die Anzahl
der Unbekannten bezeichnet und die Bandbreite der Matrix konstant bleibt.
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5 Anwendung des Ritz-Galerkin-Verfahrens im

Eindimensionalen auf den radialsymmetrischen
Fall

Wir betrachten den Fall der Dimension N = 2 aus Abschnitt 1.4. Die Intervall-
enden seien hier mit 0 < a < b bezeichnet. Das zu minimierende Funktional A
als Funktion der radialsymmetrischen Funktion v € W'!(a, b) lautet in Polarko-
ordinaten nach Ausfiihren der Integration iiber den Winkel

b
Au) = 27r/ zy/1+u'(z)?dx.
Die Randbedingungen schreiben wir 0.B.d.A. in der Form
(48) u(a) =0, u(b)=B.

Die Extremalen, welche der linken Randbedingung geniigen, lauten dann

O(z;5¢) == /:ﬁ

mit ¢ € (0, a]. Das Minimum ist durch die Gleichung ®(b; c) = B bestimmt.

(49)

Das Funktional A ist unter den Extremalen eine streng monoton wachsende Funk-
tion des Parameters ¢; nach Eigenschaft von ¢ folgt fiir festes ¢ mit u(x) := ®(z, ¢)

A(u)_ b , . _1 b - B b 72
F_L V1+u(z) xdx——/axu(x)dx—/a ﬁdx.

C

Nach Ausfiihren der Integration erhélt man

A(u) = mc? [% (%)2 — 1 + arcosh (%)] B :

5.1 Approximation durch stiickweise lineare Funktionen

Seien a, b € R, 0 < a < b. (Die Bedingung a > 0 wird hier nur mit Riicksicht auf
den radialsymmetrischen Fall gefordert.)

Definition 5.1 Bezeichne Us|a,b] den Vektorraum aller im Intervall [a,b] ste-
tigen, stickweise affin-linearen Funktionen und Clla,b] den Vektorraum aller
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im Intervall [a, b] stetigen, stiickweise stetig differenzierbaren Funktionen mit der
Norm

(50) lullezion = max (@) o ()] [ (&)1}

wobei u!, und u’_ die rechts- bzw. linksseitig stetigen einseitigen Ableitungen von
u bezeichne.

Im Folgenden stellen wir einige bekannte Ergebnisse ohne Beweis zusammen.
Bemerkung 5.2

1. Der Vektorraum Uj[a, b] ist Untervektorraum von C!|a, b].
2. Der Vektorraum C![a, b] ist Untervektorraum von W'!(a,b).
3. Der Vektorraum C*|a, b] ist dichter Untervektorraum von Wh(a, b).

4. Der Vektorraum C*|a,b] ist dichter Untervektorraum von Us|a, b] in der
Norm (50).

5. Es gibt eine Konstante C' > 0, so dass fiir alle u € C}[a, b] gilt:

ullwirasy < Cllullcifay

Folgerung: Der Untervektorraum Uj|a, b] liegt dicht in W'!(a, b). o

Beispiel 5.3 Die im Falle b > a > 1 definierte Funktion arcosh |, gehort zu
Whl(a,b). Wegen der Unbeschrinktheit der Ableitung an der Stelle x = 1 gehirt
diese Funktion jedoch nur im Falle a > 1 zum Raum C*][a, b].

Die im Folgenden betrachtete Approximation durch lineare finite Elemente be-
steht aus einer speziellen Folge von Néherungen aus dem Untervektorraum Us|a, b].

Diskretisierungen im Eindimensionalen beschreiben wir mittels Zerlegungen von
Intervallen. Wir spezialisieren jetzt die Definitionen und erste Eigenschaften ent-
sprechend Abschnitt 4 auf den radialsymmetrischen Fall.
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Definition 5.4  Unter einer Diskretisierung des Intervalls (a, b) versteht man
eine Zerlegung Z = (x,)N_, von Punkten x,, wobei N € N, mit der Eigenschaft

a=Tp <21 <...<xZNn_1 <2xZN=D.
Bezeichne hy, := xp11 — x, fiir 0 < n < N die Lingen der Teilintervalle und
|h| := max{h, : 0 < n < N} die Feinheit der Diskretisierung.

Bezeichne Ul := {u € Cla,b] : ulg, .., linear firn = 0,...,N — 1}, und
VI :={ue Ul : ula) =u(b) =0}.

Bezeichne UM(B) := {u € U" : u(a) = 0, u(b) = B} den affinen Unterraum aller
Funktionen aus U", welche die Randbedingung erfiillen.

Definiere fiirn,m =1,...N die Funktionen ¢, € Uy durch
0 (m#n)

1 (m=n).

¢n($m) = 5m,n = {

Fiir das Weitere in Abschnitt 5 definiere das Funktional A durch

b
A(u) == / V1+u'(z)2zdr  firu e WH(Q)
und Ay, als die Einschrinkung von A auf UP.

Bemerkung 5.5

1. Der Vektorraum U" ist Untervektorraum von Cl[a,b] und damit auch fiir
jedes p € R, p > 1 von Whi(a,b).

2. Der Vektorraum V! ist fiir jedes p € R p > 1, Untervektorraum von
Wy (a, b).

3. Die Menge {¢,}Y_, ist Basis des Vektorraums U”.
4. Die Menge {¢, }Y_! ist Basis des Vektorraums V.

5. Die Basisfunktionen haben die Trigermengen

supp ¢o = [a,xl], supp ¢y = [«’L"th b], und
supp an = [$n_1,$n+1] fiir n = 1, .. .,N — 1.

6. Die Ableitungen der Basisfunktionen in den Trigermengen lauten
op(x) = —1/hg fir z € (a,z1), ¢\(z) =1/hn_; fiir x € (xy_1,b), und

o (z) = 1/hp 1 firz, 1 <z<z,
—1/h, fiir z, < x < Ty
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7. Das Funktional A; ist konvex und auf dem affinen Raum U!(B) strikt
konvex.

8. Das Funktional A ist auf dem affinen Raum U"(B) koerzitiv.

Satz 5.6 Zu jeder Diskretisierung Z;, des Intervalls (a,b) gibt es genau ein Mi-
nimum uy, von Ay, in UM(B). Dieses ist eindeutig bestimmt durch die Gleichungen

boul @ xda

—ZhnT 77—
o VIHTGP

(51)

Beweis: Da das Funktional A, koerzitiv und der affine Unterraum U"(B) end-
lichdimensional ist, folgt die Existenz eines Minimums uy, in U?(B). Dessen Ein-
deutigkeit folgt aus der strikten Konvexitit des Funktionals auf dem affin-linearen
Teilraum. Aus dem gleichen Grunde ist das Verschwinden der Ableitung des Funk-
tionals V* 5 v — A (up+v) € R notwendige und hinreichende Bedingung fiir ein
striktes absolutes Minimum. Wegen der endlichen Dimension des Vektorraumes
VI geniigt dies fiir eine Basis. Formel (51) ist die entsprechende Aussage fiir die
Basis (¢,)2.

Definition 5.7

1. Zu einer Zerleqgung Z = (x,)N_, des Intervalls (a,b) bezeichne
Zn = 1/2 (Tn+xns1), n=0,...,N—1, die Mittelpunkte der Teilintervalle.

2. Zur Funktion up € UM gemdp Satz 5.6 bezeichne p,, := u}(2,)
firme0,...,N—1.

Bemerkung 5.8 Mit den Bezeichnungen aus Definition 5.7 gilt: Eine Funktion
uy, € UM ist genau dann Lésung von (51), wenn gilt:

Pn—1 Dn

+pn71Z7 - 1+pn
1 2 n—l 2

(52) 2z, =0 firn=1,...,N—1.

Dies folgt durch Ausfiihren der Integration in (51). Aus diesen N —1 Gleichungen
kann man die Unbekannten p,, fiir n = 0,..., N — 1 bestimmen, wenn man die
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durch Integration von wuj iiber dem Intervall [a,b] aus den Randbedingungen
up(a) =0, up(b) = B gewonnene Gleichung

N-1
(53) S hupy = B
n=0

hinzunimmt. Das gesuchte Funktional u, 148t sich aus (p, )2 -, elementar berech-

nen: Zu z € (a,b] wihle n € {0,..., N — 1} derart, dass x € (zy, Zny1]- Dann gilt
n—1

up(z) = ijo hjp;j + (z — 1) Pn.

Ein Standardverfahren zur numerischen Berechnung von u,

Es bezeichne G: R — (—1, 1) die streng monoton wachsende Funktion

(54) Glp) == —=

i+p

sowie U = (u,))}' einen Vektor in RV !, und ug := 0, uy := B. Betrachte die
durch

F,(U) :=G(%}:7i‘1’“1)zn_1—0(“”+27_%)zn=0, n=1..N-1

definierte Abbildung F := (F,)Y-': R¥~! — RV~!. Dann gilt aufgrund von (52)
die Gleichung F(U) = 0 genau dann, wenn u, = up(x,) fiir n =1,..., N — 1 mit
der Funktion u; gemifl Satz 5.6. Hieraus bestimmen wir U und damit u;, wie im

zweidimensionalen Fall durch das Newton-Verfahren.

Bemerkung 5.9 Die Jacobi-Matrix J(U) = (%(U)):;Zl des Newton-
Verfahrens hat Tridiagonalform und ist symmetrische, positiv definite M-Matrix.
o

Beweis: Die Matrix J(U) hat die Darstellung

oF, N oF, OF, d
=dp_1 + ap, = —an_1, = —a,, un
Oy, ! Op_1 Y By
oF, .
=0, falls [n —m| > 1, wobei
Oy,
o Zn i (Unt1l = Un N 1
ay == hnG <7hn ) und G'(p) = T e
Es gilt a, > 0. Die positive Definitheit ersieht man fiir y = (y,))-' € R¥~! aus
N1 oop N-2
(JU)y,y) = ém—n YnYm = G0Y; + D Gn(Yns1 — Yn)” + AN 1YN_s -
n,m=1 m n=1
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Numerische Experimente wurden fiir verschiedene Werte von B > 0 durchgefiihrt.
Dabei konnten die Ergebnisse der Rechnungen in R? aus Abschnitt 4.2, Beispiel 2,
bestitigt werden. Es zeigte sich, dass als Startvektor fiir das Newton-Verfahren
die Werte der Verbindungsstrecke der Punkte (1,0) und (2, B) dienen kénnen.
Das herkémmliche Verfahren konvergiert damit fiir jedes 0 < B < arcosh(2). Fiir
groflere Werte von B ist Konvergenz noch bei Verwendung der oben beschriebenen
Diampfungsstrategie zur Steuerung der Schrittweite zu erreichen. Die erforderliche
Anzahl der Iterationen liegt in der Gréflenordnung von 10.

5.2 Abschitzung des Fehlers und Konvergenzfragen

In diesem Teilabschnitt gelte 0.B.d.A. @ = 1 und b = 2. Bezeichne ¢ — ®( . , ¢) die
zu a = 1 gehorige vom Parameter ¢ < 1 abhingige Extremalenschar gemif (49).
Die Variationsgleichungen des diskreten Falls kann man auch so interpretieren: Ist
up, € UM(B) schwache Losung der diskreten Randwertaufgabe, d.h. Lésung von
(51), und hierzu z,, p, gemifl Definition 5.7 erkldrt, dann bedeutet Gleichung
(52): Es gibt eine Konstante ¢, € R derart, dass mit der in (54) definierten
Funktion G gilt:

(55) 2, G (Pp) :ﬂ:ch fir0<n<N.

Ve

Aufgrund von Gleichung (53) ist ¢, nur von Z und von B abhéngig, ¢, = ¢(B, Z).
Gleichung (55) ist das Analogon zum kontinuierlichen Fall. Kennt man ¢, so sind
iiber die Umkehrfunktion G!(¢) = —L— die Ableitungen der Niherung explizit

angebbar:

(56) S iy s

Die Konstante ¢;, geniigt folgender elementarer Abschitzung:

Lemma 5.10

Sei B > 0. Dann gilt 0 < ¢, < 14+ ho/2 und p, = ®'(zy;¢) fiirn=0,...,N—1.
Wenn B > arcosh(2), dann gilt ¢, > 1. Wenn B < arcosh(2), dann gibt es ein
d = 6(B) > 0 derart, dass cp, < 1 gilt, wenn |h| < 4.

Beweis: Aus den Gleichungen (55) folgt, dass alle p,, das gleiche Vorzeichen wie
¢y, haben. Wegen 0 < B = up(2) = 27]:[:_01 hnp, gilt p, > 0 fiirn=0,...,N — 1.
Damit folgt 0 < ¢, = 20G(po) < 20 =1+ %
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Die Funktion x — ®(x;¢y) ist fiir > ¢;, beliebig oft differenzierbar. Thre Ablei-
~1/2

tung &' (z;¢p) = ((5)2 — 1) muss wegen (56) in den Punkten z = z, mit p,

iibereinstimmen.

Sei B > arcosh(2 ) Die Funktion (1,2) 5 z — ®'(x; 1) ist strikt konvex: man hat

" (z;1) = — " (x;1) = (22“ ;;51/2 > 0. Damit folgt aus dem Anhang,

Bemerkung zu (63), durch Summation

N=1 N-1 wn+1
Z hy®' (2n51) < Z/ 1)dz = ®(2;1) = arcosh(2)
n=0 n=0 v ¥n

N-1
<B=Y hupn= Zh@zn,ch

n=0

Da die Funktionen (0,29) 3 v — ®'(2z,;7) fiir n =0,..., N — 1 streng monoton
wachsend sind, ist nur ¢, > 1 moglich.

Sei nun 0 < B < arcosh(2). Nach Abschnitt 1.4 gibt es ein 0 < ¢y < 1 derart,
dass ug(z) := ®(x; o) Losung der Randwertaufgabe im kontinuierlichen Fall ist.

~1/2
Es konvergiert ®'(x;c¢) = ((%)2 - 1) beziiglich

x € [1,2] gleichméBig gegen ®'(x; cp) fiir ¢ — ¢y. Hieraus folgt mit
uy,(z0) = @' (20; ¢p) aufgrund von

(Bl w)

5 ; 2:Cofﬁr|h|—)0,
\/1 uh 1+ ’“’)) 1+ ug(1)

dass ¢, < 1, wenn |h| hinreichend klein. O

Es folgen Hilfsmittel fiir eine Fehlerabschatzung.

Lemma 5.11

Sei x > 1. Dann gilt fiir h > 0
h

h </z+h dy -
Je+ty -1 B T ey

Beweis: Die linke Ungleichung folgt aus der Formel (63) des Anhangs. Zum
Nachweis der rechten Ungleichung wird gezeigt: Die Funktion

h

et gy -
h) _/z \/y2—1 \/($+%)2—1
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ist fiir A > 0 streng monoton fallend (die Behauptung folgt dann aus
o#(h) < ¢(0) = 0). Es ist ndmlich

, 1 1 h/4(x + h/4)
#(h) = — S— ol
VE+h? =1 @ +h/1? =1 ((z+h/4)2-1)
Die fiir die Monotonie hinreichende Bedingung ¢'(h) < 0 ist dquivalent zu
1 - (x+ h/4)? —1—h/4(z + h/4)
(z+h)2-1 ((z + h/4)2 = 1)*?

und dies ist fiir die genannten x und h gleichbedeutend mit
(@ +h/9?=1)" < ((w+h)? = 1) (a(x + h/4) = 1)".
Fiir die Differenz rechnet man

mmhﬁ—n@@+%y4Y—(@+%f—Qs

=(x2—1+2xh+h2)(334+$—3h+x—2h2—23§2— “h+1)
2 16 2

(DR RO

) 33 49
6 4 2 2 2 7
=1’ — + -1+ -1 h+( - — +1)h
z° — 3z + 3z 23:(3: ) ] 6%
1 1

+ x(gch — §)h3 + —2°h*

3 15 3
— {x6 —3z" +32° — 1+ 5:1:(3:2 —1)%h + (—x4 —=x?+ —>h2

+x(ix2—i>h3+<15 +i)h +3—$h +Lh6}

16" 16 256" 256 512 " 4096
18 , 31 5
_ 2 2 P 2 2 s = 3
=z(z" = 1)h+ (1633 16" )h +x(16$ 16)h
1 3z 1 6
Toe@ T 557~ Jog6”
=z(z? — 1)°h + 9(33 - 1)(2” - E)h2 ia:(:v2 —1)h?
8 18 16
Bt ,
+%(Z‘ +3——$h——h)

Fir1 <z <2und 0 < h <1 ist diese sicher positiv.

Bemerkung 5.12

Sei B = arcosh(2). Bezeichne £ := max{—"22_ : 0 < n < N}. Dann gibt es

Tn+hn/4
ein g, € (0,¢q) derart, dass ¢, =1 + ¢, gilt.
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Beweis: Wegen Lemma 5.10 gilt ¢, > 1. Nach Lemma 5.11 gilt

dx
Va2 —1
N-— h 1
< < —":Zhn¢'(zn;1+so).

(1i7;0)2 -1 n=0

Die zweite Ungleichung folgt aus z, + h,/4 > %’2’;/2 wn’:f,{: 7

gilt. Aus der strikten Monotonie von v — ®'(z;7) fiir = 2q,...,2y_1 folgt
cp <1+ eo. O

N1 g
hy @' (25 cp) = B = arcosh(2) = Z/
n=0 v Tn

N—

[ay

S
Il
o
=
8
S
+
.4>-|§'
SN—r
N
—_
S
Il
[e=)

, was fiir gg >

Lemma 5.13 Seien 1 < & < ( < 2. Dann gilt
1 1 2 1
—_ < — 3 —_
Ve—1 Va1 sponi Y

mit einem geeigneten n € (&,().

Beweis: Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es ein n € (&, ()
derart, dass gilt

I
e—-1 Je-1 @

Nun ist die Funktion

i 1
n+1)32(m—1

Ui
2_1)3/2 (C_g):( )3/2 (C_g)

_r
(z +1)3/2

im Intervall (1,2) streng monoton wachsend. Thr Maximum betrigt ;25 < 2. [

T —r

Es folgt eine Abschétzung des Fehlers in der Maximumnorm fiir den Grenzfall
B = arcosh(2) im Fall einer dquidistanten Diskretisierung.

Satz 5.14 Gelte B = arcosh(2) und hg = hy = ... = hy_1 =: h. Bezeichne u
die exakte und uy die diskrete Losung der Randwertaufgabe. Dann gilt fir den
Fehler in der Maximumnorm

= tnllee < V2Vh.

Beweis: Seien z € [1,2] und 0 < n < N derart, dass = € (x,,Z,41]. Dann folgt
T n—1
en(x) = un(z) — u(z)| = |/1 (up(y) —w' W) dy [ =D 5j(xj11) + sa(2) |,
=0
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wobei fiir j € {0,...,N — 1} und € € (z;,j11]

3
55(6) = (€ — @)l (2;) — / () dy

J

gesetzt sel. Wihle 0 < e, < ¢ gemdl Bemerkung 5.12. Dann gilt

uy(25) = “I(1fsh) fiir alle j € {0,..., N —1}. Aus der Aquidistanz der Zerlegung
h/4

1+h/4"

folgt €9 =

Sei zundchst 1 < x < 1+ h, d.h. n = 0. Infolge der strengen Monotonie der
Funktion v’ gibt es nach Wahl von €, und ¢ ein ; < 6; < 3 derart, dass

1+g)_ 1
l+e (1+6,h)2—1

uy (20) = u'(

gilt. Aufgrund von Lemma 5.11 gibt es andererseits % <, < % derart, dass

r—1

=
P V1 1) -1

gilt. Insgesamt folgt
1 1

enle) = ool = =D =T T Vi me o =1

Nun gilt nach Eigenschaft von 6,

1 1 1
= <

N Va+10)’ =1 (/th(2+1n)

3

Ebenso erhilt man fiir den Term mit 6,

1 - V2
Vi+h-1)P-1 Vo-1

Da s¢(z) Differenz zweier positiver Zahlen ist, folgt

en(z) = Iso(@)] < V2max(“2, ) < Vv,

Sei nun x > 1+ h, d. h. n > 1. Zuerst schitzen wir |so(x;)| ab:
Mit dem gleichen Argument wie oben erhélt man

ZO)_/1+" dz PSR
l+e VIR -1 V-1 & -1
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mit geeigneten Zwischenwerten 1+ 2% < ¢ ¢ < 1+ %. Fiir die Differenz folgt dann
aus Lemma 5.13 mit einem geeigneten 1+ 1h < n < 1+ 3h die Abschétzung

2 h 2 h h 4
|so(z1)| < EWK—H < EWZ = 5\/5-

Seinun j € {1,...,N — 1} und £ € (z;,x;41]. Wir schitzen |s;(£)| ab:
Bezeichne (; :=

2j
1+€h
vi+s_ (w+3)(1+3)

zj > G T+ 2 1+% >

Wiederum aus Lemma 5.11 folgt
6 ! !
[ wwdy = €~ )
zj

mit z; < n < z;. Hiermit erhalten wir

' ' 1 1
5(8) = (§ — ;) (v () —u = -z - .
16) = (€= 2)((¢) =o' (n) = (6 = ) - )
Nach Lemma 5.13 gibt es daher ein z; < y < z; derart, dass

2 £— 2 b h_11 g

[s5(§)] < 5y — )3/2|Cg nl < 5(z; 19722 = 5792

gilt.
Insgesamt folgt fiir n € {1,..., N — 1} aus der Dreiecksungleichung

n—1
len(@)] <3 [55(@j01)| + [su(2)] < f+ Z 3/2
7=0

< (§+%(1+/100d3—3;2))x/ﬁ
1

Zusammenfassend erhilt man fiir z € [1, 2] die Abschétzung
un(z) — u(z)| = en(z)| < V2V
O

Das Ergebnis entspricht der in Abschnitt 4.2 empirisch ermittelten Konvergenz-
rate fiir die Maximumnorm.
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5.3 Zusammenhang mit Funktionen von beschrinkter
Variation

Wenn die Randwertaufgabe des kontinuierlichen Modells eine nicht-klassische
Losung hat, konvergieren ihre Approximationen durch lineare finite Elemente
zwar in L'(a,b), nicht aber in W'!(a,b). Das folgende Beispiel zeigt, dass auch
in der Halbnorm des Raumes der Funktionen von beschrinkter Variation BV (a, b)
keine Konvergenz zu erwarten ist.

Beispiel 5.15 Seien fiir 0 < 6 < 1 die Funktionen ugs definiert durch

T a1 -0) Q-d<z<1).

Jede dieser Funktionen ist stiickweise stetig differenzierbar und gehort damit zu
WhH(0,1) und erst recht zu BV (0,1). Fiir 6 — 0 konvergieren die us punktweise
gegen die Funktion ug, welche an der Stelle 1 den Wert 1 und sonst den Wert
0 annimmt. uy gehort zur Aquivalenzklasse der Nullfunktion im Raum BV (0,1).
Es gilt fir 6 — 0:

1. limus =0 4n L'(0,1)
2. (us) nicht konvergent in W1(0,1)

3. (ug) nicht konvergent in BV (0,1)

Beweis: Zu 1. fiir § > 0 gilt : [, [us(z)|dz = §/2.
Zu 2.: fir 0 < 6" < ¢ gilt:

1 1—(5’1 1 1 1 5/
Hx) — uly = - —_de=2(1-2).
/o lus(z) — uy (z)|dz /1_6 6dx+/1_51<5' 5) dz ( 5)

(ug) ist also nicht Cauchy-konvergent im Banachraum W11(0,1).
Zu 3.: Annahme: Es existiert ein u € BV(0, 1) mit |us —u|py(0,1) — 0 fiir 6 — 0.

Sei g € C§°(0,1) mit |g|~ < 1. Sei ¢ > 0. Nach Annahme gibt es ein o > 0
derart, dass fiir alle 0 < 6 < &y gilt |us — u|py(0,1) < € und insbesondere

fol (us(z) — u(z))g'(z) dz < e. Wegen 1. konvergiert fiir 6 — 0 die Funktion

(us — u)g' nach dem Satz von Lebesgue tiber majorisierte Konvergenz—eine
Majorante in L'(0,1) ist (1 + |u(.)|) max{|¢'(z)| : = € (0,1)})gegen die
Funktion —ug’ in L'(0,1), also gilt: —fol u(z)g'(z)dz < e. Da dies fiir belie-
big kleines e gilt, folgt: fol u(z)g'(z)dz > 0. Ersetzen von g durch —g liefert
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fol u(z)g'(z) dz = 0. Dies gilt dann auch fiir jedes g € C§°(0,1), woraus folgt:
u(z) = const. f.ii. im Intervall (0, 1). Dann gilt aber

1
s — ulaviosy = usaviany = [ (o)l do =1
0
im Widerspruch zur Annahme. O

Das Verhalten der Funktionen us in der Nidhe des Randpunktes = 1 fiir kleine
Werte von ¢ ist dhnlich dem Verhalten der Approximationen bei Vorliegen einer
Losung mit Ausartung am nicht-konvexen Teil des Randes, sowohl bei Né&he-
rung durch Regularisierung (Abschnitt 2.1) als auch bei Niherung durch finite
Elementfunktionen.
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6 Die parabolische Gleichung vorgeschriebener
mittlerer Kriimmung

Die parabolische Gleichung vorgeschriebener mittlerer Kriimmung lautet

ou Du
57 — —div —— = f(x2).
57) i~ s = 1)
Hierbei ist die Funktion
Q=R

gegeben. Die gesuchte Losung
u: Qx[0,00) = R
geniige den Randbedingungen
u(z,t) = go(z) (z€0Q\T),
o (@,1)

1 —IfU|Du(a:,t)|2 =@ (@el)

und der Anfangsbedingung
u(z,0) =ug(z) (xz€9Q).

Hierbei sei entweder I' = ) (rein Dirichletsche Randbedingungen) oder T' end-
liche Vereinigung offener Kurvenabschnitte von 992, mit ) # ' C 9Q,T # 99
(Neumannsche Randbedingungen auf einem Teil des Randes). Alle gegebenen
Funktionen seien auf den betreffenden Mengen hinreichend glatt.

Das Verfahren von Ritz-Galerkin beruht auf der schwachen Form der Gleichungen

(57):
Ou _ _DuD¢ 1. _ _
/Q[(at f)¢+\/1+|Du|2} & /rmds .

welche fiir alle ¢ > 0 gilt und fiir alle ¢ € C*(€2), die auf 09 \ I verschwinden.

Bei der Diskretisierung verwenden wir einen Algorithmus, welcher in der Arbeit
von Wandtke [37] zur Berechnung des mittleren Kriimmungsflusses

beschrieben ist. Hierbei approximiert man die parabolische Anfangswertaufgabe
durch eine Folge elliptischer Randwertaufgaben, welche bei Diskretisierung nach
der Zeit entstehen. Fiir die Zeitdiskretisierung wird aufgrund seiner Stabilitéit das
implizite Eulerverfahren eingesetzt. Die Ortsdiskretisierung erfolgt nach dem in
Abschnitt 3 beschriebenen Galerkin-Verfahren.
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6.1 Semi-Diskretisierung nach der Zeit

Beim impliziten Euler-Verfahren approximiert man fiir eine Folge von Zeitschrit-
ten
O=to<ti<...<t,1<t, <...

den Differentialquotienten %%(z, ¢,) durch den Riickwértsdifferenzenquotienten

u(@, tn) — w(@ tno1) wobei 7, = t,, — tph_1
) n — n n—1 -

Tn

Fiir u(z,t,) erhilt man nun eine Ndherung u,(x), welche der elliptischen Glei-
chung

Du 1 1
_d - nm — = it = — _
N AR DunE T e mi = e

geniigt. Die Randbedingungen gelten unverdndert (n > 1):

Oun (1
(@) = golw) (z € 9Q\T), H"’rD(u)(x)‘fgl(x) (zeT).

Damit konnen die Gleichungen fiirn = 1, 2, .. . rekursiv gelost werden. Ihre schwa-
che Formulierung lautet

Un ~ Un-1 _ _DunDo |, _
/Q[< - f>¢+ ﬁ—ﬂDunP]daE /Fglg{)ds 0.

Der Beweis der Konvergenz dieser Methode im linearen Fall geht auf das Ver-
fahren von Rothe zuriick, welches in Ladyshenskaja, Solonnikov, Uralceva [24]
beschrieben ist.
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6.2 Zur parabolischen Minimalflichengleichung

Gleichung (57) wird fiir f = 0 zur parabolischen Minimalflichengleichung

D
(58) N iy al

ot V1+ |[Dul? 0
Zu obigen Anfangs- und Randbedingungen hat Gleichung (58) nach Lichnewsky-
Temam [25] in Q % (0, 00) eine verallgemeinerte Losung, welche fiir ¢ — oo gegen
eine verallgemeinerte Losung der Minimalflichengleichung konvergiert. Die Kon-
vergenz ist stark in der Norm von L'(f2) und schwach in der Norm L?(f2). Die
Konstruktion dieser Losung erfolgt iiber die wie in Abschnitt 2.1 regularisierte
Differentialgleichung

O, A di Du, 0
—eAu, —div ——=0,
ot v/ 1+ |Du,|?

die fiir beliebig grofle Werte von t eine klassische Losung besitzt, und Grenziiber-
gang ¢ — 0. Die verallgemeinerten Losungen sind Viskositétslosungen. Es liegt die
Vermutung nahe, dass die Ndherungslosungen der parabolischen Minimalflichen-
gleichung nach obigem Ansatz von Ritz-Galerkin gegen die Viskositdtslosung kon-
vergieren und dass diese auch im Grenzfall £ — oo die stationédre Losung approxi-
mieren. Beim Beispiel der Kettenfliche konnte dies numerisch bestétigt werden.
Wenn die Losung der Minimalflichengleichung klassisch ist, gilt dies auch fiir die
stationdre Losung der zeitabhéngigen Gleichung.

6.3 Die parabolische Gleichung konstanter mittlerer
Kriimmung

In ihrer Arbeit [22] untersuchen Kawohl und Kutev die spezielle parabolische
Gleichung des Typs konstanter mittlerer Kriimmung (57) mit f =1, d. h.
ou ) Du

— —div—m——x=1
ot Vv 1+ |Dul?

unter homogenen Anfangs- und Randbedingungen:

(59)

(60) u(z,t) =0 fiirt=0,

(61) u(z,t) =0 firz e 0Q.

Hier geben wir ihre Ergebnisse nur im zweidimensionalen Fall an: Sie betrachten
Losungen im Raum RY auf dem Kreis mit Radius R und im Raum R? auf dem

Quadrat der Seitenléinge a. Fiir R > N oder a > 2 + /7, zeigen sie, dass Losun-
gen im klassischen Sinne nur in einem anfidnglichen Zeitintervall existieren. Bei
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grofleren Zeitwerten erfiillen diese (eindeutig bestimmten) Losungen die Rand-
bedingungen nur noch im Sinne einer schwachen Viskosititslosung der Anfangs-
Randwertaufgabe.

Marcellini und Miller [27] zeigen hierzu numerische Beispiele. Mit der in Abschnitt
6.1 beschriebenen Methode gelangen wir zu den gleichen Ergebnissen, wie im
Folgenden ersichtlich.

Bei der Berechnung des diskreten Modells transformieren wir das Grundgebiet auf
den Einheitskreis oder das Einheitsquadrat. Als Differentialgleichung des dqui-
valenten Problems erh#lt man Gleichung (57) mit f = R (Kreis) bzw. f = a
(Quadrat). Im Folgenden geben wir die Transformation an und notieren die be-
treffenden Ergebnisse aus [22] fiir die transformierte Gleichung vom parabolischen
Typ konstanter mittlerer Kriimmung

oi . Di

—div—=0c¢
or 1+ |Daf?

(62)

Bemerkung 6.1 Sei u Losung von (59) in © x (0,00), und sei ¢ > 0. Durch die
Transformation

r=ct t=cr, a(&T) ::%u(x,t)

erhilt man eine dquivalente Losung (&, 7) — @(&,7) von (62) in (1/¢)Q2 x (0, c0).
o

Im Folgenden notieren wir zwei Ergebnisse fiir Gleichung (62) im Raum R? und
schreiben hierbei u statt @. Theorem 2.3 aus [22] fiir den Kreis lautet in dieser
Fassung:

Satz 6.2 Sei Q) der Finheitskreis in R? und ¢ > 2. Dann hat die Anfangsrand-
wertaufgabe (62),(60),(61) eine eindeutig bestimmte Lisung u € C*° (2% (0, 00))N
C(Q) x [0,00)), welche die Dirichletsche Randbedingung (61) im schwachen Vis-
kositdtssinne erfillt. Uberdies werden die Gradienten von u beziglich der Orts-
variablen auf dem Rand in endlicher Zeit T, beliebig grofs. Fir t < T, wird die
Randbedingung im klassischen Sinne erfillt. Die Funktion u(x,t) konvergiert fir
t — oo gegen den konstanten Wert ¢ — 2 in ganz 2.

Mit der in Abschnitt 6.1 beschriebenen Methode wurde fiir Gleichung (62) auf
dem Einheitskreis mit ¢ = 4 eine diskrete Losung fiir ein Gitter aus 1728 Dreiecken
(h ~ 0.089) berechnet. Es wurde eine feste Zeitschrittweite von 0.01 verwendet.
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Abbildung 15: uy, fiir t = 0.5

Abbildung 13 bis 15 zeigen den Graphen der diskreten Losung in verschiedenen
Zeitpunkten.
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Abbildung 16: 22 fiir t = 0.1

Abbildung 17: 2 fiir ¢ = 0.2

Abbildungl6 bis 18 zeigen den Graphen der zeitlichen Ableitung ‘%’L in verschie-
denen Zeitpunkten (nicht mafstabsgerecht).
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Abbildung 18: 2 fiir t = 0.5

Man bemerkt, dass fiir ¢ > 0.5 die zeitliche Ableitung der Losung in den in-
neren Punkten stationdr wird. Dies bedeutet, dass der Graph der Lésung unter
Beibehaltung seiner Form mit konstanter Geschwindigkeit ansteigt.

Entsprechend lautet Theorem 2.5 aus [23] fiir das Quadrat hier:

Satz 6.3 Seien Q = (0,1)%, ¢ > 2 + /7, und bezeichne Q, das aus Q durch
Abrunden der Ecken mit Kreisbogenstiicken vom Radius p entstehende Gebiet.
Dann hat die Anfangs-Randwertaufgabe (62),(60),(61) eine Viskosititslisung u €

C®(2 x (0,00)) N C(2) x [0,00)) mit folgenden FEigenschaften:
1. w erfullt die Dirichletschen Randbedingungen im schwachen Viskositdtssin-

ne. Die Spur von u ist auf dem (parabolischen) Rand Lipschitz-stetig.

2. Du wichst auf 0€2/.N0SY nach endlicher Zeit T*(x) tber alle Grenzen: Fiir
t < T*(x) gelten die Randbedingungen im klassischen Sinne; fiirt > T* hebt

die Losung auf 084 ,. N 0 von den Randdaten (mit unendlicher Steigung)
ab.

3. Fiirp € [1/¢,1/(2 + /7)] gelten die folgenden fiir grofie Zeitwerte scharfen
Abschdtzungen:

u(z,t) > (c—1/p)t+w,(z) fir z€Q, ¢t>0,
u(z,t) < (c—1/p)t+w,(z) fir z€Q\Q, t>0,

wobei w, und w, von t unabhingig und lokal endlich sind.
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Wieder mit der oben beschriebenen Methode wurde fiir Gleichung (62) auf dem
Einheitsquadrat mit ¢ = 4 eine diskrete Losung u; berechnet. Das Gitter besteht
aus 1832 Dreiecken (h = 0.0625), die Zeitschrittweite betrigt 0.02. Das Gitter
wurde am Rand verfeinert. Die Abbildungen 19 bis 21 zeigen die Graphen von u,
in verschiedenen Zeitpunkten, Abbildungen 22 bis 24 die Graphen der zeitlichen

6uh

Ableitung k.
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Abbildung 19: Lésung von (62), uy, fir ¢ = 0.25

Abbildung 20: Losung von (62), uy, fir t = 1.0

87



Abbildung 21: Lésung von (62), uy, fiir t = 4.0
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Abbildung 23: Lésung von (62), 2% fiir ¢t = 1.0
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A Anhang

Im Folgenden sind einige in dieser Arbeit benutzte, zumeist bekannte, Grundtat-
sachen zusammengestellt.

Umkehrfunktion zu cosh:

arcosh(z) = In(z + V22 -1 :/ —— firz>1
@ =+ var-1)= [ L

Integrationsformel:
Sei h > 0 und f € L'(—%,2%) im Intervall (—%, %) zweimal differenzierbar. Dann
gilt
% B3
F(&)da = hf(0) + b £/(6)

My

h h).

mit einem £ € (-3, 3

Integral einer konvexen Funktion:
Sei a < bund f € L'(a,b). Wenn f konvex in (a, b), dann gilt

a+b

(63) ®—®ﬂ2)£/fmw-

Im Falle strikter Konvexitét gilt die Ungleichung im strengen Sinne.

Beweis: Sei 0.B.d.A. a = —1, b = 1. Wegen der Konvexitit von f folgt fiir alle
z € (0,1):

(f(z) + f(=2)),

DN | =

1
F(0) = f(G@ + (=2))) <
Integration ergibt:

250 < [ fwdas [ -aae= [ s

Im Falle der strikten Konvexitit gilt die Ungleichung im strengen Sinne aufgrund
der Stetigkeit von f.

Koerzitivitét:
Sei (E,| . |) normierter Vektorraum, und sei

f: E—=R.

Die Funktion f heif8t koerzitiv, wenn f(z) — oo fiir |z| — oo gilt.
Ist E endlichdimensional, f strikt konvex und koerzitiv, dann hat f genau ein
Minimum in FE.
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Lemma A.1 (Fundamentallemma der Variationsrechnung)
Seiu € C(Q). Gilt fir alle ¢ € C§°(Q)

[ ut@yote)dz =o.

dann folgt u = 0.

Der Beweis ist bekannt.

Die Sobolevriume W#?(()
Bezeichne fiir N € N und eine offene Menge Q C RV

L,.(Q) :={u: Q= R:VK C Q K kompakt = u|gx € L*(K)}

die Menge der in €2 lokal-integrierbaren Funktionen.

Zu o = (o)}, € Ny bezeichne |af := a4 + ...+ ay. wenn es sich um den Grad
einer Ableitung handelt.

Sei uw € L (Q) und a € N§. Eine Funktion v € L] (Q) heifit a-te schwache

loc
Ableitung von u , wenn gilt:

/Qv(x) o(z) dz = (1) / u(z) 9%¢(z)dz  fiir alle ¢ € C(Q) .

Q

Man schreibt v =: 0“u und bemerkt, dass 0“u bis auf Mengen vom Maf§ Null
eindeutig bestimmt ist. Eine Funktion heifit schwach differenzierbar, wenn all
ihre schwachen Ableitungen erster Ordnung 0;u := 0%u existieren, und k-mal
schwach differenzierbar, wenn all ihre schwachen Ableitungen der Ordnung |o| <
k existieren. Bezeichne

Wk(Q) := {u € L,,(Q) : u k-mal schwach-differenzierbar} .

Wk(Q) ist Vektorraum und enthélt C*(€2).

Die folgende Variante des Fundamentallemmas der Variationsrechnung wird oft
als Lemma von Du Bois-Reymond bezeichnet.

Lemma A.2
Sei Q Gebiet in RN und v € W(Q). Gilt fir die schwachen Ableitungen d;u = 0,
j=1,...,N, dann folgt u(x) = const f. . in €.

Der Beweis erfolgt dhnlich wie in [13]: Sei zy € 2. Dann gibt es ein € > 0 derart,
dass K := K. (xg) := {z € R" : [z — x| < €} C Q. Da K kompakte Teilmenge ist,
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folgt § := dist(RY \ ©, K) > 0. Betrachte zu h mit 0 < h < § die Friedrichsche
Glattung uy, von u, definiert durch

up(z) = hiN /HShp(x - y) u(y) dy,

wobei

und ¢ > 0 so gewihlt sei, dass [y p(z)dz =1.

Nach dem Satz iiber die Vertauschbarkeit von Glattung und schwacher Ableitung
(vgl. [14], Lemma 7.3) gilt

Ojup, = (0ju), =0 in einer Umgebung von K .

Da up, im klassischen Sinne differenzierbar ist, gibt es eine Konstante ¢, derart,
dass up(z) = ¢, fiir z € K, und zwar zu jedem wie oben angegebenen h. Da fiir
h — 0 die Funktionen uj, auf K in der Norm von L'(K) gegen u|x konvergieren
und [, dz # 0, muss ¢, gegen ein ¢ € R konvergieren. Damit folgt

[ le —u(z)|dz = 0, also u(z) = ¢ f.ii.

Man iiberdecke €2 durch eine abzdhlbare Folge kompakter Kugeln, welche ganz in
Q liegen. Auf diesen ist u jeweils konstant. Da ) zusammenhéngend, folgt, dass

u(z) mit Ausnahme einer Menge vom Mafle Null gleich derselben Konstanten ist.
O

Sei N € N, Q beschriinktes Gebiet in RV, k¥ € Ny, p € R mit p > 1. Der
“Sobolevraum” W¥*2(Q) ist definiert durch

WHE2(Q) := {u € WP(Q) : 0%u € LP(Q) fiir allea € N}, |a| < k} .
Durch

1/p
ulhoey = ( > ||aau||’zp(m)

lal=k

wird auf W*?(Q)) eine Halbnorm definiert und durch
1/p
lulbysogoy = (X 10°le
lal<k
eine Norm, unter der WW*?(2) Banachraum ist.

Die Testfunktionen bei Dirichletschen Randwertaufgaben sind im Allgemeinen
Elemente des Untervektorraums Wg?(Q) := C$°(Q) von W?(Q).
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Im Falle p = 2 sind H*¥(Q) := W*2(Q) und der Untervektorraum HE(Q) :=
WE2(Q) mit dem Skalarprodukt

< U,V >k / 0%u(x) 0% (x) dx
la|<k

bzw. seiner Einschrinkung auf H¥(Q) Hilbertriume. Das Skalarprodukt erzeugt
die Hilbertraumnorm [|ul| gxqy :=< u, u > pgrq)= [[ullwk2q).

Zum Spuroperator

Da der Rand eines Gebietes im Raum RY im Sinne des N-dimensionalen Lebesgue-
Mafles eine Nullmenge ist, ist es im Allgemeinen nicht sinnvoll, von Randwerten
einer Lebesgue-integrierbaren Funktion zu sprechen. Existieren jedoch die schwa-
chen Ableitungen und ist der Rand des Gebietes “gutartig”, so gibt es einen
“Spuroperator”, der den Begriff der Restriktion einer auf Q) stetigen Funktion
auf den Rand verallgemeinert.

Lemma A.3
Sei @ C RY, N > 2, Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand. Dann gibt es eine
stetige lineare Abbildung

T: WhH(Q) — L'(09)
derart, dass fir alle u € C*(Q) gilt:

Die Funktion T(u) heifit Spur von u (auf 02) und wird in diesem Sinne mit u|aq
bezeichnet.

Funktionen von beschrinkter Variation (nach Giusti [15]):

Sei N € N, Q C RY offen, u € L'(Q2). Bezeichne
u|Bv(a) —sup{/ ) div®(z)dz : @ € Cy(Q), |®(z)| <1 (z € Q)} €10,00].

Die Funktion u heiflt von beschrinkter Variation in €2, in Zeichen: u € BV (Q),

wenn |u|gy(q) < 0. | . |py (o) ist Halbnorm auf BV (€2). Mit der Definition ||u|| gy (q) :=

|lul| L1 (@) + |ulBv(e) wird BV (€2) zu einem vollstindigen normierten Vektorraum.

Bemerkung;:
Es gilt WH1(Q) € BV(Q). Wenn v € WHH(Q), dann gilt

vy = [ [Du(o)]da.
Q



Fiir Funktionen einer Variablen gilt folgender Zusammenhang mit der Totalva-
riation von wu:

Bemerkung:
Seien a,b € R, a < b und u: [a,b] — R mit u € BV (a,b). Ist u in jedem Punkt
von (a, b) rechts- oder linksseitig stetig, dann gilt:

[u| By (ap) + limsup [u(z) — u(a)| + limsup |u(b) — u(z)|

z—a+0 z—b—0

N-1
= sup{ ) _ [u(Tnt1) — u(zy)| a=m <1 < ... < Ty =b} <00
n=0

Absolutstetigkeit des Lebesgue-Integrals:

Bezeichne p das Lebesgue-Maff in RY, N € N. Sei Q € R" messbar und f €
L'(©2). Dann gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0 derart, dass fiir jede messbare
Menge E C RV gilt:

,u(E)<<5:>/E\f\du<e.

Der Beweis ist eine Folgerung aus dem Satz von Levi, siehe [17], Theorem 12.34.
Definition einer M-Matrix: (vgl. [16])
Sei N € Nund A = (ay.m)Y,,—1- A heiBt M-Matriz, wenn gilt:

n,m=
1. app>0firn=1,...,N

2. a4y <O0fiir n,m=1,...,N,n#m
3. A regulér

4. Bezeichnet A~ = (bym) p—1, dann gilt by > 0 fiir n,m=1,...,N
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