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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Thetafunktionen und Modulformen

Bereits im 18. Jahrhundert wurden immer wieder Integrale der Gestalt

ot
Flz) = / =

untersucht. Dabei stellt p(¢) ein reelles Polynom dritten oder vierten Grades in ¢ dar, das im
betrachteten Intervall positiv ist [7, S. 287|, [38, S. 1, 2]. Solche Integrale treten beispielsweise
bei der Berechnung der Bogenlinge von Ellipsen, Hyperbeln und der Lemniskate auf und wer-
den daher elliptische Integrale genannt |38, S. 2.

Die entscheidende Idee zu ihrer Behandlung fand Gau um 1800 durch Ubergang zu deren
Umkehrfunktionen [56, S. 225]. Weit verbreitet wurde diese Vorgehensweise aber erst, als die
Theorie der elliptischen Funktionen durch Abel (in [1] aus dem Jahr 1827) und Jacobi (in [30]
aus dem Jahr 1829) nahezu zeitgleich entstand |38, S. 2, 6, 9|, [56, S. 225|. Entscheidendes
Hilfsmittel fiir Jacobi waren dazu Reihen der Art

79(2, w) - Zem‘g%-i-?mgw
, :

gEZ
fir z€ H:={z € C|Im(z) > 0} und w € C. Ihm zu Ehren heifit J(z,w) heute die Jacobische
Thetafunktion |7, S. 300 — 302], |38, S. 84, 150], [61, S. 10].

Die Bedeutung der Thetafunktionen war aber schon vorher bekannt: Erstmals erscheint
namlich die klassische Thetafunktion

¥(z,0) = Ze”gzz, z € H, (1.1)
gEZ
im Jahr 1748 bei Euler [12|. Und Gauf [20] war schon um 1808 eine Transformationsformel fiir
die Thetafunktion bekannt [16, S. 12|, [38, S. 150, 255|.

Das Quadrat von (1.1) ist

192(270) _ Z ewi(g%—i—gg)z =1+ 4™ + 4627riz + OeSTriz 4
91,92€7Z
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Die dabei auftretenden Koeffizienten von €™, ¢ € Ny, stellen die Anzahl der Darstellungen von
t als Summe zweier Quadrate dar [16, S. 5|, [38, S. 150, 201, 202|, [61, S. 36].

Um geschlossene Formeln fiir derartige Darstellungszahlen anzugeben, ist eine Untersuchung
der Thetafunktionen respektive der Funktionen mit &hnlichen Eigenschaften sinnvoll [3, S. 2,
43]. Das fithrt zum Studium der klassischen Modulformen einer komplezen Variablen: Wie die
elliptischen Funktionen unter gewissen Translationen invariant sind, so besitzen Modulformen
ein schones Transformationsverhalten unter den Mobiustransformationen

H—H
az+b
cz+d’

wobei (i Z) € SLy(Z) = {(Z Z) € My(Z)
S. 1.

ad — be = 1} ist [7, S. 321], [38, S. 149], [60,

1.2 Siegelsche Modulformen

In seiner 1935 veroffentlichten Arbeit [54| untersuchte Siegel allgemeiner die Darstellung von
Matrizen durch quadratische Formen. Fiir eine symmetrische und positiv definite Matrix
a € M,(R) und eine Matrix t € M,(R) sind dann die Darstellungszahlen

1
ro(t) = Hg € Myn(Z) ‘ §a[g] = t}‘ (1.2)
von Interesse [16, S. 5], [51, S. 1, 2|, [54, S. 527 — 606].

Auch wenn sich bereits dort ein Abschnitt iiber Modulfunktionen n — ten Grades findet [54,
S. 595 — 606], so war es erst Siegels Arbeit [55] aus dem Jahr 1939, die eine eingehende Behand-
lung dieser Thematik darstellte [55, S. 617 — 657]: Dort zeichnete er die Art und Weise vor,
wie die Modulformen n — ten Grades, die mittlerweile Siegelsche Modulformen genannt werden,
einzufiihren sind. Vieles erscheint dabei als Verallgemeinerung der klassischen Modulformen
einer komplexen Variablen [36, S. 399|.

Anstatt die Operation von I'y = SLy(Z) auf H zu untersuchen, wird die Operation der soge-
nannten Siegelschen Modulgruppe T',, betrachtet. An die Stelle von H tritt dann die sogenannte
Siegelsche Halbebene H,, |21, S. 181, 184], [54, S. 595 — 598], [55, S. 620 — 627]. Mit derartigen
Ausfiithrungen beschiftigen wir uns im anschliefsenden zweiten Kapitel, das mit der Untersu-
chung der Erzeuger von I',, endet.

Das dritte Kapitel dieser Masterarbeit behandelt den sogenannten Siegelschen Fundamen-
talbereich F,, der den klassischen Fundamentalbereich

f:{ZEH

1
B2 1 [Re(2) < 5}

der Operation von I'; auf H verallgemeinert (Abbildung 1.1) [3, S. 44, 45], [7, S. 317, 326].
Durch die grofsere Allgemeinheit, mit der wir fiir F,, konfrontiert sind, ist dies aufwendiger:
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Abbildung 1.1: Der Fundamentalbereich F

Motiviert von Minkowskis Ausfithrungen in [48| benutzte Siegel dessen Reduktionstheorie, um
F. angeben zu kénnen [54, S. 598 — 600], [55, S. 627 — 633|. Die dazu fiir uns nétige Theorie
wird im dritten Kapitel dargestellt.

Schlieflich ist es dann im vierten Kapitel moglich, Siegelsche Modulformen zu definieren und
untersuchen [54, S. 600, 601], |55, S. 633 — 645|. Wie im Fall der klassischen Modulformen einer
komplexen Variablen beschéftigen wir uns mit Thetafunktionen sowie Spitzenformen und be-
weisen die Endlichdimensionalitéit der Vektorraume My (T',,) der Siegelschen Modulformen. Dies
gelingt aufgrund eines von Siegel [55] vorgeschlagenen Operators, der My (T',,) mit M (I',—1) in
Verbindung setzt |35, S. 54], [55, S. 636 — 638|. Als Nebenprodukt des vierten Kapitels konnen
einige Vektorrdume explizit angegeben werden.

Siegels eigene Ausfiihrungen dienten als Anlass fiir viele Mathematiker, die Siegelschen
Modulformen genauer zu untersuchen: So war es Koecher, der 1954 in [36] darauf hinwies, dass
eine Wachstumsbedingung in der Definition der Siegelschen Modulformen, wie sie Siegel in [55]
stellte, fiir n > 2 iiberfliissig ist [36, S. 399].

Die Arbeit weiterer Mathematiker wie Andrianov [2], Eichler [11|, Freitag [15], Igusa [26],
Klingen [34] und Maaf [44]| sowie deren Lehrbiicher [3], [16], [28], [35], [47] sorgten dafiir, dass
Siegelsche Modulformen fundamentale Bedeutung in Zahlentheorie und algebraischer Geome-
trie erlangten [21, S. 181], [22, S. 7, §].

Anwendung finden Siegelsche Modulformen beispielsweise in der String — Theorie [8] und in
der Kodierungstheorie [9].
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1.3

3, S.

S. 4,

Notation

2,3, 74], [16, S. 9 — 11, 24, 31, 36, 39, 45|, [21, S. 187 — 189, 192], [31, S. 147, 192], [32

6, 16, 17, 19, 24, 33|, [60, S. 9], [62, S. 10, 13, 22, 40]

Die iiblichen Zahlenmengen bezeichnen wir mit N (Natiirliche Zahlen), Z (Ganze Zahlen),
Q (Rationale Zahlen), R (Reelle Zahlen) und C (Komplexe Zahlen). Insbesondere seien

N:{1,2,3,...}:Z>0 und NQ:{O,172,3,...}:Z20.
Die Teilmengeninklusion ,,C* beinhaltet stets auch die Moglichkeit, dass die Mengen gleich
sind.
Die Kardinalitdt einer Menge A wird mit |A| bezeichnet.

Die Menge der m xn — Matrizen mit Eintragen aus einem kommutativen Ring R mit Eins
bezeichnen wir mit M,, ,(R). Die Eintréige einer Matrix a € M,, ,(R) sind ag,, 1 < € <m,
1 <r < n. Die Nullmatrix in M, ,(R) wird mit 0 bezeichnet.

a=(ay]...|a,) ist die spaltenweise Darstellung einer Matrix a € M, ,(R).
a® bezeichnet die transponierte Matrix von a € M,, ,(R).
Statt M, ., (R) schreiben wir kurz M,,(R). I,, ist die Einheitsmatrix in M,,(R).

Fiir 0 <r < m kann eine quadratische Matrix a € M,,(R) geschrieben werden als

(r ()

ap’ Gy
1.3
<a:(;) af@) (1.3)

mit a\” € M,(R), a{” € M, pi_(R), a) € Mp_,(R), a\” € M,,_,(R).

Sei z € M,,,,(C). Dann meinen wir mit Zerlegungen der Form z = z+iy immer, dass x der
(elementweise gebildete) Realteil von z ist und y der (elementweise gebildete) Imaginérteil
von z ist.

U1

Elemente aus R™ = M,, (R) sind Vektoren, die wir als v = | : | = (vi,...,v0)"
Um,

notieren.

Fiir 2 € M,,,(C) und w € M,,,,(C) benutzen wir die Abkiirzungen z[w] = w™ - z - w und

z{w} = w?t - 2 - w (Notationen 2.1.1 und 2.4.2).

2z € M,,(C) heikt symmetrisch, falls 2T = 2 gilt. Sie ist hermitesch, wenn sie zT = 2
erfiillt.
Die Bezeichnungen ,,>“ respektive ,,>“ benutzen wir fiir positive Semidefinitheit respektive

positive Definitheit (Definitionen 2.1.3 und 2.4.4, Bemerkungen 2.1.5(a) und 2.4.5(a)).
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Esist GL,,(K) = {a € M,,(K) | det(a) # 0} fiir einen Korper K. Die unimodulare Gruppe
GLw(Z) = {u € M,,(Z) | es gibt ein v € M,,(Z) mit uv = vu = I,,,}

wird in Lemma 2.5.4 untersucht.

Die Spur einer Matrix a € M,,(R) wird mit Spur(a) = Z a,, bezeichnet.

r=1

1
||z|| bezeichnet die Euklidische Norm ||z|| = (Z |zr]2> eines Vektors z € C™.
r=1

Eine symmetrische Matrix a € M,,(R) heilt gerade, falls sie nur ganze Eintrdge hat und
ihre Diagonalelemente gerade sind (Definition 2.2.3). Die Haélfte einer geraden Matrix
nennen wir halbganz (Definition 2.2.9).

Fiir eine symmetrische und positiv definite Matrix a € M,,(R) und eine Matrix t € M, (R)
sind die Darstellungszahlen gegeben durch (Definition 2.2.6)

ra(t) = '{g € Myn(Z) ’ %a[g} _ t}‘ (1.4)

H={z € C|Im(z) > 0}.

Die Menge H, = {z € M,(C) | 2" =z, Im(z) > 0} ist die Siegelsche Halbebene vom
Geschlecht n (Definition 2.2.10). Die Menge P, ist gegeben durch P,, = {Im(z) | z € H,, }.

en(2) = 2S5 e M, (C).
A, = {t € M,(R) [ t" =1, t halbganz, ¢ > 0} und A = {t € A, | t > 0}.

Die ¢ — te Teilerpotenzsumme oy ist gegeben durch o,(t) = Z d‘,teN.
0<d|t

Fiir j = (IO _OI") € M, (R) ist Sp,(R) = {m € M,(R) | j[m| = j} die symplektische
Gruppe vom Geschlecht n iiber R (Definition 2.3.1).
SL,(R) = {m € M,(R) | det(m) = 1} und SL,(Z) = {m € M, (Z) | det(m) = 1}.

Fiir m € Sp,,(R) und z € H,, bezeichnet m(z) die zugehorige Mobiustransformation (Satz
2.4.1).

K, ={m € Sp,(R) | m(il,) = il,} wird in Lemma 2.4.11 untersucht.

Iy =Sp,(Z) = {m € My,(Z) | jim] = 7} ist die Siegelsche Modulgruppe vom Geschlecht
n (Definition 2.5.1 und Bemerkung 2.5.5).

Firy € P, ist pu(y) = min y[g] (Bemerkung 3.2.1(a)).
9€Z™\{0}

M,, bezeichnet die Menge aller minkowskireduzierten n x n — Matrizen (Definition 3.3.2).
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Gin = {(gl,...,gn)T EZ"|ggT(gZ,...,gn) = 1}, 1</ <n.

F={s€H||s| > 1, |Re(2)| < 1}.

F,, bezeichnet den Siegelschen Fundamentalbereich von T',, (Definition 3.5.2).

f’km mit kK € Z und m € Sp,(R) bezeichnet den Strichoperator von f : H,, — C
(Definition 4.1.1).

M(T,,) ist der Vektorraum der Siegelschen Modulformen vom Geschlecht n und Gewicht
k iiber C (Definition 4.1.3 und Bemerkung 4.1.5(a)). Sk(I',) ist der Vektorraum der Sie-
gelschen Spitzenformen vom Geschlecht n und Gewicht & iiber C (Definition 4.5.1).

e f|® bezeichnet den Siegelschen Operator von f € My(T',) (Beispiel 4.4.6).

e Die Gauf — Klammer ist |z] = r]?azxk fir z € R.
€
k<z



Kapitel 2

Die symplektische Gruppe Sp,(R)

2.1 Vorbereitungen

Wir folgen |21] und benennen Matrizen in der Regel mit kleinen Buchstaben |21, S. 187, 188|.
Als eine niitzliche Schreibweise erweist sich zunéchst die folgende Notation |3, S. 330, 331],
[7, S. 348], [16, S. 12], [38, S. 260], |55, S. 619].

Notation 2.1.1. Seien z € M,,(C) und w € M,,,,(C). Wir definieren
zlw] = wT - 2w € M,(C).
Bemerkung 2.1.2. Seien z € M,,(C) und w € M,,,(C).

(a) Wenn wir die ¢ — te Spalte von w mit w, bezeichnen, so ergibt sich das (¢, 7) — te Element
(1 <¢,r <n)von z[w| als
(), = w2 w,

und insbesondere (z[w]),, = z[w].

(b) Ist z symmetrisch (2T = z), dann ist auch z[w] symmetrisch.

Mit Notation 2.1.1 kénnen wir folgende Definition fiir reelle Matrizen angeben [3, S. 330,
331], |7, S. 348], [16, S. 12], [38, S. 260], [55, S. 619].

Definition 2.1.3. Sei a € M,,(R) symmetrisch. Wir nennen a positiv semidefinit, falls
av] =v'-a-v >0 fiir alle v € R™ gilt.
Falls sogar a[v] > 0 fiir alle v € R™ \ {0} gilt, heifst a positiv definit.

Beispiel 2.1.4. [3, S. 331] Sei d = diag(\1, ..., A\n) € M,,(R) eine Diagonalmatrix. Aus

m

dlv] = Z)\TUQ fiir v = (vy,...,0,)" € R™

r
r=1

ergibt sich, dass d genau dann positiv semidefinit (respektive positiv definit) ist, wenn

Ay Am >0 (respektive A, ..., A, > 0) gilt.

7
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Bemerkung 2.1.5. |3, S. 331], [7, S. 348, 349], [16, S. 12|, |38, S. 260, 261]

(a) Seien a,a € M,,(R) symmetrisch. Um auszudriicken, dass a — @ positiv semidefinit (be-
ziehungsweise positiv definit) ist, schreiben wir manchmal kurz a > a (beziehungsweise
a>a).

(b) Aus (a+ a) [v] = alv] + a[v] fiir symmetrische a,a € M,,(R) und v € R™ folgt

a+a>0, falls a,a>0;
und a+a>0, falls a>0,a>0.

(c) Sei a € M,,,(R) symmetrisch und positiv semidefinit und sei b € M,, ,,(R). Dann gilt
(a[b]) [v] = albv] > 0 fiir alle v € R", (2.1)

also ist auch a[b] positiv semidefinit. Wenn a positiv definit und b € GL,,(R) invertierbar
ist, dann folgt aus (2.1), dass a[b] positiv definit ist.

Entscheidendes Hilfsmittel fiir weitere Untersuchungen wird der aus der linearen Algebra
bekannte folgende Satz sein [3, S. 331], [16, S. 13], [43, S. 83], [62, S. 130, 136].

Satz 2.1.6. Sei a € M,,(R) symmetrisch. Dann gibt es ein g € GL,,(R), g% - g = I,,, und
Al,...,/\mER mit

(l[g] = diag(/\h R A771)
Dabei sind Ay, ..., N\, die Eigenwerte von a.

Bemerkung 2.1.7. 3, S. 331], [16, S. 13], |38, S. 261]

Aus Beispiel 2.1.4, Bemerkung 2.1.5(c) und Satz 2.1.6 folgt, dass ein symmetrisches a € M,,(R)
genau dann positiv semidefinit (respektive positiv definit) ist, wenn alle Eigenwerte nichtnegativ
(respektive positiv) sind.

m
Bezeichnen wir die Spur einer Matrix z € M,,(C) mit Spur(z) = Z Z.r, S0 haben wir

r=1

Lemma 2.1.8. /42, S. 172], [62, S. 73] Fiir z € M,,,,(C) und w € M,, ,(C) gilt
Spur(zw) = Spur(wz).

Beweis. Wir schreiben

n m

Spur(zw) = Z(zw)m = Z Z Zr Wy = Z Z Wy 2 g = Z(IUZ)[’@ = Spur(wz). O

r=1 r=1 (=1 /=1 r=1 /=1

Korollar 2.1.9. /38, S. 261], [42, S. 172] Fiir jedes symmetrische a € M,,(R) mit Eigenwerten
Moo A gilt

m m

Spur(a) = Z A sowie det(a) = H Ar.

r=1 r=1
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Beweis. Nach Satz 2.1.6 gibt es ein ¢ € GL,,(R) mit den Eigenschaften ¢g* - g = I,, und
alg] = diag(A1, ..., \p). Wegen Lemma 2.1.8 erhalten wir

Z — Spur(alg]) = Spur(g" - ag) = Spur(ag - ") = Spur(a).
Der zweite Teil des Korollars ergibt sich aus
H = det(alg]) = det(g") - det(a) - det(g) = det(a) - det(g" - g) = det(a). O

Bemerkung 2.1.10. [16, S. 16], |38, S. 261]| Sei a € M,,(R) symmetrisch und positiv definit.
Nach Bemerkung 2.1.7 und Korollar 2.1.9 hat a eine positive Determinante und ist daher
invertierbar. Bemerkung 2.1.5(c) ergibt nun, dass auch a™! = a[a™'] positiv definit ist.

Korollar 2.1.11. [7, S. 349/, [16, S. 13], [38, S. 261]
Sei a € M,,(R) symmetrisch und positiv semidefinit (respektive positiv definit). Dann gibt es
ein symmetrisches und positiv semidefinites (respektive positiv definites) b € M,,(R) mit b* = a.

In spateren Abschnitten verwenden wir das Korollar meist in der folgenden Fassung: Sei
a € M,,(R) symmetrisch und positiv definit. Dann gibt es ein b € GL,,(R) mit bT - b = a.

Beweis des Korollars 2.1.11. Nach Satz 2.1.6 und Bemerkung 2.1.7 existieren ein g € GL,,(R),
gt g=1I,,und \j,..., Ay > 0 (respektive Ay, ..., A, > 0) mit

Cl[g] = diag()\lv ) )\m)

Definieren wir b := diag(v/A1, ..., vV An) 9] € Mu(R), so ist b (nach Bemerkungen 2.1.2(b)
und 2.1.5(c) sowie Beispiel 2.1.4) eine symmetrische und positiv semidefinite (respektive positiv
definite) Matrix. Wegen ¢* - g = I,,, erhalten wir

b= (g_l)T . diag(\/)\_l, cee m) gt (g_l)T . diag(\//\_l, cee \/m) gt
= (¢7))" - diag A1y .-, A) - g7t = diag(M, - An)lg Y = (alg)) [97Y) = algg ™ = a. O

Korollar 2.1.12. /3, S. 831/, [16, S. 15/, [38, S. 261, 262]

Seien a,a € M,,(R) zwei symmetrische und positiv semidefinite Matrizen. Dann gilt
Spur(aa) > 0.

Beweis. Gemif Korollar 2.1.11 gibt es ein b € M,,(R) mit b - bT = a. Daraus folgt
Spur(ad) = Spur(b - b*a) = Spur(b*a - b) = Spur(a[b]) = Z(d[b])w = Z(d[br]) >0,

wobei b, die r — te Spalte von b bezeichnet. O

Bemerkung 2.1.13. [3, S. 331]| Fiir symmetrische Matrizen «a,a,a* € M,,(R) mit a > @ und
a* > 0 gilt Spur((a — @) - @*) > 0 und daher Spur(aa*) > Spur(aa*).



KAPITEL 2. DIE SYMPLEKTISCHE GRUPPE Sp,(R) 10

2.2 Darstellungszahlen und Thetafunktionen

Mithilfe von Satz 2.1.6 konnen wir jede positiv definite Matrix mit positiven Vielfachen der
Einheitsmatrix vergleichen [16, S. 13], [38, S. 261, 262.

Korollar 2.2.1. Sei a € M,,(R) symmetrisch und positiv definit. Dann gibt es positive reelle
Zahlen 61,09 > 0 mit
62]m > a > 61-[m-

Beweis. Nach Satz 2.1.6 und Bemerkung 2.1.7 gibt es g € GL,,(R), g% - g = I,,,, und positive
)\1,...,/\m>0mit
CL[Q] = diag()\h R Am)

Wir wihlen nun 41, d5 > 0 mit den Eigenschaften
0 <min{Ay,..., A} und o > max{A,..., A\, }

Dann ist 651, > diag(\y, ..., \n) > 011, nach Beispiel 2.1.4. Wenden wir darauf [¢g~!] an, so
folgt mit Bemerkung 2.1.5(c)

Sol[g] > diag (A1, ..., A\n) (971 > 01Ln[g Y.
Wegen ¢t - g = I, bedeutet dies genau 651, > a > 6,1,,. O

Korollar 2.2.2. [7, S. 349/, [16, S. 13/, [38, S. 262, 265]
Sei a € M,,(R) eine symmetrische und positiv definite Matriz und seien v € R™ sowie t € R.
Dann gibt es nur endlich wiele g € Z™ mit der Eigenschaft

alv+g] <t
Beweis. Korollar 2.2.1 liefert die Existenz eines 6 > 0 mit a > d1,,. Deshalb gilt
alw] > 6||w|* fiir alle w € R™. (2.2)
Sei nun g € Z™ mit der Eigenschaft a[v 4 g] < t. Aus Formel (2.2) folgt
Sllv+g|* <afv+g] <t unddaher §llv+g|* <t

Die rechte Ungleichung kann nun aber nur von endlich vielen g € Z™ erfiillt werden. O

Fiir ¢t € R sind insbesondere die Darstellungszahlen

) = |{g ez | Jatal =} (23)

einer symmetrischen und positiv definiten Matrix a € M,,(R) endlich |38, S. 262], [51, S. 1].
Diesen sind wir bereits in der Theorie der Thetafunktionen begegnet [61, S. 35].

Wir erinnern dazu an die Definition einer geraden Matrix [3, S. 65, 66], [16, S. 43|, [21, S.
189], [32, S. 44], [38, S. 272], [61, S. 35], [62, S. 120.

Definition 2.2.3. Eine symmetrische Matrix a € M,,(R) heifit gerade, falls sie nur ganze
Eintrage hat und ihre Diagonalelemente gerade sind.
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Eine Charakterisierung gerader Matrizen liefert uns

Lemma 2.2.4. /37, S. 4], [38, S. 272, 273, [55, S. 619], [61, S. 35], [62, S. 20, 120]
Fiir eine symmetrische Matriz a € M,,(R) sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) a ist gerade.

(b) Fir alle symmetrischen z € M,,(C) ist $Spur(az) eine ganzzahlige Linearkombination
von zgp, 1 <O <7 <m.

(¢) Spur(ab) € 27 fir alle symmetrischen b € M,,(Z).
(d) alg] € 2Z fiir alle g € Z™.
(e) alg] ist gerade fir alle g € M, ,(Z).

Beweis. (a) = (b): Fiir eine symmetrische Matrix z € M,,(C) ist

m m m
1

%Spur(az) = %;(az)m =5 Z Z Qr 20, = Z %amzﬁr + Z Ar 020 (2.4)

r=1 ¢=1 r=1 1<t<r<m

Da a gerade ist, ist %Spur(az) eine ganzzahlige Linearkombination von z,,, 1 </ <r < m.
(b) = (c): Hierfiir brauchen wir lediglich z = b setzen.
(¢) = (d): Fiir g € Z™ betrachten wir die symmetrische Matrix b := g - g7 € M,,,(Z), womit

27 > Spur(ab) = Spur(ag - g*) = Spur(g* - ag) = Spur(a[g]) = a[g] folgt.

(d) = (e): Wir zeigen zunéchst, dass die Matrix a nur ganze Eintrdge hat: Dazu seien die
kanonischen Einheitsvektoren des Z™ mit eq, ..., e, bezeichnet. Indem wir g = ¢y, 1 < ¢ < m,
in (d) setzen, folgt asy = ale;] € 2Z fiir alle 1 < ¢ < m. Fiir 1 < ¢ < r < m erhalten wir
aufserdem

27 > ales +e,) = ale] +e; -a-e.+ey -a-e +ale,] = aps+ 2a0, + a,.

Aus agy, a,, € 27 ergibt sich a,, € Z, 1 < ¢ < r < m. Also gilt insbesondere a € M,,(Z).

Fir g € M,,,,(Z) ist daher alg] € M, (Z) eine ganze Matrix, deren Diagonalelemente nach
(d) und Bemerkung 2.1.2(a) gerade ganze Zahlen sind. Daher ist a[g] eine gerade Matrix.
(e) = (a): Dies folgt sofort, indem n = m und g = I,,, gewahlt wird. O

Bemerkung 2.2.5. [3, S. 65, 66], [16, S. 43], [18, S. 449], [21, S. 189], [32, S. 44|
Sei z € M,,(C) symmetrisch. Die Formel (2.4) zeigt, dass die Abbildung

{a € M, (Z)|a" = a, a gerade} — {ganzzahlige Linearkombination von z,, 1 < ¢ <r < m}

1
a+— §Spur(az)

bijektiv ist. Jede ganzzahlige Linearkombination von z,,, 1 < ¢ < r < m, kann daher in der
Form

1
§Spur(az) fiir genau eine gerade Matrix a = a € M,,(Z)

geschrieben werden.
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Sei a € M,,(Z) symmetrisch, gerade und positiv definit. Wegen Lemma 2.2.4(d) kann die
Thetafunktion _
Da(2) = Y ™% 2 e H:={z€C|Im(z) >0}, (2.5)

gezm

(zunéchst einmal nur formal) als
Ya(2) = Zra(t)e%“z =1+ 7r,(1)e*™* + O™, 2 cH, (2.6)
t=0

geschrieben werden [7, S. 349], [16, S. 14], [61, S. 35].
Wir konnen die Darstellungszahlen (2.3) auf Matrizen ¢t € M,,(R) verallgemeinern [32, S.
48], 137, S. 3], 51, S. 2|.

Definition 2.2.6. Fiir eine symmetrische und positiv definite Matrix a € M,,(R) und eine
Matrix ¢t € M,,(R) definieren wir die Darstellungszahlen

a0 = {9 € Mna(2) | gald =} . 27)

Beispiel 2.2.7. [37, S. 3| Fiir t = 0 ist 7,(0) = 1: Um dies einzusehen, betrachten wir
g € My, (Z) mit falg] = 0. Bezeichnet g, die ¢ — Spalte von g, so gilt alg)] = 0 fiir alle
1 < /¢ < n. Aus der positiven Definitheit von a folgt g, = 0 fiir alle 1 < ¢ < n, also g = 0.

Bemerkung 2.2.8. [16, S. 17|, [37, S. 3], [38, S. 262, 273], [51, S. 2]

(a) Bezeichnen wir die ¢ — te Spalte von g mit gy, so erhalten wir aus jalg] = t die Be-

ziehung falg) = ty, fiir alle 1 < ¢ < n. Wegen der Endlichkeit der Darstellungszahlen
(2.3) gibt es fiir jede Spalte von g nur endlich viele Moglichkeiten. Daher sind auch die
Darstellungszahlen (2.7) endlich.

(b) Sei r4(t) > 0. Dann muss t € M,(R) symmetrisch und positiv semidefinit sein. Falls
zusitzlich a gerade ist, so folgt aus Lemma 2.2.4(e), dass 2t gerade ist.

Um eine sogenannte verallgemeinerte Thetafunktion untersuchen zu konnen, erscheint es
im Hinblick auf Lemma 2.2.4 sowie Bemerkungen 2.2.5 und 2.2.8(b) sinnvoll, die Hilfte von
geraden Matrizen zu betrachten [16, S. 18], [35, S. 44], [37, S. 3|, [47, S. 182], [51, S. 2], [55, S.
619].

Definition 2.2.9. Eine symmetrische Matrix a € M,,(R) heift halbganz, falls 2a eine gerade
Matrix ist.

Eine natiirliche Verallgemeinerung der oberen Halbebene H von C stellen wir in der folgen-
den Definition dar |3, S. 4], [16, S. 18], [37, S. 7, 9], [47, S. 32].

Definition 2.2.10. Die Menge
H, = {z € M,(C) | 2" = 2, Im(2) > 0}
heifst Siegelsche Halbebene vom Geschlecht n.

Beispiel 2.2.11. Fiir n = 1 haben wir H; = H.
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Die Imaginirteile der Elemente z € H,, bilden die Menge

P, ={Im(z) |z € H,} = {y € M,(R) |y" =y, y>0}.

n(n+1)

Mit {z € M,(R) |2T =2} 2 R™ =z konnen wir folgendes Lemma beweisen [3, S. 8], [16, S.
39], [32, S. 12, 58], 35, S. 10], [37, S. 7], [38, S. 261], [62, S. 143].

L, . n(n+1) L
Lemma 2.2.12. P, ist eine offene und konvexe Teilmenge von R~ 2 und H,, ist eine offene
. n(nt1)
und konvezre Teilmenge von C™ 2

Beweis. Das Hauptminoren — Kriterium fiir die Definitheit besagt, dass ein symmetrisches

y € M,(R) genau dann positiv definit ist, wenn alle Hauptminoren positiv sind. Da die Deter-
. . . . . . . n(n+1)
minante eine stetige Abbildung ist, ist P, in R 2 offen.

Aus

n(n+1)

H, 2R =2 xP,
folgt weiter, dass H, eine offene Teilmenge von

n(n+1) n(n+1) n(n+1)
2 ~C™ 2

X 2 = ist.

Fir y, y* € P, und 0 < XA < 1ist auch Ay + (1 — A)y* € P,, wegen Bemerkung 2.1.5(b). Daher
sind P,, und H,, konvex. (]

Definition 2.2.13. |3, S. 3, 4, 64], [16, S. 18], [32, S. 47], |51, S. 9]
Sei a € P,,,. Dann heift

Van(z) = Z e”'spur(“[g]'z), z € H,,

gGMm,,n(Z)
die (verallgemeinerte) Thetafunktion vom Geschlecht n zu a.
Mit den Abkiirzungen '
en(z) = 2™SPwE) e ML(C), (2.8)
sowie A, = {t € M,(R) | t" =t, t halbganz, t >0} (2.9)

ergibt sich im folgenden Satz der Zusammenhang zwischen verallgemeinerten Thetafunktionen
und den Darstellungszahlen [3, S. 3, 4], |7, S. 101], [16, S. 17, 18|, [32, S. 47, 48], [35, S. 46],
[51, S. 2, 9|, [58, S. 55|, [61, S. 11].

Satz 2.2.14. Sei a € P,,,. Die Thetafunktion
1
Van(z) = Z en <§a[g] ~z>, z € H,,
9EMm,n(Z)
konvergiert absolut in H, und ist in jedem Bereich der Form
{Z € Hn ‘ Im(z) 2 yU}v Yo € ]Pna

gleichmdf$ig konvergent. Fir gerades a € P, ist

Dam(2) = > ra(b)en(tz), z € H,. (2.10)

teAn,
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Beweis. Fiir z = x +iy € H,, und g € M,, ,(Z) ergibt sich

1
€n (ﬁa[g} ’ Z>

Nach Korollar 2.2.1 existieren ¢,0 > 0 mit yo > ¢l,, und a > 01,,. Fiir jedes g € M,, ,(Z) gilt
nach Bemerkung 2.1.5(c) somit

— o™ Spur(algly)

alg) 269" - g.
Mit y = Im(2) > yo > eI, und Bemerkung 2.1.13 folgt daher

Spur(alg] - y) > ¢ - Spur(alg)) > 6 - Spur(g™ - g) =<6 - > _[lg.]1%,

r=1

wobei g, die r — te Spalte von g bezeichnet.
Nun konvergiert die von z unabhingige Majorante

(Z e—7r55v|2) _ <Z 6—7r55€2> _ (_1 +2 Z e—7r55£2> :
vEZL™ LeZ =0

oo o0
s ., - : : N
denn g e~ ™ ist eine Teilreihe der geometrischen Reihe E (e7™°)" mit e™| < 1.
=0 £=0

Also ist ¥, in Hj,, absolut konvergent und in {z € H,, | Im(2) > yo} gleichméfig konvergent.
Die Darstellung (2.10) fiir die Thetafunktion einer geraden Matrix a folgt unter Verwendung
der Bemerkung 2.2.8(b). O

Wir erhalten damit auch

Satz 2.2.15. /3, S. 4], [16, S. 17, 18], [32, S. 47, 48], [51, S. 2, 9]
Sei a € P,,. Die Thetafunktion 9,, stellt in H,, eine holomorphe Funktion dar. Sie ist in jedem
Bereich der Form {z € H,, | Im(z) > yo}, yo € Py, beschrinkt.

Fiir gerades a € P,,, und n = 1 erhalten wir die Thetafunktion (2.5) mit ihrer in H giiltigen
Darstellung (2.6).

Beispiel 2.2.16. [37, S. 3], [38, S. 201, 202], [49, S. 108], [51, S. 2, 103], [60, S. 8, 9, 36, 44, 49,
53], [61, S. 36, 38
Aus der Theorie der Modulformen wissen wir dime (M»(I'g(4))) < 2. Fiir

1 < . 1 : ,
GQ(Z) — _ﬂ + Zal(t)e%mtz _ _ﬂ + o2z + 0(647”2')’ z€H,
t=1

sind nun aber

1 . .
My(To(4)) 2 Aa(z) = Ga(2) — 2G2(22) = 2 + ™ L O(e*™), 2 € H,

1 . )
My(To(4)) 2 Ay(2) = Go(2) — 4Go(42) = 3 + ¥ 4 O(e*™), 2z € H,

linear unabhéngig und bilden daher eine Basis von Ms(T'o(4)).
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Wir betrachten die Modulform

2
My(To(4)) 3 (Ba1,)*(2) = ( > <>> = ), e
g1

g1,92€Z /Gl 9a€ZL
=148 + O(e™*), z€H,

die wir als Linearkombination der Basiselemente darstellen: Um «, f € C mit der Eigenschaft
(19212)2 = alMy+ fA4 zu bestimmen, vergleichen wir die ersten beiden Koeffizienten und erhalten
das lineare Gleichungssystem

11

1= —a+-
R

8=a+p,

also a = 0, B = 8 und (¥5,)* = 8A4. Daraus folgt fiir alle t € N dann

8- oy(t), wenn 4 1 t,
Z @+ +g2=t}= !
‘{91, 94 ‘gl—i_ T H {8-(01(15)—4-01(%)), wenn 4 | t.
Dies konnen wir schliefllich schreiben als
{or.... . €Z|gi+...+gi=t}]=8-) d teN (2.11)
Ojdlt
44d

Die Formel (2.11), die die Anzahl der Darstellungen von ¢ als Summe vierer Quadrate angibt,
geht auf Jacobi [30] zuriick [21, S. 27, 100], [51, S. 2.
Insbesondere folgt

Korollar 2.2.17 (Satz von Lagrange). [21, S. 27, 100/, [38, S. 202], [51, S. 2]
Jede natirliche Zahl ist als Summe vierer Quadrate darstellbar.

Vermutet wurde diese Aussage bereits 1621 von Bachet; Euler konnte sie 1748 auf Prim-
zahlen reduzieren. Da der erste vollstindige Beweis aber auf Lagrange aus dem Jahr 1770
zuriickgeht, triagt das Korollar seinen Namen [38, S. 202], [50, S. 198], [56, S. 421].

2.3 Die symplektische Gruppe Sp,(R)
Definition 2.3.1. [3, S. 6], [35, S. 1], [37, S. 6], [47, S. 31], [54, S. 596]
Sei j == <]0 _6,”) € M, (R). Wir definieren

Sp,(R) = {m € My (R) | jlm] = j} .

Im Hinblick auf die Zerlegung von j in n x n — Blocke schreiben wir auch m € My, (R) als

a b )
m = <c d> mit a,b,c,d € M,(R).
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Beispiel 2.3.2. [3, S. 5], [32, S. 13|, |37, S. 6]

(a) Firm = <]61 [b> € My, (R) mit einer symmetrischen Matrix b € M,,(R) ist

, T . I, 0 0 —I, I, b 0 —I, :
gimp=m=-g-m=Ay )\, 0 ) \o 1)\ o)

: I, b
also gilt m = (0 In) € Sp,,(R).

(b) Aus

folgt

Dies bedeutet j € Sp,(R).

T
(c) Fiir m = <u0 u(ll) € My, (R) mit u € GL,,(R) gilt

st son=(s ) (2 ) (5 )= )

. . ut 0
Dies heift m = 0 o € Sp,(R).

Bemerkung 2.3.3. [21, S. 186], [35, S. 2|, [37, S. 7], [47, S. 31, 32

(a) Da j invertierbar ist, erfiillt jedes m € Sp,(R) die Bedingung (det(m))*> = 1, also
det(m) = £1.

(b) Wir werden sogar spéter feststellen, dass det(m) = 1 fiir alle m € Sp, (R) gilt. Dies
bedeutet

Sp..(R) C SLon(R) = {m € Mon(R) | det(m) = 1}.

Aus Bemerkung 2.3.3(a) folgt insbesondere Sp, (R) = {m € GLy,(R) | j[m] = j}.

Lemma 2.3.4. [32, S. 4, 5], [35, S. 1], [37, S. 6]
Sp,(R) ist eine Untergruppe von GLa,(R).

Sp,,(R) heit die symplektische Gruppe vom Geschlecht n iiber R [35, S. 1].

Beweis des Lemmas 2.3.4. Offensichtlich gilt j[I5,] = j und daher I, € Sp,,(R).
Seien nun m, m € Sp,,(R). Aus j[m] = j folgt j = j[m™'] und

Jlmm= = (j[m]) [~ = j[m] = j.

Also ist mm~" € Sp,(R). O
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Eine Charakterisierung von symplektischen Matrizen gibt der folgende Satz an [16, S. 25],
32, S. 4, 5], [51, S. 3, 103, 104].

a b

Lemma 2.3.5. Sei m = <c d) € M, (R) mit Blicken a,b,c,d € M,(R). Dann sind die

folgenden Aussagen dquivalent:
(a) m € Sp,(R).
(b) m™ € Sp,,(R).

T T
(c) m € GLg,(R) und m™* = (_dCT al; )

(d) Die Blicke a, b, c, d erfiillen

atc=cta, br-d=d"-b, at-d—cT-b=1,.

(e) Die Blicke a, b, ¢, d erfiillen

a-b'=b-av, c-d'=d-¢', a-d'—b-cf'=1I,.

Beweis. (a) < (b): Aus der Untergruppeneigenschaft von Sp,(R) C GLs,(R) erhalten wir die
Aquivalenz

m € Sp,(R) & m~!e Sp,,(R) & (m_l)T cjemT = j[m_l] =jem-jt-mt=5"1

Wegen j~! = —j ist dies gleichbedeutend mit m - j - mT = j und m™ € Sp,,(R).

(a) < (d): Wir berechnen
ifm] = a® T ' 0 -1, (a b\ V' a—at-c c"-b—a"-d
JM=Apr qr) " \1, o0 ¢ d) " \d"a—bTc d¥b—bT-d)

Wegen d™-a — b -c= (a¥ -d—c"-b)T folgt die Aquivalenz.

T T
(b) & (e): Die gerade bewiesene Aquivalenz (a) < (d), angewandt auf mT = (ZT 2T> statt
m, liefert uns (b) < (e).
(a) < (c): Zunéchst berechnen wir

o1 . _ (0 In'aT ct (0 =LY _ d¥  —bT
Jomed =, 0) e d) '\ o0 ) T\t G" )

Damit erhalten wir die Aquivalenz

-1 dT —bT . T . -1 . -1 -1 Ty—1 1 T -
mo=\_nx v )Eeimj=m e —j=m (m )T e —jT =m - j-m.
Wegen j~! = —j bedeutet dies genau j = j[m] und m € Sp,(R). O

Beispiel 2.3.6. [16, S. 25] Lemma 2.3.5(d) liefert im Fall n = 1 sogar die Gleichheit

Sp; (R) = {(i Z) € My(R)

ad — bc = 1} = SLy(R).
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2.4 Die Operation von Sp,(R) auf H,,

Aus der Theorie der klassischen Modulformen ist bereits bekannt, dass SLy(R) auf H durch
Mobiustransformationen

SLy(R) x H — H
az+b
cz+d

(m, z) —

d
Dies verallgemeinern wir im folgenden Satz auf die symplektische Gruppe Sp,,(R) und die
Siegelsche Halbebene H,, |21, S. 184], [28, S. 194], |32, S. 12, 13], [35, S. 2, 3|, [45, S. 19, 20].

fiir m = (‘z b) operiert [16, S. 22|, [32, S. 11], [60, S. 2.

Satz 2.4.1. Die symplektische Gruppe Sp,,(R) operiert auf H,, durch Mdbiustransformationen

Sp,,(R) x H,, — H,,
(m, 2) — m(z) == (az +b)(cz +d)™*

fir m = (Z Z)

Vor dem Beweis miissen wir zundchst auf hermitesche Matrizen und ihre Definitheit einge-
hen. Dazu fithren wir die folgende Schreibweise ein |16, S. 298|.

Notation 2.4.2. Fiir z € M,,(C) und w € M,, ,,(C) schreiben wir
Hw}y =w'z-we M,(C).

Bemerkung 2.4.3. [16, S. 298| Ist z hermitesch (' = z), so ist auch z{w} hermitesch. Fiir
w € C™ ist daher z{w} € R.

Definition 2.4.4. [3, S. 330, 331], [7, S. 348], [16, S. 12, 298], [38, S. 260], [55, S. 619
Sei z € M,,,(C) hermitesch. Wir nennen z positiv semidefinit, falls

z{w} >0 fiir alle w € C™ gilt.
Falls sogar z{w} > 0 fiir alle w € C™ \ {0} gilt, so heift z positiv definit.
Bemerkung 2.4.5. [16, S. 298]
(a) Die Bemerkung 2.1.5 iibertréigt sich sinngeméf auf hermitesche Matrizen.

(b) Fiir eine symmetrische Matrix a € M,,(R) und w = s + it € C™ berechnen wir

a{w} = (s+it)" -a-(s+it) = (s" +it") -a- (s —it)
=als]+i-(t"-a-s—sT-a-t)+alt] = als] +alt].
Daher ist a genau dann positiv semidefinit (respektive positiv definit) im Sinne von Defi-

nition 2.4.4, wenn a positiv semidefinit (respektive positiv definit) im Sinne von Definition
2.1.3 ist.
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b
d

Abkiirzungen p := az + b sowie ¢ := cz + d ein und bestimmen

Beweis des Satzes 2.4.1. Seien m = € Sp,(R) und z = x + iy € H,. Wir fithren die

Pl -g—q -P=(z-a" +b")(c-Z+d) = (2-c" +d")(a-Z+D)
=z-(a"c—cta) - ZH+z-(at-d—c"b)—(d -a—b"-c) -+ (BT -d—d" D).

Unter Verwendung von Lemma 2.3.5(d) und d* -a — b -c = (a™ - d — c* - b)" ergibt sich

Hiermit zeigen wir zuniichst, dass ¢ invertierbar ist. Dazu sei v € C™ mit quv = 0. Aus (2.12)
folgern wir

2i-y{v}=2i-v" -y v=0"-(p"-g—q" D) v=(pv)" - (qv) — (qv)" - (pv) = 0.

Da y positiv definit ist, muss v = 0 gelten. Dies beweist die Invertierbarkeit von q.
Nun wollen wir m(z) € H,, zeigen. Mithilfe von Lemma 2.3.5(d) schreiben wir hierfiir

() =m))a=a" - (¢ p" =p-a") a=p"qa—q" -p
=z-(a"-c—cta)-z+z-(a"-d—c"b)—(d -a—b" )2+ (b -d—d" D)
=z—2z=0.

Weil ¢ invertierbar ist, ergibt sich daraus die Symmetrie von m(z).
Zur Untersuchung von Im(m(z)) verwenden wir (2.12) und erhalten

1 1 — 1

Im(m(2)) = - (m(z) = m(z)) = o ((m(N" =m(z)) = - ((¢7)" " =p-7")
= %(q*)T (P a-d" )T =yla} >0 (2.13)

Infolgedessen gilt m(z) € H,, und die im Satz definierte Abbildung ist wohldefiniert.

Es bleibt nachzuweisen, dass sie eine Operation darstellt. Es gilt I5,(z) = z fiir alle z € H,,.
. a b . f[a" b .
Fiir m = <c d) € Sp,,(R) und m* = (c* d*) € Sp,,(R) ist

«  [aa® +bc* ab® + bd*
M= o+ det b + dd*

Daraus ergibt sich fiir z € H,
m{m*(z)) = m{(a*z + b*)(c*z + d*) ")
= (a-(az+ )z +d) " +b) - (c- (a2 +b) (2 +d) " +d)
= (a (a*z4+b0")+b- ("2 + d*)) (cz+d)h

1

: <(c (a*z+b")+d- (Fz+d)) (Fz+ d*)_1> -
((aa* +bc*) - z + (ab* 4+ bd")) - ((ca™ 4+ dc*) - z + (cb* + dd*))
= (mm™)(z). O

1
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Beispiel 2.4.6. [3, S. 5], [16, S. 39|, [32, S. 13]

(a) Fiir eine symmetrische Matrix b € M,,(R) und z € H, ist (IO Ib) (z) = z+0.

T
(b) Es gilt (uo u01) (z) =u" - 2z u = z[u] fiir u € GL,(R) und z € H,,.

0

Wenden wir Satz 2.4.1 auf j = ([

_O]n) € Sp,,(R) an, erhalten wir

Korollar 2.4.7. [16, S. 19/, [51, S. 4, 5, 105] Jedes z € H,, ist invertierbar und es gilt

—z e H,.

Mithilfe von Satz 2.4.1 kénnen wir auch zu Bemerkung 2.3.3 zuriickkehren und zeigen
Korollar 2.4.8. [}7, S. 31, 32] Es gilt Sp,,(R) C SLy,(R).

Fiir den Beweis erinnern wir zunéchst daran, dass

det (’201 22) = det(z1) - det(zqg) fiir 21, 29, 24 € M, (C) gilt.
4

Fiir z1, 2o € M, (C) folgt daraus

— 2 z
det(l ]) dt( 0 2 ]z):det(21_22)7

! ) fir jedes 1 < ¢ < n die (n + ) — te Spalte von der ¢ — ten Spalte

indem wir in ( I I

abziehen.

Beweis des Korollars 2.4.8. Sei m = <(é Z) € Sp,(R). In Bemerkung 2.3.3(a) sahen wir

bereits ein, dass det(m) = £1 gilt. Es reicht daher aus, det(m) > 0 zu zeigen.
Sei z € H,,. Mit m(z) = (az + b)(cz + d)~! bestimmen wir

m(z) m(z)\ (cz+d 0 _(az+b az+b) _(a b\ (z Z o (7 F
I, I, 0 cz+d)] \ez+d cz+d) \c d I, I,] I, I,

und erhalten durch Determinantenbildung daraus

det(m(z) — m(2)) - |det(cz + d)|* = det(m) - det(z — 2),
det(Im(m(z))) - [det(cz + d)|* = det(m) - det(Im(z)). (2.14)

Nun sind aber die Matrizen Im(m(z)) und Im(z) positiv definit und haben daher eine positive

Determinante. Da cz + d nach dem Beweis von Satz 2.4.1 invertierbar ist, folgt aus Gleichung
(2.14) schlieklich det(m) > 0. O



KAPITEL 2. DIE SYMPLEKTISCHE GRUPPE Sp,(R) 21

Lemma 2.4.9. /3, S. 7], [16, S. 28], [25, S. 218], [32, S. 14]
Die Operation von Sp,(R) auf H,, durch Mébiustransformationen im Sinne von Satz 2.4.1 ist
transitiv.

Dies bedeutet, dass es nur eine Bahn gibt. Gleichbedeutend damit ist folgende Aussage: Fiir
alle z,w € H,, gibt es eine symplektische Matrix m € Sp,,(R) mit m(z) = w.

Beweis des Lemmas 2.4.9. Wir zeigen, dass es zu jedem z = = + iy € H,, ein m € Sp,,(R) mit
m(il,,) = z gibt. Dann némlich hat die Operation nur eine Bahn und ist transitiv.
Zu der positiv definiten Matrix y gibt es nach Korollar 2.1.11 ein b € GL,,(R) mit bT-b = .

T -1
Mithilfe der nach Lemma 2.3.5(d) symplektischen Matrix m = (bo Jé)b,l ) € Sp,(R) gilt

m(il,) = (ib* + b ) - b=ib" - b+a =iy +x ==z O

Wenn wir den Stabilisator (Fixgruppe) von il, mit K, = {m € Sp,(R) | m(il,) = il,}
bezeichnen, ergibt Lemma 2.4.9 eine Bijektion zwischen der Menge der Linksnebenklassen von
K., in Sp,,(R) und der Siegelschen Halbebene H,, [3, S. 7|, [16, S. 28], [25, S. 219], [32, S. 14]:

Korollar 2.4.10. Die Abbildung

Sp,,(R)/K,, — H,,
miC, — m(il,)

st bijektiv.
Aus welchen Matrizen KC,, konkret besteht, bestimmen wir in

Lemma 2.4.11. /3, S. 7, 8/, [16, S. 28], |32, S. 14, 15]
Es gilt
K,={meSp,R)|m'=m"}.

IC,, besteht also aus allen symplektischen Matrizen, die orthogonal sind.

Beweis des Lemmas 2.4.11. Schreiben wir m = (CCL

bedeutend mit

Z) € Sp,,(R), so ist m(il,) = il, gleich-

(ia +b)(ic+d)~' =il,, alsoia+b= —c+id.

Dies wiederum ist dquivalent zu a = d, b = —c sowie m~' = m" (Lemma 2.3.5(c)). O

Im Fall n = 1 wissen wir, dass zwei Matrizen m,m € Sp,(R) = SLy(R) genau dann dieselbe
Mébiustransformation definieren, wenn m = +m gilt |7, S. 158], [60, S. 2.

Wir wollen zeigen, dass dies auch im Allgemeinen gilt. Dazu miissen wir etwas ausholen und
beginnen mit der Existenz einer Matrix y € P,,, deren erste Zeile nur aus Einsen besteht.

Lemma 2.4.12. Es gibt eine symmetrische und positiv definite Matriz y € M,(R) mit

Yie=ye1 =1 firallel <{<n
und  yo, =0 firalle2 <{l,r <mn, {#r.



KAPITEL 2. DIE SYMPLEKTISCHE GRUPPE Sp,(R) 22

Beweis. Wir beweisen das Lemma per Induktion iiber n. Fiir n = 1 wihlen wir y = (1). Sei
jetzt n > 2. Setzen wir voraus, dass ein x € M, _1(R) mit den gewiinschten Eigenschaften
existiert (Induktionsvoraussetzung), so definieren wir fiir A € R die symmetrische Matrix

1
0
y = * - | € M, (R).

0

10...0 A
Es gilt det(y) = A-det(z)+¢ mit einem ¢ € R. Nach Induktionsvoraussetzung ist x positiv definit
und hat daher eine positive Determinante. Wéhlen wir A > —m, haben wir det(y) > 0. Da
die ersten n — 1 Hauptminoren von y mit denen der positiv definiten Matrix x iibereinstimmen,
folgt schlieflich die positive Definitheit von . m

Hiermit konnen wir untersuchen, welche Matrizen mit allen positiv definiten Matrizen kom-
mutieren [32, S. 13, 40], [35, S. 11], [47, S. 32].

Lemma 2.4.13. Es gilt
{a € M,(R) | ay = ya fir alley € P,} ={rl,|r € R}.

Beweis. Selbstverstindlich kommutieren Matrizen der Gestalt r1,, r € R, mit allen Matrizen
aus P,.

Um die umgekehrte Inklusion zu beweisen, sei a € M, (R) eine Matrix mit der Eigenschaft
ay = ya fir alle y € P,,. Fir y = diag(1,2,3,...,n) € P, folgt die Beziehung

QT = A Yror = (@Y)er = (Y) e = Yo - gy =L - ag,  fiiv alle 1 < ,r <n.

Fiir ¢ # r folgt daraus a,, = 0. Also besitzt a die Gestalt a = diag(a 1,...,any). Aufgrund
von Lemma 2.4.12 konnen wir eine Matrix y € P, mit y; o = 1 fiir alle 1 < ¢ <n finden. Daraus
folgt fiir alle 1 < ¢ < n schliefslich

a1 =ai1 Yo = (ay)1e = (Ya)1o = Y10 - Qo = apy.
Dies ergibt a = a1 11,. O

Nun sind wir in der Lage, folgenden Satz {iber M&biustransformationen zu zeigen [32, S.
13], [47, S. 32|, [54, S. 597, 598, [55, S. 626, 627].

Satz 2.4.14. Zwei symplektische Matrizen m,m € Sp,(R) definieren genau dann dieselbe
Mobiustransformation, wenn m = +m gilt.

Beweis. Offenbar liefern m und —m dieselbe Mdbiustransformation.
Umgekehrt sei vorausgesetzt, dass m(z) = m(z) fiir alle z € H, gilt. Mit der symplek-

tischen Matrix m* == m~'m € Sp,(R) gilt dann m*(z) = z fiir alle 2 € H,,. Schreiben wir
m* = (a* b*>, so bedeutet dies
¢ d

a* z4+b"=z-(c"-z+d") firalle z € H,. (2.15)
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Fir z =i\, € H,, A > 0, erhalten wir nun i\a* + b* = i\ - (i\c* 4+ d*), also
0= Mc" +i)-(a" —d*) +b". (2.16)
Das (¢,7) — te Element, 1 < ¢, <n, von (2.16) ergibt sich nun zu
0=c;, N +i-(aj, —d;,) X+,

Weil dies fiir alle A > 0 gilt, muss ¢;, = 0;,, = 0 und dj, = a, fir alle 1 < {,r < n gelten.
Das bedeutet ¢* = 0" = 0 und d* = a”. Die Gleichung (2.15) lautet daher a* -z = z - a* fiir
alle z € H,,. Durch Ubergang zum Imaginarteil erhalten wir a* -y = y - a* fiir alle y € P,
woraus wir die Existenz eines r € R mit a* = rI, folgern (Lemma 2.4.13). Somit ergibt sich
m* = (ré" T(I) ) = rly,. Aus Lemma 2.3.5(d) oder Korollar 2.4.8 schliefen wir » = +1 und
m* = +15,. Dies ergibt jetzt m = +m. m

Wir kénnen analoge Aussagen von Satz 2.4.1 und Satz 2.4.14 fiir die Gruppe GL,(R) be-
weisen [32, S. 17], |35, S. 10, 11].

Lemma 2.4.15. Die Gruppe GL,(R) operiert auf P,, durch
GL.(R) x P, — P,
(u,y) — ylu'].
Zwei Matrizen u,u € GL,(R) definieren genau dann dieselbe Operation, wenn @ = tu gilt.
Beweis. Wegen Bemerkung 2.1.5(c) ist y[u'] € P,. Aus y[IT] = y und
yl(ua)"] = y[a" - u") = (y[a"])[u"] fir alle y € P, und alle u, & € GL,(R)

folgt sofort, dass die Abbildung eine Operation darstellt.

Um die zusétzliche Aussage zu zeigen, bemerken wir, dass v und —u offensichtlich dieselbe
Operation liefern.

Umgekehrt sei vorausgesetzt, dass y[u'] = y[u'] fir alle y € P, gilt. Mit der Matrix
u* =al - (u")™! € GL,(R) erhalten wir dann

Fiir y = I,, ergibt sich insbesondere u*T - u* = I,,. Multiplikation von (2.17) mit (u*")™! = u*
von links liefert y - u* = u* - y fiir alle y € P,. Dies bedeutet nach Lemma 2.4.13, dass es ein
r € R\ {0} mit u* = rI, gibt. Nun folgt aus der Bedingung I,, = u*T - u* = r2I,, schlieflich
r2 =1, r = £1 sowie @ = Fu. O

2.5 FErzeuger der Siegelschen Modulgruppe I,

Definition 2.5.1. [16, S. 30|, [21, S. 184], |35, S. 28], [37, S. §]
Wir definieren
[y == Sp,(Z) == {m € My, (Z) | jim] = j}.

Beispiel 2.5.2. [37, S. 8, 9], [60, S. 1] Aus Beispiel 2.3.6 folgt

T, = Sp,(Z) = {(Z Z) € My(Z)

ad — bc = 1} = SLy(Z).
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Vor dem Studium von T', ist es zunéchst sinnvoll, die Einheitengruppe GL,(Z) des Rings
M,,(Z) zu untersuchen [38, S. 256].

Definition 2.5.3. Die Gruppe
GL,(Z) = {u € M,(Z) | es gibt ein v € M, (Z) mit uwv = vu = I,,}
heilst unimodulare Gruppe.

Lemma 2.5.4. [38, S. 256, 257], [61, S. 41] Fiir eine Matrizu € M, (Z) sind folgende Aussagen
dquivalent:

(a) v e GL,(Z).

(b) ut € GL,(Z).

(c) u € GL,(Q) und u' € My,(Z).
(d) det(u) = 1.

(e) Die Abbildung

Mn,m(Z) — Mn,m(Z)
g —>ug

ist fur jedes m € N bijektiv.
(f) Die Abbildung

Myn(Z) — My n(Z)
g+— gu

ist fur jedes m € N bijektiv.

Beweis. Offensichtlich gelten die Aquivalenzen (a) < (b) und (a) < (c).

Wir wollen nun einen Ringschluss (¢) = (e) = (d) = (¢) verwenden, wobei die erste
Implikation (c¢) = (e) offensichtlich gilt.
(e) = (d): Bezeichnen eqy,..., e, die kanonischen Einheitsvektoren des Z", so folgt aus der
Surjektivitit von

7" — 7"

g ——ug,

dass es vy, ..., v, € Z" mit uvy = e, 1 < € < n, gibt. Fiir v = (v4] ... |v,) € M,(Z) gilt also
wv = I,. Durch Determinantenbildung erhalten wir, dass 1 = det([,,) = det(u) - det(v) das
Produkt zweier ganzer Zahlen ist. Dies ergibt det(u) = £1.
(d) = (c): Berechnen wir die Inverse u~! mithilfe der Cramerschen Regel, so erhalten wir aus
det(u) = +1, dass u~! nur ganzzahlige Eintrige hat.

Wir konnen diesen Ringschluss auch mit (f) statt (e) durchfithren: In (f) = (d) definieren
wir dann die Matrix v zeilenweise.

Hiermit ist schlieflich das Lemma bewiesen. ]
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Bemerkung 2.5.5. [37, S. 6 — 8] Bemerkung 2.3.3(a) und Lemma 2.5.4(d) ergeben
Iy =Sp,(Z) = {m € GLan(Z) | jm] = j} = GLan(Z) N Sp,,(R).
Unter Verwendung von Korollar 2.4.8 gilt sogar
Iy =Sp,(Z) = {m € SL2w(Z) | j[m] = j} = SL2n(Z) N Sp, (R).
Dies zeigt, dass I',, eine Untergruppe von Gls,(Z) und sogar von SLs,(7Z) ist.

[, heiit die Siegelsche Modulgruppe vom Geschlecht n.

Wir richten unsere Aufmerksamkeit nun auf besondere Matrizen von T, [3, S. 5, 14, 17|,
32, S. 6, 13], [37, S. 7], [47, S. 162, 163]:
Die von den Matrizen

(% Ib) , be M,(Z) symmetrisch, (2.18)
. 0 -1,
Jj= (-[n 0 ) (2.19)
ut 0
und 0 wu-l) UE€ GL,.(Z), (2.20)

erzeugte Untergruppe von I'), bezeichnen wir mit I .

Beispiel 2.5.6. Die Inversen der in (2.18), (2.19) und (2.20) gegebenen Matrizen sind

-1
I, b I, —b .
(0 In) = (0 [n) , b€ M,(Z) symmetrisch,
-1

j=—j=7
T (whH)=t 0
und (0 u‘l) = ( 0 w): UE GL,(Z).
Also kann jedes m € T'} als Produkt von endlich vielen Matrizen der Gestalt (2.18), (2.19) und

(2.20) dargestellt werden.

Unser Ziel ist es, I';, = [} zu zeigen: Per Definition gilt dabei bereits die Inklusion I'} C I',;
um die andere Inklusion zu zeigen, benétigen wir einige Vorbereitungen.

Lemma 2.5.7. [3, S. 17], [4, 5. 13], [16, 5. 325], [38, S. 257, 258]
Seien n € N\ {1} und g = (g1,...,9,)" € Z"\ {0}. Dann gibt es ein u € SL,,(Z) mit

ug = (d,0,...,0)Y, d=geT(g1,...,09n).

Beweis. Wir fithren den Beweis per Induktion iiber n. Fiir n = 2 gibt es o, € Z mit

agr + Bga = gegT (g1, g2) = d. Mit der Matrix u = (_Oég_z gﬁ) € Ms(Z), deren Determinante
d d

a-%4 4 - % =1 betrigt, folgt dann

agi + Bga d
uqg = prng .
! (—%-91+%-92> (0)
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Sei n > 3 und es seil vorausgesetzt, dass die Behauptung fiir n — 1 gilt. Wir machen eine
Fallunterscheidung fiir den Vektor g = (g1,...,9,)" € Z™\ {0}:
Fall (a): Falls g,, # 0 gilt, so wihlen wir (nach dem obigen Fall n = 2) ein v € SLy(Z), sodass

n— d* . '
v- (ggnl) _ (0) oA =geT(gu1,00),  gilt.
In 2

Mit u; = ( O_ 2) € SL,(Z) folgt § == urg = (g1, .., Gn_2,d*,0)*.

Fall (b): Fiir g,, = 0 liefert u; == I,, € SL,(Z) den Vektor § :==u19=9= (91,---,9n-1,0)T.

In beiden Féllen verschwindet der letzte Eintrag des Vektors g € Z™ \ {0}. Wenden wir die
Induktionsvoraussetzung auf seine ersten n — 1 Eintrdge (g1,...,Gn-1)" € Z" 1\ {0} an, so
ergibt sich die Existenz eines ¢ € SL,,_1(Z) mit

- N T N
5 (G Gn)" = (d,0,...,0) ", d=ggT(G1,-,Gn1) = 28T (g1, -, gn)-
Daraus folgt, dass us = (U ) nun
Ul G = Un] = ( g1,...,gn y > = (CZ,O,...,O,O)T liefert. ]

Durch Beriicksichtigung des Falls n = 1 folgt sofort

Korollar 2.5.8. [3, S. 17, 47], [4, S. 13], [16, S. 325], [38, S. 257, 258]
Seienn € N und g = (g1,...,9,)" € Z"\ {0}. Dann gibt es ein u € GL,(Z) mit

Ug:(d>07"'70)Ta d:ggT(gla79n)

Bemerkung 2.5.9. |38, S. 258] Seien n € N, g = (g1,...,9,)T € Z"\ {0} und u € GL,(Z).
Dann gilt
88T ((ug)1, -, (ug)n) = 88T (g1, - - gn).

denn zum einen liefert die Matrixmultiplikation ug, dass die Eintrége von ug ganzzahlige Linear-
kombinationen von g, .. ., g, sind, weshalb ggT(¢1, ..., g,,) ein Teiler von ggT((ug)l, ce (ug)n)
ist. Zum anderen ergibt die Multiplikation von u™! - (ug) = g, dass auch ggT((ug)l, . (ug)n)
ein Teiler von ggT(gy, ..., gy,) ist.

Lemma 2.5.10. /3, S. 47], [4, S. 13], [16, S. 325/, [38, S. 257, 258]
SeienneN, 1 <k<nundg=(g1,...,9,)" € Z"\ {0}. Dann kommt g genau dann als k -
te Spalte eines u € GL,(Z) vor, wenn ggT(g1,...,g,) = 1 gilt.

Beweis. Sei g die k — te Spalte eines v € GL,,(Z). Entwickeln wir die Determinante det(u) = £1
nach der k — ten Spalte von u, so zeigt sich, dass ggT(¢g1, ..., g,) die Determinante det(u) = +1
teilt. Also folgt ggT(g1,...,9n) = 1.

Falls umgekehrt ggT (g1, ..., g,) = 1 vorausgesetzt ist, liefert Korollar 2.5.8 ein u € GL,,(Z)
mit

ug = (1,0,...,0)", alsog=u""-(1,0,...,0)".

Daher ist g die erste Spalte von v~ € GL,(Z). Durch eine Spaltenvertauschung kann erreicht
werden, dass g als k£ — te Spalte einer unimodularen Matrix vorkommt. O
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Lemma 2.5.11. [3, S. 18], [16, S. 326, 327], [32, S. 9, 10]
Seienn € N und g = (g1,-..,92,)" € Z*"\ {0}. Dann gibt es ein m € I';, mit

mg:(d707"'aO)T> d:ggT(glv"'aan)-

Beweis. Wir schreiben ganzzahlige Vektoren mit 2n Eintrdgen in der Form (g), a, B ez,

und zeigen zunéchst, dass ein

g= (%) € {mg|meT*} mita=0oder §=0 existiert.

Dies beweisen wir per Widerspruch und nehmen daher an, dass alle g = (%) c{mg|mel}

sowohl o # 0 als auch E # 0 erfiillen. Definieren wir

dy =ggT(ay,...,a,) und dy:= ggT(El, o ,En),

a SO . : _ .
so wihlen wir § = <~) € {mg|m €T} derart, dass did, minimal ist. Dabei kénnen wir

8

dy > dy annehmen, denn ansonsten, falls d; < dy gilt, ersetzen wir g durch jg = (_Nﬁ ) . Indem
a

ut 0 - ut -
CREI )

mit einem nach Korollar 2.5.8 geeigneten u € GL,(Z) ersetzen, konnen wir des Weiteren an-
nehmen, dass 3 von der Gestalt 3 = (dy,0,...,0)T ist. Bei den gemachten Annahmen dndert
sich die Minimalbedingung an d;dy; wegen Bemerkung 2.5.9 nicht. Nach der Division mit Rest
wihlen wir b,y € Z, 1 < ¢ < n, sodass 0 < ay+dabs1 < dy gilt. Mit einer symmetrischen Matrix
b € M,(Z), deren erste Spalte durch den oben gewiihlten Vektor (by1,...,b,1)" gegeben ist,

folgt
[n b e &+bﬁ - &+d2b€1
0 L) 9"\ 5 )7\ de )
Der grofite gemeinsame Teiler d der Eintriige dy + dobey, 1 < € < mn, von a+ dsbey € Z" \ {0}

erfiillt dann d < dy < dy, also Jdg < dyds. Dies ist ein Widerspruch zur Minimalitdt von d;d,.
Also ist die Annahme falsch und es muss deshalb ein

wir nun g durch

g;(%)e{fﬁﬂﬁzefj;} mit&zooderE:Ogeben.

Indem wir gegebenenfalls g durch jg = (iﬁ > ersetzen, konnen wir B = 0 annehmen. Mit
a

Korollar 2.5.8 folgt, dass ein v € GL,(Z) mit u™ - & = (d,0,...,0)T, d € N, existiert, womit

schlieRlich - oo
U 0 . U o
( 0 ul) - = (u‘l . E) =(d,0,...,0)" folgt.

Dass d = ggT(g1, ..., gan) gilt, ergibt sich aus Bemerkung 2.5.9. H
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Lemma 2.5.12. [3, S. 17 - 19/, [16, S. 327, 328], |52, S. 10, 11]

Seien n € N und m € I'y,. Dann gibt es ein m € '), sodass der linke, untere n x n — Block von
m - m die Nullmatriz ist.

Ublicherweise zerlegen wir 2n x 2n — Matrizen in n x n — Blocke, die wir wiederum im
folgenden Beweis gemif (1.3) zerlegen.

Beweis des Lemmas 2.5.12. Zu m € I',, wahlen wir nach den Lemmata 2.5.10 und 2.5.11 ein
m* € I'} mit

m*.m_(a b) B O e U W AU o W K e o
c d)’ 0 aff) ) bél) bg) ) 0 Cfll) ) dg) dff)

Wir wollen nun die Behauptung per Induktion iiber n beweisen. Fiir n = 1 ist nichts mehr zu
beweisen. Sei also n > 2 und wir setzen voraus, dass die Behauptung bereits fiir n — 1 gilt.
Zunichst zeigen wir, dass die Matrix!

my = (a4 Z4> € My—1)(Z) ein Element von I';,_; ist:
Cqy Oy

Wegen m* -m € T, liefert Lemma 2.3.5(d), dass

T 1 0 0 c 0 C2
a -c=\{_1 T]|" = T T
ay; a; 0 c4 0 ay-ca+a;-ca

(00 (1w _ (0 0
“\a cf 0 as) \ci ci-as+cj-ay

iibereinstimmen: Es gilt ¢; = 0 und daher auch a} - ¢4 = ¢} - a4. Aus

_ T 4_ T 3 _ 1 0 _dl d2_00 'bl bg
In =a d C b = (ag az) (dB d4 0 C} bg b4
_ ([ ds
o * ag-d2+a}-d4—c}-b4

erhalten wir dy = 1, dy = 0 und a} - dy — ¢} - by = I,,_;. Da auch
it o) \dy d) = s 0T d,
T g 1 dj ‘ b b\ [ *
und - d b‘(o dr ) " \bvs b)) = \x dF by

gleich sind, ergibt sich b - dy = d} - by. Insgesamt ist daher my € I',,_; bewiesen. Nach der

. . . b . .
Induktionsvoraussetzung gibt es ein my = (ZO d0> e I'' |, ag,bo,co,dy € M,—1(Z), mit
0 do

*

0
Um aus my ein Element aus I'} zu konstruieren, betrachten wir die Abbildung

a v / - a b
]'_‘:L—l =/ <Cl d/) =m ——m = (C" d//)

"Der Ubersichtlichkeit halber lassen wir die hochstehenden Indices -(!) weg.

momy = : s das helﬁt, es gllt CoQy + doC4 = 0.
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" __ 1 O /I O O "o 0 0 /A 1 0
(o) =) =0 = )

und zeigen m e I'*: Da die Abbildung mims; = myms fiir alle my, my € T, erfiillt, reicht es,

mit

m' € I' fiir die Erzeuger von I'} _, zu iiberpriifen. Fiir (I”O_l 7 b ), b € M,,_1(Z) symmetrisch,
n—1
a(® 0 € GL, 1(Z), ist dies Klar und fiir ju_; = ( 0 1) gt
und (o i) n1(Z), ist di rund fir jo-y={ 7 g i
—  (diag(1,0,...,0) diag(0,—1,...,—1)
Jn=1= \ diag(0,1,...,1)  diag(1,0,...,0)

3
(0 LN (0 <L) (Lo diag(1,0....,0)) )
“\L 0 L, 0 0 I, "

Damit ist also m’ € I's fir alle m’ € T _, bewiesen. Daher gilt my € I'; und der linke, untere
n x n — Block von mg - (m* - m) ist gegeben durch

00 0) o (1 0 ._(0 0y (L a), (1 0y (00y_(0 0 0
0 Co 0 do —\0 Co 0 ay 0 do 0 Cy —\0 Cotty + doC4 -
Dies zeigt die Behauptung mit m = mg - m* € I':. O

Hiermit gelingt es uns schlieklich, I';, = T zu zeigen [3, S. 17], [16, S. 326, 328], [32, S. 6, 9
11, 35, S. 41, 42|, [47, S. 162, 163], [49, S. 210].

Satz 2.5.13. Sein € N. Dann wird T, erzeugt von den Matrizen der Gestalt (2.18), (2.19)
und (2.20).

Beweis. Wir miissen I',, C I') zeigen: Zu m € I',, existiert nach Lemma 2.5.12 ein m € I'}, mit
~ a b
m-m—(o d)’ a,b,d € M,(Z).

Wegen m - m € I, und Lemma 2.3.5(d) gilt a* -d = I, also (a¥)™' = d € M,(Z). Aus
b' -d = d* - b folgt durch Multiplikation von links mit (d*)~' und von rechts mit d~', dass
(bd")T = bd ™! gilt. Definieren wir nun u = a¥ € GL,(Z), dann ist die ganzzahlige Matrix
bu = ba’ = bd~! symmetrisch, womit

_ a b ul b I, bu ut 0 .
m-m—(o d)_<0 u_1>_(0 [n>-<0 u_1>€Fn folgt.

Hieraus ergibt sich m € I';. O
Beispiel 2.5.14. (38, S. 124, 125], [60, S. 2] Sei n = 1. Fiir b € Z ist

1 b\ (1 1\
01/ \0o 1)°
Wegen GL;(Z) = {£1} sind die durch (2.20) gegebenen Matrizen dann

10y . 4 -1 0\ _ . _ o
<O 1>—IQ—] und (O _1>— I, = j°.

Daher wird I'y erzeugt von
11 . 0 —1
(0 1) und - j = (1 0 ) '



Kapitel 3

Der Siegelsche Fundamentalbereich £,

3.1 Die Jacobi — Zerlegung

Ausgangspunkt fiir unsere Untersuchungen ist die folgende Identitét [3, S. 330], |28, S. 190],
32, S. 18], [35, S. 15], [38, S. 260]:

Lemma 3.1.1 (Quadratische Ergénzung). Sei y = (Zy/% zz> € M,(R) eine symmetrische
2 4

Matriz mit einem symmetrischen und invertierbaren Block iy, € GL,,(R), 1 <m <n—1. Dann

gilt -
y= (?g y4_;1_1[y2]) [(Ig y]j)] 31)

Beweis. Die rechte Seite von (3.1) ist
( I, 0 ),(yl 0 )(lm yfl-yz>:<y1 Yo )
Ys - yrt Lnem 0 yi—yi [yl 0 Inm ys yi o) + ya — yr el

Y1 Y2
— = . ]
<y§ y4> Y

Fiir positiv definite Matrizen konnen wir sogar die positive Definitheit wichtiger Bestandteile
von (3.1) zeigen |32, S. 18|.

Lemma 3.1.2. Sei y = <5% gz) e P, mity; € M,,(R), 1 <m < n—1. Dann ist y; € P,
2 4

und y lisst sich gemdf (3.1) mit yy — vy *[y2] € Pum zerlegen.

Beweis. Mit y sind auch y; und y, symmetrisch. Aus y;[v] =y [<U>] > 0, v € R™\ {0}, folgt,

0
dass y; positiv definit und somit invertierbar ist. Daher ist Lemma 3.1.1 auf y anwendbar. Um
zu zeigen, dass die symmetrische Matrix y4 — 3, ' [y2] positiv definit ist, schreiben wir (3.1) als

I yfl-ya) - <y1 0 )
= _ . 3.2
Y [( 0 Y F— 0 ys— Y1 1[y2] ( )
Nach Bemerkung 2.1.5(c) stellt (3.2) eine positiv definite Matrix dar. Aus

e-we) = (%, 0 ()] 50 wermio

0 ya— i '[ya
folgt auch die positive Definitheit von 34 — y; ' [y]. ]

30
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Anwendung findet Lemma 3.1.2 im folgenden Satz [28, S. 190], [32, S. 18], [47, S. 129].

Satz 3.1.3 (Jacobi — Zerlegung). Sei y € P,. Dann gibt es dy > 0, 1 < { < n, und eine obere
Dreiecksmatriz b € GL,(R) mit

b 1, wennl<r=1/0<n,
0 =
" 0, wennl<r</t<n,

sodass

y = diag(dy,...,d,)[b] gilt. (3.3)

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion iiber n. Fiir n = 1 schreiben wir y = y[(1)].
Sei n > 2 und wir setzen voraus, dass die Aussage fiir n — 1 gilt. Sei y € P,. Das Lemma 3.1.2
mit m = 1 zeigt die Existenz von x € P,,_; und v € R*! mit der Eigenschaft

-0 96 )

Nach Induktionsvoraussetzung hat = eine Jacobi — Zerlegung der Gestalt
x = diag(dy, ..., d,—1)[b], (3.5)

wobei dy > 0,1 < ¢ <n—1, gilt und b € GL,,_1(R) eine obere Dreiecksmatrix mit Einsen auf

der Diagonalen ist. Damit berechnen wir
Y11 0 1 o7
0 z[b™!] 0 b

diag(y11, di, . . ., dpt) K(l) ”;)} — (
(i 10 ) ()]
U5 D16 )] =y

Also hat auch y eine Jacobi — Zerlegung. O]

Korollar 3.1.4 (Ungleichung von Hadamard). /28, S. 190, 191] Sei y € P,,. Dann gilt

det(y) < Hym.
r=1

Beweis. Das (¢,r) — te Element, 1 < ¢ < r <mn, der Jacobi — Zerlegung (3.3) von y ergibt sich

¢
0 Yy, = Z diby ¢by . Fiir £ = r erhalten wir
k=1

T r—1
Yoo = Y iy, = di+ ) dibi, > dy
k=1 k=1

Mit det(b) = 1 folgt daraus schlieklich

det(y) = det(diag(dy,. .., d,)) = [ [ d < [ v O
r=1 r=1
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Die Ungleichung von Hadamard (Korollar 3.1.4) kann wie folgt geometrisch interpretiert
werden [35, S. 14], [39, S. 262|, [62, S. 126, 128]:

Bemerkung 3.1.5. Sei a = (a4]...|a,) € GL,(R). Das n — dimensionale Volumen des von
den Spalten ay, ..., a, aufgespannten Parallelepipeds im R" betrégt |det(a)|. Definieren wir die
Matrix y .= aT - a = I,,[a] € P, so gilt nach der Ungleichung von Hadamard

(det(a))” = det(y H =[[lal*> und |det(a |<HHaTH
r=1 r=1

Das Volumen eines Parallelepipeds, das von Vektoren fester Lange aufgespannt wird, kann also
durch paarweise orthogonal aufeinanderstehende Vektoren maximiert werden.

3.2 Die Ungleichung von Hermite

Bemerkung 3.2.1. [16, S. 31], [32, S. 20], [38, S. 263]

(a) Sei y € P,. Nach Korollar 2.2.2 gibt es zu ¢ € R nur endlich viele g € Z™ mit y[g] < t.
Daher existiert

puly) = ,omin ylg)- (3.6)

(b) Fiir jedes g € Z™ \ {0} gibt es ein d € N und einen Vektor g € Z™ \ {0}, dessen Eintrige
teilerfremd sind, mit ¢ = d - g. Fiir y € P, ist dann y[g] = d* - y[g] > y[g], weshalb das
Minimum (3.6) in einem Vektor mit teilerfremden Eintrdgen angenommen.

Firy € P,, A > 0, gilt u(Ay) = A - p(y) und det(Ay) = A" - det(y). Es erscheint daher

sinnvoll, p(y) mit (det(y))% zu vergleichen |28, S. 191], [32, S. 19, 20], [35, S. 14, 15], [38, S.
264, 265].

Lemma 3.2.2 (Ungleichung von Hermite). Sei y € P,,. Dann gilt

n—1

un = (3) " @)’

Beweis. Wir fiithren den Beweis per Induktion iiber n. Fiir n = 1 gilt die Aussage wegen
p(y) = y = det(y). Sei n > 2. Die Induktionsvoraussetzung besagt, dass die Behauptung fiir
n—1 gilt. Sei y € P,,. Der Bemerkung 3.2.1(b) zufolge gibt es ein g € Z™\ {0} mit teilerfremden
Eintragen, sodass y[g] = u[y] gilt. Aufgrund von Lemma 2.5.10 kommt dieser Vektor g als erste
Spalte einer unimodularen Matrix u € GL,(Z) vor. Daher ist

ul) = min ug| < yluey| = .
p(ylul) gezn\{o}y[ 9] < yluer] = ylg] = p(y)
Andererseits gilt per Definition auch u(y[u]) > p(y), zusammen also p(y[u]) = p(y). Da auch
det(y[u]) = det(y) gilt, dndert sich die Aussage des Lemmas nicht, falls wir y durch y[u| ersetzen.
Wir kénnen daher annehmen, dass das Minimum p(y) in ¢ = e; angenommen wird, das heift
Y11 = yle1] = u(y). Wir nutzen jetzt Lemma 3.1.2 mit m = 1, um eine Zerlegung von y als

T
y= (yé)1 2) K(l) IU )1 mit z € P,_; und v € R""" zu erhalten.
n—1
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Fiir jedes w = (IwUl> eR", w; € R, wy € R"!, gilt damit
2

=5 16 £ G- D)
() 9 ()

=y (w + o1 - wy)? + xfws).
Wir wihlen nun wy € Z"1\ {0} derart, dass das Minimum g(z) in wy angenommen wird, das

heift z[ws] = pu(x). AnschlieBend wihlen wir wy € Z so, dass |w; +v* - ws| < 3 gilt. Dies liefert
nun

(o) < ylel = - o+ 07 w2 alwn] < o+ () = () + ple).

Wir wenden auf = die Induktionsvoraussetzung an und erhalten

2 1

uly) < %,u(:p) < (%) - (det(z)) ™

sowie

n(n—1) n(n—1)

W) = )" = (3) T aeda = (3) T -datn)

Daraus ergibt sich schlieflich

uly) < (%)n;l'(det(y)) - O

3=

3.3 Die Minkowskische Reduktionstheorie
Wir betrachten die unimodulare Gruppe GL,(Z), die nach Lemma 2.4.15 auf P,, durch

GL.(Z) x P, — P,
(u,y) — ylu']

operiert [35, S. 11|, [47, S. 122].

Die Bahnen {y[u] | u € GL,(Z)}, y € P,, dieser Operation sind genau die Aquivalenzklassen
der Aquivalenzrelation, die durch folgende Definition gegeben ist [25, S. 218, 221], [35, S. 11],
38, S. 263], [61, S. 47]:

Definition 3.3.1. Zwei Matrizen y,y € P, heiken dquivalent, falls es ein v € GL,(Z) mit
g = ylu] gibt.

Die Aufgabe der Minkowskischen Reduktionstheorie besteht nun darin, aus jeder Bahn
{y[u] | uw € GL,(Z)}, y € P,, einen Reprisentanten auszuwihlen [16, S. 30], [35, S. 11].

In [48] fiihrt Minkowski die spéter nach ihm benannten Reduktionsbedingungen ein [3, S.
13], [16, S. 33], [35, S. 12|, [47, S. 123], [48, S. 228]:
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Definition 3.3.2. Eine Matrix y € P, heilt minkowskireduziert, falls die folgenden Bedingun-
gen gelten:

(a) ylg] > yee firalle 1 <£<nundalleg=(g1,...,9.)" € Z"\ {=ec}, g8T(ge,- .-, n) = L.
(b) ye—1, >0 fiir alle 2 < ¢ < n.
Die Menge aller minkowskireduzierten n x n — Matrizen bezeichnen wir mit M,,.

Bemerkung 3.3.3. [35, S. 23] Wir schliefen dabei in Definition 3.3.2(a) den kanonischen
Einheitsvektor e, und sein Negatives aus, da dies die Formulierung spéterer Aussagen erleichtert
und y[tes] = yop sowieso immer gilt.

Beispiel 3.3.4. [3, S. 53] Wir wollen die Bedingungen aus Definition 3.3.2 fiir die symmetrische
Matrix

= N

1
Y = (1 ) € My(R) iiberpriifen:
2

Wegen y;1 = 1 > 0 und det(y) = 1 — % = % > 0 gilt y € P,. Da y halbganz ist, folgt unter

Verwendung von Lemma 2.2.4(d), dass y[g] € Zso = N fiir alle g € Z?\ {(0,0)T} gilt, also

ylg] > 1 =y11 =y fiir alle g € Z? \ {(0,0)T}. Dies zeigt Bedingung (a) aus Definition 3.3.2.
Da auch Bedingung (b) wegen y;2 = 3 > 0 gilt, ist y minkowskireduziert.

Um fiir y € P, einen geeigneten Reprisentanten aus der Bahn {y[u] | u € GL,(Z)} auszu-
wihlen, werden die Spalten der unimodularen Matrix u = (uy|...|u,) € GL,(Z) sukzessive
bestimmt [3, S. 46].

Wir beginnen unsere Untersuchungen mit dem folgenden Lemma [3, S. 46 — 48], [47, S. 122,
123];

Lemma 3.3.5. Seien u,u € GL,(Z) und 1 < ¢ < n+1. Dann stimmen die ersten { —1 Spalten
von u und @ genau dann Gberein, wenn es b € My_1 —o11(Z) und d € GLy,—p11(Z) mit

~ Iyq b .
uU=1u- ( 0 d) qibt.

. . . . Iy
Beweis. Offensichtlich stimmen die ersten ¢ — 1 Spalten von v und w - ZO ! d
Umgekehrt sei vorausgesetzt, dass u und u dieselben ersten ¢ — 1 Spalten besitzen. Dann

stimmen auch die ersten ¢ — 1 Spalten von u~! - @ und u~! - u = I,, iiberein, weshalb wir

R A
GL.(Z) > u -u—(o d)

mit b € My_1,_¢41(Z) und d € M,,_41(Z) schreiben konnen. Aus +1 = det(u"" - @) = det(d)
folgt schlieklich, dass d unimodular ist. O]

iberein.

Fiir 1 < ¢ < n definieren wir die Menge
Aoy = {(ur] ... |Jug) € Myy(Z) | (ur] ... |ugl *|...|%) € GL,(Z)}
der Matrizen, die aus den ersten £ Spalten von unimodularen n x n — Matrizen bestehen, und

Gon={(91,--.,92)" €Z" | ggT(gr,...,9,) = 1}.



KAPITEL 3. DER SIEGELSCHE FUNDAMENTALBEREICH F, 35

Lemma 3.3.6. [3, S. 46 — 48], [4, S. 12, 18] Seiu = (uq|...|u,) € GL,(Z). Fiir jedes1 < { <n
gilt

{veZ"| (u]... |Ju-|v) € Ap}={ug|g e Gn}.
Beweis. Sei zunichst v € Z™ mit (uq]. .. |ui—1|v) € Ayy. Es gibt also eine unimodulare Matrix

@ € GL,(Z), deren erste £ — 1 Spalten mit denen von u iibereinstimmen und deren ¢ — te Spalte
genau v ist. Lemma 3.3.5 ergibt nun die Existenz von b € M, ,,_¢+1(Z) und d € GL,,_y11(Z)

mit
. I, b
U =1u IR

Bezeichnen wir die erste Spalte von b mit b; € Z*~! und die erste Spalte von d mit d; € Z" 1,

bl) gilt. Als Spalte
da

einer unimodularen Matrix sind die Eintrige von d; teilerfremd (Lemma 2.5.10). Daher gilt
ved{ug|ge Gl

Umgekehrt sei v € {ug| g € Gy} vorausgesetzt, das heibt, es gibt g = (g1,...,9,)" € Z"
mit ggT(gs,...,9,) = 1 und v = ug. Nach Lemma 2.5.10 existiert ein d € GL,,_¢1(Z) mit
erster Spalte (g, ..., g,)". Wihlen wir ein b € My_;,,_41(Z) mit erster Spalte (g1,...,901)7,
so ist v die £ — te Spalte der unimodularen Matrix

Iy1 D
u- ( 0 d) € GL,(Z),

deren erste £ — 1 Spalten mit denen von u {ibereinstimmen. Also ist (uq] ... |ui—1|v) € Ag,. O

so erhalten wir aukerdem, dass fiir die £ — te Spalte v von 4 nun v = u -

Hiermit konnen wir schlieflich beweisen, dass wir aus jedem {y[u] | u € GL,(Z2)}, y € P,,
einen minkowskireduzierten Reprisentanten auswahlen konnen |3, S. 46 — 48|, [4, S. 12, 13|,
16, S. 32, 33|, [32, S. 26, [47, S. 122, 123].

Satz 3.3.7. Zu jedem y € P, gibt es ein u € GL,(Z) mit y[u] € M,,.

Beweis. Wir konstruieren die gesuchte unimodulare Matrix v € GL,(Z) schrittweise: Im ers-
ten Schritt wihlen wir nach Bemerkung 3.2.1(b) einen Vektor u; € Z" \ {0} mit teilerfrem-
den Eintrdgen, der y[u;] = p(y) erfiillt. Lemma 2.5.10 ergibt dann eine unimodulare Matrix
u) = (u1] *|...|x) € GL,(Z) mit erster Spalte u;.

Im ¢ — ten Schritt, 2 < ¢ < n, liegen uns bereits die Vektoren wuy,...,u,; € Z" \ {0}
und eine unimodulare Matrix u“~Y = (uy|...|up_y| * |...|*) € GL,(Z) vor. Dann wihlen wir
Uy € {u(g_l) g | g e Gg,n} derart, dass

1)

ylug) < ylul g] fiir alle g € Gy, gilt. (3.7)

(Nach Korollar 2.2.2 existiert das Minimum.)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kdnnen wir dabei u} ,-y-u, > 0 annehmen; ansonsten
némlich ersetzen wir u, durch —uy. Dies dndert die Minimalitat in (3.7) nicht. Aus Lemma 3.3.6
folgt die Existenz einer unimodularen Matrix u'® = (uy] ... |ug_1|ug| * | ... |*¥) € GL,(Z), deren
erste ¢ Spalten durch uq, ..., u, gegeben sind.

Nach n Schritten ergibt sich schlieklich u = u™ = (uy|...|u,) € GL,(Z).

Wir zeigen nun, dass y[u] € P, minkowskireduziert ist: Da die ersten ¢ — 1 Spalten von u
und u“~) {ibereinstimmen, ergibt sich aus Lemma 3.3.6 die Beziehung

{uglg e Gunt = {u(g_l) g ’ g€ Gy} firalle2<¢<n,
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Fiir alle 2 < ¢ < n und alle g € Gy, folgt daher aus Formel (3.7) die Ungleichung

(y[u]),, = ylwe] < ylugl = (y[u])lg).

Fiir alle g € Z™\ {0} ist

(y[u))y, = ylu] = uly) < ylug] = (y[u]) [g].

Dabher erfiillt y[u| die Bedingung (a) aus Definition 3.3.2. Nach unserer Wahl der Spalten von
u gilt aber auch
(ylul)y_y, = up -y-ue >0 fiiralle2 <0 <n.

Dies ist gerade Bedingung (b) aus Definition 3.3.2 fiir y[u|. Damit ist schlieklich y[u] € M,,
bewiesen. O

Korollar 3.3.8. /28, S. 191/, [32, S. 26/, [47, S. 139]
Es gilt
P,= |J Malul
)

u€GLy, (Z

Wir wenden die Konstruktion aus dem Beweis von Satz 3.3.7 auf ein Beispiel an [32, S. 27):

5
Beispiel 3.3.9. Sei y = (

3
3 14) € Ms(R). Das charakteristische Polynom x von y ist
4

5—-x -3 71
A) =det(y — Alp) = det ) = A2 —6)+ —.
X = deaty Ay = et (P20 T ) - g

Dessen Nullstellen, also die Eigenwerte von y, sind 3 4 @ > (. Daher ist y € P,. Wegen
Y12 = —% < 0 ist aber y nicht minkowskireduziert.

Um ein u € GLy(Z) mit y[u] € My zu finden, gehen wir wie im Beweis von Satz 3.3.7
vor: Zundchst miissen wir einen Vektor u; € Z?\ {(0,0)"} mit teilerfremden Eintréigen fin-
den, der ylu;] = p(y) erfiillt. Dazu nutzen wir Korollar 2.2.1 und dessen Beweis. Wegen
3+ Y0 > 39 = 3 gilt y > 3. Fiir alle g € 22\ {(0,0)7} ist also ylg] > 2||g]>. Tm
Fall ||g||?> > 2 erhalten wir

Ansonsten ist ||g||? <1 und g € {%ey, +ea}. Aus

y[te] = Y11 =95>1=1ypo= y[+es]

erhalten wir u; = e, als médgliche Wahl von u;. Als ul) € GL2(Z) mit erster Spalte u; = e
01

1 0)/)°

Im néchsten Schritt betrachten wir die Menge

o strced=fun (3o 2} ) nes)

wihlen wir (! =
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Um daraus einen Vektor us auszuwihlen, der (3.7) fir £ = n = 2 erfiillt, fithren wir wieder
Abschitzungen durch: Falls g7 > 5 gilt, erhalten wir

y[i(gll)] >;(12+g%)22-(1+5):%

Ansonsten ist g7 < 4, also g; € {0,+1,+2} und

<o) = fres 1)+ (4) () = (L)}

Fiir diese berechnen wir

ylxe] = Y1 =95
o[+()) -3

2 ()]-7
0]

)

erreicht werden. Wegen

01
11

Die Minimalbedingung (3.7) fiir ¢ = n = 2 kann daher durch uy = G

uf -y-us =1 >0 kdnnen wir schlieBlich u angeben durch u = u® = (us|us) = ( ) Damit

) st

Der Rand OM,, von M,, in P,, wird gegeben durch

ist

<

=

I
N
=
N[O A=

OM,, ={y € P, | y erfiillt die Ungleichungen in Definition 3.3.2 mit mindestens einem ,=*} .

Das heifst, dass y € M,, genau dann ein Randpunkt von M,, ist, wenn mindestens eine der
folgenden Bedingungen gilt:

(a) Es gibt ein 1 < ¢ <nund ein g € Gy, \ {xe,} mit y[g] = yes.
(b) Es gibt ein 2 < ¢ < n mit yp_1, = 0.

Insbesondere ist M,, in P, abgeschlossen [3, S. 48], [35, S. 27]. Das Innere M,, von M,, in P,
ist gegeben durch

[e)

M, = {y € P, | y erfiillt alle Ungleichungen in Definition 3.3.2 mit ,>“} .
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Satz 3.3.10. [, S. 14], [35, S. 24, 25], [47, S. 136, 137]
Seien y,y € M,, mit § = y[u| fir ein u € GL,(Z) \ {£I,}. Dann gilt y,§ € OM,,.

Beweis. Wir machen eine Fallunterscheidung fiir w:
Fall (a): Falls u eine Diagonalmatrix ist, folgt aus

+1 = det(u) = det(diag(ui i, ..., Upn)) = H Uy p
r=1

und der Ganzzahligkeit der Eintrige, dass u,., € {£1} fiir alle 1 <r < n gilt. Wegen u # +1,
gibt es dabei unter u,,, 1 <r <mn, einen Vorzeichenwechsel. Indem wir gegebenenfalls u durch
—u ersetzen, konnen wir annehmen, dass es ein 2 < ¢ < n mit uy_1 -1 = —1 und u,, = 1 gibt.
Da y und y minkowskireduziert sind, folgt

0<9p1¢= (y[u])eq,g = —e;{l yrer=—Yr10 <0,

also Yr—1¢ = yr—10 = 0. Daraus schliefen wir y,y € OM,,.

Fall (b): Sei u = (u]...|u,) keine Diagonalmatrix. Dann existiert
= min k (3.8)
1<k<n
upFEtey

und u hat die Gestalt!

. uge—n uge—n
0 uf‘l) ’

wobei ul™V € M,_1(Z) eine Diagonalmatrix ist, die (u&eil))w ce{fl}firallel <r</¢-1

erfilllt. Dies ergibt +1 = det(u) = j:det(uff_l)) und uf_l) € GL,_¢41(Z) ist unimodular.
(£-1)

Wegen Lemma 2.5.10 besteht die erste Spalte von u aus teilerfremden Eintrdgen. Dies
bedeutet u, € Gy, \ {Zer}, woraus wir mit y € M,, die Ungleichung

Yoo = (y[u])u = ylwg > yer bekommen.

Wir konnen diese Argumentation auch fiir ' = ((u™")|...|(u™"),) € GL,(Z) wiederholen:
Die Analyse der k — ten Spalten in u™! - u = I,, = u - u~"! zeigt zunichst, dass uy = *e;, genau
dann gilt, wenn (u™!);, = +e;, gilt. Fiir das in (3.8) definierte ¢ ist daher auch

/= min k.
1<k<n

(= Dpter
Wir erhalten dann (u™'), € Gy, \ {£e/} und
Yoo = (ﬂ [“_IDM =9 [(u_l)e} > Yo
Insgesamt haben wir damit u,, (u™'), € Gy, \ {Ze,} mit
ylue) = Goo = yee =9 [(u™)e] -

Daraus schliefen wir y, 7 € OM.,,. O

!Notation gemif (1.3).
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Aus Satz 3.3.10 erhalten wir insbesondere

Korollar 3.3.11. /4, S. 14] Zwei verschiedene innere Elemente von M, gehiren nie derselben
Bahn an.

Die Satze 3.3.7 und 3.3.10 charakterisieren die abgeschlossene Menge M,, als sogenannten
Fundamentalbereich der Operation von GL,(Z) auf P, [4, S. 14], [47, S. 139], gegeben durch

QL.(Z) x P, — P,
(u,y) — ylu"].

3.4 Ungleichungen in der Minkowskischen Reduktionstheo-
rie

Lemma 3.4.1. [, S. 14], [28, S. 192], [32, S. 28, 29], [45, S. 35], |47, S. 123]
(m) m
Y Y2

W)

Seten 1 <m<n—1undy= € M,,. Dann gelten folgende Aussagen:

(a) 1™ € My, \™ € My_p.

(0) 0 < p(y) =111 <122 < .. < Y-

(¢) 2|yer| < yee fiir alle 1 <0 <r <n.

Beweis. (a): Aus (3™)[t] = y Kgﬂ > 0, v € R™\ {0}, und (y{")[w] =y {(3)

w € R\ {0}, folgt zum einen, dass die symmetrischen yim)

> 0,

und yflm) positiv definit sind,
und zum anderen, dass mit y auch yim) und yflm) minkowskireduziert sind.
(b): Nach Definition des Minimums u(y) gilt

0 < u(y) <ylei] = y11.

Andererseits wissen wir nach Bemerkung 3.2.1(b), dass es einen Vektor ¢ € Z" \ {0} mit
teilerfremden Eintrdgen gibt, der y[g] = p(y) erfiillt. Fiir diesen ergibt sich aus Definition
3.3.2(a) mit £ = 1 aber auch die umgekehrte Ungleichung pu(y) = ylg] > yi1. Damit ist
zusammen (i(y) = Yy 1.

Fiir die restliche Aussage in (b) betrachten wir 1 < £ < n—1 und wenden Definition 3.3.2(a)
auf den (¢ + 1) — ten kanonischen Einheitsvektor e, 1 an, der

28T ((ecr1)e, - - (ey1)n) = g2T(0,1,0,...,0) =1 erfiillt.

Dies ergibt y€+1,€+1 = y[e@rﬂ Z y&g.
(c): Seien 1 < ¢ < r < n. Die aus den kanonischen Einheitsvektoren gebildeten Vektoren e, +e,
erfiillen

ggT((ee te ) ..., (e eT)n) = ggT(£1,0,...,0) =1,
woraus wir y[e, £ e,] > y,, wegen Definition 3.3.2(a) schliefen. Mit

ylee T e =yled el cy-e, el -y-er+yled] = voe £ 200, + Yrr

erhalten wir dann yyp £ 2y,, > 0 und 2|y,,| < yre. O



KAPITEL 3. DER SIEGELSCHE FUNDAMENTALBEREICH F, 40

Beispiel 3.4.2. [4, S. 15| Fiir n = 2 liefern Definition 3.3.2(b) und Lemma 3.4.1(b) und (c),
dass

M,y C {(yl’l yl’z) e P, ‘ 0<2y12<y;1 < yz,Q} gilt. (3.9)
Y12 Y22

Wir wollen zeigen, dass auch die umgekehrte Inklusion gilt. Sei also y = (gl’l ‘Zm) € Py mit
1,2 Y22

0<2y12 <y11 < Yoo Fiir g = (g1,92)" € Z?\ {(0,0)T} berechnen wir

ylg] = g% "Y1+ gS Yoo+ 29192 Y12
und betrachten zunéchst ¢ = 1 in Definition 3.3.2(a). Wir unterscheiden zwei Félle:

Fall (a): Falls g; - go > 0 gilt, so ist

> 97 Y11 > Y1, wenn g; # 0,
ylg] > g7 - via + G5 Yoo B ; g
=05 Y22 = Yoo = Y1,1, Wwenn g = 0.

Fall (b): Falls hingegen g; - go < 0 ist, erhalten wir

2012 Y12 > g1 Ga - Y11 > —max{gy, ga} - Yi1-

Dies liefert

ylg] > (97 — max{g?,95}) - yi1 + g5 - Y22 > (97 + 95 — max{g}, 95}) - Y11 > Yo

Also gilt Definition 3.3.2(a) fiir ¢ = 1.

g1

Sei jetzt £ = 2. Wir miissen dann Vektoren + (1

), g1 € 7, betrachten. Fiir diese gilt
Y {j: (911)} =g;- Y11+ Y22 +291 Y12 =91 (91 Y11+ 2v12) + Y22

Fiir g; > 0 folgt sofort y [:I: (911)} > 9.2, weshalb nun ¢g; < 0 vorausgesetzt sei: Dann ist

g -Yia+202<g-t1i+yi1=(@+1)-y1 <0,

g1
1

Wegen v 2 > 0 folgt schliefllich y € Ms. Insgesamt haben wir daher

womit wir auch hier y {j: > Y9 erhalten. Damit ist Definition 3.3.2(a) erfiillt.

My = {(yl’l y1,2> c Py ' 0<2y12<wy11 < 3/2,2} . (3.10)
Y12 Y22

Beispiel 3.4.3. [28, S. 192], [48, S. 230] Aus (3.9) erhalten wir eine Abschéitzung der Determi-

Y11 Y12

nante einer minkowskireduzierten Matrix y =
Y12 Y22

€ Ms durch ihre Diagonalelemente
nach unten: Aus 0 < 2y; 9 <y11 < ya0 folgt

Iy,

det(y) = Y1122 — (n12)° = (3y1,1y2,2 +Y1,1Y22 — (23/1,2)2)

1 3

> 1(391,1(@2,2 + (y1,1)2 - (y1,1)2) = Zyl,lyz,g.
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Bemerkung 3.4.4. [18, S. 481] Die Menge (3.10) konnen wir auch als

M,y = {(?;1,1 31,2) € My(R) ’ y11>0,0< 20 <y < y2,2} schreiben.
1,2 Y22

Der folgende Satz, der auf Minkowski [48] zuriickgeht, verallgemeinert das Beispiel 3.4.3 |28,
S. 192, 193], [35, S. 13, 16, 17], [48, S. 231, 232]:

Satz 3.4.5 (Ungleichung von Minkowski). Es gibt eine nur von n abhdingige Konstante ¢, > 0,
sodass

Hym < cpdet(y)  fir alle y € M,, gilt.

r=1

Bemerkung 3.4.6. [16, S. 34|, [28, S. 192| In Verbindung mit der Ungleichung von Hadamard
(Korollar 3.1.4) erhalten wir fiir jede minkowskireduzierte Matrix y € M,, die Abschitzung

det(y) < [ [ wrr < cndet(y).
r=1

Beweis des Satzes 3.4.5. Wir beweisen den Satz per Induktion iiber n. Fiir n = 1 gilt die
Aussage beispielsweise mit ¢; = 1. Sei nun n > 2 und wir setzen voraus, dass die Aussage fiir
alle 1 < k < n — 1 gilt (Induktionsvoraussetzung). Wir betrachten y € M,, und fiihren eine
Fallunterscheidung durch:
Fall (a): Falls

Yet+1,641 < n(n —1)

Yo 4

so erhalten wir fiir alle 0 <r <n —1

Yr+1,r41 ﬁ Yeo+1,041 <n(n - 1)>T
ot LA < .
- 4

Y11 1 Yl

fiir alle 1 <4 <n—1 gilt,

n—1

Mit yi = ply) < (3) = - (det(y))% nach Lemmata 3.4.1(b) und 3.2.2 erhalten wir

n(n—1) n(n—1) n(n—1)

< (@) . (%)2 -det(y) = (@)2 - det(y).

Fall (b): Es gibt ein 1 < k <n — 1 mit

—1
Yk+1,k+1 S n(n )

Yk,k 4 (3.11)

Wir wéhlen dann 1 < k& < n — 1 maximal mit der Eigenschaft (3.11), das heift, es gilt

—1 i1 —1
Yk+1,k+1 > n(n ) sowie Yit1,i+1 < n(n )
Yk k 4 Yisi 4

firalle k+1<i<n—1  (3.12)
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Schreiben wir y = (g% ‘52) mit k x k — Block yy, so erhalten wir aus Lemma 3.1.2 (mit m = k)
2 4

G L) meermn
n—k

Seien g; € Z* und g, € Gipn—r. Dann ist g = <§1) € Git1, und aus y € M,, folgt
2

Ykt < Ylg] = (%1 2) [(91 ;ng)] = y1[g1 + bga] + x[go]. (3.13)

Aufgrund von Bemerkung 3.2.1(b) konnen wir go € Gq,_x so wihlen, dass z[gs] = p(z) gilt.
AnschlieRend wihlen wir g; € Z* derart, dass jeder Eintrag von g; + bgo im Intervall [—1, 1]
liegt. Zusammen mit den Ungleichungen (b) und (¢) von Lemma 3.4.1 liefert dies

Z Yer - (91 +bg2)e - (91 + bg2)r

1<0,r<k

yilg1 + bga] = |yg1 + bga)| =

< Zy” : |(91 + 592)r‘2 + Z 2|ye,r‘ : {(91 + ngM . ‘(91 + 592)4

1<t<r<k
< k. Yok +k(k—1) Yk _ k(E+1)
4 2 4 8

Setzen wir diese Abschéitzung und z[gs] = p(z) in (3.13) ein, so erhalten wir mithilfe der
Ungleichung von Hermite (Lemma 3.2.2) nun

k(k+1)
8
n—k—1

Ykt k41 < Y1[g1 + bga] + x[ga] < Ypk + ()

ey < —7%" (nach dem ersten Teil von (3.12)) ergibt sich daraus

Unter Verwendung von —

n—k—1

k(k+1 E(k 41 2 2 N
(1 - ﬁ) “Yet1k+1 < Ykl — % Yk < (5) - (det(z)) " F.

Nun ist aber n(fLJrl)) < (Tzn 1)1) =1, also haben wir

n—k—1

1 k(k+1 4\ > 1
PRk Lantas! < (1 a ﬁ) “Ykt1k+1 < (5) : (det(x))"—’“. (3.14)

n—1
Diese Abschitzung nutzen wir, um H Yr+1r+1 Dach oben abzuschatzen: Nach Wahl von £ gilt
r=Fk

r—k
yr+1 r+1 H Yi+1,i+1 (77, — 1)
J— 4 .

Yk+1,k+1 it Yii

fiir jedes k <r<n-—1
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Mit (3.14) folgt daher

n—l n—1 ( 1) r—k ( 1) %
nn — e nin — .
1_[%“””rl < (H < 4 > ) *(Yka1ht1) = (T) (Yra1ht1) :
r=Fk r=k
(n—1) (=k)(n=h=1)
<ok (%) - det(x). (3.15)

k
Um hingegen Hym, abzuschétzen, wenden wir die Induktionsvoraussetzung auf die nach

r=1
Lemma 3.4.1(a) minkowskireduzierte Matrix y; € My, an: Es gibt also eine nur von k abhéngige

Konstante ¢; > 0 mit
k
H Yrr < cpdet(yy). (3.16)
r=1
Die Formeln (3.15) und (3.16) liefern zusammen

(n—k)(n—k—1)

n 1 5
Hy'r,r < 2n—k -cp (%) . det(yl) . det(w)
r=1

(n—k)(n—k—1)
2

— ok e (@) - det(y).

Indem wir nun das Maximum der Konstante

n(n—1)

(272)’

(n—k)(n—k—1)
2

2”—k.ck.(w> firalle 1 <k <n—1

aus Fall (a) und der Konstanten

3

aus Fall (b) bilden, erhalten wir, dass die Ungleichung von Minkowski mit einer nur von n
abhingigen Konstanten auch fiir y gilt. O]

Beispiel 3.4.7. [28, S. 193], [32, S. 31], |35, S. 16|
Offensichtlich ist ¢; = 1 die kleinste Konstante, mit der die Ungleichung von Minkowski (Satz
3.4.5) im Fall n = 1 gilt.

Beispiel 3.4.8. [4, S. 15], [28, S. 193], [32, S. 31]

— N

Sei n = 2. Die nach Beispiel 3.3.4 minkowskireduzierte Matrix y = ( ) € My liefert

= =

3 4
L=y11 12 < cpdet(y) = 12 also ¢y > 3

Die Ungleichung von Minkowski (Satz 3.4.5) ist nach Beispiel 3.4.3 bereits mit ¢ = % erfiillt,
weshalb ¢; = % den kleinstmdoglichen Wert von ¢y darstellt.
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Definieren wir nun

Qp = Sup ( det H%r) n € N,

yeEMn,

so ergeben die Beispiele 3.4.7 und 3.4.8, dass a; = 1 und ay = % gilt.
Satz 3.4.9. /3, S. 52 Die Folge a,, n € N, ist monoton wachsend.
Der Beweis des Satzes 3.4.9 beruht auf

Lemma 3.4.10. /3, S. 52] Firn € N\ {1} gilt
_J(v 0
et

Beweis. Wir iiberpriifen Definition 3.3.2 fiir y € B,,: Fiir alle v = (vv

n,n

o= (5 3)[(L0)] =+ x

Fir v,, # 0 ergibt sich y[v] > Av2, > 0; ansonsten ist v,, = 0, woraus o # 0 und
y[v] = g[v] > 0 folgt. Daher gilt y € P,.
Um Bedingung (a) aus Definition 3.3.2 nachzupriifen, betrachten wir fiir 1 < ¢ < n den

ﬂ € Mn—l; A Z max{gl,b v 7gn1,n1}} C Mn

) e R"\ {0}, v,n € R,
gilt

Vektor g = < g € Gy Gnn € Z, und machen eine Fallunterscheidung:

n,n

Fall (a): Falls g,,,, # 0 gilt, so erhalten wir

Fall (b): Falls hingegen g,, = 0 ist, so folgern wir £ < n und g € Gy,_;. Da § minkowskiredu-
ziert ist, erhalten wir
ylol = 93] = Yoo = yee.
Damit erfiillt y die Bedingung (a) aus Definition 3.3.2. Per Konstruktion ist auch Bedingung
(b) erfiillt, weshalb y € M,, gilt. O

Beweis des Satzes 3.4.9. Fir n € N\ {1} erhalten wir mithilfe der in Lemma 3.4.10 definierten
Menge B,, C M,, die Abschitzung

a, = sup ( det Hyw)

yeﬂAn

> sup ((det( % Hyw)

(8 3)e

= sup (det H%r) = Qp_1. O

yEA4n—l
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Mithilfe der Ungleichung von Minkowski (Satz 3.4.5) konnen wir jede minkowskireduzierte
Matrix mit der durch ihre Diagonalelemente gebildeten Diagonalmatrix vergleichen |3, S. 51,
52|, [4, S. 14, 15], [28, S. 193, 194], [32, S. 30], [47, S. 128, 129].

Korollar 3.4.11. Fiir jedes y € M,, gilt

n- diag(yl,h s 7yn,n) Z Yy Z ' diag<y1,17 cee ayn,n)v

n*t.c,
wobei ¢, die Konstante aus der Ungleichung von Minkowski (Satz 3.4.5) ist.

Beweis. Wir definieren d := diag(\/y11,- - -,v/Unn) und wenden Satz 2.1.6 auf y[d~'] € P, an:
Es gibt g € GL,(R), g7 - g = I,, und A\y,..., A\, > 0 mit

yldtg] = diag(A1, ..., \n).

Da Ay, ..., \, die Eigenwerte von y[d '] sind, gilt (Korollar 2.1.9)

Z Ar = Spur(?/[dil]) = Z(y[dil})rm = Zy[@m‘)i% : er] = Z(yr,r)il “yle,] = Z l=mn,
r=1 r=1 r=1 r=1 r=1
woraus
A, <n o fir alle 1 < k < n folgt. (3.17)

Aus der Ungleichung von Minkowski (Satz 3.4.5) erhalten wir des Weiteren

H)‘k det(yld™"]) = <H(yk,k)_é> ~det(y) = (H yk,k) - det(y) > Ci

k=1 k=1
- 1
Mithilfe von (3.17) schlieRen wir daraus nun n"~* - \; > H A > — und
Cn
k=1
1 .. .
A > — fur alle 1 < < n. (3.18)
n"t-.c,
Mit den Abschéitzungen (3.17) und (3.18) ergibt sich
1
n- I, > yld'g) = diag(h, o A) > 1,
n"—+-c,

Wenden wir darauf [¢g'd] an, so erhalten wir wegen g* - g = I,, die Behauptung

1
n-d*>y> - d?. O

=J = n-1
n"—t-.c,

Zum Abschluss dieses Abschnitts zeigen wir, dass es unter bestimmten Voraussetzungen an
y € P, nur endlich viele Bahnen {y[u] | v € GL,(Z)} gibt [3, S. 52|, [16, S. 36].

Korollar 3.4.12. Sei d > 0. Dann gibt es nur endlich viele Bahnen

{ylu] [u € GL,(2)}

zu halbganzen Matrizen y € P, mit fester Determinante det(y) = d.
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Beweis. Wegen Satz 3.3.7 besitzt jede solche Bahn einen minkowskireduzierten Représentanten
w € M, der auch halbganz ist (Lemma 2.2.4(e)) und det(w) = d erfiillt. Die Ungleichung von
Minkowski (Satz 3.4.5) fiir w ergibt

wep < me < cpdet(w) =c,d fliralle 1 < ¢ <n.
r=1

Wegen Lemma 3.4.1(c) zeigt dies die Beschranktheit aller Eintrage von w durch eine nur von
n und d abhingige Konstante. Da w halbganz ist, gibt es also fiir w nur endlich viele Moglich-
keiten. Daher ist die Anzahl der Bahnen endlich. O

3.5 Der Siegelsche Fundamentalbereich F,

Aus der Theorie der klassischen Modulformen wissen wir bereits, dass die Operation von SLy(Z)
auf H durch

SLy(Z) x H — H

az+b
(m,z) — m(z) = ot d
.. a b\ . .
fir m = (c d) einen Fundamentalbereich
) 1
F = {z:x—l—zyelﬂl |z| > 1, |x|§§} (3.19)

besitzt (Abbildung 3.1), der das Folgende erfiillt [3, S. 44, 45], [7, S. 317, 326], [10, S. 34 — 37|,
37, S. 9], [60, S. 2 — 4]:

SIS

Abbildung 3.1: Der Fundamentalbereich F

Satz 3.5.1. (a) Zu jedem z € H gibt es ein m € SLy(Z) mit m(z) € F.

(b) Seien z,z € F mit Z =m(z) fir ein m € SLy(Z) \ {x12}. Dann gilt z,Z € OF. Insbeson-
dere gehdren zwei verschiedene innere Punkte von F nie derselben Bahn an.
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Das Ziel ist es, dies zu verallgemeinern [16, S. 30, 31|. Satz 2.4.1 beschreibt bereits die
Operation von I'), auf H,, durch

I, xH, — H,
(m, 2) — m(z) = (az +b)(cz +d)™*

fiir m = (CCL Z) Ihre Bahnen sind gegeben durch

Ih(z) ={m(z) |[mel,}, =ze€H,.

Definition 3.5.2. |21, S. 185, 186], [54, S. 599], |55, S. 628§]
Eine Matrix z = x + iy € Hl, heist siegelreduziert, falls die folgenden Bedingungen gelten:

(a) |det(cz + d)| > 1 fiir alle (Z Z) erl,.

(b) y € M,,.
(€) |xes| < % fiiralle 1 </ <r <n.
Die Menge aller siegelreduzierten n x n — Matrizen bezeichnen wir mit F,.

Bemerkung 3.5.3. [16, S. 38|, [28, S. 194] Da M,, in P, abgeschlossen ist, ist F, in H,
abgeschlossen.

Beispiel 3.5.4. [3, S. 44, 45], [37, S. 9] Im Fall n = 1 ergibt Definition 3.5.2

flz{z:eriyeH

.. a b 1
lcz + d| > 1 fiir alle (c d) € SLe(Z), |z| < 5}

:{z:$+iy€H

1
lcz +d| > 1fiir alle ¢,d € Z mit ggT(c,d) =1, |z| < 5}

Wir wollen zeigen, dass dies mit dem in (3.19) definierten Fundamentalbereich F iiberein-
stimmt:

Mit (e,d) = (1,0) sehen wir F; C F. Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen, betrachten
wir die symmetrischen, nach dem Hauptminoren — Kriterium fiir die Definitheit auch positiv

definiten Matrizen

1 1 1 -1

2)eP, und 2| eP,.
1 2 1 2
(5 1) (—5 1 )
Die zugehérigen quadratischen Formen erfiillen
AHed+d* €Zsy=N firalle (c,d)" € Z*\ {(0,0)"}.

Fiir alle z € F und alle (¢,d)T € Z*\ {(0,0)"} gilt daher

lcz +d|*> = (cz +d)(cz + d) = |2 + 2cdx + d°
> ¢ + 2cdr + d? > & = 2|cd||x| + d* > & — |cd| + d* > 1.

Dies zeigt z € Fi, also F C F;. Insgesamt ergibt sich F = Fj.
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Der Beweis von Satz 3.5.1 basiert darauf, dass jede Bahn I'i(z), z € H], einen Punkt maxi-
maler Hohe besitzt. Die Hohe wird dabei durch den Imaginirteil gegeben [3, S. 43, 44], [10, S.
34, 35], [32, S. 34], [37, S. 9.

Dies iibertragen wir auf n € N [16, S. 36|, [37, S. 9], [55, S. 627].

Definition 3.5.5. Fiir z = z + iy € H, heifst h(z) = det(y) die Héhe von z.
Bemerkung 3.5.6. [16, S. 26, 37|, [32, S. 34|, [35, S. 28|, [47, S. 168, 169]

(a) Firm = <Z Z) el', und z =z + iy € H,, gilt nach (2.13)

h(m(z)) = det(Im(m(z))) = det(y{(cz + d)~'})
= det(((cz + d)*l)T cy - (cz + d)_1> = |det(cz + d)| 7 - h(2).

(b) Fiir m = <IS [b> €'y, b € M,(Z) symmetrisch, und z € H,, ergibt sich

h(z+b) = h(m(z)) = h(z).

T
(c¢) Fiirm = (uo uql) €T, u € GL,(Z), und z € H,, erhalten wir

Lemma 3.5.7. [/, S. 15, 16/, [16, S. 37], [32, S. 34, 35/, [35, S. 29]
Seien m € I'), und z € H,,. Dann g¢ibt es ein m € I',, mit

h(m(z)) = h(m(z)) und (Im(m(z)))"" € M,.

b

Beweis. Wir schreiben m = (CCL d

) und z = x + iy. Aus (2.13) ergibt sich

v =Imm(z) = y{(cz+ d) "} = (2 +d) )"y ez +d)
also (y) '=(cz+d)-y " (cz+d)" = y’l{(cz + d)T}. (3.20)

Nach Satz 3.3.7 existiert ein u € GL,(Z) mit (y*) [u] € M,,. Mit der Matrix
nsm= (Y )= () (00) = ()
gilt wegen Bemerkung 3.5.6(c)
h(m(z)) = h((m{z)[(w™)"]) = h(m(2)).
Mit (3.20) folgt schlieklich auch
(=) " =y @ eraTd) f =y {leztd uf
= (v {lez+a) }) = )
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Mithilfe von Lemma 3.5.7 gelingt es schlieklich zu zeigen, dass jede Bahn T',(z), z € H,,,
ein Element maximaler Hohe besitzt [4, S. 15, 16|, [16, S. 37|, [32, S. 34, 35|, [35, S. 29]:

Lemma 3.5.8. Seien z € H,, und ¢ > 0. Dann ¢ibt es nur endlich viele hg > 0 mit
ho >¢e und ho=h(m(z)) firenmel,.

Beweis. Sei h(m(z)) > € mit m € T',. Aufgrund von Lemma 3.5.7 kénnen wir annehmen,
dass (Im(m(z)))_1 € M,, minkowskireduziert ist. Wir bezeichnen die Diagonalelemente von
(Im(m(z>))_1 mit ¢11,...,t,,. Nach der Ungleichung von Minkowski (Satz 3.4.5) gilt
[Ttr < co-det(im(m(=))) ™" = e, - (h(m{z))) " < = (3.21)
£

r=1

a b

Schreiben wir m = <c d) und z = x + iy, erhalten wir mit (3.20) andererseits

(Im(m(z)))_1 =(cZ4+d)-y ' (cz+d)T = (c-(x—iy)+d) -y (c (z+iy)+ d)T
((cx +d) —icy) -y~ ((cx + d)" + iycT)

y H(ex +d)'] + i((cx+d)- ch—c-(cx+ d)T) + ylc"]

y~ ! [(cx + )]+ yle']

y [zt +d ]+ ylet,

denn (cx +d) - c* = z[c'] + d - ¢ ist nach Lemma 2.3.5(¢) symmetrisch.
Bezeichnen wir die ¢ — te Zeile von ¢ (respektive d) mit ¢, (respektive d;), 1 < ¢ < n, so
folgt
toe =y 'r -y +df] +ylef] fiiralle 1 </ <n. (3.22)
Wir unterscheiden nun zwei Falle:

Fall (a): Wenn ¢, # 0 gilt, ergibt sich

tee > yleg] > p(y) > min{u(y), uly™)} = K.

Fall (b): Sei ¢, = 0. Dann muss dy # 0 gelten; denn ansonsten wére namlich die (n + £) — te
Zeile der invertierbaren Matrix m eine Nullzeile. Wir erhalten

tee =y ' dg] > p(y™t) > min{u(y), u(y™)} = K.

Jedes tpp, 1 < £ < n, ist also immer nach unten durch eine positive Konstante K > 0
beschrénkt, die unabhéngig von m ist. Zusammen mit (3.21) schliefen wir daraus

n
. c
oo K" < | Iltr,r < f,
r=

also  tg, < Kncﬁ = fiir alle 1 < ¢ <n, (3.23)

wobei die obere Schranke =— unabhiingig von m ist. Wegen (3.22) und (3.23) miissen die

Zeilen ¢y, 1 < ¢ < n, daher die Ungleichung
T Cn
yleg] < Tl o
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erfiillen, die nach Korollar 2.2.2 nur fiir endlich viele ganze Vektoren erfiillt sein kann. Fiir jede
dieser endlich vielen Moglichkeiten von ¢, gibt es (wieder nach Korollar 2.2.2) nun aber auch
nur endlich viele Moglichkeiten von ganzzahligen Vektoren d, mit der Eigenschaft

1 T T Cn
. d;] < )
y oz + Z]_K"—l-e

Daher durchlaufen die Blocke ¢ und d von m eine endliche Menge, woraus mit Bemerkung
3.5.6(a) schlieflich die Behauptung folgt. O

Damit kénnen wir nun Satz 3.5.1(a) verallgemeinern [3, S. 59|, [16, S. 36, 37|, [28, S. 194,
195], [47, S. 169).

Satz 3.5.9. Zu jedem z € H,, gibt es ein m € I, mit m(z) € F,.

Beweis. Nach Lemma 3.5.8 existiert ein Z = z + iy € I',(z), das maximale Hohe unter allen
Elementen der Bahn T',,(z) besitzt. Wegen Satz 3.3.7 gibt es ein v € GL,(Z) mit y[u] € M,,.
Anschliefend wihlen wir ein symmetrisches b € M,,(Z) derart, dass jeder Eintrag von Z[u] + b

T
im Intervall [—1, 1] liegt. Wir betrachten die Matrix m = (I(;l [b) - (UO u01> € I', und

das Element ,
2 =m(Z) = <]6‘ In> (Z[u]) = Z[u] + b = T[u] + b+ ig[u],

das in derselben Bahn wie z liegt. Wir zeigen, dass z* siegelreduziert ist: Wegen
h(z*) = h(Z[u] + b) = h(Z[u]) = h(Z)

hat auch z* maximale Hohe unter allen Elementen der Bahn T',(z) = T,(z*), das heift
h(z*) > h(m(z*)) fiir alle m € T',,. Aus Bemerkung 3.5.6(a) folgt daher

h(z*) > h(m{z*)) = |det(cz* + d)| ™% - h(z¥)

und |det(cz® +d)| > 1 fiir alle m = (CCL Z) el,.

Des Weiteren gilt Im(z*) = glu] € M,, und jeder Eintrag von Re(z*) = Z[u] + b liegt per
1
29

Konstruktion im Intervall |— %} Daher ist z* siegelreduziert. O]

Korollar 3.5.10. /28, S. 195] Es gilt H, = | ] m(F,).

mEFn

Auch Aussage (b) von Satz 3.5.1 wird verallgemeinert durch

Satz 3.5.11. /3, S. 59], [32, S. 38], [35, S. 93], [47, S. 176, 177]
Seien z,Z € F, mit Z=m(z) fir ein m € T';, \ {£lon}. Dann gilt z,Z € OF,.

. . . oy b : .
Beweis. Wir schreiben z = z + 14y, 2 = £ + iy und m = (CCL d)’ deren inverse Matrix nach

T T
Lemma 2.3.5(c) durch m™" = (_dCT al; ) gegeben ist. Aus z € F, erhalten wir

h(Z) = h(m(z)) = |det(cz + d)| 7% - h(z) < h(2).
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Andererseits ist auch Z € F,,, woraus

h(z) = h(m™(2)) = |det(—cT - 2+ a")| - h(Z) < h(Z) folgt.
Daher erhalten wir i(Z) = h(z) und |det(cz + d)] = 1 = |det(—c" - Z + a™)|. Wir machen eine
Fallunterscheidung:

Fall (a): Sei ¢ # 0. Wire z € F,, so konnte det(cz + d) als nichtkonstante holomorphe Funktion
aufgefasst werden. Nach dem Minimumprinzip diirfte sie in z kein Betragsminimum besitzen,
das heifst, es gibe ein z* € F,, mit

|det(cz* + d)| < |det(cz + d)| = 1.

Da dies ein Widerspruch zu Definition 3.5.2(a) wére, muss also z € 0.F, gelten. Eine analoge
Argumentation ergibt auch Z € 0.F,.
Fall (b): Falls ¢ = 0 gilt, so folgt a™ - d = I,, aus Lemma 2.3.5(d), also (a¥)™! = d € M,(Z).

T
Dann koénnen wir u := a® € GL,(Z) setzen, womit m = <g Z) = (UO ul;) gilt. Damit

erhalten wir
F+ig=2=mz) = (u" -z +b) u=z[u] +bu=z[u] + bu + iylu,
also T=z[ul+bu und g=ylul.

Falls u # +1,, ist, so impliziert Satz 3.3.10 sofort y,y € OM,, und z, Z € 0.F,.
Falls hingegen u = +1,, gilt, ist b # 0 wegen m # +I,. Daher ist Z = z[u] + bu =z + b
eine nichttriviale Translation mit ganzzahligen Eintrigen. Unter Beriicksichtigung, dass alle

Eintrige von x und z im Intervall [—%, %] liegen, folgt, dass es ein 1 < ¢ < r < n gibt mit

Loy = i% und %y, = —xy,. Auch hier ergibt sich daher z, z € 0F,. O]
Aus Satz 3.5.11 ergibt sich

Korollar 3.5.12. [/, S. 16/, [37, S. 10] Zwei verschiedene innere Elemente von F, gehdren
nie derselben Bahn an.

Die Satze 3.5.9 und 3.5.11 charakterisieren die abgeschlossene Menge F,, als Fundamental-
bereich der Operation von I',, auf H,,, gegeben durch

I, xH, — H,
(m, 2) — m{z) = (az +b)(cz +d)™*

fiir m = (CCL 2) Wir nennen F,, den Siegelschen Fundamentalbereich von Ty, [4, S. 16], [16, S.

36.

3.6 Ungleichungen fiir siegelreduzierte Matrizen

Die im Abschnitt 3.4 hergeleiteten Ungleichungen fiir minkowskireduzierte Matrizen ergeben
wichtige Abschétzungen fiir siegelreduzierte Matrizen [3, S. 59, 60|, [16, S. 37, 38|, |35, S. 30].

Lemma 3.6.1. Sei x + iy € F,,. Dann gilt

of%

Ynn = Yn—lp—1 = - = Y11 =
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Beweis. Definieren wir

{0 0 (=10 o
a:=d:= (o Inl)eMn(Z), b._(o O)EM,L(Z), ci=—b

und m = (Z b) € My, (Z), dann sind a™ - ¢ = 0 und bT - d = 0 symmetrisch. Auferdem ist

T ;, 1 ,_(0 0 1 0\
a -d—c b_(O ]n_l—i—oo—fn.

Nach Lemma 2.3.5(d) gilt daher m € T',,. Dies ermoglicht es, Definition 3.5.2(a) auf m und
z =x + 1y € F, anzuwenden:

211 % 0 O _ i1 % _
() o )= (3 al ) =

Wegen |z1| < 3 nach Definition 3.5.2(c) ergibt sich

1 <|det(cz +d)| =

1 3 3
1< |Z1,1‘2 = 33%,1 + Z/%J < 1 + y%,p also 3/%,1 > 1 und y1 > \/7_
Mit Lemma 3.4.1(b) erhalten wir die Behauptung. O

Beispiel 3.6.2. Fiir n = 1 besagt Lemma 3.6.1, dass y > ‘/Tg fiir alle z + iy € F; = F gilt.

Eine grofsere Konstante als \/73 gibt es dabei nicht, denn die beiden ,unteren Ecken®

T 1 3 T 1 3
e’ Z——+i£ und eQT:——i—z'L_

2 2 2 2

des Fundamentalbereichs F; = F aus Abbildung 3.1 besitzen ja genau den Imaginarteil \/75

Satz 3.6.3. /3, S. 59, 60/, [16, S. 51], [32, S. 83]
Ser x + 1y € F,,. Dann gilt

\/§ 2-n"-c,

> V2 . e S N [
R p— - sowie  Spur(y~) < 7

wobei ¢, die Konstante aus der Ungleichung von Minkowski (Satz 3.4.5) ist.

Beweis. Aus Korollar 3.4.11 und Lemma 3.6.1 erhalten wir fiir jedes x + iy € F,

V3
— - dia, e Ynm) = ——— - I,
n"1.c, 8y Ynin) 2 2-n"1.c,
Dies zeigt die erste Behauptung des Satzes, woraus auch die zweite folgt: Wir nutzen Bemerkung
2.1.13 und schreiben

_ V3 _
n = Spur(L,) = Spur(y -y ') > 5— = ——Spur(y ).

Dies ergibt die zweite Behauptung. O]
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Beispiel 3.6.4. [45, S. 83|, [47, S. 189, 195] Wir betrachten den Fall n = 1. Mit ¢; = 1 folgt

2
y ' =Spur(y™ ') < —= fiir alle 2 + iy € F,.

V3

In dieser Ungleichung ist \% nach Beispiel 3.6.2 die kleinstmogliche Konstante und es gilt

-1 2
sup (Y = —=.
m+iy6.7—'1< ) \/g

Sei n = 2. Die wegen Satz 3.6.3 und Beispiel 3.4.8 giiltige Abschitzung

2-22.3 32

Spur(y™!) < = fir alle z + iy € F
kann wie folgt verbessert werden [45, S. 83 — 84], [47, S. 195, 196]:

P . Y11 Y12 . -1 1 Y22  —Yi2
Beispiel 3.6.5. Sei y = ' ’ € M. Dann gilt = . ’ “ ] und
p Y (yLZ 92,2) 2 gy det(y) (—yl,z Y1,1 )

Beispiel 3.4.8 liefert
_ 1 4 yoo+uyin 4 ( 1 1 )
Spur(y~!) = ——— - + < - 22T o )
P (y ) det(y) (3/2,2 3/1,1) 3 Y11 Y22 3 Y11 Y2,2

Mit Lemma 3.6.1 folgt fiir alle x + iy € F; schlieflich
sy <2 (e L)< (2L2) 10
PV =3 a0 Y2/ 3 \WV3 V3 3V3
Wir kehren zu Satz 3.6.3 zuriick und notieren eine unmittelbare Folgerung (3, S. 59, 60|,
[16, S. 38|, [28, S. 196]:

Korollar 3.6.6. F,, ist in der Menge {z € M,(C) | 2* =z} abgeschlossen.

Korollar 3.6.7. [3, S. 93], [4, S. 31], [16, S. 38], [28, S. 196], [32, S. 57]
Sei ¢ > 0. Dann ist die Menge F,(c) = {x + iy € F, | det(y) < ¢} kompakt.

Beweis. Wegen Korollar 3.6.6 ist F,,(c) abgeschlossen. Es bleibt daher die Beschranktheit zu
zeigen: Mit Lemma 3.6.1 und der Ungleichung von Minkowski (Satz 3.4.5) ergibt sich fiir
x + iy € F,(c) die Abschétzung
3 n—1 n
(%) Yoo < Hyw < c,det(y) < c,c  fiiralle 1 <4 <n.
r=1

Wegen Lemma 3.4.1(c) ist jeder Eintrag von y beschrédnkt. Nun sind aber auch die Eintrage
von x (per Definition) beschrinkt, woraus die Behauptung folgt. ]



Kapitel 4

Siegelsche Modulformen

4.1 Der Vektorraum M (I',) der Siegelschen Modulformen

Definition 4.1.1 (Strichoperator). [32, S. 43|, |60, S. 7] Seien n € N und k € Z. Fiir eine

b) € Sp,,(R) definieren wir

Funktion f : H,, — C und eine symplektische Matrix m = d

f‘km : H,, — C durch
(f|,m)(2) = det(cz +d)~" - f(m(z)) = det(cz +d) " - f((az + b)(cz +d)™").
Beispiel 4.1.2. Es ist f| L, = f.

Definition 4.1.3. [3, S. 62, 63|, [4, S. 20|, [16, S. 39, |21, S. 187], [32, S. 43|, |37, S. 11], [51,
S. 5], [60, S. 7]

Seien n € Nund k € Z. Eine Funktion f : H,, — C heift Siegelsche Modulform vom Geschlecht
n und Gewicht k, falls die folgenden Bedingungen gelten:

(a) f ist holomorph.
(b) Es gilt f‘km = f fir alle m € T',,.
(c) fist in jedem Bereich der Form {z € H,, | Im(2) > yo}, yo € P,,, beschrinkt.

Beispiel 4.1.4. [38, S. 155], [60, S. 7] Fiir n = 1 erhalten wir die klassischen Modulformen
einer komplexen Variablen.

Bemerkung 4.1.5. [3, S. 62, 63], [4, S. 20], [16, S. 39], [21, S. 188], [32, S. 43, 44], [35, S. 43],
37, S. 11], [51, S. 5], [60, S. 7, §]

(a) Die Menge aller Siegelschen Modulformen vom Geschlecht n und Gewicht & bilden einen
Vektorraum tiber C, der mit M(T',) bezeichnet wird.

(b) Nach Korollar 2.2.1 gibt es zu jedem yo € P, ein § > 0 mit yo > JI,. Daher kann die
Bedingung (c) aus Definition 4.1.3 ersetzt werden durch folgende Aussage:

f ist in jedem Bereich der Form {z € H,, | Im(2) > §1,}, 6 > 0, beschrénkt.

(C) Fiir f € Mk(rn) und g€ MZ(Fn) ist f g € Mk+€(rn)

24
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b~) el ist

oy N

. _(a b .
(d) Furm-(c d)EFnundm—( i

_ % *
= ca +dc cB+ch) '
Fiir z € H,, bestimmen wir
det((ca + dé) - z + (cb + dd))
(c-(az+b)+d- (2 +d))
(c-(az +b)(éz +d)~" +d) - det(cz + d)
(

=det(c-m(z) +d) - det(éz + d).
Daher ergibt sich

(e) Wegen Teil (d) muss die Transformationseigenschaft f}km = f aus Definition 4.1.3(b)
nur fiir die Erzeuger (2.18), (2.19) und (2.20) von I',, iiberpriift werden: Wir miissen also
lediglich

f(z+0b) = f(2), b€ M,(Z) symmetrisch,

u))k - f(2), we€ GL,(Z), iberpriifen.

Bemerkung 4.1.6. [7, S. 149, 350, 351, [18, S. 449], [21, S. 189, 190, [32, S. 44, 45|, [35, S.
44], (38, S. 269], [51, S. 6]

Sei f : H, — C eine holomorphe Funktion, die f(z + b) = f(2) fiir alle symmetrischen
b € M, (Z) erfiillt. Dann ist f in jedem z;,, 1 < ¢ <r <n, periodisch mit Periode 1 und lsst
daher eine Fourierentwicklung in diesen Variablen zu. Da jede ganzzahlige Linearkombination
von 2, 1 < <r <mn,in der Form

Spur(tz) fiir genau eine halbganze Matrix t* = ¢ € M, (R)

dargestellt werden kann (Bemerkung 2.2.5), konnen wir die Fourierentwicklung mithilfe der
Notation (2.8) als

fy=" > a®)em ™) = N a(t)e,(tz), z€H,, (4.1)

tT=te M, (R) tT=te M, (R)
t halbganz t halbganz

schreiben. Sie stellt eine absolut und auf Kompakta von H,, gleichméfig konvergente Reihe dar.

Einige der folgenden Ergebnisse konnen wir nicht nur fiir Siegelsche Modulformen beweisen;
es reicht sogar, fiir holomorphe Funktionen lediglich die ,richtigen“ Transformationen unter
(2.18) und (2.20) vorauszusetzen |21, S. 190|, [32, S. 45, 46], [35, S. 44, 45].
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Lemma 4.1.7. [16, S. /3], [21, S. 190], [32, S. 45, 46], [35, S. 44, 45], [47, S. 182, 183], [54,
S. 601}, [55, S. 635]
Setenn € N, k € Z und f : H,, — C holomorph mit der Eigenschaft

k
F(lu] +b) = (det(u))” - f(2)
fir alle z € H,,, v € GL,(Z) und symmetrischen b € M, (Z). Fir die Fourierkoeffizienten von

f)= > alten(tz), z€H,,

tT=te M, (R)
t halbganz

gilt dann die Beziehung

a(t[u)) = (det(w))" - a(t)
fiir alle halbganzen t* =t € M,(R) und alle u € GL,(Z).

Beweis. Zunichst gilt
Spur(t - z[u]) = Spur(tu”z - u) = Spur(u - tu’ z) = Spur(t[u’] - 2).
Wir erhalten damit

(det(u))

CE = fER) = Y at)en(t - #[u])

tT=te M, (R)
t halbganz

= ) ale(tfu']-2)

tT=tc M, (R)
t halbganz

= 3 el en(t)

tT=te M, (R)
t halbganz

wobei die letzte Gleichheit aus der Bijektion ¢ — t[u"] zwischen den halbganzen Matrizen t
und t[u"] folgt (Lemma 2.2.4). Daraus schliefen wir a(¢[(u")™']) = (det(u))lC -a(t). Indem wir
u durch (u™')T ersetzen, ergibt sich

a(t[u]) = (det(u™)T)" - a(t) = (det(w))" - a(t). O

Korollar 4.1.8. /35, S. /5], [47, S. 183] Seien n € N und k € Z mit ungeradem nk. Die
Funktion f : H, — C sei holomorph mit der Eigenschaft

k
f(zlu] +b) = (det(u))" - f(2)
fir alle z € H,,, v € GL,(Z) und symmetrischen b € M, (Z). Dann ist f die Nullfunktion.

Beweis. Fur

f)= > alten(tz), z€H,,

tT=te M, (R)
t halbganz

folgt aus Lemma 4.1.7 (mit v = —1I,, € GL,(Z))

a(t) = a(t[-L,)) = (det(—1,))" - a(t) = (=1)™ - a(t) = —a(t).
Es folgt a(t) = 0 fiir alle halbganzen Matrizen ¢t* =t € M, (R). O

k
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Da Siegelsche Modulformen vom Geschlecht n und Gewicht £ mit ungeradem nk die Vor-
aussetzungen von Korollar 4.1.8 erfiillen, ergibt sich unmittelbar

Korollar 4.1.9. [16, S. 39/, [35, S. 45] Seien n € N und k € Z mit ungeradem nk. Dann ist

Beispiel 4.1.10. [60, S. 8] Fiir n = 1 und ungerades k € Z erhalten wir die bekannte Aussage
My (T'y) = {0}

Wir kehren zu (4.1) zuriick. Die Fourierkoeffizienten konnen zuriickgewonnen werden durch
die fiir alle y € P, giiltige Formel (z = z + iy)

1 1 ! '
- / / F(z)e2misSpur(ta) g  G2mSpus(ty) / / f2)e2m )y
0 0 ) y
1 1
_&Mmmw/.“/jﬂ@%@{ﬂwx (4.2)
0 0

n(nt1)

Dabei bezeichnet dr = H dxy, das Euklidische Volumenelement im R™ 2

1<t<r<n

S. 20|, [32, S. 45], [35, S. 44[, [38, S. 269].

Wir benutzen die Darstellung (4.2), um zu zeigen, dass jede Siegelsche Modulform nega-
tiven Gewichts verschwindet. Zunéchst sei dazu an die Hohe h(z) = det(y) eines Elements
z = x + 1y € H,, erinnert.

[7,'S. 149], [16,

Bemerkung 4.1.11. [32, S. 45], [35, S. 47|, [45, S. 70, 71], [47, S. 192]
Seien n € N, k € Z und sei f : H, — C eine Funktion, die f‘km = f fiir alle m € I, erfiillt.

Sei .
g(2) = (det(y))* - |f(2)] = h(2)

b
d

IMIE

Af(2)], 2= +iy € Hy

Fiir alle m = (Z ) € I'), und alle z € H,, gilt mit Bemerkung 3.5.6(a)
g(m(z) = h(m(2))* - | (m
= |det(cz +d)| 7" ( )
= h(=)? £ (2)] = g(2).

Satz 4.1.12. [21, S. 191], [28, S. 200], [32, S. 45], [35, S. 47], [45, S. 52, 70, 71], [55, S. 626,
637, 638
Seien n € N und k € —N. Dann gilt My (T',,) = {0}.

@
2

-|det(cz + d)[* - | ()]

Beweis. Fiir f € M(T',,) betrachten wir

g(2) = (det(y))? - |f(2)], ==z +iyeH,

und zeigen zunédchst, dass g auf dem Siegelschen Fundamentalbereich F,, beschrinkt ist: Nach
der Ungleichung von Minkowski (Satz 3.4.5) und Lemma 3.6.1 gilt fiir z + iy € F,

" 5
det(y Hyr,, >t (?) und  (det(y))? < &E (ﬁ) wegen k < 0.

[STES

2
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k
Also ist F,, 2 o + iy — (det(y))§ beschriankt. Um zu zeigen, dass f auf F, beschrinkt ist,
bemerken wir, dass F,, nach Satz 3.6.3 eine Teilmenge von

y > RC In} ist. (4.3)

—2.-nrl.c,

{x+iy€Hn

Als Siegelsche Modulform ist f nun auf (4.3) und daher auch auf F, beschrénkt. Insgesamt
ergibt sich die Beschridnktheit von g auf F,,. Wegen Bemerkung 4.1.11 und Satz 3.5.9 ist g dann
sogar auf H,, beschréankt. Es gibt also eine Konstante ¢ > 0, sodass

[f(2)] < ¢ (det(y))

Fiir die Fourierkoeffizienten a(t) von f erhalten wir aus (4.2) die Abschétzung

_k
2

fiir alle z = x + 7y € H,, gilt.

[NIES

1 1
la(t)] < “/ / |f(2)|dz < c- ™50 . (det(y)) 2.
0 0

Fiir y = el,,, € > 0, ergibt sich schlieklich
‘G/(t)‘ <c- eZTrg-Spur(t) ) 87% 5¢_0> 0.

Daher verschwinden alle Fourierkoeffizienten von f. O]

4.2 Thetafunktionen

Wir kehren zur Thetafunktion aus Definition 2.2.13 zuriick und wollen zeigen, dass sie unter
gewissen Voraussetzungen eine Siegelsche Modulform darstellt. Nach Satz 2.2.15 ist dazu ledig-
lich noch die Transformationseigenschaft (b) aus Definition 4.1.3 zu beweisen, die wir mithilfe
von Bemerkung 4.1.5(e) iiberpriifen werden |16, S. 39, 40|.

Lemma 4.2.1. [16, S. 40/, [32, S. 48, 49]
(a) Seien a € P, gerade und b € M,(Z) symmetrisch. Dann gilt
Van(z+0) =Von(z), =ze€H,.
(b) Seien a € P, und v € GL,(Z). Dann gilt
Yan(zu]) = Von(z), =z € H,.

(¢) Seien a € P, und u € GL,,(Z). Dann gilt
Dapugn(2) = Yan(z), 2 € Hy,.

Beweis. (a): Fiir alle ¢ € M,,,(Z) ist a[g] eine gerade Matrix (Lemma 2.2.4(e)), weshalb
Spur(alg] - b) € 2Z und e, (3alg] - b) = emSPurleldl®) = 1 gilt (Lemma 2.2.4(c)). Daher ergibt sich

Van(z+0) = Z en(%a[g] (z+ b)) = Z en(%a[g] . z) e (%a[g] -b)

9EMm n(Z) GEMm n(Z)

= > en(%a[g]-z):ﬂm(z).
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(b): Fiir alle g € M,, ,(Z) gilt
Spur(alg] - z[u]) = Spur(¢*agu®z - u) = Spur(u - g agu®z) = Spur(algu’] - 2).

Mit Lemma 2.5.4(f) folgt

(c): Mit Lemma 2.5.4(e) erhalten wir
1 1
Dugn(2) = Y. en(alugl-2) = D0 en(5algl - 2) = dan(2): =
9E My (Z) 9E My (Z)

Aufwendiger wird es hingegen sein, eine Formel fiir die Transformation der Thetafunktion
unter

H, — H,,

2 —z7 1
herzuleiten. Wir starten dazu mit

Lemma 4.2.2. [16, S. 21/, [32, S. 49] Seien a € Py, g € My, (Z), z € H,, und w € M, ,(C).
Dann gilt

€n <%a[w] z—gt- w) =e, (—%a‘l[g] : z_1> : en<%a[w —at-g-2 z>
Beweis. Wir berechnen
Spur(—a'[g] -z +alw—at-G- 271 2)
=Spur(—g'a'g- 2+ (w -z g a ) a(w—at g2 z)
:Spur(—z Vgt g+ wt a-w-z—wh - g—2t gTwz+ 27 gt ! g)
= Spur(a[w] =gt w—§lwz- 2 1)
= Spur(a[w] - 2 — 23" - w) O

Lemma 4.2.3. [3, S. 332, 333], [16, S. 13, 21], [32, S. 50, 51]
Zu jedem z € H,, gibt es ein b € GL,(R), sodass z[b] eine Diagonalmatriz ist.

Beweis. Zu z = z + iy € H, gibt es nach Korollar 2.1.11 ein b € GL,(R) mit bT - b = y. Wir
wenden Satz 2.1.6 auf die symmetrische Matrix z[b~'] € M, (R) an und erhalten b* € GL,(R),
b7 b* = I, sowie A\, ..., \, € Rmit z[b~" - b*] = diag(\, ..., \,). Daraus folgt

Aot = b0 aylh b = b b AL b b b
=20~ b +ab T b
= diag(A1, ..., \) + il O
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Jetzt konnen wir die fiir uns entscheidende Transformationsformel beweisen [3, S. 10 — 14],
7, S. 343 — 352], [16, S. 15 — 21, [32, S. 48 — 51|, [46, S. 1 — 8], [49, S. 189 — 197], [61, S. 42].

Satz 4.2.4. Seienn € N, m € 2N und a € P,,. Dann gilt

z

Dues n(—271) = (det(@) * - (det (—))m Aon(2), 2€Hy

1
Beweis. Fir festes z € H,, betrachten wir die Funktion

F(w) = Z en<%a[g + w) -z), w € My n(C),

9EMm,n(Z)

die F(w+g) = F(w) fiir alle § € M,, ,(Z) erfiillt. F ist also in jedem wy,, 1 < <m,1 <r <n,
periodisch mit Periode 1 und ldasst daher eine Fourierentwicklung in diesen Variablen zu. Da

m n
jede ganzzahlige Linearkombination Z Zghwh, oy € Z,von wy,, 1 <€ <m,1<r<mn,

(=1 r=1
als

Spur(§" - w) fiir genau eine Matrix § € M, ,(Z)
geschrieben werden kann, konnen wir die Fourierentwicklung darstellen als
Flw)= Y a@@™™ @ = 37 a(gea(" w)

GEMm n(Z) GEMm n(Z)

Schreiben wir w = u + iv, so sind die Fourierkoeffizienten fiir alle v € M,, ,,(R) gegeben durch
1 1 4 B
a,(g) = / e / F(w)e_Zﬂ-ZSpur(g w)du

0 0

1 1 1
:/ / Z en(—a[g+w]-z—§T-w)du
0 0 2
(2)

gEM'm,n

1
= / en(—a[w} -z—gT-w)du.
M a® 2

Nach Lemma 4.2.2 stimmt dies iberein mit

1 1
€n (——a_l[g] . z_l) : / €n (—a[w —a b2 z) du.
2 My ®) N2

1 1

Wihlen wir v =Im(a™t-g-271),soist w—a™t-g-27' =u—Re(a™t-g-271) reell. Substituieren

wir dies durch u, folgt

/ o €n (%a[u] : z> du (4.4)
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zu berechnen, betrachten wir zunéchst den Fall n = 1: Nach Korollar 2.1.11 gibt es eine Matrix
b € P,, mit b* - b = a. Indem wir u durch b=! - u substituieren, erhalten wir

/m 61<%a[u] 2 = /m 61<%[m[l~)u] 2

= (det(E))_l : /m 61(%Im[u] : z)du
= (det(b)) " - (/R e”“QZdt>m.

Fiir z =1y, y > 0, ergibt sich daraus

(det (b)) " - ( /R e”t2ydt>m = (det(B)) ™"y % - (% /R etzdt>m— (det(a)) > - (f)_m

Durch analytische Fortsetzung folgt

/m el (%a[u] : z)du = (det(a))_% : (E>_ZL fiir alle z € HL.

1

Dies nutzen wir jetzt aus, um (4.4) fiir beliebiges n € N zu berechnen. Nach Lemma 4.2.3 gibt
es ein b € GL,(R), sodass z[b] eine Diagonalmatrix ist. Dann gilt

() ™ (dee)) - (e (5)) 7 = i) - (e (5F1) )

m
2

7 7

_ (det(a)) T (M)_

Damit ist insgesamt

/Mm,n(R) n <%a[u] . z)du = (det(a))*% . (det <§>>’g
bewiesen. Es gilt also
; El

a(g) = e, <—§a_1[§] . z_1> . (det(a))f

|3
VS
o,
@
=
/N
SN
N——
N——
|

sowie
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Hiermit kénnen wir das zentrale Ergebnis dieses Abschnitts angeben.

Satz 4.2.5. /3, S. 29/, [16, S. 39], [32, S. 51 — 53], [38, S. 272, 273], [61, S. 41 — 43]
Seien n € N, m € 2N und a € M,,(Z) eine symmetrische, gerade, positiv definite und unimo-
dulare Matriz. Dann ist m durch 8 teilbar und ¥,, € Mmn (Ty).

Beweis. Mit Lemma 4.2.1(c) folgt zunéchst 9., = ¥4-1[4n = V41, Wegen det(a) = 1 lautet
Satz 4.2.4 nun

m
2

sl = (aet ;)) e H,

9, :_%

(4.5)

|
2

Des Weiteren gilt nach Lemma 4.2.1(a)

19“’" 0 I

11 ’
Fiir n =1 ist ((O 1) ~j) = —1[,, woraus

11 ’ 5
((0 1) .j) — (_@)Tm g1 = i -U,1 folgt.

Damit muss (—1)% =i? gelten. Dies bedeutet 4|2 also ist m durch 8 teilbar und (4.5) ergibt
dann Yo |nj = Uan. Mit Lemma 4.2.1(b) und Bemerkung 4.1.5(e) erhalten wir, dass 9, wie
eine Siegeléche Modulform vom Geschlecht n und Gewicht % transformiert. Aus Satz 2.2.15
folgt schlieflich die Behauptung. m

(In b) Vam, b€ M,(Z) symmetrisch.

(_1)% ’ ﬁa,l = 19a,1|%(_12) = ﬁa,l

Die Aussage von Satz 4.2.5 hingt entscheidend davon ab, ob es Matrizen der geforderten
Art gibt. Fiir m = 8 stellen wir ein Beispiel dar in

Lemma 4.2.6. [38, S. 274], [61, S. 15, 46] Sei

o 1 1 1
-1 0 -1 1

b= 11 0 -1 € My(Z).
-1 -1 1 0

Dann st
(2l Db
asg ‘= (—b 2]4> S Mg(Z)
symmetrisch, gerade, positiv definit und unimodular.

Beweis. Aus bT = —b folgt, dass ag eine symmetrische Matrix ist, welche per Konstruktion
gerade ist.
Wenden wir Lemma 3.1.1 auf ag an, so erhalten wir

o= (0 o) [ )]G G ) e

wobei b - b = —b® = 31, ausgenutzt wurde. Aus (4.6) folgt einerseits det(ag) = 1 und anderer-
seits, dass ag positiv definit ist. O

~
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Beispiel 4.2.7. [38, S. 275], [60, S. 8, 9, 10, 21|, [61, S. 44, 46]
Es gilt ¥4 = U411 € My(I'1). Dieser Vektorraum wird aufgespannt von

Gi(z) = 5=+ o3(t)e”™”, zecH

Aus (2.6) erhalten wir
Vo =240 - G4 sowie 14,(t) =240 - o5(t) fiir alle t € N.

Der erste Teil von Satz 4.2.5 und Beispiel 4.2.7 gehen auf Schoeneberg [53] zuriick [38, S.
275], [53, S. 511, 520, 521].

Bemerkung 4.2.8. [38, S. 268, 274| Seien a; € M,,,(Z) und ay € M,,,(Z) symmetrisch,
gerade, positiv definit und unimodular. Dann ist auch die direkte Summe

0
a1 b ag = (%1 ) € Moy 4m, (Z)

Q2

symmetrisch, gerade und unimodular. Wegen (a; @ as) [(21>] = aq[v1] + az[ve] fiir v; € R™
2

und vy, € R™2 ist auch a1 @ ay positiv definit.

Indem wir direkte Summen von ag bilden, folgt die Existenz einer symmetrischen, geraden,
positiv definiten und unimodularen Matrix a € M,,(Z) fiir jedes durch 8 teilbare m [38, S.
274).

4.3 Das Prinzip von Koecher

In der Theorie der klassischen Modulformen stellt es sich als niitzlich heraus, die klassische
Wachstumsbedingung abzuschwichen, um auch schwach holomorphe Modulformen wie die ab-
solute Invariante j zu untersuchen [21, S. 191, [35, S. 45, 46|, [36, S. 399], |60, S. 24, 25].

Daher widmen wir uns der Wachstumsbedingung (¢) aus Definition 4.1.3. Erstaunlicherweise
wird sich diese fiir n > 2 als iiberfliissig herausstellen. Das heifst, sie folgt bereits aus den
Bedingungen (a) und (b) von Definition 4.1.3. Diese Erkenntnis fand allgemein Bedeutung durch
Koechers Arbeit [36], wurde aber schon vorher von Goétzky im Zusammenhang mit Hilbertschen
Modulformen in [23| bemerkt [21, S. 191], [35, S. 45, 46], |36, S. 399].

Satz 4.3.1 (Das Prinzip von Koecher). [3, S. 3, 65 — 69], [16, S. 44, 45], [21, S. 191, 192],
128, S. 198 — 200], [32, S. 46, 47], [35, S. 45, 46], [37, S. 11]
Seienn € N\ {1}, k € Z und f : H,, — C holomorph mit der Eigenschaft

k
f(z[u] +b) = (det(u))" - f(2)
fir alle z € H,,, u € GL,(Z) und symmetrischen b € M, (Z). Dann gelten folgende Aussagen:

(a) f besitzt die in H, absolut konvergente Fourierentwicklung

f(z) = Z a(t)e,(tz), =ze€H,, (4.7)

teAn,

wobei A, = {t € M,(R) | tT =t, t halbganz, t > O} in (2.9) definiert wurde.
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(b) Die Reihe (4.7) ist in jedem Bereich der Form
{z € H, | Im(2) > yo}, o € P, (4.8)
gleichmdf$ig konvergent.
(¢) f ist in jedem Bereich der Form (4.8) beschrinkt.
(d) f ist in F, beschrinkt.

Beweis. Zum Beweis von (a) betrachten wir die absolut konvergente Fourierentwicklung

fz)= > alt)en(tz), z€H,.

tT=te M, (R)
t halbganz

Sie konvergiert insbesondere in z = [, € Hl,, weshalb die zugehorige Folge
a(t)en(it) = a(t)e 2™SPw® 4T — ¢ € M, (R) halbganz,
beschrankt ist. Dies bedeutet, es gibt ein ¢ > 0 mit der Figenschaft

la(t)] < ¢ - ™3P ™ fiir alle halbganzen tT =t € M, (R). (4.9)

Sei t € M, (R) eine symmetrische und halbganze Matrix, die nicht positiv semidefinit ist.
Zu zeigen ist dann, dass a(t) = 0 gilt. Da ¢ nicht positiv semidefinit ist, muss es einen Vektor
v € R™\ {0} mit ¢[v] < 0 geben. Durch Approximation (Q" liegt dicht in R") kénnen wir sogar
v € Q"\{0} annehmen. Anschlieflendes Multiplizieren mit dem Produkt der Nenner der Eintré-
ge von v liefert sogar einen ganzzahligen Vektor, aus dem wir den gréfiten gemeinsamen Teiler
herausteilen: Wir kénnen also annehmen, dass es einen Vektor v € Z™ \ {0} mit teilerfremden
Eintriagen gibt, der t[v] < 0 erfiillt.

Nach Lemma 2.5.10 existiert ein u € GL,(Z) mit erster Spalte v. Das erste Diagonalelement
der symmetrischen und halbganzen Matrix t == t[u] € M, (R) ist dann ¢, ; = (t[u])11 = t[v] < 0.

Betrachten wir fiir m € Z die obere Dreiecksmatrix 4 € GL,,(Z), definiert durch

1, wennl1l</=r<n,

Upy = qm, wenn {=11r=2,

0, andernfalls,

so ist t[t] € M,(R) eine symmetrische und halbganze Matrix. Es gilt

Spur((a]) = 3]} = i, 1,0.....,0)7) + 3 7]
= o
= {[me; + €] + Zf[er] =m? - tle)] +mel -T-ex+mey - t-e; +t[eg] + Zt[er]
r=1 r=1
r#2 r#£2

s m—o0

=m?. tig + 2miy o + me =m?. t11 + 2mty 5 + Spur(f) — —o0

r=1
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wegen 7, < 0. Mit Lemma 4.1.7 und (4.9) folgt daraus
a(t)| = la(tua))| = la(tla])] < c- 2 Spur(ila) Mmoo,
la(t)| = |a(t[wa))| = |a(t[a])|

Damit ist Aussage (a) gezeigt, die wir zum Beweis von (b) und (c) nutzen:
Sei yo € P,. Fiir alle z = x 4 iy € H,, mit y > yo und alle ¢ € A,, gilt Spur(ty) > Spur(tyo)
nach Bemerkung 2.1.13, woraus

la(t)en(t2)] = |a(t)|e”2SPu®) < |q(t)|e"2mSPultvo)  folgt, (4.10)

Die absolute Konvergenz von (4.7) in iy € H, liefert die von z unabhéngige konvergente Reihe

Z |a(t)|e~2m5Pu(t0)  die nun die Reihe (4.7) (wegen (4.10)) majorisiert. Damit sind auch die
t€hn
Aussagen (b) und (c) bewiesen.

Die Aussage (d) folgt aus (c), da F,, eine Teilmenge von (4.3) ist. O

Offensichtlich geht die Voraussetzung n > 2 bei der Definition von @ im Beweis von (a) ein
[35, S. 46].

Korollar 4.3.2. [3, S. 65 - 69/, [7, S. 99, 101, 149], [16, S. 48 — 45], [38, S. 1563 — 156], [47,
S. 187], [60, S. 8]

Seienn € N, k € Z und f € M(T',). Dann hat f die in H,, absolut konvergente Fourierent-
wicklung

f(z)=> a(t)en(tz), =z€H,, (4.11)

teAn,

die in jedem Bereich der Form {z € H, | Im(2) > yo}, yo € P, gleichmdfig konvergiert.

Beweis. Fiir n € N\ {1} ergibt sich das Korollar sofort aus Satz 4.3.1. Im Fall n = 1 ist f eine
klassische Modulform: Aus Bedingung (c¢) von Definition 4.1.3 folgt, dass f die absolut konver-

gente Fourierentwicklung f(z) = Z a(t)e*™* z € H, hat. Diese Reihe ist fiir z = v + iy € H
t=0
mit y > yo > 0 gleichmifkig konvergent, da der Beweis von Satz 4.3.1(b) auch fiir n = 1 giiltig

ist. O

4.4 Der Siegelsche Operator ¢

Im Fall n = 1 sind Spitzenformen aus M (I';) dadurch charakterisiert, dass der konstante Term
ihrer Fourierentwicklung verschwindet [38, S. 156], [60, S. 10]. Im Hinblick auf Korollar 4.3.2
ist fiir Siegelsche Spitzenformen dementsprechend zu erwarten, dass nur iiber positiv definite
Matrizen

te Al ={teh,|t>0}={te M,R)|t" =t t halbganz, t > 0}

in (4.11) zu summieren ist [16, S. 46], [32, S. 54], [35, S. 56].

Anstatt aber Siegelsche Spitzenformen derart einzufiihren, ist es fiir weitere Resultate vor-
teilhaft, sie als Kern eines von Siegel [55] eingefithrten Operators zu definieren [32, S. 54|, [35,
S. 54, 56], [55, S. 636 — 638]. Mit diesem Operator beschéftigen wir uns zunéchst.
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Lemma 4.4.1. [3, S. 7, 75/, [16, S. 45], [24, S. 554], [95, S. 54 — 56], [45, S. 72, 73], [55, S.
636 — 638]
Seienn € N, k,r € Z mit 0 <r <n—1 und sei f € My([',,) mit Fourierentwicklung

f(z) = Z a(t)e,(tz), =z € H,. (4.12)

teA,

Dann existiert

A—00

n—r\(z\ . 1: z 0 ~
(fI®"")(2) = lim f (O i)\[n—r) , zel,, (4.13)
und besitzt die Fourierentwicklung
Fo @ =Y a(l Ve, zem. (4.14)
4 0 0 s Y T
feh,
Fir r > 1 ist (4.14) in H, absolut konvergent und in jedem Bereich der Form
{2 S Hr | Im<’§> > gO}v gO S ]P)r?
gleichmapig konvergent und beschrankt. f|®"" stellt in H,. eine holomorphe Funktion dar.

Im Hinblick auf (4.13) ist es sinnvoll, f|®° := f fiir f € M(T,,) zu definieren.
Zum Beweis des Lemmas 4.4.1 bendtigen wir

Lemma 4.4.2. [16, S. 45/, [38, S. 265/, [61, S. 76]
Seienn € N, r € Z mit 0 <r <n — 1. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

_ (&7 0 4 40
(a) t = 0 0 € M,(R) mit t;’ € A,.

(b) t€ A, mitt,, =0 firaller+1</{¢<n.

AR

0 O

halbganz. Fiir v; € R” und vy € R*" gilt ¢ [(Z1)] = t&’”) [v1] > 0, also ist ¢ auch positiv
2

semidefinit, das heifst ¢t € A,,.
(b) = (a): Die zu t € A,, gehorige quadratische Form t[v], v € R", ist auch auf dem zweidimen-
sionalen linearen Spann spang{e;,e;}, 1 <i,j < n, i # j, positiv semidefinit. Daher hat die

Matrix
( t[el] e;r -t- 6]') . (tzﬂ ti,j)
6;'[‘ -t €; t[ej] ti,j tj,j

eine nichtnegative Determinante ¢, ;t; ; — t%j > 0. Firr+1 <7 <nistt,; =0, weshalb nun
t;; = 0 fiir alle j # ¢ folgt. Daher verschwinden alle Eintrdge von ¢ in den Zeilen r+1,...,n. Da

Beweis. (a) = (b): Fiir tg”) €A, ist t = ( ) € M,(R) offensichtlich symmetrisch und

(r)
die Matrix ¢t symmetrisch und halbganz ist, hat es die Gestalt ¢t = <t6 8) mit symmetrischer

U1
0

auch positiv semidefinit, also £” € A,.. O

und halbganzer Matrix t\” € M,(R). Wegen t\”[v;] = ¢ [( )] > 0 fiir alle v; € R” ist ¢\
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tgr) tg“)

Beweis des Lemmas 4.4.1. Seien z € H,, A > 0 und sei t = T
oG

> € A, zerlegt gemaf

(1.3). Dann ist
- (r) =~
z 0 t 4 * r ~ . r
pur (t' (0 mm)) - Ppwr ( . ng) = Spur(t}” - 2) +ix - Spur(1)”)
=Spur(t” - 2) +ix- >ty (4.15)

Um Lemma 4.4.2 anzuwenden, machen wir eine Fallunterscheidung:
Fall (a): Falls t,, = 0 fiir alle r + 1 < ¢ < n gilt, so liefert (4.15) den von A\ unabhéngi-

gen Ausdruck Spur <t' (g @')\]0 )) = Spur(tgr) - Z). Nach Lemma 4.4.2 hat ¢ die Gestalt
(r)
;7 0 o

t= <6 0) mit £\ € A,.

Fall (b): Falls hingegen ein r + 1 < ¢ < n mit t,, > 0 existiert, so ist Z tee > 0, woraus
l=r+1

2 0 . 5 —27T - 2": toe A 00
en (t : <0 i)\In_T)> = er(tg ). Z)-e =T 220 0 folgt.

Nach Korollar 2.2.1 gibt es ein 6 > 0 mit Im(2) > 0/,. Fiir A > § ist daher

z 0
(0 iAIn—r> e{zeH,|Im(z) >dI,}.

Wegen der gleichméfigen Konvergenz von (4.12) in {z € H,, | Im(2) > 01,,} (Korollar 4.3.2)
konnen wir den Limes in (4.13) gliedweise bilden und erhalten

@) = Yat e (1 (5 0 )) = Ta(g o) et

teAn teA,

Dies ist eine Teilreihe von (4.12), woraus auch die Aussagen iiber die Konvergenz und Be-
schréanktheit folgen. Also ist f|®"~" in H, holomorph. O

Beispiel 4.4.3. [3, S. 75], [38, S. 156], [55, S. 637]
Sei f € Mg(T',) mit Fourierentwicklung f(z) = Z a(t)e,(tz), z € H,. Fiir r = 0 verstehen

tEA’n/
wir unter (4.13) den Grenzwert f|®" = A1im f(iAl,), der den Term a(0) der Fourierentwicklung
—00

von f liefert: f|®" = a(0).

Beispiel 4.4.4. |3, S. 77| Seien n = 1, m € 8N und sei a € M,,(Z) symmetrisch, gerade, positiv
definit und unimodular. Fiir die Thetafunktion J, € M= (I'y) gilt J,(® = r,(0) = 1.

Fir n =0 und & € Z erweitern wir Definition 4.1.3 durch

C, wenn k>0,

4.16
{0}, wenn k& < 0. (4.16)

Mk(FO) = {
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Satz 4.4.5. [3, S. 75, 76], [16, S. 45, 46], [35, S. 54 — 56, [45, S. 73, 4], [47, S. 187 — 189],
[51, S. 7], [55, S. 637]

Seienn € N, k,r € Z mit 0 <r <n und sei f € Mi(I',,). Dann ist f|®"" € My(T,).

Beweis. Fiir r = n ist nichts zu beweisen. Die Aussage fiir » = 0 ergibt sich aus Beispiel 4.4.3

und Satz 4.1.12. Fiir 1 <r < n — 1 miissen wir nach Lemma 4.4.1 nur noch die Transformati-

onseigenschaft von f|®"~" nachweisen: Sei dazu m = <CNL g) T,, ab,éde M,(Z), und wir
¢

definieren die n x n — Matrizen

(a0 b.750 (¢ 0 d.ido
a'_OIn,T"_OO’C'_OO’ =\o 1. )"

(Z), so gilt mit Lemma 2.3.5(d)

uy)
o)
=+
=
2
o
=
el
o
=
2.
=
3
I
R
o
o
N~
Mm
=
3

Daher ist m € I',,. Fir alle Z € H, und A > 0 ist

m< (S M?L_T) > B (a' (3 MI?H) i b) | (C' (S ML) i d)_l

_f(az+b 0\ [(ez+d)t 0\ _ (m(E 0
- 0 I, 0 I,..)] 0 M, /)°
Auferdem haben wir

0 B GZ4+d 0N\ .5
det (C'(O i/\]n_r>+d>_det( 0 In_T)—det(cz—l—d).

Damit erhalten wir schlieRlich

z
g (A
_Ah_{godet(cz—kd) f( 0 i)\fn_r)

_ —k .
= Jim det ((o wi)*d) I (m< (3 M(im) >)

= e (5 g ) =t (5 g, ) = 0106, 9
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Beispiel 4.4.6. [16, S. 45, 46|, [35, S. 54 — 56] Fiir r = n — 1 erhalten wir den Siegelschen
Operator

D : Mk(Fn) — Mk(Fn_l)
fr—fl®

mit (f|P)(2) = hm f (0 (2\) Z € H,,_1. Hat f die Fourierentwicklung f(z) = Z a(t)e,(tz),

t€An
z € H,, so besitzt f|® die Fourierentwicklung

(flR)E) = > a (é 8) en1(L2), Z€ M, . (4.17)

ieAn—l

Beispiel 4.4.7. [3, S. 77], [16, S. 46], [32, S. 55, 56]
Seien n € N\ {1}, m € 8N und sei a € M,,(Z) eine symmetrische, gerade, positiv definite und

unimodulare Matrix. Fiir J,,(2) = Z ra(t)en(tz) € Mm(L,) ergibt (4.17) die Darstellung

tehy,
Vo ®)Z) = S 1o (L D) enn(@), zem,, (4.18)
a,n a O O n— ? n—1>1- .
Wir zeigen nun, dass
t 0 P - .
Ta ( ) =ry(t) firallet e A, gilt. (4.19)

Fiir § € My, ,—1(Z) mit 3a[g] = ¢ ergibt sich 1a[(g0)] = (é 8

injektive Abbildung

). Wir betrachten daher die

{3 Moa(@) | 0l =1} — {5 € i@ | Jali = () 1)}

g — (4l0).
Um zu zeigen, dass sie surjektiv ist, betrachten wir g = (¢1]...|gn) € My, »(Z) mit der Eigen-
schaft alg] = é 8 . Hieraus folgt einerseits 1a[(g1 ... |gn—1)] = ¢, andererseits ist 2a[g,] = 0,

also g, = 0. Dies zeigt schlieflich die Surjektivitdt. Damit ist die Abbildung bijektiv, woraus
(4.19) folgt.
Die Darstellung (4.18) ergibt fiir alle Z € H,,_; daher

(Danl®)(2) = > ra(D)en1(t2) = Voni(2).

fEAnfl

Wegen der Linearitit des Grenzwertes ist der Siegelsche Operator ® eine lineare Abbildung.
Der Kern von ®, ndmlich die sogenannten Siegelschen Spitzenformen, ist von besonderem In-

teresse [35, S. 54, 56|, [37, S. 14].
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4.5 Siegelsche Spitzenformen

Definition 4.5.1. 35, S. 54, 56|, |37, S. 14] Fiir n € Nund k € Z definieren wir den Vektorraum
der Siegelschen Spitzenformen vom Geschlecht n und Gewicht k durch

Sk(I'n) = Ker(®) = {f € My(T',,) | f|® =0}.
Fiir n = 0 setzen wir Sy (I'g) == M (Ty).

Im Fall n = 1 ergibt sich die Definition einer Spitzenform, wie wir sie aus der Theorie der
klassischen Modulformen kennen [38, S. 156]:
a(0) = O} .

Die Charakterisierung von Spitzenformen durch die besondere Gestalt ihrer Fourierentwick-
lung ist auch im allgemeinen Fall moglich [3, S. 78, 79], [16, S. 46], [32, S. 56|, [35, S. 56], [51,
S. 7]

Beispiel 4.5.2. Fiir n = 1 erhalten wir aus Beispiel 4.4.3

o0

Sk(l1) ={f € Mx(T) | f|® =0} = {Z a(t)e™ € My(Ty)

t=0

Satz 4.5.3. Seienn € N, k € Z und f € M(T',)) mit Fourierentwicklung

f(z)=> a(t)en(tz), =z€H,.

teAn,

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) f € S(ln).
(b) a(t) =0 fir alle t € A, \ Af.

(¢) f(z) = alt)en(tz), z € H,.

teA;

Beweis. Die Aquivalenz zwischen (b) und (c) ist klar.
(a) = (b): Sei f € Sk(T',) und wir betrachten t € A, \ A" C M,(Q). Eine solche Matrix ¢ besitzt
den Eigenwert 0. Es gibt also einen Eigenvektor v € Q" \ {0} mit tv = 0. Durch Multiplizieren
mit dem Produkt der Nenner der Eintrige von v kénnen wir v € Z" \ {0} annehmen. Durch
Herausteilen des grofsten gemeinsamen Teilers der Eintrage ist es sogar moglich anzunehmen,
dass tv = 0 von einem Vektor v € Z™ \ {0} mit teilerfremden Eintrégen erfiillt wird.

Nach Lemma 2.5.10 gibt es ein u € GL,,(Z) mit letzter Spalte v. Das letzte Diagonalelement
der Matrix t[u] € A, ist dann (t[u]),, = t[v] = vT - tv = 0. Unter Verwendung von Lemma
4.4.2 folgt

(n—1)
t[u]:((t[u%l 8) mit ()" € A,

Nach (4.17) gilt )
0= (A1 = X ay o) e e,

ieAn—l
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und daher a(t[u]) = 0. Mit Lemma 4.1.7 ergibt sich die gewiinschte Aussage a(t) = 0.
(b) = (a): Gilt a(t) = 0 fiir alle t € A, \ A}, so folgt auch a (é 8) =0 fiir alle t € A,,_;. Mit
(4.17) ergibt sich
(flR)E) = > a L0y, (t2)=0, zeH
) O O n—1 ) n—1-
fehn1
Daraus schliefen wir f € Ker(®) = Si(I',,). O

Eine weitere Charakterisierung von Siegelschen Spitzenformen besagt, dass sie exponentiell
schuell gegen 0 konvergieren, wenn Im(z) ,wéchst* [35, S. 56]. Genauer gesagt beweisen wir

Lemma 4.5.4. [3, 5. 79, 80, [4, S. 26], [28, S. 204, 205], [32, S. 58], [35, S. 56, 57]
Seienn € N, k € Z, yo € P,, und f € Sk(I'y). Dann gibt es aq, ay > 0, sodass die Abschitzung

J()] < ay oS
fir alle z = x + 1y € H,, mit y € M,, und y > yo gilt. as hingt dabei lediglich von n ab.

Beweis. Seien t € AT und y € M,, mit y > yo. Wir wollen Spur(ty) auf zwei Arten nach unten
abschétzen. Nach Bemerkung 2.1.13 gilt einerseits

Spur(ty) > Spur(tyo). (4.20)

Andererseits nutzen wir y € M,, und Korollar 3.4.11 aus, um

1 1 -
Spur(ty) > ———— - Spur (t - diag(y1 1, - - - ,ymn)) = . g teeyee zu schreiben.
nn—* .
—

Cn n"1.c,

Fiir t € A} sind die Diagonalelemente ¢,, = t[e,] € N. Deshalb erhalten wir sogar

Spur(ty) > Z teeYee = Zyu = ——— - Spur(y). (4.21)

Die Abschétzungen (4.20) und (4.21) ergeben zusammen

1

n

2 - Spur(ty) = Spur(ty) + Spur(ty) > Spur(tyo) +

Mit der Fourierentwicklung aus Satz 4.5.3(c) folgt
| < Z |a en tZ | — Z |(l —27-Spur(ty) <e 1=n.ct.Spur(y) | Z |a —m-Spur fyo)
tGA: teA:{ tEAI’[

Da die Fourierentwicklung von f in i - % € H,, absolut konvergiert, ist dabei
Z la(t)|e”™SPurt0) < o0 woraus die Behauptung folgt. O

teAd
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Damit konnen wir ein wichtiges Verhalten der in Bemerkung 4.1.11 definierten Funktion g
beweisen [16, S. 47, [28, S. 205], [32, S. 56 — 58], [40, S. 108]:

Lemma 4.5.5. Seienn € N, k € Z und f € Sg(I'y). Dann besitzt die in H,, definierte Funktion

E .
g9(z) = (det(y))? - 1f(2)], ==a+iy€H,,
ein Mazximum, das bereits in F, angenommen wird.

Beweis. Fiir k € —N ist ¢ = 0 wegen Satz 4.1.12, wofiir die Behauptung trivial ist. Sei also
k € Ny. Wegen Bemerkung 4.1.11 und Satz 3.5.9 reicht es zu zeigen, dass g in F,, ein Maximum
besitzt. Wir zeigen dazu

li = .
m_ g(z) =0, (4.22)
det(y)—o0

denn dann ist das Maximum, das die stetige Funktion ¢ auf dem Kompaktum (Korollar 3.6.7)
Fole) ={z+iy € F,|det(y) <c} fiir ¢ > 0 grok genug

annimmt, sogar das Maximum in F,, und auch in H,.
Zum Beweis von (4.22) bemerken wir, dass F,, eine Teilmenge von (4.3) ist (Satz 3.6.3). Mit
der Ungleichung von Hadamard (Korollar 3.1.4) und Lemma 4.5.4 folgt dann

n

& E o
g(z) = (det(y))? - [f(2)] < aq - (H Ye e) cemorSPul) = ) H(W,E)Q -em e

=1
fiir alle z = x4 iy € F,. Falls det(y) — oo gilt, muss es wegen der Ungleichung von Hadamard
(Korollar 3.1.4) ein 1 < j < n mit y;; — oo geben. Aus lim (y”)k 2% = () ergibt sich
—00

Y55
0<g(2) <o [[(wer)
/=1

also ist (4.22) bewiesen. O

somit

w\w

o2 det(y)—o0

0, z=x+4+1yeF,,

Als Anwendung untersuchen wir die Vektorrdume So(I',) und My(T',) [16, S. 48], [32, S.
58], [37, S. 15].

Satz 4.5.6. Firn € N gilt So(I',,) = {0}.

Beweis. Sei f € Sy(I'y). Nach Lemma 4.5.5 besitzt g = |f| ein Maximum in H,,. Da H, ein
Gebiet ist (Lemma 2.2.12), liefert das Maximumprinzip, dass f konstant ist: Es gibt ein ¢ € C,
sodass f(z) = c fiir alle z € H,, gilt. Aus

0= (A1) = fim £ (5 ) = FeHa,

folgt die gewiinschte Aussage f = 0. [
Korollar 4.5.7. Fir n € Ny gilt My(T",,) = C.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung per Induktion iiber n. Fiir n = 0 ist My(I'g) = C nach
(4.16). Sei also n > 1 und wir setzen My(I',,—1) = C voraus (Induktionsvoraussetzung). Be-
trachten wir f € My(I',), so ergibt sich f|® € My(I',—1) = C. Daher gibt es ein ¢ € C mit
fl® = ¢, also (f —¢)|® = f|® — ¢ = 0. Dies bedeutet f — ¢ € Ker(®) = So(I'y) = {0}, das
heifst, f ist konstant. m
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4.6 Die Endlichdimensionalitit von M(I,)

Aus der Theorie der klassischen Modulformen wissen wir, dass eine Modulform bereits die
Nullfunktion ist, wenn ausreichend viele Fourierkoeffizienten verschwinden [3, S. 91], |7, S.
342, |38, S. 175], [60, S. 31]:

Satz 4.6.1. Sei k > 4 gerade, d = dimC(Mk(Fl) und f(z Za e*™% ¢ My(T'y). Wenn
=0
a(t) =0 fir alle 0 <t < d—1 gilt, dann ist [ die Nullfunktion.

Wir werden eine dhnliche Eigenschaft auch fiir Siegelsche Spitzenformen beweisen, womit
wir zeigen konnen, dass Si(I',,) und M (T',) als Vektorrdume iiber C endlichdimensional sind
3, S. 91].

Da My(T',,) und Sk(T',) fiir nichtpositive Gewichte k bereits vollstindig bestimmt sind (Sétze
4.1.12 und 4.5.6 sowie Korollar 4.5.7), kénnen wir k& € N voraussetzen.

Lemma 4.6.2. [/, S. 31/, [7, S. 124, 125], [16, S. 48], [32, S. 59, 60]
Seien £ € N und 6 > 0. Sei ,
= Zbrez’”{r
r=(

eine Fourierreihe, die fir alle ¢ € C mit Im({) > —¢& konvergiert. Dann existiert zu jedem
0 <e <9 emn Punkt (. € C mit den Eigenschaften

m(G:) = —¢  und [A(0)] < e [R(C)|.

Beweis. Sei q = 2™, Wir definieren die Funktion h(q) = ¢~*- h(¢). Da Im(¢) > —0 gleich-
bedeutend mit |g| = "2 < €27 ist_ ist h fiir |¢| < €™ holomorph. Nach dem Maximum-
prinzip wird das Betragsmaximum von h, das die Funktion im Bereich lq| < €?™ annimmt, auf
dem Rand angenommen: Es gibt einen Punkt ¢, € C mit ’ez’”@ = €™, das heifit Im((,.) = —¢,

fiir den insbesondere |B(1)| < ’}NL<€27T’£CE>

gilt. Daraus erhalten wir

[A(0)] = R(L)] < [R(e*™)] = [e7™ | - |h(C)] = e - [A(¢)- O

Lemma 4.6.3. [5, S. 210/, /32, S. 60/, [62, S. 73]
Seien n,k € N, >0 und a € M,(R). Dann gilt

e - det(l, —ea) =1+ (B —k- Spur(a)) -e + O(e?), 0.
Beweis. Das charakteristische Polynom von a kann dargestellt werden als
det(a — AI,,) = (=1)" - A" + (=1)"*' - Spur(a) - \" ! +
Fiir A :== &1, € > 0, ergibt eine Multiplikation mit (—&)"
det(I, —ea) = (—¢&)" - det(a — e 'I,) =1 — Spur(a) - ¢ + O(?), €10,

und  det(I, —ea)®* =1 —k-Spur(a) - +O(?), e/0.
Durch Multiplikation mit €’ =14 e 4+ O(£?), € | 0, folgt schlieklich die Behauptung. ]
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Die beiden Lemmata 4.6.2 und 4.6.3 dienen uns dazu, eine entscheidende Ungleichung im
folgenden Lemma herzuleiten [4, S. 31, 32|, [7, S. 111], [16, S. 48 — 50, [24, S. 257 — 258], [35,
S. 59, 60].

Lemma 4.6.4. Seien n,k € N, f € Si(I',) \ {0} mit Fourierentwicklung
f(z) =) alt)en(tz), z€H,,
teAt

und sei m € M,(Z) symmetrisch und positiv semidefinit. Sei zo = xo + iy € F,, eine Stelle, in
der die Funktion N
g9(2) = (det(y))* - 1f(2)|, z=wx+iy€H,,

thr Mazimum annimmt. Des Weiteren seien

b, = Z a(t)en(tzo), 1 € Ny,

teAd
Spur(tm)=r

definiert. Falls es ein £ € N mit b, = 0 fiir aller < {0 —1 gibt, so gilt
k - Spur(myy ') > 4xt.

Beweis. Nach Lemma 4.5.5 existiert eine Stelle zyp = x¢ + 1yg € F,, in der die Funktion g ihr
Maximum annimmt. Fiir den Imaginirteil yq gilt nach Satz 3.6.3

\/§

Fiir m erhalten wir mithilfe von Satz 2.1.6 ein g € GL,(R), g* - g = I,, und A\y,..., A\, >0
mit m[g] = diag(Ay, ..., A,). Wéhlen wir nun § > 0 derart, dass

V3

2.-nn1l.c,

d-max{Ay,..., \,} <

V3
2.-nn1l.c,

gilt,

so folgt 1, > 6 - diag(Ag, ..., \p).

Durch Anwendung von [g~!] ergibt sich
VB
2-nvt.c,

Die Formeln (4.23) und (4.24) liefern nun yo > dm.
Sei ¢ € C mit Im(¢) > —4d. Wegen

-1, > om. (4.24)

Im(zp +(m) = yo +Im(¢) -m > yo — dm > 0

gilt zo +(m € H,, und die Funktion h(() = f(z0+(¢m) ist in {¢ € C | Im(¢) > —4} holomorph.
Da Spur(tm) € Ny fiir alle t € A nach Korollar 2.1.12 und Lemma 2.2.4(c) gilt, schreiben wir

h(¢) = f(z0 + (m)

= Z Jen(tzo + (tm) = Z( Z a(t)e,(tzo) ) micr — Zb e2micr,

teA} r=0 teAt
Spur(tm)=r
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Wegen b, = 0 fiir alle r < ¢ — 1 existiert zu jedem 0 < & < § ein Punkt . € C mit Im((.) = —¢
und |[h(0)] < e 2 . ()| (Lemma 4.6.2).
Aus yo > dm schliefen wir yo > em und det(yo — em) > 0. Daraus ergibt sich

(det(yo — em))? - | £(20)] = (det(yo —em))? - [h(0)]
< 72 (det(yo — em))* - [h(C.)|
= 2 (det(y + Im(C.) - m)) ® - |f(z0 + Com)|
= e (20 + )
S 6—27r€€ . g(zo)

k
= e 7™ (det(yo))* - | £ (20)].
Aus f # 0 folgt g(20) # 0 und f(z) # 0. Eine Division durch |f(2o)| > 0 liefert daher

k
2

(det(yo —em))? < e 2. (det(yo))g.

Durch Quadrieren und Umstellen erhalten wir daraus '™ - det(I,, — emy, 1)* < 1, also
™ - det (1, — emyy )F — 1 <0. (4.25)
Nach Lemma 4.6.3 hat die linke Seite von (4.25) die Form
(470 — k- Spur(myy ') -e + O(?), £ 10.
Division durch € und anschlieffender Grenziibergang fiir € | 0 ergeben schlieflich
47l — k - Spur(my, ') < 0. O
Nach Satz 3.6.3 existiert —sup Spur(y~') und wir beweisen nun einen auf Siegel [55] zu-
riickgehenden Satz, der dem gz;cy;ZG.l dhnelt [28, S. 205, 206], [55, S. 642].

Satz 4.6.5. [/, S. 31], [11, S. 286, 287, [16, S. 51], [28, S. 197, 206], [32, S. 59 — 61], [47, S.
189 - 194], [55, S. 642
Seien n, k € N, f € Si(I',) mit Fourierentwicklung

f(z) =) alt)en(tz), z€H,

Falls a(t) = 0 fir alle t € A mit

k
Spur(t) < — - sup Spur(y ')
47T r+HiyEFn
gilt, dann ist f die Nullfunktion.

Beweis. Wir beweisen den Satz per Widerspruch und nehmen daher f # 0 an. Um Lemma
4.6.4 anzuwenden, setzen wir m = [,, und definieren

k
(= L— - sup Spur(y‘l)J +1,



KAPITEL 4. SIEGELSCHE MODULFORMEN 76

das b, = 0 fiir alle 7 < ¢ — 1 erfiillt. Lemma 4.6.4 besagt k - Spur(y, ') > 4n/, woraus die
Ungleichung

k
4l < k- Spur(yy ') < 4r-—- sup Spur(y ')
m $+iye]:n

k
< A - ({— - sup Spur(y‘l)J + 1) =47l folgt.

™ x+iy€]:7L
Diese Ungleichung stellt einen Widerspruch dar. ]
Jedes t € A} erfiillt Spur(t) > n. Wenn also

k
— . sup Spur(y ') <n

gilt, dann erfiillt jedes f € S(T,,) die leeren Voraussetzungen des Satzes 4.6.5, womit f = 0
und Si(T',) = {0} folgt [4, S. 16, 18, 34|, [11, S. 286, 287|, [47, S. 195, 196], [59, S. 11].
Diese Argumentation nutzen wir in den folgenden Beispielen aus.

Beispiel 4.6.6. [4, S. 16, 18, 34], [16, S. 50|, [45, S. 83, 84], [47, S. 195, 196]
Sei n = 1. Nach Beispiel 3.6.4 haben wir sup (y!) = \/lg Wenn wir k£ € N derart wihlen,

rHiyEF1
dass . 5
— . — <1 4.26

gilt, dann erfiillt jedes f € Si(I';) die leeren Voraussetzungen des Satzes 4.6.5, woraus f = 0
folgt. Da (4.26) dquivalent zu k < 10 ist, folgt Sk(I'y) = {0} fiir & € {2,4,6, 8, 10}.

Sei jetzt k = 12. Dann ist 1 < {2 - \% < 2. Falls also f(z) = Za(t)ezmz € Si2(Iy) die
t=1

Bedingung a(1) = 0 erfiillt, so muss f = 0 nach Satz 4.6.5 sein.
Dies nutzen wir aus, um dlmC(S (T1)) < 1 zu zeigen: Im Fall S15(T'y) # {0} gibt es

ndmlich eine Spitzenform f(z) = Z (t)e’™* € Sip(Ty) \ {0}, die a(1) # 0 erfiillt. Be-

t 1

trachten wir ein beliebiges ¢g(z Zb e*™* ¢ S15(T'y), so wihlen wir A € C derart, dass

b(1) = X-a(1) gilt. Dannist g— A f G Slg( 1) eine Spitzenform, deren erster Fourierkoeffizient!
b(1) — A - a(1) = 0 verschwindet. Daher muss g — X\ - f = 0 sein, das heift g = X\ - f. Dies zeigt
insgesamt dimg (Slg(Fl)) <1.

Bemerkung 4.6.7. |60, S. 10, 18, 19] Aus der Theorie der klassischen Modulformen ist schon
A € S12(I'y) \ {0} bekannt, womit Beispiel 4.6.6 dann Sj5(I'y) = C - A ergibt.

Beispiel 4.6.8. [3, S. 96|, [16, S. 50|, [45, S. 83, 84], |47, S. 195, 196]
Fiir n = 2 liefert Beispiel 3.6.5 die Abschitzung

sup Spur(y™!) < —.
T+iyeF2 (y ) 3\/§

lGemeint ist der Fourierkoeffizient zu ¢t = 1.
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Wenn wir £ € N derart wihlen, dass
k16
— e —=<2
4m 3V/3

gilt, dann erfiillt jedes f € Sk(I'y) die leeren Voraussetzungen des Satzes 4.6.5, woraus f = 0
folgt. Da (4.27) dquivalent zu k < 8 ist, folgt Si(I'y) = {0} fiir 1 <k < 8.

(4.27)

Aus den Sitzen 4.6.5 und 3.6.3 folgt

Korollar 4.6.9. /4, S. 31], [11, S. 286, 287], [16, S. 51], [28, S. 197, 206], [32, S. 59 — 61],
[47, S. 189 — 194], [55, S. 642]
Seien n, k € N, f € Si(I',) mit Fourierentwicklung

f(z) =) alt)eq(tz), z€H,.

teAd

Falls a(t) = 0 fir alle t € A mit
k-n"-c
Spur(t) < | ———=
pur(t) = { 213 J
gilt, dann ist f die Nullfunktion. Dabei ist ¢, die Konstante aus der Ungleichung von Minkowsk:
(Satz 3.4.5).

Um mit Korollar 4.6.9 die Endlichdimensionalitdt von Si(I',,) iiber C zu zeigen, benotigen
wir

Lemma 4.6.10. /3, S. 68/, [28, S. 208], [32, S. 59/, |38, S. 265]
Firn,r e N gilt

n(n—1) n(n+1)

{t e A |Spur(t) <r}[ <r"-(4r—1)" 2z <(4r—1) =z .

Beweis. Die zu t € A} gehorige quadratische Form t[v], v € R™, ist auch auf dem zweidi-
mensionalen linearen Spann spang{e;,e;}, 1 < i,j < n, i # j, positiv definit. Daher hat die

Matrix
( t[ez] G;r -t 6]‘) . <tl7l t@j)
6’;: -t €; t[ej] tiJ th'
1

eine positive Determinante ¢; ;t; ; — t%j > 0. Aus t;; < Spur(t), 1 <i <n, folgt

67 <titj; < (Spuur(t))2 und |t ;| < Spur(t) firalle1 <i,j <n,i# j.

Ist nun r € N mit Spur(¢) < r vorgegeben, so gibt es, da ¢ halbganz ist, fiir jeden Diagonaleintrag
hochstens r Moglichkeiten und fiir jeden anderen Eintrag hochstens 4r — 1 Moglichkeiten.
Insgesamt folgt daraus die Behauptung. O]

Satz 4.6.11. [13, S. 107], [16, S. 51], [28, S. 208], [31, S. 87], [32, S. 59 — 61], [35, S. 51],
/62, S. 56, 59]
Seien n, k € N und ¢, die Konstante aus der Ungleichung von Minkowski (Satz 3.4.5). Mit der

k-n"™-cn

Abkiirzung ry 1, = LWJ qilt
n(n+1)

dim¢ (Sk(Fn)) <dnp = Ht e Af ‘ Spur(t) < rnk}| < max {O, (411 — 1)T} . (4.28)

Es gibt daher eine nur von n abhingige Konstante d, > 0, sodass

n(n+1)

dime (Sy(T,)) < dn -k 2 gill.
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Beweis. Fiir d,,j, = 0 liefert Korollar 4.6.9 Si(I';,) = {0}, weshalb die Aussagen des Satzes in
diesem Fall stimmen.

Ansonsten ist d,, ; € N und es muss r,,, € N gelten. Daher ergibt sich die zweite Ungleichung
von (4.28) aus Lemma 4.6.10. Um die erste Abschitzung von (4.28) zu beweisen, betrachten wir
die Abbildung v : Si(T,) — C%* die einer Siegelschen Spitzenform f(z) = Z a(t)e,(tz),

teAld
z € H,, den Vektor mit Eintrdgen a(t), ¢ € A} mit Spur(t) < 7,4, zuordnet. Diese ist eine
lineare Abbildung, die nach Korollar 4.6.9 den Kern Ker(¢)) = {0} besitzt und daher injektiv

ist. Insbesondere ist Si(T',,) endlichdimensional und der Rangsatz liefert?
dimg (S(T')) = dime (Ker(¥)) + dime (Bild(¢)) = dime (Bild(¢)) < dime (C™*) = dyy 5.

Damit gilt (4.28), woraus wir des Weiteren

n(n+1)

dime (Sp(Tn)) < (e — 1) 2 < (drop) 2 <d, -k 2

n(n+1)

mit d,, == (%) *  erhalten. O

Im Beweis von Satz 4.6.11 wurde der Rangsatz aus der linearen Algebra unter der iiblichen
Voraussetzung benutzt, dass der Vektorraum, der den Definitionsbereich der linearen Abbildung
darstellt, endlichdimensional ist [31, S. 87|, |62, S. 59].

Diese Voraussetzung ersetzen wir durch Bedingungen an Wertebereich und Kern, um die
Endlichdimensionalitit von M(T',) iiber C beweisen zu konnen.

Satz 4.6.12. [31, S. 87, [62, S. 59] Seien V und W zwei K — Vektorriume mit endlichdimen-
stonalem W und sei ¢ : V. — W eine lineare Abbildung mit endlichdimensionalem Ker(p).
Dann st V' endlichdimensional und es gilt

dimg (V') = dimg (Ker(y)) + dimg (Bild(p)).

Beweis. Mit W ist auch Bild(p) endlichdimensional mit k = dimg (Bild(¢)) € No. Wir be-
trachten eine Basis {wy,...,w;} von Bild(y). Fiir alle 1 < ¢ < k gibt es per Definition ein
vy € V mit p(vy) = w,. Mithilfe einer r — dimensionalen Basis {vgi1, ..., vk} von Ker(yp)
erhalten wir eine Menge {vy, ..., Uk, Vkt1, - .., Vkir} C V, von der wir zeigen, dass sie eine Basis

von V' darstellt. Zunéchst zeigen wir, dass die Vektoren dieser Menge linear unabhéngig sind:
Aus

/\11}1 + ...+ /\k+rvk+r =0 (429)
folgt unter Anwendung von ¢ und Beachtung von vgi1, ..., vx, € Ker(p) zunéchst
AMwy + ...+ Awr = 0. Da wyq, ..., wg linear unabhéngig sind, folgt Ay = ... = Ay = 0. Also
ergibt (4.29) jetzt Apy1Vks1 + ... + MU = 0, woraus A1 = ... = A\ggr = 0 wegen der
linearen Unabhéngigkeit von viq,...,vi, folgt. Daher sind vy, ..., vgy, linear unabhéngig.
Schlieflich ist noch zu zeigen, dass sich jedes v € V' als Linearkombination von vy, ..., vk,

schreiben ldsst: Zum Vektor v € V' betrachten wir dessen Bild ¢(v) und stellen es dar als
e(v) = \Mwy + ...+ Nwr, mit Aq, .. M €KL

Dann ist
(v — Aoy — .= Ng) = (V) — Mwy — ... — Aawg, = 0,

2Das Bild der linearen Abbildung v wird mit Bild(v)) bezeichnet.
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also v — A\jv; — ... — \yug € Ker(p). Es gibt daher Agyq, ..., \err € K mit
v — )\11)1 — ... /\kvk = )\k—&-lvk—&-l + ...+ )\k+TUk+T.
Damit ist v = A\jvi+. . .+ NV +Api1Vks1+- . -+ A Ukayr als Linearkombination der vy, ..., vgi,
dargestellt.
Also ist V ein (k 4 r) — dimensionaler Vektorraum mit Basis {vy,. .., vk, }, fiir den
dimg (V) = k + r = dimg (Bild(p)) + dimg (Ker(y))  gilt. O

Die Endlichdimensionalitidt von M (T',,) iiber C ergibt sich nun im

Satz 4.6.13. [16, S. 52], [29, S. 79], [32, S. 61], [35, S. 51], [37, S. 15], [47, S. 194]

Seien n € Ny und k € N. Dann gibt es eine nur von n abhdingige Konstante d;, > 0, sodass

n(n+1)

dime (My(Ty)) < di -k~ 2 gilt.

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion iiber n. Fiir n = 0 ist My (I'y) = C und die
Behauptung gilt mit jedem dj > 1. Sei nun n > 1 und wir setzen voraus, dass die Aussage
des Satzes bereits fiir n — 1 gilt (Induktionsvoraussetzung). Insbesondere ist also M (I',—1)
endlichdimensional. Zum Beweis der Aussage fiir n betrachten wir den Siegelschen Operator

D : Mk(Fn) — Mk(I‘n_l)
fr—fl®

aus Beispiel 4.4.6: Er ist eine lineare Abbildung, deren Wertebereich My (I",,_1) endlichdimen-
sional ist und deren Kern Si(I',) dies auch ist (Satz 4.6.11). Nach Satz 4.6.12 ist My(T',)
endlichdimensional mit

< Czn ) k'n(n;—l) + d:{il ) kn(n—l)
< (dvn + d;‘;_l) ) kn(n2+1) . D

4.7 Folgerungen

Aufgrund von Lemma 4.6.4 gelingt es uns auch, einige Vektorrdume Sk (I",,) und M (T,) explizit
anzugeben.

Lemma 4.7.1. [16, S. 50] Seien n,k € N und S(T',) # {0}. Dann gilt

3 n—1

Beweis. Wir wihlen ein f € Si(I',) \ {0} und wenden Lemma 4.6.4 an: Nach Bemerkung
3.2.1(a) wihlen wir zunichst einen Vektor g € Z™ \ {0} mit y;'[g] = u(y, ') und definieren die
symmetrische und positiv semidefinite Matrix m = g - g* € M, (Z). Fiir alle t € A gilt

Spur(tm) = Spur(tg - g*) = Spur(g* - tg) = Spur(t[g]) = t[g].
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Aus Lemma 2.2.4(d) folgt Spur(tm) = t[g] € N fiir alle t € A}, weshalb Lemma 4.6.4 mit £ =1
angewandt werden kann: Es gilt dann

k - Spur(my, ') > 4n. (4.30)

Wir schitzen Spur(my; ') = yy'[g] = u(yy ') mithilfe der Ungleichung von Hermite (Lemma

3.2.2) durch
4 ot 1 A4\ "1
(3) " @eai=(5)

Mit den Lemmata 3.4.1(b) und 3.6.1 gilt u(yo) = (yo)1,1 > %2, womit sich

n—1

1(yo) - 1lye ') < (g) o (det(yo))

3=

_ A" 2 /a\! ,
plypt) < <§> (uly)) < 7 <§) ergibt.
Die Ungleichung (4.30) liefert nun
2k [4\""
4 < k- Spur(myy ') = k - _1<—-(—) ) ]
< k- Spur(my, ) u(yo)_\/g 3

Vernachléssigen wir die Vektorrdume der Siegelschen Modulformen, die bereits nach Korollar
4.1.9 trivial sind, so ergibt Lemma 4.7.1 das folgende

Korollar 4.7.2. 3, S. 96], [11, S. 286, 287, [16, S. 50], [29, S. 77], [59, S. 11]
Es gilt

(=1 und k € {2,4,6,8,10},
n=2und 1 <k <8,

n=3undk € {2,4,6},
Sp(T'n) = {0}  fir n=4und1<k<A4,

n=>5undk =2,

n==06 undk € {1,2},

|[n= 8 und k = 1.

Bemerkung 4.7.3. Hierbei ergeben sich die aus den Beispielen 4.6.6 und 4.6.8 bekannten Fille
n =1 und n = 2 erneut.

Korollar 4.7.4. /3, S. 91], [4, S. 34/, [11, S. 286, 287], [60, S. 10]
Es gilt
dime (My(Th)) <1 fir k € {2,4,6,8,10}.

Beweis. Fiir n = 1 betrachten wir den Siegelschen Operator

f — f|(I)’

fiir den der Rangsatz

dimg (M (1)) < dime(Sk(Ty)) +dime(C) =0+ 1 =1 liefert. O
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Bemerkung 4.7.5. [11, S. 286, 287|, [38, S. 173], [60, S. 10, 30]
(a) Es gilt sogar My(I';) = {0}.
(b) AuBerdem besteht die Gleichheit dime (M (T'1)) = 1 fiir k € {4,6,8,10}.

Setzen wir alle uns jetzt bekannten Bausteine zusammen, erhalten wir

Korollar 4.7.6. [3, S. 96], [11, S. 286, 287], [29, S. 77, 19], [47, S. 19/]

Es gilt

M,.(Ty) = {0} fir k € {1,2,3,5,7},
dlm(c(Mk(Fz)) =1 firke {4,8},
dlm(C(Mﬁ(F2)) <1,

M(T's) = {0},
dlm(c(M4(F3)) =1,
dlm(C(Mﬁ(Fg)) <1,

Mi(Ty) = {0} fir k € {1,2,3},
dime (My(Ty)) =1,

MQ(FE)) = {0}7

My(Ts) = {0} fitr & € {1,2},
M;(I's) = {0}

Beweis. Der Rangsatz, angewandt auf den Siegelschen Operator
D . Mk(Fn) — Mk(Fn_l)
f—r1®,

liefert
dimg (My(T,)) < dime (Sk(Tn)) + dime (Mg(Tn-1)).

Daraus folgt fiir n € N induktiv

Aus (4.31), den Korollaren 4.7.2, 4.7.4, Bemerkung 4.7.5(a), Beispiel 4.1.10 und Satz 4.2.5
erhalten wir dann die Behauptung. O

Beispiel 4.7.7. [11, S. 286, 287|, [29, S. 77, 79] Mit der in Lemma 4.2.6 definierten Matrix ag
erhalten wir insbesondere

My(T) = C - g,
Mg(T1) = C - Vaspas,
My(Ty) = C - 40,
Ms(T's) = C - Jugpas 2;
My(Ls) = C - 43,
My(Ty) = C - gy .
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